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Topologische Grundlagen

0.1 Topologische Riume & Stetigkeit

Definition  (i). Sei X eine Menge, 7 € P(X). (X,T) heiit topologischer Raum auf X :<

(1)
(2) McT>UMeT

(3) M17M26T:> M1 ﬂMQET
(0]

€ X heifit offen, falls O € T. A< X heifit abgeschlossen, falls X\A e T.

(Bemerkung: @, X sind sowohl offen als auch abgeschlossen.)

(ii). Sei (X, T) topologischer Raum, z € X, U € X. Dann heifit U Umgebung von = < 30 € T :
re0,0cU

Bemerkung Sei (X, 7)) ein topologischer Raum und M ¢ X. Sei
T]\/[ = {OQM,OET}

dann ist Ty eine Topologie auf M. Sie heifit Unterraumtopologie auf M, (M, Tys) ein (topologi-
scher) Unterraum.

Beispiel  (i). Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist
T:={0cX;VxeO3e>0:B(z,e) <O}

eine Topologie auf X. Sie heifit die natiirliche Topologie auf X (bzgl. d).

Beweis: Aufgabe 1 (1 Punkt) O

(ii). (X,P(X)), P(X) heiit diskrete Topologie auf X (feinste Topologie). (X,{@, X}), {@, X}
heiBt indiskrete Topologie auf X (grébste Topologie).

(iii). (X,{O ¢ X;X\Oendlich} u {@}) ist ein topologischer Raum. Die Topologie heifit cofinite
Topologie auf X.

Beweis: Aufgabe 2 (1 Punkt) O

Definition Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge B € T heifit eine Basis von T :<>
Jede Menge in T lésst sich als Vereinigung von Mengen aus B darstellen.

0.1 Proposition
Eine Menge B ¢ T ist genau dann eine Basis von einem topologischen Raum (X, 7), wenn

VeeX,YVOeT3IBeB:xeB,BcO



Beweis: Aufgabe 3 (1 Punkt) O

0.2 Proposition
Sei B < P(X) mit

(i). UB=X
(ii). VBy,B2e BVx e Byn B3B3 e B:x € B3, B3 < By N By
Dann gilt
(i). T:={UB'; B’ c B} ist eine Topologie auf X und B ist eine Basis von 7.

(ii). T ist die einzige Topologie, die B als Basis hat. T heifit die von B erzeugte Topologie.

Beweis: Aufgabe 4 (3 Punkte) O

0.3 Proposition
Sei § € P(X). Dann erfiillt die Menge B aller endlichen Durchschnitte zusammen mit X, d.h.

B:={(\E;E c Sendlich, E # @} u{X}
die Bedingungen (i),(ii) aus Proposition 0.2. Die von B erzeugte Topologie heifit die von S erzeugte
Topologie auf X und S eine Subbasis.
Beweis: Aufgabe 4 O

Definition  (i). Sei (X,7) ein topologischer Raum und z € X. Dann heifit U, = {U ¢ X;U
Umgebung von 2} Umgebungsfilter von x.

(ii). Eine Teilmenge B ¢ U, heifit Umgebungsbasis von x 1< VU e, IBe B: B U.

Beispiel  (i). In einem metrischen Raum (X, d) ist
1
{B (x, 7) i€ N}
n

Definition Sei (X,7) ein topologischer Raum.

eine Umgebungsbasis von x.

(). (X,T) erfiillt das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom (1.AA) :< Jeder Punkt hat eine abzéhlbare Um-
gebungsbasis.
(Aus obigem Beispiel folgt: Ein metrischer Raum erfiillt das 1. Abzihlbarkeitsaxiom.)

(ii). (X,T) erfiillt das 2. Abzihlbarkeitsaxiom (2.AA) <> T besitzt eine abzihlbare Basis.

0.4 Proposition
Sei (X, T) ein topologischer Raum. Folgende Aussagen sind fiir U € X #quivalent:

(i). U ist offen.
(ii). U ist Umgebung jedes seiner Punkte.
(iii). YeeU3I0 el : O cU

Beweis: Aufgabe 5 (1 Punkt) O
Definition Sei (X, 7)) ein topologischer Raum und A ¢ X.
(). z € X heiBt ein Berithrungspunkt von A:< VU el : UN A+ @
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(ii). « € X heiit innerer Punkt von A <> A €U,

0.5 Proposition (i). Die Menge der Beriihrungspunkte von A ist die kleinste abgeschlossene Teil-
menge von X, die A enthélt. Sie heift Abschluss von A (abgeschlossene Hiille von A). Nota-
tion: A, cl A.

A ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die A enthalten.

(ii). Die Menge der inneren Punkte von A ist die grofite offene Teilmenge von X, die in A enthalten
ist. Sie heifit offener Kern von A (Inneres von A) und wird mit oA (int A) bezeichnet. oA ist
die Vereinigung aller offenen Mengen, die in A enthalten sind.

(iii). Die Menge bd A := A\ o A heiBt (topologischer) Rand von A.

Beweis: Aufgabe 6 (2 Punkte) O

Definition (i). Seien (X7,71), (X2,72) topologische Riume. Gilt 7; € Tz, dann heifit 73 feiner
als 71 und 7Ty grober als 7s.

(ii). Sei (X,T) ein topologischer Raum, A ¢ X. A heifit dicht in X < A= X.

Definition Seien (X, 7), (Y,S) topologische Rédume und f: X — Y eine Abbildung, = € X.
(i
(i

(iii

). [ heiBt stetig in 2 e YV € Up(,y(S) : fTHV) €Uy. [ stetig > VO eS: f71(0)eT.
). f heifit offen :<> VO € T : f(O) € S. f heifit abgeschlossen < YO € T : Y\ f(X\O) € S.
). f heit Homoomorphismus :<> f stetig, bijektiv und f~! stetig.

).

(iv). f heifit Einbettung :< Die Einschrinkung von f auf die Bildmenge ist ein Hom&omorphis-

mus, d.h. f: X - f(X) ist ein Homéomorphismus von (X,7") nach (f(X),Ssx))-
Bemerkung Offenbar gilt
(i). Komposition stetiger Abbildungen ist stetig.

(ii). Wenn f: (X,T) - (¥,S) stetig und 73 2 7, & € S, dann ist auch f: (X, 71) - (Y, S1)
stetig.

(iii). f ist ein Homdomorphismus <> f bijektiv, stetig, offen

0.6 Proposition
Seien (X,7) und (Y,S) topologische Riume, f: X — Y eine Abbildung. f stetig <> Vx e X : f in
x stetig.

Beweis: Aufgabe 7 (2 Punkte) O

Definition  (i). Zwei topologische Réume (X,7) und (Y,S) heifilen homdomorph (topologisch
dquivalent) :<> Es existiert ein Homéomorphismus f: X — Y. Notation: (X, 7T) = (Y,S)

(ii). Sei (X, T) ein topologischer Raum und A ¢ X. Eine Umgebung von A ist eine Menge U ¢ X
mit AcU, sodass esein O S X, O €T gibt mit AcOcU.

0.7 Proposition
Seien (X,7) und (Y,S) topologische Rdume, f: X - Y eine Abbildung, B eine Subbasis von S.
Dann ist f stetig (<> YO e B: f1(0) e T.

Beweis: Klar, da f~! mit beliebiger Vereinigung und endlichen Durchschnitten vertriiglich ist. [J
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0.2 Trennungseigenschaften

Definition Sei (X, 7)) ein topologischer Raum. Er heifit ein

(l) Tl—Raum = Vx,y € X,.T % yElOl,OQ € T:I € 01,y € OQ,I ¢ Og,y ¢ 01
(ii). To-Raum (Hausdorfl-Raum) <> Va,y e X, 2 # y301,02 € T: 01N O3 =2,2 € O1,y € O
(iii). T3-Raum :<> VA ¢ X abgeschlossen Vo € A°301,02€¢T : ACO1,2€ 02,0, n 02 =3

(iv). Ty-Raum <> VA;, Ay € X abgeschlossen, disjunkt 301,02 € T : A; € O1, A3 € O2,01n02 = &

(vi).

regulér :< T1- und T5-Raum

(vii).

)
)
)
(v). T3q-Raum :< VA € X abgeschlossen Vo € A°3f : X - [0,1] stetig: f(z) =1,f(A) < {0}
)
). vollstidndig regulér :<> T3- und T5,-Raum

)

(viii). normal :<=> T3- und T;-Raum

0.8 Proposition
(X,T) ist ein T3-Raum <> Die einpunktigen Mengen sind abgeschlossen.

Beweis: o =% Zu x € X betrachte fiir jedes y € X\{z} eine offene Menge O, mit y € O,

z ¢ Oy. Dann ist
U 0,=Xx\{z}
yeX\{z}

offen, also {x} abgeschlossen.

e . <*“: Die beiden offenen Mengen X\{z} und X\{y} erfiillen die Behauptung.
O

Bemerkung Die cofinite Topologie auf einer Menge X ist die grobste Topologie auf X, sodass
(X, T) ein T1-Raum ist. Falls | X| = oo ist die cofinite Topologie kein T5-Raum.

0.9 Proposition

T3a = T3

Beweis: Sei (X, T) ein T3,-Raum. Seien A ¢ X abgeschlossen, € X\ A. Dann existiert f:[0,1] —
X stetig mit f|4 =0 und f(z) = 1. Die Mengen

1 1
-1 -1
0, = -1
() B (|
sind offene disjunkte Umgebungen von A bzw. z. O

0.10 Satz (Tietze, Urysohn)
Sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:

(i). X normal
(ii). Fiir jede abgeschlossene Menge A € X und f: A — [0, 1] stetig gibt es eine stetige Fortsetzung
F:X >1[0,1].
Beweis: Elementar, trickreich, lang (1-2 Doppelstunden) O

0.11 Folgerung
normal = vollstandig regulér = regulir = 75 = T}

Beweis:  (i). normal = vollsténdig reguldr: Wihle als abgeschlossene Menge A U {z} und als
stetige Abbildung f : Au{z} - [0,1], fla =, f(z) = 1. Dann folgt die Behauptung aus
Proposition 0.8 und Theorem 0.10.
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(ii). vollstidndig regulér = regulir: Proposition 0.9

(iii). reguldr = T5: Proposition 0.8

O
0.12 Proposition
Ein metrischer Raum (X, d) ist normal.
Beweis: Aufgabe 8 (3 Punkte) O

Definition Sei (X, 7") ein topologischer Raum, (x,)neny € X eine Folge. Dann konvergiert x,, gegen
z € X :< Fiir alle Umgebungen U von x gilt [{n e N;z,, ¢ U}| < oo.

Beispiel Sei X eine unendliche Menge, T die cofinite Topologie auf X. Dann ist (X,7) ein T}-
Raum, aber kein T5-Raum. Eine Folge (2, )neny mit @; # ; (i # j) konvergiert gegen jeden Punkt
in X.

0.13 Proposition

Sei (X, T) ein To-Raum. Dann konvergiert eine konvergente Folge gegen genau einen Punkt.

Beweis: Angenommen (2, )neny konvergiert gegen 2z € X und y € X. Dann seien Op,04 offene
disjunkte Umgebungen von x bzw. y. Nach Definition: In O, 05 liegen alle bis auf endlich viele
Folgeglieder. Widerspruch zu diskunkt! O

Beispiel Sei X mit |X|> 2. Dann ist (X, {@,X}) ein T3- und Ty-Raum, aber kein 7;-Raum.
Definition Sei (X,7) ein topologischer Raum.
(i). Eine offene Uberdeckung von X ist eine Teilmenge M ¢ T mit UM = X.

(ii). (X, T) heiBt quasi-kompakt :«<> Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine endliche Teiliiber-
deckung, d.h.
YMc T, UM =X3F c Mendlich: | JF = X

(iii). (X, T) heifit kompakt :<> quasi-kompakt, hausdorffsch. Eine Teilmenge A ¢ X heifit kompakt
= (A, Ta) ist kompakt.

0.14 Satz
Sei A € R™. Dann dquivalent:

(). A kompakt

(ii). A abgeschlossen und beschrinkt

Beweis: Analysis 11 O
0.15 Proposition

Sei (X, T) kompakt, A € X. Dann A kompakt <> A abgeschlossen.

Beweis: Aufgabe 9 (4 Punkte); siche Funktionalanalysis I, Satz 2.2(i) O

Definition Ein T5-Raum (X, 7T) heifit folgenkompakt :<> Jede Folge in X besitzt eine konvergente
Teilfolge.

0.16 Satz
Sei (X,T) ein To-Raum. Dann gilt:

(i). X kompakt, 1. Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt = X folgenkompakt

(ii). X folgenkompakt, 2. Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt = X kompakt
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Beweis: Ubung O

Definition (“Meta-Definition“) Sei E eine Eigenschaft fiir topologische Rdume. Man sagt X hat die
Eigenschaft lokal (lokal-E) :<> Fiir jeden Punkt 2 € X und jede Umgebung U € U, existiert eine
Umgebung V €U, mit V c U, sodass V' (mit Unterraum-Topologie) die Eigenschaft E hat.

Definition Ein topologischer Raum (X,7T) heifit lokal-kompakt < Vo e X VU e U, IV €U, : V ¢
U,V kompakt.

0.17 Proposition
Sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:

(i). (X,T) kompakt

ii). Fiir jedes System R von abgeschlossenen Mengen mit der Endlichen-Durchschnitts-Eigenschaft,
g g g
d.h. VFCSR gilt NF # @, gilt
MR+

Beweis: Aufgabe 10 (1 Punkt) O
0.18 Proposition

Sei (X, T) ein Hausdorff-Raum und K ¢ X kompakt sowie 2o € X\K. Dann gibt es U € U, und
Veldg mit UnV =@.

Beweis: Aufgabe 11 (3 Punkte). Hinweis: Proposition 0.15. O
0.19 Proposition

Sei (X, T) ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann ist (X,7) normal.

Beweis: Aufgabe 12 (3 Punkte) O

0.20 Proposition
Seien (X, T) ein kompakter topologischer Raum und (Y, S) ein topologischer Raum sowie f: X —
Y stetig.

(i). f(X) ist kompakt
(ii). Sei (Y,S) ein Hausdorff-Raum. Dann ist f abgeschlossen.

Beweis: Aufgabe 13 (3 Punkte) O

0.21 Proposition
Sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:

(). (X,7T) T5-Raum

(ii). Fiir alle 2 € X existiert eine Umgebungsbasis aus abgeschlossenen Mengen.

Beweis: Aufgabe 14 (2 Punkte) O
0.22 Proposition

Sei (X,T) ein T;-Raum (i € {1,2,3,4}) und M ¢ X. Dann ist (M, Tas) ein T;-Raum.

Beweis: Aufgabe 15 (1 Punkt) O

Bemerkung Ein Unterraum eines normalen Unterraums ist nicht notwendig normal. Ein algebrai-
scher Unterraum eines normalen Unterraums ist normal.

Definition Sei (X, 7") ein topologischer Raum. Dann heifit (X, 7") quasi-lokalkompakt :<> Va € X :
U (T)NK(T) # @.
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Bemerkung Kompakte topologische Rdume sind quasi-lokalkompakt.

0.23 Satz
Sei (X, T) ein quasi-lokalkompakter Raum. Dann ist (X, 7) vollstindig regulir.

Beweis: Ohne Beweis O
Bemerkung Sei (X,7) ein Hausdorfl-Raum. Dann dquivalent:
(i). (X,T) lokalkompakt
(i1). (X,T) quasi-lokalkompakt
Beweis: e (i) = (ii): Klar.

e (ii) = (i): Sei z € X. Dann existiert W e U,(7) kompakt. Sei U € U,(T). Dann gilt: X

quasi-lokalkompakt 033 T3,-Raum Y T3-Raum 3 IV € U, (T) abgeschlossen: V c UnW.
Wegen V ¢ W folgt V' kompakt (Proposition 0.15).
O

Definition Sei (X, 7)) ein topologischer Raum. Dann heifit 7 metrisierbar :<> Es gibt eine Metrik
auf X, deren natiirliche Topologie T ist.

0.24 Satz
Sei (X, T) regulirer Raum, der das zweite Abzihlbarkeitskriterium erfiillt. Dann ist 7 metrisierbar.

Beweis: Ohne Beweis O
2. AA 0.19 ..
folgenkompakt —————= kompakt normal <—— metrisierbar
AA l
quasi-lokalkompakt —— vollsténdig regulér D AA
regulér
T2 T1

0.3 Zusammenhangsbegriffe

Definition Sei (X,7) ein topologischer Raum. Dann heifit (X,7) zusammenhingend < T n
C(T)={a2,X}.

Beispiel  (i). Sei X eine Menge mit | X| > 2. Dann ist (X,P(X)) nicht zusammenhéngend.
(ii). (X,{@,X}) ist zusammenhéngend.
(iii). (R\{0},]-|) ist nicht zusammenhingend ((0, 00)¢ = (-o0,0))
0.25 Proposition
[0,1] ist zusammenhéngend.
Beweis: Annahme: Es existiert A ¢ [0,1] offen und abgeschlossen mit A # @, A # X. Dann ist
1[o,17\a stetig. Widerspruch zu Zwischenwertsatz. O

Definition  (i). Sei I := [0, 1] mit der natiirlichen Topologie. Sei (X;7) ein topologischer Raum
und w: I - X. Dann heifit w Weg in X <= we C(I,X).
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(ii). Sei (X,T) ein topologischer Raum. Dann heifit (X,7) wegzusammenhéngend < Vz,y €
XweC(I,X):w(0)=z,w(l) =y.

0.26 Proposition
Seien (X,7) und (Y,S) topologische Ridume und f: X - Y stetig.

(i). Sei (X,T) zusammenhéngend. Dann ist (f(X),Ss(x)) zusammenhéngend.
(ii). Sei (X,T) wegzusammenhéngend. Dann ist (f(X),Sy(x)) wegzusammenhéngend.

Beweis: Aufgabe 16 (2 Punkte) O

0.27 Proposition
Sei (X, T) wegzusammenhingender topologischer Raum. Dann ist (X, 7) zusammenhéngend.

Beweis: Aufgabe 17 (1 Punkt) O

Sommersemester 2012

Definition Sei (X, 7)) ein topologischer Raum.

n

(i). (X, T) lokal-(weg)zusammenhéngend :< Jeder Punkt hat eine Umgebungsbasis aus (weg)zusammenhéngen-

den Mengen.

(ii). Sei A € X nichtleer. A (Weg)Zusammenhangskomponnete von (X,7") :«<> A ist eine maximale
(weg)zusammenhingende Menge.

0.28 Proposition
Sei (X, T) ein topologischer Raum. Seien A1, A3 € X mit 41 N As £ @.

(i). A1, Ay zusammenhingend = A; U Ay zusammenhéngend

(ii). A;, Ao wegzusammenhingend = A; U Ay wegzusammenhéngend

Beweis: Aufgabe 18 (2 Punkte) O

Folgerung
Sei (X,7T) ein topologischer Raum. Dann sind die Menge der Zusammenhangskomponenten und
Wegzusammenhangskomponenten Partitionen von X.

0.29 Proposition -
Sei (X, T) ein topologischer Raum. Sei A ¢ X zusammenhiingend und B € X mit A € B ¢ A. Dann
B zusammenhéngend.

Beweis: Aufgabe 19 (2 Punkte) O
Bemerkung Nach Proposition 0.27 sind lokal wegzusammenhingende Rdume lokal zusammenhéngend.

Beispiel (i). Q<R ist nicht zusammenhéngend, die Zusammenhangskomponenten sind die ein-
elementigen Mengen.

(ii). (X,P(X)) mit |[X|> 2 nicht zusammenhéngend, aber lokal wegzusammenhéngend.

(iii). X := {(t,sint) € R%¢t e R\{0}} u {(0,0)} ist zusammenhingend, aber nicht wegzusam-
menhéngend. Folgt aus Proposition 0.26, 0.28, 0.29. Zusammenhangskomponente: X. Weg-
zusammenhangskomponenten X N ((-o00,0) xR), X n ((0,00) x R), {(0,0)}

Vorlesung: “Algebraische Topologie” von Ulrich Brehm, Technische Universitat Dres

(iv). Kegel in R? mit Spitze (0,1) und Basis {(%7 0) e R%:neN}u{(0,0)} wegzusammenhiingend,
aber nicht lokal wegzusammenhéngend (z.B. (0,0) mit X n (R x (=00, 3))).

Konvention:
(i). Wenn (X, 7T) topologischer Raum, A € X, betrachte A mit Unterraumtopologie.
(i1). U A;: disjunkte Vereinigung. Ggf. disjunkt machen mit A; x {i}

10



0.4 |Initiale und finale Topologien

Definition Seien (X,,7,),cr topologische Rdume und f, : M — X, Abbildung (¢ € I'). Dann ist
S={f7"(U);VeelU, T}

eine Subbasis der grobsten Topologie auf M, sodass alle f, (¢ € I) stetig sind. Die von S erzeugte
Topologie heift Initaltopologie (initiale Topologie) auf M bzgl. (f,).er.

Beispiel (i). Falls M ¢ X und ¢ : M — X, m ~ m die Inklusionsabbildung ist, dann ist die initiale
Topologie auf M die Unterraumtopologie (i *(A) = An M).

(i). Produktraum: Sei X :=[],; X, und p, : X - X, die Projektion wobei (X,,7;).cr topologische
Réaume sind. Dann heifit (X, 7) mit der initialen Topologie T bzgl. (p,).cr der Produktraum.

Bemerkung Eine Basis der Produkttopologie besteht also aus Mengen der Form

eF el\F

{HULX I1 XL;FEIendlich,ULe'E(LEF)}

0.30 Satz
Seien (X,,7,).er topologische Rdume und f : X - X, Abbildungen (v € I) und 7 die Initialtopologie
auf X. Fiir jeden topologischen Riume (S,S) und Abbildung ¢g:Y — X gilt:

gstetig < Vee I:(f, o g)stetig

Beweis: e =% Klar, da alle f, nach Definition der Initialtopologie stetig sind.
o ,<=“Sei SeS=U,{f U, €T}, dann gibt es i € I und U, € 7, mit S = f71(U,), also
g-1(8) =g (£ (U)) = (frog) ' (U) €S

also ¢ stetig nach Proposition 0.7.
O

Definition Seien (X,,7,).s topologische Riume und f, : X, > M (¢ € I) eine Familie von Abbil-
dungen. Dann ist

T:=({OcM; [ (0)eT}

el

die feinste Topologie auf M, sodass alle f, stetig sind. Sie heiflt die Finaltopologie auf M bzgl.
(fL)LGI und (XL77:)L€I'

Bemerkung f~! bewahrt bei beliebigen Durchschnitten und Vereinigungen und der Durchschnitt
von Topologien ist eine Topologie.

Beispiel  (i). Topologische Summe: Seien (X, ),e; disjunkt und M := J,e; X, und f,: X, > M,z ~

z. Dann ist die Finaltopologie offenbar

{UUL;VLEI:ULE’]:}

vel

M mit der Finaltopologie heifit die (topologische) Summe der (X,,7,).r. Notation: ¥ X, fir
J X, mit Finaltopologie.

(ii). Sei (X, T) ein topologischer Raum und R eine Aquivalenzrelation auf X. Seip: X - X /R die
natiirliche Abbildung. Dann heifit (X, rT) der Quotientenraum von (X, 7T) bzgl. R, wobei
T die Finaltopologie auf X)g bzgl. p und (X, T) ist.

(p ist stetig und surjektiv. p ist offen (abgeschlossen) < Fiir jede offene (abgeschlossene)
Menge A € X gilt: p~!(p(A)) ist offen (abgeschlossen).)
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0.31 Satz
Seien (X,,T,).cr topologische Raume, f, : X, > M und T die Finaltopologie auf M bzgl. (f,).s
und (X,,7,).cr. Fiir jeden topologischen Raum (Y,S) und jede Abbildung g: M — Y gilt:

gstetig < Ve e I:(f, og)stetig

Beweis: e =*: Da nach Definition alle f, stetig sind, ist die Behauptung klar.

e ,<=“Sei OeS. Dann f71(g71(0)) =(go £.)(0) e T,, also g1 (O) € T.

Definition Seien (X,7) und (Y,S) topologische Raume.

(i). Sei f: X — Y surjektiv. Dann heifit die Finaltopologie auf Y bzgl. f auch die Identifizie-
rungstopologie bzgl. f.

(ii). Eine stetige Abbildung f : X — Y heif}t eine identifizierende Abbildung, falls die Topologie
S die Identifizierungstopologie bzgl. f ist, dh. AeS < f 1 (A)eT.

(iii). Sei f: X — Y stetig und surjektiv. Bezeichne R(f) die Aquivalenzrelation R(f) ={(z,y); f(x) =

f(y)}. Sei f: Xp(s) — Y die eindeutig bestimmte bijektive Abbildung mit fop = f. f ist
genau dann identifizierend, wenn f ein Homdomorphismus ist. (X /Rr(yp) trigt die finale To-
pologie bzgl. p.)

0.32 Bemerkung Seien X,Y topologische Riume und R, S Aquivalenzrelationen auf X bzw. Y.
Sei f: X - Y stetig und mit R und S vertréglich, d.h.

(v,y) e R=(f(x),f(y)) €S

Dann gibt es genau eine Abbildung f : X/r > Y5 mit fopr=pgofund f ist stetig nach Satz
0.31 (X/g hat Finaltopologie bzgl. pr).

Wenn f ein Homdomorphismus ist und f, f~! vertriglich mit den Relationen sind, dann ist auch
f ein Homoomorphismus.

0.33 Proposition (i). Jede stetige surjektive offene (abgeschlossene) Abbildung ist identifizierend.

(ii). Jede stetige surjektive Abbildung eines komplexen Raumes X auf einen Th-Raum Y ist
identifizierend.

(iii). Seien f : X — Y identifizierend sowie g : Y — Z stetig und surjektiv. g ist identifizierend
<> go f ist identifizierend.

Beweis: Aufgabe 20 (3 Punkte). Hinweis: Proposition 0.20. O

0.34 Proposition )
Sei X ein topologischer Raum und R eine Aquivalenzrelation, A ¢ X/g. Falls B := p~1(A) offen
(abgeschlossen) ist, dann ist die natiirliche Bijektion A = B)g~(pxp) €in Homéomorphismus.

Beweis: Aufgabe 21 (2 Punkte) O

Konstruktion: Seien X,Y topologische Rdume und A ¢ X abgeschlossen. Sei f: A — Y stetig. Sei
R auf X 0Y die von {(a, f(a));a € A} erzeugte Aquivalenzrelation (also (u,v) € R, falls u = v oder
u € A,v = f(u) oder ve Au= f(v) oder u,v e A, f(u) = f(v)). Bezeichne YU ;X = (X +Y)/r
mit der Quotiententopologie. Sprechweise: Y U ;X entsteht aus Y durch Einkleben von X mit
Klebeabbildung f.
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Kleben: Torus

0.35 Folgerung
Bezeichne p: X +Y — Y U ;X die natiirliche Abbildung.

(i). Die Einschriankung plyY - Y U ;X ist eine Einbettung.

(ii). Die Einschrinkung p[x\aX\A - Y U X ist eine Einbettung.

Der Raum Y U ¢ X ist also in natiirlicher Weise zerlegt in einen abgeschlossenen Unterraum homéomorph

zu Y und einen Unterraum homéomorph zu X\A. Durch die Klebeabbildung wird beschrieben wie
sie zusammengefiigt sind.
Beweis: Folgt aus Proposition 0.34. O

0.36 Proposition
Seien X, Y, Z topologische Rdume und A ¢ X abgeschlossen. Seien f: X — Y stetigund ¢ : X - Z,
¥ :Y — Z seien stetige Abbildungen mit |4 = o f. Bezeichne

p(x) xeX

cp+1/}:X+Y—>Z,xl—>{¢(I) ceY

Dann ist (¢ +¢)op ' : YU X — Z wohldefinierte Abbildung und stetig.

Beweis: Folgt aus Bemerkung 0.32. O
Notation:
Bn(x,e) =Bl (z) ={y eR"; |y -z <e} (zeR")
B[0,e] = D7
Sz {2 e R™; |z| = 1}
Beispiel  (i). Offensichtlich ist B(0,1) 2 R" (x — m)
(i). S™\{z} 2 R™ fiir x € S™ beliebig, stereographische Projektion.
Definition Ein topologischer Raum, der homsomorph zu B(0, 1) ist, heifit n-Zelle.

Beispiel (zum Identifizieren/Klebeabbildung)  (i). Sei X := B[0,1], A= S""! und Y = {p} einpunktig,
fiA— {p}. {p}uy B0, 1] 2 8"
(ii). RP™ := S/r (Schreibweise: S7,;;) wobei Ry < x =y oder x = -y, d.h. auf S" werden

Antipodenpunkte identifiziert. RP™ heifit der n-dimensionale projektive Raum. (Wihle als
Reprisentanten Einheitsvektoren und identifiziere z mit —x.)
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(iii). Wahle X = B[0,1], A= S"1 Y =RP™ 1 f:9"1 > S/"Igl =RP" ! also RP™ 2 RP" Uy
B[0,1]. Dies ergibt rekursiv eine Zerlegung des RP™ in je eine Zelle der Dimension 0, ..., n.

—— QO—0

0.37 Satz (Invarianz des Gebietes)

Seien X,Y € R™ mit X 2Y und X offen. Dann ist Y offen in R™.

Beweis: Spéter, gegen Ende des Semesters. O
0.38 Satz (Invarianz der Dimension)

Aus m # n folgt R™ £R", §™ ¢ S™ und B,[0,1] # B»[0,1].

Beweis: Sei m < n.

e R™ c R" ist nicht offen in R", aber R"™ ¢ R" ist offen in R", also folgt aus Satz 0.37, dass
R™ 2 R™.

o Wegen S™\{z} 2 R" folgt S™ £ 5™ fiir m # n.

e Angenommen B,[0,1] 2 B,,[0,1]. Dann existiert ein Homomorphismus f : B,,[0,1] —
B,[0,1], also int B,[0,1] € R™ homdomorph zu f~!(int B,,[0,1]) € B,,[0,1] € R™ nicht offen
in R™. Widerspruch zu 0.37.

O
0.39 Satz (Invarianz des Randes)

Jeder Homoomorphismus f : B,[0,1] - B,[0,1] bildet S*~! auf S™! ab.

Beweis: Angenommen z € "' und z := f(z) € [ B,[0,1] = B, (0,1). Dann gibt es € > 0 mit U :=
B(z,¢) € B,(0,1). Dann wiire f~1(U) 2 R", aber wegen f~*(U) ¢ B,[0,1] und f1(U)nS" 1 &
nicht offen in R™. Widerspruch zu 0.37. O

0.5 Mannigfaltigkeiten

Definition  (i). Ein topologischer Raum (X, 7) heifit eine (topologische) n-Mannigfaltigkeit :<>
X ist To-Raum, der das 2. Abzéhlbarkeitskriterium erfiillt und fiir alle x € X existiert ent-
weder

(1) eine offene Umgebung U, die homdomorph zu B, (0,1) ist

(2) oder: eine offene Umgebung U, die homéomorph zu einem abgeschlossenen Halbraum
ist und das Bild von z unter dem Homoéomorphismus auf dem Rand liegt.

(ii). Der Rand (Mannigfaltigkeitsrand) einer n-Mannigfaltigkeit M ist OM := {x € M;x hat keine
offene Umgebung U = B, (0,1)}.

Definition Sei M eine n-Mannigfaltigkeit. M heif3t

(i). unberandet 1< OM =@

(ii). geschlossen :<> M unberandet, kompakt und zusammenhéngend.
(iii). Fliche i< n=2

Wir werden die geschlossenen 2-Mannigfaltigkeiten vollsténdig klassifizieren. Es gilt: Jede geschlos-
sene 2-Mannigfaltigkeit ist homéomorph zu einem 2n-Eck mit paarweiser Identifikation von Kanten.
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Beispiel  (i). Homoomorph zu RP?:

)a aa

1.—>b o1
aba’b’
T
b
(iii). Homoomorph zu Torus:
1
N
2¢ 22
abca'b’c’

Fiir die Ecken: Benutze die erzeugte Aquivalenzrelation und identifiziere die entsprechenden
Ecken.

(iv). Keine 2-Mannigfaltigkeit:

Beim Entfernen des griinen Punktes zerféllt es in zwei Zusammenhangskomponenten.

(v). Mébiusband:

0.40 Satz (Tychonoff)
Seien (X, T;)ier topologische Riume, X; # @. Dann gilt:

X = H X, quasi-kompakt < Vi € I : X; quasi-kompakt
iel
Beweis: Ohne Beweis. (Topologische Vektorrdume, Satz 4.1) O
Definition Sei (X, 7)) ein topologischer Raum.

(i). Sei A ¢ X abgeschlossen. Dann bezeichnet X,4 den Quotientenraum bzgl. der Relation
TRy < x =y oder x,y € A.

(ii). Der Kegel iiber X ist CX := (X x[0,1]),xx1} mit Spitze (Punkt) [X x{1}]g. (X » CX, 2~
(x.0) ist eine Einbettung.)

Beispiel: CS™ 2 B,,[0,1] ((z,t) » z- (1 -t).
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(iii). Die Einhdngung von X ist EX := (X x [0,1]);xx{0,1}-
0.41 Proposition (i). f:X — Y stetig induziert eine stetige Abbildung Ef : EX - EY.

(ii). BS™ = Sl

Beweis: Aufgabe 22 (2P) O

Definition Seien (X;,7;):s topologische Riume und z; € X; mit {z;}° € 7;. Dann heifit VX, =
Y Xija mit A := {x;,i € I} die Einpunktvereinigung der (X, z;);er und [A] der gemeinsamen
Punkt.

Beispiel Sei X, :=[0,1] und x;:=0, I =N und X die Einpunktvereinigung und = der gemeinsame
Punkt.

(i). = € X hat keine abz&hlbare Umgebungsbasis (also erfiillt nicht das 1. Abzahlbarkeitskriterium
und ist daher nicht metrisierbar).

(ii). 2 € X hat keine kompakte Umgebung
Beweis: Aufgabe 23/24 (jeweils 4P) O
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Homotopie von Abbildungen

Definition Seien (X,7) und (Y,S) topologische Rdume. Seien f: X =Y, g: X - Y stetig. Dann
heiflen f und g homotop :<> Es gibt einen stetige Abbildung F : X x [0,1] - Y existiert mit
F(2,0) = f(z) und F(z,1) = g(x) fiir alle z € X. F heiflit Homotopie.

Notation: f ~ g.

Beispiel O :R" —» R™ z +~ 0 und id : R™® » R" x ~ 2 sind homotop, denn F(x,t) :=t-x ist eine
Homotopie.

Achtung: Ob f =~ g ist auch abhingig von Y.
1.1 Proposition
~ ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der stetigen Abbildungen f: X - Y.
Beweis: (i). f=~ f, denn F(x,t) := f(«) ist eine Homotopie.
(ii). f~g= g~ f: Wihle F(x,t) = F(z,1-1).

(ii). f~g,9~h = f~h: Seien F;, F» Homotopien von f nach g bzw. von g nach h. Dann ist

F(x,t) = {

eine Homotopie von f nach h. (Fiir Stetigkeit: Falls X = A; 0 ... UA, mit A; ¢ X abge-
schlossen, dann ist f: X — Y genau dann stetig, wenn f|4, stetig fiir i =1,...,n.)
O

Definition Zwei topologische Riume (X,7) und (Y,S) heien homotopie-dquivalent (oder vom
selben Homotopietyp) :<> Es gibt stetige Abbildungen f: X - Y und ¢g:Y — X mit go f ~idx
und fog~idy. f,g heilen Homotopie-Aquivalenz. Notation: X ~ Y.

1.2 Proposition (i). =~ ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der topologischen Réume.
(ii). Seien fo, f1: X = Y und go, g1 : Y — Z stetig mit fy ~ f1 und go ~ ¢g1. Dann gilt ggo fo ~ g10 f1.
Beweis: (ii). Sei F eine Homotopie von fy nach f; und G eine Homotopie von gg nach g;. Dann
ist goo F': X xI - Z eine Homotopie zwischen ggo fo und goo fi. Goo (f1xidjg17) : X xI - Z

ist eine Homotopie zwischen gg o f1 und g; o f1. Wie in Proposition 1.1(iii) folgt: Es gibt eine
Homotopie von gg o fo nach g o fi.

(i). X ~ X sowie X ~Y =Y ~ X sind klar. Seien X ~ Y, Y ~ Z, dann existieren fy: X - Y,
f:Y>Z go:Y >Z, g1:7Z—Y stetig mit

foofi~idy fiofo~idx googi~idz gio0go~idy
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Dann

(frog1)o(goo fo) @ fio foxidx
(goo fo)o(fiogr) = foo fi~idz

O

1.3 Lemma
Seien Y ¢ R™ und f,g: X - Y stetig. Fiir alle x € X sei die Verbindungsstrecke {¢- f(z) + (1 -¢)-
f(y);te[0,1]} €Y. Dann f ~g.

Beweis: Definiere F': X xI - Y, (x,t) » (1 -t) - f(z) +t- f(y). Offensichtlich F(z,0) = f(x),
g(x,1) = g(x) und F ist stetig. O

1.4 Korollar
Seien (X, T) ein topologischer Raum und f,g: X — S™! stetig. Falls f(x) # —g(x) fiir alle z € X,
dann gilt f~g.

Beweis: e Seii:S" ! - R™\{0},x ~ z die Inklusionsabbildung. Dann gibt es nach Lemma 1.3
eine Homotopie X x I - R™\{0} zwischen i o f und i o g.

e Sei p:R™{0} - S !z ﬁ Offenbar ¢ stetig und poi = idgn-1. Also ist po F' die gesuchte
Homotopie zwischen f und g.
O

Beispiel s gilt S* ~ R%\{0} und S ~ X := 9B,[0,1]u {(x,1);2 > 1} nach Lemma 1.3. Sind nicht
homéomorph, da S' nach Entfernen von 2 Punkten in 2 Zusammenhangskomponenten zerfllt,
R2\{0} nur in eine und X moglicherweise in 3 Zusammenhangskomponenten.

Bemerkung  (i). X 2Y = X ~ Y, aber die Umkehrung ist i.A. falsch. Die Einteilung in homotopie-
dquivalente Rdume ist also wesentlich grober als die Einteilung in homdomorphe Réume.

(ii). Die topologischen Invarianten, die wir definieren werden, werden fiir homotopie-dquivalente
Réume iibereinstimmen.

Definition (X, A) heiit ein Paar von Réumen (Raumpaar) :<> A ¢ X ist ein topologischer Unter-
raum.

Definition Seien (X, A) und (Y, B) Raumpaare sowie f,g: (X, A) - (Y, B).
(). f heiBit stetige Abbildung von Raumpaaren :< f: X — Y stetig und f(A4) ¢ B.

(ii). f und g heiflen homotop :<> Es gibt eine stetige Abbildung F': (X x I, Ax I) - (Y, B) mit
F(z,0) = f(z) und F(z,1) = g(x) fir alle x € X (also insbesondere F'(a,t) € B fiir alle
acAtel0,1]).

(iii). Sei f(a) = g(a) fiir alle a € A. f, g heilen homotop relativ zu A :<> Es gibt eine Homotopie
F:(XxI,AxI)— (Y,B) mit F(a,t) = f(a) = g(a) fir alle t € [0,1], a € A.
Notation: f ~grel A

(iv). (X, A) und (Y, B) heiflen homotopie-dquivalent :<> Es gibt stetige Abbildungen f: (X, A) —»
(V,B) und g: (Y, B) » (X, A) mit go f ~idy, fog=idy.

Bemerkung  (i). Proposition 1.1, 1.2 gelten auch entsprechend fiir Paare. Lemma 1.3 gilt ebenfalls
mit zusétzlicher Voraussetzung {¢t- f(x) + (1 -t)- f(y);t € [0,1]} € B fiir alle x,y € A.

(ii). Ferner ist auch die Relation =~ rel A eine Aquivalenzrelation auf der Menge der stetigen Ab-
bildungen f: (X, A) — (Y, B). Insbesondere gilt f # grel A, falls f|a # gla.
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Definition Seien (X, 7) ein topologischer Raum und A ¢ X.
(i). Sei r: X — A. Dann heifit r Retraktion auf X bzgl. A :< 7|4 =ida.

(ii). A heifit Retrakt von X :< Es gibt eine Abbildung r : X - A, sodass r eine Retraktion auf
X bzgl. A.

(iii). Sei j: A - X,a ~ a und r : X - A. Dann heifit r eine Deformationsretraktion auf X bzgl.
A<= r Retraktion auf X bzgl. A und jor ~idyx.

(iv). Sei r : X — A. r heifit starke Deformationsretraktion :<> r Retraktion auf X bzgl. A und
jor~idyxrel A.

(v). A heiBit (starker) Deformationsretrakt :«> Es gibt 7 : X — A mit r (starke) Deformationsre-
traktion auf X bzgl. A.

(vi). (X,T) heifit kontrahierbar :<> 3z € X : (X, 7T) und (z, {9, {z}}) sind homotopie-fiquivalent.

Bemerkung Fiir jeden Deformationsretrakt A von X gilt A ~ X

Beispiel  (i). R" ist kontrahierbar, F': R™ x [0,1] - R™, (z,t) ~ ¢ - 2. {0} ist starker Deformati-
onsretrakt von R".

(ii). St ist ein starker Deformationsretrakt von R?\{0}, r : R?\{0} - S!,z R

(iii). Sei (X,T) ein topologischer Raum und z¢ € X. Dann ist e : X - X,z = 29 eine Retraktion
auf X bzgl. {zo} und {zo} ein Retrakt, aber z.B. fiir X = S* ist S* ¢ {z0}, also {z¢} kein
Deformationsretrakt von S*.

1.5 Proposition (i). Sei X = {(1,O)T +5-(t,-1)7T:s€[0,1],t € {%,n € N} U {0}} c R%. Dann ist
{(0,0)} ein Deformationsretrakt, aber kein starker Deformationsretrakt von X. (Aufgabe

25, 6 Punkte)

(iii). Sei G = (V, FE) ein endlicher zusammenhingender ungerichteter Graph (Schleifen und Mehr-
fachkanten zugelassen).

(ii). Es gilt:

(Aufgabe 26, 5P)

(1) Beschreiben Sie G explizit in natiirlicher Weise als topologischen Raum. (2 Punkte)

(2) Sei e € E (keine Schleife) mit Endpunkten z,y € E, x £ y. Sei G’ der Graph, der durch
Entfernen von e und Identifizieren von z und y aus G hervorgeht. Dann ist G ~ G'. (4
Punkte)

(3) G # @ ist homotopie-dquivalent zu einem Graphen mit einer Ecke und |E|-|V|+1 Kanten
(Schleifen). ( 2 Punkte)
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Die Fundamentalgruppe

Definition Sei (X, 7)) ein topologischer Raum.
(i). Sei w ein Weg und zp € X. Dann heifit w geschlossener Weg mit Basispunkt zq <> w(0) =
w(l) =Xo-

(ii). Seien u und v Wege in X mit u(1) = v(0). Dann ist
2t te|0,
wo:[0,1] = X, t »wv(t) = u(2) 6[1
v(2t-1) te[i1]
w ™ [0,1] = X, t e u Tt (t) = u(l-t)
(uv und vt sind stetig.)

2.1 Proposition
Sei (X, T) ein topologischer Raum.

(). Seien uq,ug,vy,v2 Wege in X mit u3(0) = uz(0), u1(1) = u2(1) = v1(0) = v2(0), v1(1) = v2(1)
und uy ~ ugrel{0,1}, v1 ~ vorel{0,1}. Dann ist

uyv1 ~ ugvg rel{0, 1}
uyt = uytrel{0,1}
(ii). Seien u, v, w Wege in X mit u(1) =v(0) und v(1) = w(0). Dann gilt
(uv)w =~ u(vw) rel{0,1}
uut ey(0) rel{0, 1}
Cau(0)U = Uey (1) = u Tel{0, 1}

wobei e, : [0,1] - X, t = x fiir z € X. Weiterhin gilt (u™')™! = u.

Beweis:  (i). Seien F,G :[0,1] x [0,1] - X Homotopien von u; nach ug bzw. v1 nach vy relativ
zu {0,1}. Dann ist

H:[0,1]x[0,1] > X, (t,5) > {F(2t,s) se [?’i]
2

eine Homotopie von ujvy zu usvyrel{0,1}. Weiter ist

F:[0,1]x[0,1] - X, (t,s) ~» F(1-t,5)
eine Homotopie von u7* nach u;!rel{0,1}.

(ii). (u™')7! ist klar. Nach Lemma 1.3 gilt fiir zwei stetige Abbildungen ¢, : [0,1] = [0,1] mit
©(0) =¢(0) und (1) = (1), dass ¢ = ¢ rel{0,1}. Offenbar ist (vv)w(t) = u(vw)(e(t)) mit

2t te[0,1]
@:[0,1]>[0,1],t>{L+t  te[d 1]
%+%t te[%,l]
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Da nach Lemma 1.3 ¢ ~ id[g 1) rel{0, 1} folgt aus Proposition 1.2(ii), dass u(vw) = (uv)wrel{0,1}.

Es gilt e, oyu(t) = u(p(t)) mit

0 tel0,1]

)2

@:[0,1]9[0,1],1?»{%_1 tels1]

und wie oben folgt ¢ =~ idpp 7rel{0,1}. Damit e,y =~ urel{0,1}. ue,1) =~ urel{0,1} folgt
analog.

Weiter uu~t(t) = u(p(t)) mit

@:[0,1]—>[0,1],t._>{

1

also o =~ egrel{0, 1} und damit uu™" = u o eg = e,y rel{0, 1}.

O

2.2 Satz
Sei (X, T) ein topologischer Raum und xg € X. Dann ist II; (X, 2) die Menge der Homotopieklas-
sen rel{0, 1} geschlossener Wege in X mit Basispunkt z(. Es sind

[u] - [v] = [u-v] [u]™ = [u]

wohldefiniert und (IT; (X, z0),,"*, [€x,]) eine Gruppe, die Fundamentalgruppe von (X, ).

Beweis: Wohldefiniert nach Proposition 2.1(i). Gruppeneigenschaften nach 2.1(ii). O

2.3 Satz
Seien (X,7) und (Y,S) topologische Riume sowie o € X, yg € Y. Sei f : X - Y stetig mit
f(z0) = yo. Dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus

L (f) = fy: (X, 20) - (Y, o), [w] = fy([w]) := [f o w]
Ferner gilt
(i). Falls g:Y — Z stetig mit g(yo0) = 20, dann (go f)y = gy o fj-
(ii). (idx)y = idm, (x,20) (fiir (X, 7T) = (¥, S))
(ili). Falls g: X - Y mit g(zo) = yo und f ~ grel{zo}, dann f; = g;.
Beweis: e f; eindeutig ist klar. fy ist wohldefiniert: Seien w; ~ wo rel{0,1}, dann folgt fow; =~
fowsarel{0,1} nach Proposition 1.2(ii).

e fy ist ein Gruppenhomomorphismus:

fou(2s) s€ [O,%]
1

fo(uv)(s):{fov(ls—l) E[%, ]:(fou)(fov)(s)

also fy([u] - [v]) = fy([u]) - fy([v])-
(i) (go Ni([w]) =[go fow]=gyo fi([w])
(ii). Klar.

(ii). fy([w]) =[fow]

FED g0 w] = gy([w])
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2.4 Satz
Sei (X, T) ein topologischer Raum und zg,x; € X. Sei u ein Weg in X von zy nach z;. Dann ist

uy (X, 21) = I (X, 20), [w] = us ([w]) = [uwufl]

ein Gruppenisomorphismus. Ferner gilt:
(i
(i

(iii

). u~vrel{0,1} = uy = v,

). (€zy)* =id fiir 1 = x9

). Sei v ein Weg von x1 nach x2. Dann gilt (uv); = usv,.

). Sei f: X =Y stetig mit f(x0) = yo, f(21) =y1. Dann gilt

Jiouy=(fou)yo fy: (X, z1) - (Y, y0)

(iv

1

Beweis: Wegen wy ~ warel{0,1} = vwiu™ ~ uwou=' rel{0,1} folgt, dass u, wohldefiniert ist.

(i).

(ii).

(iii). (wv)w(uv)™ = u(vwv™)ut rel{0,1}
).

w=vrel{0,1} = uwu ~ vwvrel{0,1}, also u, = v,.
Klar.
(iv). Es gilt:
froun([w]) = fy(fuwu™']) = [f o (uwu™)]
=[(fou)(fow)(fou)]=(fou)iofy
u, ist ein Gruppenisomorphismus:

u(wiwe)u™ = (uwyu™) (wwou) rel{0,1}
—_— ) — —

uy [wyws] us([w1])  us([w2])
Auflerdem:
V[w] e Iy (X, x1) : v twuu™ ~ wrel{0,1}
V[w] e Iy (X, x0) : v twwu ™ u ~ wrel{0,1}
nach 2.1(ii), d.h. (u™) ouy =id und uy o (u™t), =id, also (u™1), = (uy)~t. O

2.5 Folgerung
Falls X wegzusammenhéngend ist, dann gilt

Vl?o,fﬁl eX: Hl(X, 170) = Hl(X,ZZ?1)

Beweis: Folgt direkt aus 2.4. O
2.6 Bemerkung  (i). In diesem Fall schreiben wir IT; (X).
(ii). Falls [u] € IT; (X, x0), dann ist uy ([w]) = [u][w][u]™" ein innerer Automorphismus.

2.7 Lemma
Sei (X, T) ein topologischer Raum und F : I x I - X stetig. Seien wug, u1, vg, v1 : I - X definiert
durch

up(t) = F(1,0) ur(t) = F(t,1) vo(t) = F(0,8) vy (t) = F(1,2)

Dann gilt ugvy ~ vouq rel{0,1}.
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Beweis: Seien uq, w1, U9, ¥1 : I = I x I definiert durch
to(t) = (t,0) ui(t):=(t,1) wo(t):=(0,t) v:(t):=(1,t)

dann gilt Foa; = u; und F o 0; = v; fiir j = 1,2. Offenbar gilt 401 ~ 0@, rel{0,1} nach Lemma
1.3, also
ugv1 = Fo (ﬂo’[)l) ~Fo (170’[1,1) =VoU1 rel{O, 1} ]

2.8 Satz
Seien f,g: X — Y stetig mit f(x9) = g(xp) =yo und f ~g. Sei H: X xI - Y eine Homotopie von
f nach g und w: I - X definiert durch w(t) := H(xg,t). Dann gilt:

fr=wiog

Beweis: Sei u:I - X stetig mit u(0) = u(1) = zo. Nach Lemma 2.7 angewendet auf F := H o (u x
id[O,l]) folgt mit

uo(t) = H(u(t),0) = f ou(t)

up(t) = H(u(t),1) = gou(t)
vo(t) = H(u(0), ) = H(zo, 1) = w(t) = H(u(1),1) = 3 (1)

dass
ugv1 =~ voup rel{0,1}
—— ——
(fou)w  w(gou)
also fou~w(gou)w 'rel{0,1}, d.h. fy =w, o g;. O

2.9 Folgerung
Gilt fog ~id, dann ist fy o gy ein Isomorphismus (insbesondere gy injektiv und fy surjektiv).
Wegzusammenhéngende homotopie-dquivalente Rdume haben isomorphe Fundamentalgruppen.

Definition Sei (X,7) ein topologischer Raum. X heifit einfach zusammenhéngend :< X wegzu-
sammenhéngend und II; (X)) ist die triviale (einelementige) Gruppe.
Bemerkung Nach Folgerung 2.9 ist jeder kontrahierbare Raum einfach zusammenhéngend.

Beispiel  (i). S! ist wegzusammenhiingend, aber nicht einfach zusammenhiingend, II;(S') = Z.
(Spéter)

(ii). S™,n > 2, ist einfach zusammenhiingend, aber nicht kontrahierbar. (Spiter)

(iii). Poincaré-Vermutung: Jede einfach zusammenhéngende kompakte (unberandete) 3-Mannigfaltigkeit
ist homdomorph zu S3. (Wurde vor einigen Jahren bewiesen.)

2.1 Exkurs: Gruppentheorie

e Normalteiler N: Untergruppe von G mit aN = Na fiir alle a € G (N = aNa™).

e Faktorgruppe (aN)(bN) := (ab)N = a(Nb)N mit natiirlichem Homomorphismus nat : G —

e Homomorphie-Satz: Sei f: G — H Gruppenhomomorphismus, dann existiert ein injektiver
Gruppenhomomorphismus f mit f = f onat (N :=ker f, ist Normalteiler). Falls f surjektiv
ist, ist f ein Isomorphismus.

e Freie Gruppe: Sei M eine Menge. Gesucht ist Gruppe F(M) und Abbildung i: M — F(M),
sodass fiir alle Gruppen G und Abbildung f : M — G genau ein Gruppenhomomorphismus
f:f(M)— G mit fo0= f existiert. F'(M) heifit freie Gruppe.
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Eindeutigkeit: Seien Fy (M), F5(X) freie Gruppen iiber M. Dann existiert ein eindeutiger
Gruppenhomomorphismus f1 Fy (M) - Fo(M) und fo : Fo(M) - Fy(M). Damit folgt, dass
fa o f1 = idp, (ar) wegen Eindeutigkeit des Homomorphismus. Analog: f1 o fo = idg,. Also
Fi (M) = Fo(M).

Existenz: Fasse Elemente aus M als Buchstaben auf und betrachte alle (formalen) Worte
iiber X U X !. Definiere dann Aquivalenzrelation R, die von der Relation wizz tws ~ wiws,
wobei wy,wy Worter und = € X U X! Buchstabe, erzeugt wird. R ist mit der Multiplikation
vertriglich und man erhélt damit eine Gruppe. Neutrales Element ist das leere Wort.

Alternativ: Normalform (,reduziertes Wort“), d.h. kiirze solange es geht direkt nebenein-
anderstehende Buchstaben xx™! (bzw. #71x). Ist unabhiingig von Reihenfolge. Dann F(X)
Menge der reduzierten Worter, wiws = r(wiws).

Proposition
Jede Gruppe ist isomorph zur Faktorgruppe einer freien Gruppe.

Beweis: Seii: G — F(G),g ~ g als Wort mit 1 Buchstabe. Dann existiert

genau ein Gruppenhomomorphismus f : F(G) — G und f ist surjektiv. f
Homomorphiesatz: Es existiert genau ein injektiver Gruppenhomorphismus F(G) G
f_: F(G)kcri -G.

Wegen f surjektiv ist f surjektiv d.h. f ist ein Iso- natL 7
morphismus. F(G)/xeri O

Bemerkung Es geniigt ein Erzeugendensystem E ¢ G zu betrachten.

Satz (Nielson, Schreier (1927))
Untergruppen von freien Gruppen sind frei.

n

Beispiel Die von {a"ba™";n € No} erzeugte Untergruppe von F({a,b}) =: F(a,b) ist isomorph zu
F(Np) (also insbesondere nicht endlich erzeugt).

Beweis: Aufgabe 28 (5P) O

Definition Eine Darstellung einer Gruppe der Form F({ai,...,an})/(w;,....w,,) Wit w1,... Wy €
F({a1,...,a,}) heiBt eine endliche Priisentation der Gruppe. G heifit endlich prisentierbar :<>
Es existieren endliche Mengen E ¢ G, R ¢ F(E) mit G = F(E)/(g). (( R) bezeichnet den von R
erzeugten Normalteiler.)

Beispiel (Cayley-Diagramm) Cayley-Diagramm von einer Darstellung der Gruppe durch Erzeugen-
de und Relationen (endliche Prisentation): Das Cayley-Diagramm ist ein (einfacher) gerichteter
Graph, dessen Knoten die Gruppenelemente sind und dessen (gerichtete) Kanten (v, va) mit v € G,
a € F, d.h. Kante von v nach w, falls w = va. Kantenfirbng fiir jedes Erzeugende a € F.

(i). G = F(a, b)/({a‘l,abab*l})

a b
o ol
a* aba'b’
/ N\
(11) G = F(a, b)/({a4,abab‘1,b2})
a b

at aba'b’ b?
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Es gilt G = D, (Diedergruppe): Betrachte dazu a := (1,2,3,4), b:= (1,2)(3,4). Dann a* = e,
b% = e, aba = (1,2)(3,4) = b, damit folgt, dass die erzeugte Permutationsgruppe Faktorgruppe
von G ist und da beide Gruppen gleich viele Elemente besitzen, sind diese identisch.
Konvention fiir a € E mit a? € R: Zeichne nur die Kanten mit Farbe als ungerichtete Kanten
ein.

(iii). G :=F(a,b)/(qa2p2) hat Cayley-Diagramm

oo

(iv). G:=F(a,b)/(a52,(ab)?)(= As) Aufgabe 29 (5 Punkte): Zeichne das Cayley-Diagramm.

Definition Seien G; Gruppen fiir ¢ € I. Das Coprodukt (freies Produkt) [[;.; G; ist eine Grup-
pe zusammen mit Homomorphismen ¢, : G; - [1;;; G; (i € I), sodass fiir alle Gruppen G und
Gruppenhomomorphismen f; : G; - G genau ein Homomorphismus f : [[,.; G; — G existiert mit
fop;=f; firalleiel.

Satz (Konstruktion des Coprodukts)
Seien G; = F(M;)/( g,) mit M; paarweise disjunkte Mengen und R; ¢ F'(M;). Dann ist

P(wa)
wel [{U; Ri)

i

mit ¢;([w]) := [w] (¢ € I) Coprodukt.

Beweis: e Leicht zu zeigen: ¢; ist wohldefiniert, Homomorphismus.

e Sei G eine Gruppe und f; : G - G; Gruppenhomomorphismen. Sei M := (J;ef M;. Sei j: M —
G definiert durch j|as, = f; o nat; op;. Dann j wohldefiniert und total definiert.
O

Bemerkung Das Wortproblem (d.h. ist ein vorgegebenes Wort in einem erzeugten Normalteiler)
fiir endlich présentierte Gruppen ist nicht entscheidbar. Sogar: Es gibt eine endlich présentierte
Gruppe mit nicht entscheidbarem Wortproblem.
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Simpliziale Komplexe

Definition  (i). Seien xy,...,z, € R”, dann heifit

k k
CO{Z‘o,...,xk} = {ZA'L ST A2 O,Z:/\Z = 1}
=0 =0

konvexe Hiille von {xo,...,2x}.

(ii). Die konvexe Hiille von (k + 1) affin unabhiingigen Punkten {zo,..., 2y} heifit ein k-Simplex
und k die Dimension des Simplexes. z, ...,z heilen Ecken.

(iii). Die konvexe Hiille von einer m-elementigen Teilmenge von {zq,...,z;} mit (z;)%, affin
unabhéingig heifit eine (m — 1)-Seite des Simplexes. Falls 0 < m < k + 1 heifit die Seite eine
eigentliche Seite.

Bemerkung  (i). Die konvexe Hiille ist die kleinste konvexe Menge, die {xg,...,2x} enthilt.

(ii). @ ist eine (—1)-Seite und 0-Seiten sind genau die Ecken. Eine Seite eines Simplex ist wieder
ein Simplex.

Definition Ein (geometrischer) simplizialer Komplex ist eine endliche Menge K von Simplizes in
R", sodass

(i). Der Durchschnitt von je zwei Simplizes aus K ist eine gemeinsame Seite der Simplizes.
(ii). Jede Seite eines Simplexes aus K ist in K.

Beispiel  (i). Die folgenden Objekte sind simpliziale Komplexe:

AN P

(ii). Die beiden Objekte sind keine simplizialen Komplexe

RS

(Links: Schnitt der beiden unteren Dreiecke ist keine Seite, da affin abhéngig. Rechts: Schnitt
der beiden Geraden ist keine gemeinsame Seite) aber

>+
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sind simpliziale Komplexe.

Definition (i). Sei K ein simplizialer Komplex. |K| bezeichne die Vereinigung der Simplizes von
K, also |K| = UK. |K]| heiit der Triiger oder das zu K gehdrende Polyeder. Wir betrachten |K|
mit Unterraum-Topologie des R™.

(ii). Ein topologischer Raum (X, T') heifit triangulierbar :<> Es existiert ein simplizialer Komplex
K mit [K] 2 X. (K,¢) heiit Triangulierung von X, wobei ¢ : |K| — X Homdomorphismus.

(iii). Die Dimension eines simplizialen Komplexes K ist das Maximum der Dimension der Simplizes
von /.

Beispiel Dimension eines simplizialen Komplexes

L] L] f C
.
[ ]
0-dim. 1-dim. 2-dim.

Definition  (i). Ein (abstrakter) simplizialer Komplex ist eine endliche Menge E zusammen mit
einer Menge S ¢ P(F), sodass US = F und

AcB,BeS=AeS
Dimension von (E,S) ist d := max{card 4; A € S}.

(ii). Sei K ein geometrischer simplizialer Komplex und E die Eckenmenge von . Sei § := {4 ¢
E;coAeK}. Dann ist (E,S) ein abstraker simplizialer Komplex, er heifit der zu K gehorende
abstrakte simpliziale Komplex.

(iii). Zwei abstrakte simpliziale Komplexe (E1,S1), (E2,S2) heifien kombinatorisch isomorph :<>
Es existiert ¢ : E; — Eo bijektiv mit ¢(S1) = Sz, wobei ¢(S1) = {p(A); Ae S}

(iv). Fir M cR™ konvex sei
relint M := intg o M

das relative Innere von M.

(v). Eine Realisierung eines abstrakten simplizialen Komplexes (E,S) ist eine injektive Abbildung
¢:E—R" sodass {cop(M); M € S} ein geometrischer simplizialer Komplex ist.

3.0 Proposition (i). Die Ecken eines Komplexes G sind genau die Punkte, die nicht im relativen
Inneren einer in G liegenden Strecke sind. Sie sind also durch G eindeutig bestimmt.

(ii). Die natiirliche Realisierung eines abstrakten simplizialen Komplexes ({a1,...,a,},S) ist ge-

geben durch die Abbildung ¢ : {a1,...,a,} = R, p(a;) :=e;.

3.1 Satz
Ein n-dimensionaler abstrakter simplizialer Komplex (E,S) hat eine Realisierung in R?"*.

Beweis: Sei E = {ay,...,ax}. Wir wihlen ¢ : E - R*"* sodass {p(a1),...,p(ax)} in allgemeiner
Lage liegen, d.h. je min{2n + 2, k} Punkte aus {¢(ay),...,»(ax)} sind affin unabhingig. Sei dazu

plaj)=x;:=(j 42 ... 72) (1<j<k)
Angenommen {z;,,...,2,,.,} sind affin abhéngig. Dann gibt es A1,..., A2p+2 € R, nicht alle = 0,
mit
2n+2 2m+2
2. Ai=0 S NP =0
i=1 i=1
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firp=1,...,2n+ 1. Nun ist

1 |
det N .]27’:L+2 _ H(]z_]nl) 740
on+l ons2 | M
1 s Jon+1
also hat das zugehorige homogene Gleichungssystem nur die triviale Losung, d.h. zj,,...,2j,..,

sind affin unabhéngig.

Wir definieren K := {cop(A); A € S}. K erfiillt offensichtlich die Bedingung, dass Seiten von
Simplizes in K wieder in K sind. Seien o}, 7, p- bzw. ¢g-dimensionale Simplizes in K und r die Zahl
der gemeinsamen Ecken. Dann ist die Zahl der Ecken, die in o, oder 7, sind p+¢+2-7 < 2n+2, also
sind diese affin unabhéngig und kénnen als Ecken eines (p + ¢ + 1 — r)-Simplexes gewiihlt werden,
welches 7,, 0, als Seiten enthilt, also 0, N7, gemeinsame Seite. O

Bemerkung Man kann zeigen, dass fiir n € Ny die Dimension 2n + 1 bestmdoglich ist. Zum Beispiel
fiir eine Menge F mit card(E) =2n+3, S:={I;I ¢ E,card I <n+1} ist (E,S) ein n-dimensionaler
simplizialer Komplex, der aber nicht in R?" einbettbar ist (nichttrivial!). Fiir einen gegebenen
simplizialen Komplex kann die Einbettungsdimension kleiner sein.

Definition Sei K ein simplizialer Komplex.

(i). Ein Unterkomplex von K ist eine Teilmenge £ ¢ K, die die Bedingung (ii) erfiillt (d.h. Seiten
von Simplizes in £ gehoren zu L).

(ii). Das r-Skelett sk, (K) ist die Menge der hochstens r-dimensionalen Simplizes in K. (sk,(K)
ist ein Unterkomplex von K.)

(iii). Ein simpliziales Paar (IC, L) besteht aus einem simplizialen Komplex K und einem Unter-
komplex L.

Beispiel Sei 0,, € R"™ ein n-Simplex. {0, } ist kein simplizialer Komplex, aber K(o,,) := {o;0 Seite
von oy, } ist ein simplizialer Komplex. Dann heifit

Skn—l(’C(Un)) = K(Un)\{gn}
heifit Randkomplex von o,,. Es gilt
relint o, = 0, \| k1 (K(00))]

3.2 Proposition
Sei (IC, L) ein simpliziales Paar in R™.

(i
(i

). |K] ist eine kompakte Teilmenge des R™.
).

(iii). Falls M ein Unterkomplex von K ist, dann auch £ u M und £ n M Unterkomplexe von K.
).
).

|£| ist eine abgeschlossene Teilmenge von |K|.
(iv). X ¢ |K]| abgeschlossen < Vo € K : X n o abgeschlossen.

Ein Simplex o, € R™ ist eine kompakte wegzusammenhéngende Teilmenge des R™. Ein
Simplex hat eindeutig bestimmte k-Seiten.

(v

(vi). Jeder Punkt in |K| ist im relativen Inneren genau eines Simplexes von K.

Beweis: Leicht O

Definition Seien K und £ (geometrische) simpliziale Komplexe. Eine simpliziale Abbildung f :
|| = |L] ist eine Abbildung, fiir die gilt

(i). Fiir co{ag,...,an} € K ist {f(ao),..., f(an)} € L.
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(ii). Fiir co{ag,...,an} € K gilt fiir alle Ag,..., A, 20 mit 7oA = 1:

f(i)\i'ai) = i)\i'f(ai)
i=0 i=0

d.h. f ist ,linear” (genauer: affin) auf jedem Simplex.

Bemerkung Nach (i) werden Ecken auf Ecken abgebildet. Eine simpliziale Abbildung ist durch
ihre Einschrinkung auf die Eckenmenge von K eindeutig bestimmt.

Definition Eine simpliziale Abbildung von simplizialen Paarenf(K, L) - (M, N') ist eine simpli-
ziale Abbildung [ : |K| — |M| mit f(|£]) € |N].

Bemerkung Die Komposition von simplizialen Abbildungen ist wieder eine simpliziale Abbildung.
3.3 Proposition

Seien K, £ simpliziale Komplexe und f : |K| - |£] eine simpliziale Abbildung. Dann ist f stetig.

Beweis: Sei X ¢ |£| abgeschlossen, dann ist X n 7 abgeschlossen fiir alle 7 € L. Sei o € K, dann
flo stetig und daher f~'(X) n o abgeschlossen in o, also f~'(X) abgeschlossen nach Proposition
3.2(iv). O

Definition Seien (E1,K;), (E2,K2) abstrakte simpliziale Komplexe. Eine (abstrakte) simpliziale
Abbildung ist eine Abbildung f: E; - E2 mit f(o) € Ks fiir alle 0 € K.

3.4 Satz
Seien (E;, K;) abstrakte simpliziale Komplexe und ¢; : E; —» R"™ Realisierungen von K; mit geo-
metrischen Komplexen KC; fiir ¢ € {1,2,3}. Sei f: E1 — Fs eine abstrakte simpliziale Abbildung.

(i). Dann gibt es eine eindeutig bestimmte simpliziale Abbildung f : |K;| = |Ka| mit f(1(e)) =
pa(f(e)) fiir alle e € Ey.

(ii). Falls f injektiv ist, dann auch f injektiv, also eine Einbettung.
(iii). Falls f ein kombinatorischer Isomorphismus ist, ist f ein Homéomorphismus.
(iv). Sei g: Ey — Es eine abstrakte simpliziale Abbildung, dann gilt go f = o f.
Beweis:  (i). Klar mit Proposition 3.2(vi) und der eindeutigen Fortsetzbarkeit von der Eckenmen-

ge eines Simplexes zu einer affinen Abbildung auf dem Simplex. (Sei x € R™ eine Ecke von
K1, dann definiere f(x) := oo(f(07'(x))). Beachte, dass @i injektiv.)

(iv) Klar wegen Eindeutigkeit.
(iii) Nach Definition sind f, = abstrakte simpliziale Abbildungen. Wegen (iv) folgt daher

fO -1 :la\E_; :id"%’.’l

~

Analog erhilt man F o f = id\l%ﬂ’ also F = (f)’1 und f, F sind stetig nach Proposition
3.3.

(ii). Betrachte f|: (E1,K1) = (f(E1),{f(0);0 € K1}). f|ist ein kombinatorischer Isomorphismus,
da f injektiv. Es gilt f =0 f| mit i: (f(E1),{f(0);0 € K1}) » (E2,K2) Inklusionsabbildung,

¢ ist Einbettung. Behauptung folgt mit (iii), (iv).
O

Bemerkung Sei F eine endliche Menge und S ¢ P(FE) mit US = E. Dann ist durch K := {0 ¢
E;3M € S:0 < M} ein abstrakter simplizialer Komplex gegeben.
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Definition Seien (E1,/K;) und (E2, K2) abstrakte simpliziale Komplexe mit 1 n Fy = @. Der Join
von (E1,K1) und (FEs,Ky) ist definiert durch

(El,lCl) * (EQ,ICQ) = (E1 UEQ, {O’ c E1 UEQ; Vi€ {1,2} ton E1 € ]CZ})

Bemerkung  (i). Der Join von zwei abstrakten simplizialen Komplexen ist wieder ein abstrakter
simplizialer Komplex. Es gilt dim(XC; * Kq) = dim Ky + dim ICgy + 1. Ferner

(IC1*/C2)*/C3=K1*(/C2*IC3) Ki+ Ky =Ko+ Ky

(ii). Seien @; : E; — R™ geometrische Realisierungen von (FE;,K;) fir i € {1,2}, E1 n By = @.
Zeigen Sie, dass

(p1(e),0,0) ee€F;
(0,p2(e),1) ec€Ey

eine geometrische Realisierung von Ky * KCg ist. (Aufgabe 30, 3 Punkte)

@:El UE2 _)Rn1+n2+17e'_){

Beispiel  (i). K * ({a},{{a},o}) heiBt die Pyramide iiber K (Kegel).

(ii). £+ ({a,b},{{a},{b},@}) heiBt Einhéingung von K (Doppelpyramide)
(iii). Es gilt

(iv). Es gilt

(Oberfliache des Oktaeders)

Beispiel  (i). Moébiusband mit Triangulierung:

2 1 2 3 4 1
a a’
1

2 1 5 2

Aufgabe 31 (2 Punkte): Man gebe eine Realisierung dieser Triangulierung in R? an.

(ii). Projektive Ebene (RP?), Aufgabe 32 (3 Punkte): Man finde eine Triangulierung mit 6 Ecken.
Zeige, dass das Mobiusband aus (i) in diesen simplizialen Komplex eingebettet werden kann.

(iii). Aufgabe 33 (5 Punkte): Man finde eine Triangulierung mit 7 Ecken:

1. b . 1_4 5 1

a a 2 2
3 3

1 1

_\
N
w
-
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Die angefangenen Triangulierung rechts soll auf das Innere des Quadrates fortgesetzt werden.

Definition Bezeichne f; die Anzahl der i-Seiten eines n-dimensionalen simplizialen Komplexes K.
Dann heif3t

X(K) =3 (-1 fi
i=0
die Euler-Charakteristik von K. x ist eine topologische Invariante, d.h. [K1] = |[Ko| = x(K1) =

X(Ks).
Aufgabe 34 (4 Punkte): Beweisen Sie, dass fiir eine 2-dimensionale simpliziale Mannigfaltigkeit

gilt:
fo> [% - (7+\/49-24.X)]
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Simpliziale Approximation

Definition Sei K ein simplizialer Komplex. Seien x € |K| und 7 € K.

(i). Definiere

Ni(z):={ceK;JpeK:x e p,oSeite von g}
Ni(1)={ceK;3peK:7CSp,0C g}

d.h. ist die Menge der Simplizes in K, die x (bzw. 7) als Seite enthalten sowie alle ihre Seiten.
N heifit simpliziale Umgebung von x bzw. 7.

(ii). Sei
Lkjc(z) :=={o e Nc(z);x ¢ o}
Lk (7) == {0 e Nx(1);0nT =02}
dann heifit Lk Link von x bzw. 7.

(iii). Fiir € relint 7 heifit

Stic(2) = |Nic (2)\[ Lk ()] = St (1)
heilt Stern von = bzw. 7.
Bemerkung  (i). Sti(7) hingt offenbar nicht von der Wahl von x ab.

(ii). In der Literatur wird manchmal auch N (7) als Stern bezeichnet.

Beispiel  (i). M
VAVARYAVARE

Umgebung Link Stern
(ii). \g i Z g *
Umgebung Link
(iii). .
Umgebung Link

4.1 Proposition
Sei K ein simplizialer Komplex und z € |K]|.

(i). |INM(z)] ist sternférmig bzgl. x, d.h. fiir alle y € [N ()] liegt die Verbindungsstrecke zy in
N ()]
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(ii). Jeder von x ausgehende Strahl £ ¢ R™ mit £n|N (z)| # {z} trifft Lk(z) in genau einem Punkt.

Beweis: (i). Falls y € [M(z)|, dann gibt es 7 € K mit z,y € 7. 7 ist konvex und daher zy € 7 €

N (@)l

(ii). Aufgabe 35 (3 Punkte)
O

Definition Seien K, £ simpliziale Komplexe und f : |K| — |£] stetig. Dann heifit eine simpliziale
Abbildung g : |K| = |£] eine simpliziale Approximation von f, falls fiir jede Ecke a von K gilt:

f(Str(a)) € Ste(g(a))

Bemerkung Falls f simplizial ist, dann ist g := f eine simpliziale Approximation von f. (f bilet
einen Simplex, der a als Ecke enthilt, auf einen Simplex in £ ab, der f(a) als Ecke hat, also

f(Stx(a)) € Ste(f(a)).)

4.2 Proposition
Seien K, £ simpliziale Komplexe und f : |K| > |£| stetig. Falls g eine Abbildung von der Menge
der Ecken in K in die Menge der Ecken von £ ist und

f(Str(a)) € Ste(g(a))

dann gibt es eine (eindeutig bestimmte) simpliziale Abbildung g : |[K| - |£|, die Fortsetzung von g
ist und eine simpliziale Approximation von f.

Beweis: e Zu zeigen: co{ag,...,a,} € K = co{g(ag),...,g9(a,)} € L. Dann lisst sich g eindeutig
zu einer simplizialen Abbildung g auf K fortsetzen und nach Definition ist g eine simpliziale
Approximation.

e Sei z erelintco{ap,...,an}. Dann ist z € N}_, St(a;) und daher
f(x) e ﬂof(St(aj)) < ﬂOStc(g(%‘))
j= j=

daher ist g(a;) (i = 0,...,n) Ecke des eindeutig bestimmten Simplexes ¢ € £ mit f(x) €
relint o (Proposition 3.2(vi)). Also co(g(ao),--.,g(an)) Seite von o € L.
O

4.3 Satz
Seien K, L simpliziale Komplexe und f : |K| - |£]| stetig. Sei g eine simpliziale Approximation von
f- Dann gilt f ~ g, sogar f ~grel{x € |K|; f(z) = g(x)}.

Beweis: Sei z € |K[, dann existiert o € K mit = € relint o, o = co{ag, . ..,a,}. Dann ist f(z) in einem
Simplex 7 € £, das g(ag), ..., g(an) als Ecken hat (mdglicherweise weitere Ecken, siehe Beweis von
4.2), also g(x) € 7. Damit liegt die Verbindungsstrecke von f(z) und g(z) in 7 € |£], also f ~ g
nach Lemma 2.3,

F(z,t):=(1-t)- f(z) +t-g(x)

Damit 2. Behauptung klar. O

Bemerkung Fazit: Eine simpliziale Approximation approximiert eine Abbildung , bis auf Homoto-

“

pie®.

Beispiel  (i). Die simplizialen Komplexe K, £ sowie die Abbildung f seien durch die folgende
Abbildung gegeben, dabei gelte f(a;) =¢; firi=0,...,3.
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dp a1 ay a3

b,
o AR
N

K L
b,
Dann gilt beispielsweise St(ay) = (ag,a2) und daher
f(St(ao)) € St(bo) N St(b1) N St(b2) f(St(a1)) ¢ St(b2)
f(St(ag)) c St(bl) f(St(ag)) c St(bl) N St(b3)

Fiir eine simpliziale Approximation g : || — |£| muss daher gelten:

g(ao) € {bo,b1,b2} g(a1)=ba g(az)=b1 g(as) € {b1,b3}

Dieses Beispiel zeigt, dass es verschiedene simpliziale Abbildungen geben kann.

" a a; Seien £, f wie in (i), aber statt K betrachte nun K. Dann ist f(Stg(ap)) in
0 3
R keinem Eckenstern enthalten, d.h. es gibt keine simpliziale Approximation.

Seien K, f wie in (ii), aber statt £ betrachte nun £. Dann ist

f(Stg(ao)) € Stz(b1) nStz(bs)

also existiert wieder eine simpliziale Approximation.

Die Existen ein simplizialen Approximation f : |KC| - |£] ist also stark von K, £ abhingig
(und nicht nur von |K|, £). Dabei vergrofiert eine , feinere Unterteilung® von K bzw. eine ,grobere
Unterteilung” von £ die Moglichkeit einer simplizialen Approximation.

Idee: Lasse £ fest und ,,verfeinere* K solange, bis (hoffentlich) eine simpliziale Approximation von
f existiert.

Definition Seien ay, . .., a, affin unabhingig. Der Schwerpunkt des Simplexes o := co(ao,...,a,) #
@ ist
n

Bemerkung  (i). Offenbar gilt 6 e relinto.

(ii). Wir wollen die Moglichkeit vorbehalten, dass ein Teil von K unveréndert bleibt. Wir gehen
deshalb zu einem simplizialen Paar (I, £) iiber.

Definition Sei (I, £) ein simpliziales Paar. Dann ist die baryzentrische Unterteilung von K relativ
zu L (der abgeleitete Komplex) (K, £)" definiert als

(K, L) :={co(ag,-..,ar,60,--,0m);colag,...,ar) € L k,m>-1

00y Om EK\L, 0 20m-1-.-2002co(ag,...,ar)}
Notation: Falls £ = {@}, dann schreibe K’ fiir (I, £)".

Beispiel

Nz

\

4
S
4

« neue Punkte (K.L)
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4.4 Proposition
Sei (K,L) ein simpliziales Paar. (K, L)’ ist ein simplizialer Komplex, der £ als Unterkomplex
enthélt und es gilt |(K, £)'] = |K].

Beweis: Die Ecken von (K, £)’ sind alle Ecken von £ und alle Ecken der Form ¢ mit o € K\L. Nach
Definition ist klar, dass Seiten von Simplizes in (X, £)’ wieder in (K, £)’ sind. Offenbar gilt zudem
(K, L)| € IK]| (denn: Sei o = co(ag,...,ak,00,...,0m) wie in der Definition, dann gilt wegen der
aufsteigenden Ordnung der Simplizes, dass o € o, € K. ).

Dass |K| ¢ |(KC, £)’] und dass der Durchschnitt von Simplizes aus (IC, L)’ eine gemeinsame Seite
ist, wird induktiv nach der Dimension von K gezeigt. Betrachte das r-Skelett von I, K" := sk,.(K)
und K" u L. Benutze folgendes Lemma mit r = dim K. O

4.5 Lemma
Sei (K, L) ein simpliziales Paar. Sei n := dimC, -1 < r < n. Dann gilt:

(i
(ii

). (K"uL, L) ist ein simplizialer Komplex, der £ als Unterkomplex enthélt.

).
(iii). Jedes Simplex von (K" u L, L)’ ist in einem Simplex von K™ U £ enthalten.

).

(KT UL, L) =K u L]

(iv). Sei N ein Unterkomplex von K", dann ist (M, N n L)’ ein Unterkomplex von (K" U L, L)".

Beweis: (i). Dass Seiten von Simplizes in (K" u £, £)" wieder in (K" u £, £)" sind, ist klar nach
Definition. Ebenso, dass £ ein Unterkomplex ist. Noch zu zeigen: Der Durchschnitt von
Simplizes ist eine gemeinsame Seite. Dazu: Induktion nach r.

e r=-1: Klar, da K™ = {5} und daher (K" U L,L) = (L,L)" = L.
e 7 =0: K% ist die Menge der Ecken von K und daher folgt nach Definition (K°u L, L) =
KouL.
e Induktionsschritt: Betrachte die folgenden drei Félle:
(1) pe (K"u L, L) und 7 ist von der Form 1 = co({6}u7) co mit 7€ (K" 1 UL, L),
o € K"\K™™': Dann ist onn = on7 (denn gno € 7 wegen o ¢ K™ 1). on 7 ist
gemeinsame Seite nach Induktionsannahme.
(2) o=co({o}uT), n=co({6}uu): Dann ist pnn=co({5} U (T Np)) eine gemeinsame
Seite.
(3) o=co({6}uT), n=co({P}uUp) mit 6 # : Dann pnn =7 Ny gemeinsame Seite.

(ii). Aufgabe
(iii). Klar, da co(ag,...,ax,50,---,0m) S 0m (Simplizes aufsteigend geordnet!).

(iv). Klar.
O

Bemerkung Konstruktion kann fiir abstrakte simpliziale Komplexe durchgefiithrt werden, dies kann
fiir partiell geordnete endliche Mengen (M, <) verallgemeinert werden.

Sei (M, <) eine endliche partiell geordnete Menge. Dann bezeichne A(M) den abstrakten simpli-
zialen Komplex (Ordnungskomplex) mit Eckenmenge M und alle Ketten in (M, <) als abstrakte
Simplexe. (Es ist klar, dass dies ein abstrakter simplizialer Komplex ist, da eine Teilmenge einer
Kette eine Kette ist.) Die k-Simplexe sind also Ketten der Linge k + 1, 2¢ < ... < z.

b,
az by > by
a by a A/
0 W

ag bo a

Beispiel
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Definition Sei (I, £) ein simpliziales Paar.

(i). Der r-fach abgeleitete Komplex (K, £)() von K relativ zu £ (r-fache baryzentrische Unter-
teilung) ist rekursiv definiert durch

(K, 0) =K (, £) == (K, £)" 1, L)

(ii). Die Sterniiberdeckung von K ist die Menge der Ecksterne von K.

(iii). Die Maschenweite (mesh) einer offenen Uberdeckung eines metrischen Raumes ist das Supre-
mum der Durchmesser der Uberdeckungsmengen. Fiir K ist mesh(K) die Maschenweite der
Sterniiberdeckung von K.

4.6 Proposition
Sei K ein simplizialer Komplex und & > 0. Dann gibt es 7 € N mit mesh(K()) < ¢.

Beweis: e Sei )\ das Maximum der Lénge der 1-Simplexe von K. Dann gilt offenbar diam(St(a)) <
2 fiir alle Ecken a von K (jede Ecke von N (a) ist in der abgeschlossenen Kugel B[0, A] ent-
halten).

e Sei n:=dimK. Sei A(") die maximale Linge der 1-Simplexe in (. Dann gilt A() < A,
denn
dla lia 1in:(a )<1 m- max |a; —ao
- i = s—ao)ll < em- x |a; -
"m+1% m+15 0 m+1 i=1,...m 0
< A<
m+1 n+1
Folglich
mesh(lC(T))£2~)\(r)£2-(L) “A=>0 (r-o0) O
n+1
4.7 Lemma

Sei X ein kompakter metrischer Raum und (U;);er eine offene Uberdeckung vonX. Dann gibt es
6 >0, sodass
VAc X,diam(A)<dJiel: AcU;

0 heifit Lebesgue-Zahl von (U;)ier-

Beweis: Da X kompakt ist, sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit I = {1,...,n} endlich. Fiir
xeX,ielsel fi(x):=d(x,X\U;). f; ist stetig fiir alle i € I, daher

f(z) = max fi(z)

stetig. Somit ist f(X) < [0, c0) kompakt und 0 ¢ f(X) (da (U;)er eine offene Uberdeckung ist und
d(z, X\U;) =0 < z € X\U;). Also gibt es 6 >0 mit f(z) > J fiir alle x € X. O

4.8 Satz
Seien K, £ simpliziale Komlexe und f : |K| - |£] stetig. Dann gibt es r € N, sodass f : [K™)| > |£]
eine simpliziale Approximation hat.

Beweis: Betrachte {f71(St(b));b Ecke von L£}. Dies ist eine offene Uberdeckung von XC. Nach
Lemma 4.7 hat diese eine Lebesgue-Zahl ¢ > 0. Wihle r € N mit mesh(K) < 4. Dann gibt es fiir
jede Ecke a von K" eine Ecke B von £ mit Sty € f71(St(b)), also

f(Stxe) < St(b)

d.h. nach Proposition 4.2 hat f eine simpliziale Approximation. O
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Folgerung
Es gibt abzéhlbar viele Homotopieklassen von stetigen Abbildungen f : |K| — |£].

Beweis: Es gibt nur endlich viele simpliziale Abbildungen von (") nach £. Nach Satz 4.8 und 4.3
gibt es fiir jedes f ein r € N, sodass f homotop zu einer simplizialen Approximation von K(") nach
L ist. O

4.9 Satz

Sei (K, M) ein simpliziales Paar und £ ein simplizialer Komplex. Sei f : [K| - |£]| stetig. Falls f| a4
simplizial ist, gibt es 7 € N und eine simpliziale Abbildung & : |(K, M)™)| - |£|, sodass Al = flmg
und h ~ frel | M].

Beweis: Ohne Beweis, siehe z.B. Mannder, Algebraic Topology Theorem 2.5.20. O

Definition Sei K ein simplizialer Komplex.

(i). Ein n-Simplex o von K hat eine freie Seite 7 :<> 7 ist (n—1)-Seite von o und 7 ist nicht Seite
eines anderen n-Simplexes von /.

(ii). Sei o ein n-Komplex mit freier Seite 7. Der Ubergang von K zu K\{o, 7} heifit ein elementarer
Kollaps.

(iii). K kollabiert zu L, falls £ ein Unterkomplex ist, der aus K durch eine Folge elementarer
Kollapse entsteht. Notation: K N L.

(iv). K heifit kollabierbar, falls K auf einen einpunktigen simplizialen Komplex kollabiert.

Bemerkung Falls o eine freie Seite hat, dann ist ¢ in keinem Simplex von K als eigentliche Seite
enthalten, also ist K\{o, 7} ein Unterkomplex von K.

AN AN

Definition Sei K ein simplizialer Komplex.

Beispiel

(i). Ein Kantenweg in K von der Ecke ag zur Ecke a,, ist eine Folge von Ecken ay, ..., a,, sodass
co(ag-1,ax) € K fiir k = 1,...,n. Falls agp = a,, dann heifit der Weg Kantenschleife mit
Basispunkt ag.

(ii). Seien a=ag...a, und B =ay,...anm Kantenwege in K. Dann ist a8 :=ag...ayp ... apsm das
Produkt und ot := a,, ...ag der inverse Kantenweg.

Bemerkung Offensichtlich gilt (a3)y = a(By) und (aB)™t =3 ta™ .

Definition Zwei Kantenwege «, 8 heilen dquivalent :<> Die Wege «, 8 konnen durch eine (endliche)
Folge von Operationen

(O1) Ersetze ajaay durch ajaaas.
(O1’) Ersetze ajaans durch ajacs.

(02) Falls co(a,b,c) € K: Ersetze ajabeas durch agacas.
(02’) Falls co(a,b,c) € K: Ersetze ajacas durch ajabeas.

wobei a,b,c Ecken von K und a1, a; Kantenwege in K, ineinander iiberfithrt werden. Notation:

o~ f.

Bemerkung ~ ist (nach Konstruktion) eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Kantenwege in

K.
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4.10 Proposition
Seien aq, 81 Kantenwege von ag nach a,, und as, 82 Kantenwege von a,, nach a,..,. Es gelte ay ~ 51
und as ~ B5. Dann gilt

(). arag ~ B1f2
i). ap' ~ B
(iii). apay ~ a1 ~ aqay,
). arait ~ag und aytag ~ay,
4.11 Folgerung

Die Menge der Aquivalenzklassen (bzgl. ~) von Kantenschleifen in K mit Basispunkt ag mit der
Operation

[][8] := [as]
bildet eine Gruppe mit [a]™" = [a~'] und neutralem Element [ao], die Kantengruppe. Sie wird mit
IT; (K, ap) bezeichnet.

Beweis: Klar, vgl. Definition der Fundamentalgruppe. O

4.12 Satz

I (K, a0) = I (K|, ao)

Beweis: Definiere

Pt 1:[1(IC,a0) =TI (|K], a0), ¢([ag - - - an]) = [@pa1a163 . - . Gro1Gr |

wobei a,, = ag und ag_qax(t) := (1-t)-ax_1+t-a; der Weg von ag_1 nach ag, also agay(araz(... (@n_1a,)))

Weg von ag nach a, = ag.

(). ¢ wohldefiniert: Die Operationen (O1), (O1’) bedeuten das Einfiigen bzw. Entfernen eines
konstanten Weges. Die Wege abbc und ac in (02), (02’) sind offenbar homotop in || (Lemma
2.3), falls co(a,b,c) € K.

(ii). ¢ ist Gruppenhomomorphismus: Klar nach Definition.

(iil). o surjektiv: Sei w € 11 (|K|, ap). Sei Z der zu [0,1] gehorende simpliziale Komplex, d.h. 7 :=
{[0,1],{0},{1},@}. Nach Satz 4.7 gibt es r € N, a0 : |Z(")| - |K| simplizial mit w ~ @ rel{0,1},
d.h. [@] = [w]. Sei n:=2" und ay, :=w (%) Dann ist

¢(lag-..an]) = [@gar ... @p_1a,] = [@] = [w]

(iv). ¢ injektiv, d.h. zu zeigen ¢([a]) = e € I[;(|K|,a0) = « ~ ag: Sei o = [ag...anap] und
U = Aoy ... Anag- w ist eine simpliziale Abbildung von einer Triangulierung von [0,1] mit
Ecken 0=cy <...<cpy1 =1 mit u(cg) :=ag fiir 0< k <n, u(cyi1) = ao.
eo e Gilt p([a]) = e € II;(|K],a0), dann gibt es eine Homotopie F :

. [07 1]X[07 1] - |’C| mit F'(¢,0) = u(t), F'(¢,1) = F(0,t) = F(1,t) =
L ag. Betrachte den simplizialen Komplex £ mit Unterkomplex M
wobei d; = (¢;,0)". FJzq ist simplizial, also gibt es nach Satz

4.9 eine simpliziale Abbildung F : |(£, M)(")| - |K|, sodass

Fliaa) = Fliaag F =~ Frel{0,1}

Dies bedeutet
dod] dn+1 ~ ~
a=ag...ap00 ZF(do)F(dnJrl) ~F(d0)F(dn+1)

) F(do)ﬁ'(eo)ﬁ’(el)ﬁ‘(dml) = agapapao ~ Ao
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Zu (*): Starte mit F(dp)...F(dps1). Hinge nacheinander Dreiecke in £(") ein. Dies ent-
spricht einem Elementarschritt (O2) bzw. (O2’) in der Definition von ~ fiir das Bildsimplex

unter F'.
b c @ c
a b
(02) (02

O

Definition Sei KC ein simplizialer Komplex. Ein eindimensionaler Unterkomplex £ heiflt ein Baum
i< L ist kontrahierbar. £ heifit aufgespannter Baum, falls £ ein Baum ist, der alle Ecken von C
enthélt.

Bemerkung L ist ein Baum < £ zusammenhéngend und enthélt keine Zyklen.

4.13 Proposition
Sei K ein simplizialer Komplex. Falls |K| zusammenhéngend ist, dann enthilt K einen aufspannen-
den Baum.

Beweis: Aufgabe 35 (1 Punkt) O

4.14 Satz
Sei K ein simplizialer Komplex und £ ein Unterkomplex. Sei |K| zusammenhéingend und |£| kon-
trahierbar. £ enthalte alle Ecken von K (z.B. £ aufspannender Baum in K). Ordne die Ecken von
K ag,...,a,. Sei

M :={gij;i<j:co(as,a;) € K\L}

(gs5: Symbole). Definiere in F'(M):
e co(a;,aj) €L
Jis = g;l-l i>j,cola;,a;) € K\LC
wobei € das neutrale Element in F(M). Sei
R:={gijgixgin ;i< j < k,co(ai,a;,ar) € K}
und G := F(M)/gy. Dann gilt
G =11 (K], ao)
Beweis: Nach Satz 4.12 ist I (|K], ag) = I, (K, ag). Wir konstruieren zwei Homomorphismen © :
G -1 (K, a0), :111(K,a9) > G und zeigen dann, dass © o ® =id, o O =id.

(i). Definition von ©: Wéhle fiir jede Ecke a, einen (festen) Kantenweg f, in £ von ay nach a,
(moglich, da £ wegzusammenhéngend ist und alle Ecken von K enthilt). Definiere

©: M — (K, a0), gij = ©(gi;) = [Bi(aia;)B;"]

© : F(M) - I (K,ay) sei der eindeutig M ® F(M)
bestimmte Homomorphismus, der © fortsetzt 15
(universelle Eigenschaft von F'(M)), d.h. ©p = 6 ' natl

©. Zu zeigen: R € ker®. Sei i < j < k mit - e
co(a;,a;,ar) € K, dann gilt 1L (K, a0) G=F(M)/r

(9159890 ) = [Biaia; 3] - [ Bia;anBr] - [ BraraiBit]
= [BiaiajarB; '] = [ao]
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Fiir (*): Falls g;; € M, dann ist ©(g;;) = ©(gi;)- Falls co(ay,a;) € £, also g;; = €, dann gilt
O(gij) = O(e) = [ao] = [5iaiajﬁ;1]

denn in £ sind nach Satz 4.12 alle Kantenwege dquivalent zu [ag] (da £ kontrahierbar ist).

Also (R) = kernat € ker® und somit existiert ein eindeutiger Homomorphismus © : G —

T, (K, ap) mit © onat = ©.
(ii). Definition von ®:
®([aoai, - - ai,aol) = goi, Giris - - - Gir0

mit g;; := €. Aufgabe 36:
(1) ® ist wohldefiniert.

(2) @ ist Gruppenhomomorphismus.
(3) PoO=id, ®c P =1id

Beispiel (Reelle projektive Ebene RP?)

ag Nach Definition ist M = {go3, 914, 925, 935, 945, 934} (Symbole
zu Kanten in K\L),

-1 -1 -1
R ={g03934 901 » 903935 Yo5 > 913 934914 »
—— ——
a; a, a, a3 e ¢ e

914945 913 » 923 93505+ 924 9a59as }
€ € €

= {90334, 903935, 934914 » 914945, 935923 » 945955 }
(Dreiecke in K\L). Idee: Gilt e = uzv € R fiir u,v e F(M)\{z},z €

a, MuM~!, dann folgt 2 = u~tv™. Nutze dies zur Verkleinerung
des Erzeugendensystems:

-1 - -1
25 934=903 935 =903 914 = 931 = Yo3
945 =914 =903 925 = G35 = Gos

also bleibt nur ein erzeugendes Element iibrig und die ,Rela-
tion“ gi5gas = gosgos = ggs. Damit G = F(go3)/(gz,) = Zfoz =
Zs, also Zy 2 11; (K) nach Satz 4.14.

Bemerkung Fiir das Coprodukt (freies Produkt) von Gruppen schreiben wir auch G * H statt
G I H und fassen G, H als Untergruppen von G * H auf.

4.15 Satz (Seifert/van Kampen)
Seien £, M wegzusammenhiingende simpliziale Komplexe und K = LU M, N = L n M. Sei ay
eine Ecke von N. Seien A : |N| - |£|, u: [N| - |M]| die Inklusionsabbildungen. Dann gilt

1 (K], a0) = (1 (|£], a0) * T (IM],@0)) [ ((Ae) (uye) = seelly (INTa0))

Beweis: Sei Ths ein aufspannender Baum in A und T 2 Ty ein aufspannender Baum in M
(analog fiir £). Dann ist Tk := T U T ein aufspannender Baum in K = LUM (wegen N = Ln M
konnen keine Zyklen entstehen) und

TKOM=TM TKHEZTL TLﬂTM ZTN
Ordne die Ecken von K, dies induziert eine Ordnung der Ecken in £, M, N. Nach Satz 4.14:

I (|K], a0) = F(Mic)/ Ry)
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mit
Mic :={gij3i < j,co(as, a;) € K\Tic}
Ric = {gijgjn0i 31 < j < k,colai, aj,ax) € K\Tic}
(Analoge Definition fiir £ (Symbole f;;) und fiir M (Symbole h;;).) Es gilt
K\Txc = (L\T) u (M\T'\m) My = (L\T) 0 (M\Tm)
und folglich
F(Mi)/(ry) ¥ F(Mz 0 Mm)/(reoRmub)
2 (12l 00) * T (M, 00))
wobei
D= {fi;hi} i< j,co(as,a;) e N\Tnr}
D= {(\O0(9i5)) (130 (9i5)) "3 9ij € M}
Begriindung;:
(1) Es gilt Mz n M =@ (verschiedene Symbole!).
(2) Es gilt nach Satz 4.14:

M (1£],a0) 2 F(ML)/ (k) I (M, a0) = F(Mp)/ ()
und daher existiert © : M — II; ([N, ap) wie in 4.14. Es gilt

(D) = {(Me) (o) s e € L (N, a0) }

Bemerkung  (i). Situation in 4.15:

Wl /lMlx K]
N,

Dieses Diagramm induziert ein entsprechendes Diagramm von Gruppenhomomorphismen
wobei ¢ der von gy, vy induzierte Gruppenhomomorphismus in das Coprodukt ist (in der

I, (|M], ao)

H1(|N|7a’0) H1(|£|7a0)*H1(|M|7GO)L>H1(|K|7GO)

I3 (I1£], ao)

Formulierung des Satzes werden Iy (|£|,a¢) und II; (JM|,ag) als Untergruppen des Copro-
dukts aufgefasst). Satz 4.15 sagt, dass ¢ surjektiv ist und

ket = ({(i10(¢)) (i2p13(c)) ' e € L (V] a0) })
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(ii). Es geniigt in Satz 4.15 ein Erzeugendensystem F ¢ II; (JAV],ag) zu betrachten.
(iii). Spezialfall: Falls N einfach zusammenhéingend ist, dann gilt
111 (|K], a0) = 111 (|£], ao) * Iy (| M], ao)

Ziel: Wir wollen 4.15 auf die Situation anwenden, dass eine Kreisscheibe entlang des Randes in
einen topologischen Raum ,eingeklebt® wird.
Sei K ein simplizialer Komplex und « = ag...azap (n > 2) eine Kantenschleife in K mit a; # a;4+1
(i=0,...,n-1), an # ap. @ induziert eine simpliziale Abbildung der triangulierten Kreislinie in £,
b; — a;. Dies ist der Rand eines (n + 1)-Ecks.

Sei M der ,Rand* von £ und £ := (lj7 M)’. Sei N der Komplex, der aus K u L durch Identifikation
von b; mit a; entsteht. Damit werden die Kanten b;b;y1 mit a;a;41 identifiziert (und b,by mit
anap). Wie man sich iiberlegen kann, entstehen keine weiteren Identifikationen von Simplizes (da
a; # a;41). Damit |N| 2 |[K|uy|£] wobei f simpliziale Abbildung von | M| nach |K|.

4.16 Satz
I (€ vy £]) 2 T (K], a0)/ (0 ([a]))

Beweis: Wihle in £ ein Simplex o = co(bg,do, c1). Sei Y = |M\{c}|. Nach Satz 4.15 erhélt man
I (W], a0) 2 I (Y, ao) * 1 ([of, a0)/, py

mit _
D= {(A\(d)) (py(d)) ™" d € L1 (109G, a0) }

wobei A : [0G| = Y, u : |0o| — |o| Einbettungen sind und do der Randkomplex von o. Wegen
Ty (|o|,a0) = {e} (triviale Gruppe) gilt py(d) = e fiir alle d € I1; (|00, ap),

H1(|80'|, ao) ~7
mit ©([S]), B = bocod1bo als erzeugendes Element (ag = by nach Identifikation), also
I (VT a0) 2 I (Y, a0) /e (161

L ist konvex und damit ist die Zentralprojektion vom Schwerpunkt von o auf |M eine (starke)
Deformationsretraktion von [£\{c}| auf |[M|. Diese kann zu einer Deformationsretraktion ¢:Y —
K| fortgesetzt werden. Damit ist gy : II; (Y, ap) - I1; (|K|, ao) ein Isomorphismus und g4 (©([3])) =
O([a]). Also:

I (N1, a0) = 1 (K], a0)/(e([a))) O

4.17 Satz
Zu jeder endlich représentierten Gruppe G, G = F(M)/, Ay gibt es einen 2-dimensionalen wegzu-
sammenhéngenden simplizialen Komplex K mit II; (|[K|) 2 G.

Beweis: Sei M = {b1,...,bp} und A ={pB1,...,58n} € F(M). Sei b; = [uc;d;u], dann ist

L (|Y]) 2 Oy (Y, u) 2 F(b,...,bm)

Fiir jedes f3; klebe wie in Satz 4.16 ein Polygon (topologische Kreisscheibe) ein. 8; entspricht ein
geschlossener Kantenweg, dessen aufeinanderfolgende Ecken verschieden sind. Dies ergibt einen
simplizialen Komplex K. Nach Satz 4.16 (n mal angewendet) erhiilt man IT; (|[K],u) 2 G. O

Beispiel
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G = F(a,b)/(43 p4,(ab?)), dann Kantenwege d, <

a*2ucydiucrdiueidiu
——
a

. c d
b2 ucodou codoucadsucadau 2 1

——
b

(ab)25U01d1u02d2uc1d1u02d2u
4.18 Folgerung
Nach Satz 4.12 hingt die Fundamentalgruppe eines simplizialen Komplexes nur von dessen 2-

dimensionalen Skelett ab, d.h. gilt sko(K) = sko(L) fiir simpliziale Komplexe K, £, dann ist
H1(|IC|,a0) §H1(|£|,a0).

Beispiel  (i). Torus:

a T a bOJO
a

b

Es gilt 11 (T) = F(a,0)/(apa-16-1) 2 Z *x Z
(ii). Mit natiirlicher Eckenidentifikation:

dann IIy (T) = F(a, b)/(aba—lb—l) 27 x 7.

(iii). Linsenraum L(p,q): Sei 1 < ¢ <p, p > 3 mit p, q teilerfremd. Sei X der topologische Raum,
der aus einer Doppelpyramide (als Vollkérper) iiber dem reguliiren p-Eck entsteht durch
Identifikation von jedem Dreieck auf der ,,Oberseite“ mit dem entsprechenden Dreieck auf
der ,,Unterseite“ nach einer Drehung um 27 - % zusammen mit der induzierten Identifikation

der Kanten und Ecken. Zum Beispiel L(5,2):

2

-

2

Betrachte eine Triangulierung K von L(p, q), die ein Simplex ¢ im Inneren der Doppelpyrami-
de hat und zg im Inneren von o. Dann ist die Zentralprojektion von zg auf den ,Rand“ eine
Deformationsretraktion. Sei Y die Oberfliche der Doppelpyramide nach der Identifikation.
Also Deformationsretraktion L(p,¢)\into - Y, also II1 (L(p, ¢)\int o) 2 111 (L(p,q)) und

My (L(p,g)\into) 2 111 (V) = F(a)/(ar) 2 Zyp
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Beispiel (Aufgabe 37, 4P) Bestimmen Sie II;(X;) jeweils mit der natiirlichen Identifikation der
Ecken, wobei

b

AN
a
= NN
a b
N
d

Beispiel (Aufgabe 38) Sei X der Raum, der entsteht, wenn man beim 3-dimensionalen Wiirfel Paare
gegeniiberliegender Seiten nach einer Drehung um 90° miteinander identifiziert, mit der induzierten
Identifikation der Ecken und Kanten:

d
b C
a
c| d b |a
a/ - ¢ Nd
b

(). Bestimmen Sie IT; (X) als Gruppe durch Erzeugende und Relationen (mdoglichst vereinfachen
mit weniger Erzeugenden). (3 Punkte)

(ii). Zeichnen Sie das Cayley-Diagramm der Gruppe. Bestimmen Sie die Ordnung der Gruppe.
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Klassifikation der 2-dim. Mannigfaltigkeiten

5.0 Satz
Jede 2-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit ist triangulierbar.

5.1 Lemma

Sei K ein simplizialer Komplex so, dass |K| eine zusammenhiingende 2-Mannigfaltigkeit ist. Dann
ist |KC| homéomorph zu einem Polygon in R? mit 2n Kanten (fiir ein n > 2), dessen Kanten in Paaren
identifiziert werden (mit der induzierten Identifikation der Ecken). Umgekehrt ist ein Polygon mit
paarweise identifizierten Kanten und induzierter Identifikation der Ecken eine 2-Mannigfaltigkeit.

Beweis: Ubung. O

Ordne jedem solchen 2n-Eck mit paarweise identifizierten Kanten ein Wort zu wobei die Buchsta-
ben die Kantenwege und formale Inversen sind (Element der freien Gruppe mit n Erzeugenden).
Durchlauf des Randes in festem Umlaufsinn.

Beispiel  (i). Torus (zyz~ly™')

8
_ =

(ii). kleinsche Fliche (zyxy™!)

8
—_—< =

(iii). projektive Ebene (ryxy)

]@ l@
8
N <—

8
_— N

(iv). RP? (zx)

Auch zugelassen: zz~!
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1==1
(Kugeloberfliche S?).
Solche Worte sollen zuléssig heiflen.

Ziel: Durch Zerschneiden und Zusammensetzen des Polygons soll gezeigt werden, dass man stets
zu einem Wort in einer der beiden folgenden Normalformen kommen kann:

14104203 . . . GpQy, (n>1)
arbra;*bit . ambpa, i) (m=>1)
Regeln:
(la) AB & CaD — AxCB'zD
A B A y
o —>0 —> 0 o —>0 ———> 0
| O\ - I
y
O <—-0<—0 o <—-0 —>0
x c y B
(1b) A& BCzD - AzCzB'D
.$.$‘. .$.$.
DT \LB - DT lc
y
O <—- 0 <—0 O ——> 0 <—— 0
e c B y
(2a) A% BCz™'D — AzCBa'D
.$.$‘. o —>0 —> 0
RN
y
.?.T. O ——> 0 <—— 0
(2b) AB# Cz'D - AzCa~'BD
A B A y
o ——>0 —> 0 o ——>0 —> 0
RN,
y
O ——>0<——0 O <—-0 ——>0
x c B y
(3) Fir AB#0: Az~ 'B - AB
x T A
o —>e<——o - e _—"e
B
A }A
[ ]

Schritte zum Erzeugen der Normalform:
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(1)

Bringe das Wort auf die Form RS wobei R von der Form xixi1x9xs ... 252, ist und S nur
inverse Paare enthélt (d.h. jeder Buchstabe in S kommt 1 Mal als # und 1 Mal als 2! vor).

Dazu rekursiv Regel 1 anwenden: Annahme A ist von der Form 1 ... 2,2z, und maximal.
Dann

AB# CaD % Az B 2D Y Aza(CB)'D
Damit ein weiteres gleichartiges Paar ,nach vorn“ gebracht.

Bringe R, S auf die Form RTU wobei T von der Form yi 27 y7 27! . . ymzmy,tz;t ist (also
nur verschlungene inverse Paare enthélt) und U nur unverschlungene inverse Paare enthélt.

Sei A schon von der gewiinschten Form (wie RT) und maximal. Dann

AB & CbDa " Eb'F 2 AaC b Da ' BEV'F
% A4 CbBEDa b\ F
% 4aBEDC ba b 'F
% Aaba~'b'BEDCF

Damit ein weiteres verschlungenes inverses Paar ,nach vorn“ gebracht. Rekursiv fortfahren,
bis es hinten keine verschlungenen inversen Paare mehr gibt. Beachte, dass keine gleichartigen
Paare entstehen kénnen.

Falls RT =0 bringe das Wort auf die Form zz™!, anderenfalls kann U weggelassen werden.

U besteht aus unverschlungenen inversen Paaren. Sei ...z ...z ... ein solches Paar, welches

am engsten zusammen ist (Abstand: Anzahl der Buchstaben dazwischen). Dann kann kein
Buchstabe dazwischen stehen, denn: Falls v,y ™' dazwischen sind, wéren ...y...y ' enger
zusammen; falls von y, 4! nur ein Buchstabe dazwischen steht, bildet dies ein verschlungenes
Paar. Also von der Form

lel‘_lUg i U1U2
fiir U;Us # 0. Tterieren bis U verschwunden ist (falls RT # @) bzw. U = xz™! (falls RT =0).

Falls R = O ist T von der gewiinschten Form. Falls R # 0 bringe RT auf die Form x125 . .. xyxy,
d.h. fithre die verschlungenen inversen Paare in gleichwertige Paare iiber.

l
Az 4 abab'B2 Azb'a ' wa 5 b 'B
E)I Azaz™! ét by o B

L Axzaab 'b"'B

Damit ist gezeigt, dass jede geschlossene 2-Mannigfaltigkeit homdomorph zu eine der folgenden

(i).
(ii).
(iii).

Normalformen ist:

N}, beschrieben durch ajajasas . ..apap mit h > 1.
M, beschrieben durch a;biaitbit... agbgaglbgl mit g >1

My

Definition Sei G ein Gruppe. Dann bezeichne K (G) := ({aba'b"1;a,b € G}). Offensichtlich ist
K(G) der kleinste Normalteiler, sodass G/k(a) abelsch ist. G/kx(g) heifit Kommutatorfaktorgruppe

von G.

Fundamentalgruppen der Normalformen:

(i).

Iy (Mp) = 11, (S?%) = {e} triviale Gruppe. (Tetraeder ist kontrahierbarer Unterkomplex, der
alle Kanten enthilt, also 0 Erzeugende, also Fundamentalgruppe trivial.)
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(ii). T (Np) = Fars a1y . apar) - Weiterhin Ti(Na)/i (11, (n,)) & Z""1xZy, denn in der freien
abelschen Gruppe mit Basis aq, ..., a, konnen wir auch die Basis aq,...,ap_1,a1+...+ap = ap,
wahlen (fasse Gruppenoperation additiv auf). Die Relation 0 = 2aq + 2a2 + ... + 2a, = 2ay,
zeigt, dass wir Z"! x Zy erhalten.

—1b—1 —

(111) Hl(Mg) ~ F(ai,b1,..., ag-rbg)/(alblazlbzl . ._agbgaglbgl) . Damit HI(NIH)/K(HI(MQ)) =~ ZQQ’ da albla[1b11 e g Vg

e in einer abelschen Gruppe stets gilt.

S
<Q

S
Q

S

Folgerung

Die 2-Mannigfaltigkeiten M, fir ¢ > 0 und N, fir A~ > 1 haben paarweise nicht isomorphe
Fundamentalgruppen und sind somit nicht homotopiedquivalent, insbesondere nicht paarweise
hom&omorph.

5.2 Satz
Jede geschlossene 2-Mannigfaltigkeit ist homéomorph zu genau einer der 2-Mannigfaltigkeiten M,
(g >0) oder Nj, (h>1). Diese sind paarweise nicht homotopiedquivalent.

Folgerung
Seien M, N zwei geschlossene 2-Mannigfaltigkeiten. Dann gilt:
IL(M)zIILi(N)M~N<M=N

Bemerkung Bezeichne fy die Anzahl der Ecken, f; die Anzahl der Kanten und fy die Anzahl der
Fliachen (Polygone) nach der Identifikation. Dann gilt

X(X) = fo-fi+ [

ist nur vom Raum abhéngig, aber nicht von der Zerlegung. x heifit Euler-Charakteristik von X.

Beweisskizze: Die folgenden Operationen und ihre Inversen verdandern nichts an der Euler-Charakteristik:
(1) Einfiigen einer Ecke auf einer Kante (fo - fo+1, f1 = f1+1)

(2) Unterteilen eines Polygons durch Einfiigen einer Kante zwischen zwei Ecken (fi — f1 + 1,

fa= f2+1)
Verallgemeinerung: Endliche CW-Riume.
Definition Sei (X,7) ein topologischer Raum.

(i). Ein in Zellen zerlegter Raum X ist ein topologischer Raum zusammen mit einer Menge Z
von Unterrdumen, sodass gilt

(1) Jedes Element aus Z ist homéomorph zu einer offenen Kugel (beliebiger Dimension).
2) X=Uz

(ii). Das n-dimensionale Geriist von X ist X™ := U{e € Z;dime < n}.

(iii). e € X heifit n-Zelle ;<> e = B"

Vorlesung: “Algebraische Topologie” von Ulrich Brehm, Technische Universitat Dresden, Sommersemester 2012

(iv). Sei X ein in Zellen zerlegter Raum und e ¢ X eine n-Zelle. Eine stetige Abbildung F :
B[0,1]™ - X heiBt eine charakteristische Abbildung von e <> F(S"1) c X! F|%, ist ein
Homo6omorphismus. F|gn-1: S? ! - X"~! nennt man Klebeabbildung von e.

Bemerkung Sei X ein Th-Raum. Dann gilt € = F(B[0,1]") ¢ X" 'ue und é\e = F(S" ') c X"1.
F: B[0,1]" — e ist identifizierend (€ tréigt die finale Topologie bzgl. F).

Definition  (i). Ein CW-Raum ist ein in Zellen zerlegter Hausdorff-Raum X, sodass jede Zelle
e € Z eine charakteristische Abbildung besitzt und

(¢c) Fiir jede Zelle e € Z gilt: € trifft nur endlich viele Zellen.
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(w) Wenn A né abgeschlossen in é fiir alle e € Z, dann ist A abgeschlossen in X.

(ii). Sei X ein CW-Raum. Falls X = X", X # X"! dann heiit X n-dimensional (Notation:
dim X =n). dim X := oo, falls es kein solches n gibt.

(iii). X heit endlicher CW-Raum, falls Z endlich ist.
Bemerkung Falls X ein endlicher CW-Raum ist, dann sind (c), (w) automatisch erfiillt.

5.3 Satz
Seien X,Y endliche CW-Riume. Dann bezeichne f;(X) die Anzahl der i-dimensionalen Zellen von

X .
X(X) = (1) fi(X)

120

)

die Euler-Charakteristik von X. Dann gilt
[ X[ = Y] = x(X) = x(Y)

d.h. die Euler-Charakteristik ist eine Invariante bzgl. der Homotopiedquivalenz.

Beweis: Ohne Beweis, schwer. O

Ziel: Klassifikation der kompakten zusammenhéngenden berandeten 2-Mannigfaltigkeiten:
Jede solche Mannigfaltigkeit ist homGomorph zu genau eine der folgenden Typen

M, Np

Dabei ist M, homdomorph zu M, aus dem r 2-Zellen e1,... e, € Ne; = @ fur i # j, entfernt
worden sind. Analog fiir Nj, ,. Diese sind paarweise nicht homéomorph. Es gilt:

x(Mg)=1-29g+1=2-2¢g =>x(Mgr)=2-2g-7

X(Np)=1-h+1=2-h = x(Npr)=2-h-r
Orientierbarkeit: Sei M eine 2-Mannigfaltigkeit, die iiber ein Polygon mit Kantenidentifikation
gegeben ist. Dann gilt: Falls mindestens eine Kanten zwei Mal als x auftritt (also in derselben
Orientierung), dann gilt M = N, fiir ein h,r, anderenfalls M = M, , fiir ein g,r. r ist dabei die

Anzahl der Komponenten des Mannigfaltigkeitenrandes (betrachte alle Knoten, die nicht 2 Mal
auftreten und beachte Eckenidentifikation).

Beispiel

11
1a1baay ¢y dzeiba fagzer

(Die Zahlen sind bereits die identifizierten Ecken.) Da e 2 Mal in derselben Ori-
entierung auftaucht, ist die Mannigfaltigkeit nicht orientierbar, d.h. M = N}, ,.. Es

2
st , | A
Y=4-T+1=-2%2_ph_p !

Wegen r =1 folgt h =3, also M = N3 ;.

5.4 Folgerung
Zwei (moglicherweise berandete) zusammenhiingende kompakte 2-Mannigfaltigkeiten sind genau
dann homomorph, wenn beide

(i). orientierbar oder nicht orientierbar sind
(ii). dieselbe Euler-Charakteristik und Anzahl von Randkomponenten haben.
Definition Seien A;, Ap zwei zusammenhingende 2-Mannigfaltigkeiten. Dann bezeichne A; § Ao

die Mannigfaltigkeit, die entsteht, indem aus A; und As eine offene 2-Zelle entfernt wird und
anschliefend A;, A5 durch einen Homéomorphismus der entstehenden Rénder verklebt werden.
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Beispiel

Beispiel (Aufgabe 40 (2 Punkte)) Bestimmen Sie, um welche geschlossenen 2-Mannigfaltigkeiten es
sich handelt:

(i). Mgy, 4 M,,
(ii). Mg Np
(iii). Np, § N,

b
(iv). 2 ¢
c b
a\\Tﬁ

Beispiel (Aufgabe 41 (4 Punkte)) Bestimmen Sie, von welchem Typ die folgenden berandeten 2-
Mannigfaltigkeiten sind (dabei werden unbezeichnete Kanten nicht identifiziert, die grauen Flichen
sind Locher):

(i).

/b1 a; by a; .. b, an an

\ VTV Waals
(ii).

b /a1 by a .. by an\ by _a

\V Vv VIV

b
(i) F W
N A

b
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Homologiegruppen

Definition  (i). Fiir n > 0 bezeichne A,, := co(ayo,...,a,) den ,Standardsimplex* wobei ag := 0

und a; := ¢; fiir i > 1 (i-ter Standardbasisvektor des R"). Fiir m > n wird R™ ¢ R™ aufgefasst.

. Sei (X, T) ein topologischer Raum. Ein singulires n-Simplex ist eine stetige Abbildung A :

A, = X

Sei M eine Menge und ZM) := FAb(M) := {f : M - Z; f(z) = 0 bis auf endlich vicle
xe M} cZM. Sie heiit die freie abelsche Gruppe. Wir fassen M als Teilmenge von FAb(M)
auf, in dem wir x € M mit

0 y#tz

fo—’Z,y'—’{ :6;L'y
1 y=2z

identifizieren.

. Die n-te singulire Kettengruppe von X ist definiert durch S, (X) := FAb({\ : A, = X; A

stetig}) fiir n >0, S, := 0 fiir n <0.

. Die r-te Seitenabbildung F" : A,,_; - A,, ist eine simpliziale Abbildung wobei

a; 1<r—-1
F'(a;) = { ' ,

Aiv1 12T
F" ist ein singuldres (n — 1)-Simplex in A,,. Bezeichnung: Falls K ein simplizialer Komplex
ist, dann bezeichne (xq,...,z,) die eindeutig bestimmte simpliziale Abbildung ¢ : A, —
K,o(a;)=x;. Also F" = (g, ..., Qr1,Gpi1y-- 5 0n) = (A0, -y Qpy.evyGp).

Bemerkung Fiir s <t gilt F'F* = FSF" = (ag,...,Gq, ... G4, ...,00),

An—l
YR
An—2 An
N4
An—l

Definition Sei n > 1 und X ein topologischer Raum. Dann bezeichne 0 : S, (X) - S,-1(X) den
eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus mit

n

0u(N) = (1) Ao F”

r=0

fiir alle singuléren n-Simplizes A : A,, > X. 0 heifit Randabbildung.



6.1 Proposition
Sei X ein topologischer Raum und n € N, dann gilt 92 = 0, genauer 9,10, = 0.

Beweis: Fiir n < 2 ist die Aussage trivial. Fiir n > 2: Es geniigt die Behauptung fiir die singuléren
n-Simplizes zu zeigen. Es gilt

r=0 s

— Z (_1)r+s _)\OFS OF + Z (_1)r+s .)\OFT OFS

0<s<r<n 0<r<s<n-1

O (N) = a(i(—w Ao F) = nf i(—l)”sx oF" o F*
=0 r=0
r—1

Fiir 0 <4 <j <n kommt der Term Ao F'o F7 in der 1. Summe mit Koeffizient (-1)"*7*! vor und
in der 2. Summe mit (-1)"*?, also ,,=“ 0. O

Definition  (i). Sei (A;)ies eine Familie von abelschen Gruppen. Dann ist die direkte Summe
@i A; definiert als

PA = {<p T > JAi;Viel:p(i)eA;, (i) =0 bis auf endlich viele i € I}

iel iel
<14

iel

(ii). Ein Kettenkomplex C ist eine Familie (C;);ez von abelschen Gruppen zusammen mit Homo-
morphismen 9; : C; - C;_1 mit 9;_10; = 0.

Bemerkung Wir betrachten C = @,z C; und 9 : C -» C Homomorphosmus mit 9(x;) := 9;(z;) fir
x; € Cy, also dod =0 und I(C,) € Cp_1 wobei C,, als Untergruppe von C aufgefasst wird.

Definition Sei C ein Kettenkomplex. Dann heifit B,,(C) := 95,41(Cr+1) € C,, Gruppe der n-Rénder,
Z,(C) :=ker(9dy,) ¢ C,, Gruppe der n-Zyklen. Sei H,,(C) := Z=(C)/g (c) die n-te Homologiegruppe
von C.

Bemerkung  (i). Offenbar gilt B,(C) c Z,(C).

(ii). Sei X ein topologischer Raum. Dann ist ... Ony Sp(X) > ... & So(X) %05 0... der
Kettenkomplex S(X). Sei H,(X) := H,(S(X)) die n-te Homologiegruppe von C.

Definition Sei (X,Y") ein Paar von topologischen Riumen, d.h. ¥ ¢ X ist ein Unterraum. Dann
ist der relative singulidre Kettenkomplex S(X,Y") definiert durch S, (X,Y) = Sa(X)/s, (v) wobei
Sp(X) 2 S,(Y) in natiirlicher Weise aufgefasst wird: Fasse jedes singulires n-Simplex von Y
als singulidres n-Simplex in X auf, A: A, - Y wird A : A,, > X zugeordnet (Komposition mit
Inklusionsabbildung Y - X).

On : Sp(X,Y) - S,_1(X,Y) ist der durch 9, : Sp(X) — S,-1(X) induzierte Homomorphismus,
der wegn 9(S,(Y)) € S,-1(Y") existiert.

Bemerkung Nach Definition gilt: 9% : S,,(X,Y) — S,_2(X,Y) ist die Nullabbildung.

9 S (V) — L8, (V) — ...

Sn(Y)

e S (X) — 2 8, (X)) — 2L 5, (X)) —— ...

= S (X,Y) — 2 5, 1 (X,Y) —2= S, o (X,Y) — .
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Beispiel Sei X # @ ein topologischer Raum mit m Wegzusammenhangskomponenten. Wegen
571 (X) =0 ist
Zo(X) =ker(0p : So(X) — S-1(X)) = So(X)

Als Erzeugendensystem von Sp(X) kénnen wir die Punkte in X nehmen (identifizieren A : Ag =
{0} > X mit A(0)). In S1(X) sind das Erzeugendensystem die Wege A: Ay - X,

A(N) : Ag — X,0(A)(0) = A- FO(0) = A- F1(0) = A(1) = A(0)
daher
Bo(X) =0(51(X)) = ({b-a;a,be X,3 Weg von a nach b})
Zp(X)=80(X)={f:X = Z; f(x) =0 fiir alle bis auf endlich viele x}
= By(X)={f:X - Z; f(z) = 0fiir alle bis auf endlich viele x

> f(z) = 0fiir jede Wegkomponente K; von X}
zeK;

also Ho(X) = Zo(X)[p,(x) 2 Z™.

Beispiel Sei P = {p} einpunktiger Raum. Dann gilt S, (P) = Z fiir n > 0, wird erzeugt von der
einzigen Abbildung A, : A, — {p}. Fiir 9: S,,(P) - Sp-1(P) gilt

n=1 mod 2
n=0 mod 2

I(\n) = i(:)(_l)i “Ap o F' = An-1- (é(_l)z) = {g‘nl

also fiir
(i). n>2 gerade: Z,(P)=0= H,(P)=0
(ii). m>1 ungerade: B, (P) = Z,(P) = Sp(p)=Z = H,(P) =0
(iii). n=0: Zo(P) 2 Z,Bo(P) =0; Hy(P) 2 Z
(iv). n<1: Z,(P)=0= H,(P)=0
damit H,(P) =20 fiir n #0, Hy(P) = Z.

Definition Seien C, D Kettenkomplexe. Eine Kettenabbildung ¢ : C' - D ist ein Homomorphismus
© @z Cn = @nez D mit p(Cr) € D, und 9o d=9do g, d.h.

On+1 €] On-1
e T Cn+1 s Cn — Cn—l

6.2 Proposition
Eine Kettenabbildung ¢ : C' - D induziert fiir jedes n € N einen Homomorphismus ¢, : H,(C) —
H, (D). Es gilt:

(). (ide)« : Ho(C) » H,(C) ist die Identitét.
(i1). (o )y =1, o, fiir eine Kettenabbildung ¢ : D - E

Beweis: Wegen ¢ o0 =0 o ¢ ist klar, dass

SO(Bn(C)) = 30(3(Cn+1)) = a(@(CnH)) c 8(Dn+1) = Bn(D)

Fiir x € Z,,(C) ist 0x = 0, also (Do) (x) = (wod)(x) = 0 und somit ¢(x) = 0, also ¢(z) € Z, (D), d.h.
©(Z,(C)) € Z,(D). Homomorphiesatz: ¢ induziert einen Homomorphismus ¢, : Z(C)/g (o) —
Zn(D)/p,, (D) - Rest ist klar. O
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6.3 Proposition
Sei f: (X,Y) > (A, B) eine stetige Abbildung von Paaren. Dann induziert f eine Kettenabbildung
fo:S(X,Y) > S(A, B) mit Homomorphismen (f,). =: f+ : H,(X,Y) - H,(A, B). Es gilt:

(i). ids = id, id, = id
(ii). (fog)e=feoge, (fog)s = feog. fiir g: (U, V) > (X,Y) stetige Abbildung von Raumpaaren.
Beweis: Sei fo: (X,Y) — (A, B) definiert durch fo(\) := fo A fiir A: A,, > X stetig. Dies definiert

eine Kettenabbildung f, : S(X) - S(Y) mit f.(S(Y)) € S(B), also auch eine Kettenabbildung
fo: S(X,Y) = S(A, B). Rest ist klar. (Eigenschaften von , folgen aus Proposition 6.2.) O

Definition Seien C, D Kettenkomplexe und ¢, : C' - D eine Kettenabbildungen. Eine Kettenho-
motopie h zwischen ¢ und v ist ein Homomorphismus h : C' — D, sodass

h(Cp) € Dpy1 VeeC:o(c)—(c) =0h(c) + hd(c)

o und 1 heiflen kettenhomotop genau dann, wenn eine Kettenhomotopie zwischen ¢ und v existiert.
Notation: ¢ ~ .

8n—l

On+1 n
o> Cpyy ——Cp, ——=Cp

e
.. > Dn+1 am.l; Dn an} Dn—l 0

6.4 Proposition
Seien p, 1 : C - D Kettenabbildungen.

(i)~ PP =2,

(ii). Falls 8: D - E, a: B — C Kettenabbildungen sind und & eine Kettenhomotopie zwischen ¢
und 1, dann ist hoa (ho ) eine Kettenhomotopie zwischen oo und ¢poa (o und o).

Beweis:  (i). Sei [z] € H,(C) wobei z € Z,(C) und ¢.([2]) = [¢(2)], also

p(z)-v(z)-0h(z)+h (’i(/z_)/ = 0h(z)
0 (2620 (C))

und somit [p(2)] - [¥(2)] = [0h(2)] = 0.

(ii). Es gilt
poa(c) -1 oal(c) =0ha(c) —hda(c) = Oha(c) + had(c)

und ha(By) € Dy41. Rest ist klar.
O

6.5 Lemma

Sei X ein topologischer Raum und g : X — X x [0,1], 41 : X — X x [0,1] mit ig(z) := (x,0),
i1(z) = (x,1). Dann gibt es eine Kettenhomotopie h : S(X) - h(X x [0,1]) zwischen (ig)s und
(i1)e, sodass fiir alle stetigen Abbildungen f: X — Y gilt:

(hofle=(fxid)ech

Ohne Beweis.

6.6 Satz (Homotopieinvarianz)
Seien f,g: (X,Y) — (A, B) stetig mit f ~ g. dann f, = g..
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Beweis: Die Kettenhomotopie h: S(X) — S(X x [0,1]) aus Lemma 6.5 induziert eine Kettenho-
motopie h: S(X,Y) - S(X x[0,1],Y x [0,1]), da h(S(Y)) € S(Y x[0,1]) (Wéhle in 6.5 fiir f die
Einbettung Y — X). Sei G: (X x[0,1],Y x[0,1]) = (A, B) eine Homotopie zwischen f und g. Es
folgt, dass G o h eine Kettenhomotopie zwischen G4 o (ig)e = fo und G4 o (i1)e = ge ist, also f. = g«
nach Proposition 6.4. [

6.7 Korollar

(X,Y)~(A,B) = ¥neZ: Hy(X,Y) =~ H,(A,B)

Beweis: Wegen (X,Y) ~ (A, B) gibtes f: (X,Y) - (A,B), g:(A,B) » (X,Y), sodass fog=~id,
go f~id. Nach Satz 6.6 gilt

g*Of*:(gOf)*:id f*og*:(fog)*:fdl
Definition (i). Zwei Ketten a, 8 € C,, heiflen homolog <> a — 8 € 0,41 (Chs1)-
(ii). Zwei Zyklen c¢;,c2 € Z,(C) heilen homolog < [¢1] = [¢2] in H,(C).

(iii). Eine Sequenz von abelschen Gruppen ist eine Folge von abelschen Gruppen und Gruppenho-
momorphismen. Sie heifit exakt an der Stelle C,,, falls f,,+1(Chr41) = ker f,,. Sie heifit exakt,
wenn sie an jeder Stelle exakt ist.

(iv). Eine kurze exakte Sequenz ist eine der Form 0 — A LB C - 0, d.h. g ist surjektiv und f
injektiv.

6.8 Satz (Fiinferlemma)
Es sei ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen gegeben. Dann gilt:

P1 2 ¥3 Ppa

Aq Ay As Ay As

NN

By —> By —> B3 —> By — Bj

(i). Falls f; surjektiv und fo, f4 injektiv sind, ist f3 injektiv.
(ii). Falls f5 injektiv und fo, f4 surjektiv sind, ist f5 surjektiv.

Insbesondere: Sind f1, fa2, f4, f5 Isomorphismen, dann ist f3 ein Isomorphismus.

Beweis: (,Diagrammjagd*)

(i). Zu zeigen: ker f3 = 0. Aus f3(a3) = 0 folgt 0 = ¥s3fs(as) = faps(as), also p3(ag) = 0, da
f4 injektiv ist. Es gibt as € Ay mit a3 = p3(az) wegen po(Az) = kerps. Also 0 = f3(ag) =
fapa(az) = ¥afa(az) und somit fo(az) = ¢1(b1) fiir ein by € By wegen 11 (B1) = kerts.
Damit fiir by = f1(a1) (da f1 surjektiv) fo(az2) =1 fi1(a1) = fa1(ar) und somit folgt aus der
Injektivitdt von fa, dass as = ¢1(a1). Also as = p2(az) = p2(p1(a1)) =0 (kurze Sequenz!).

(ii). Analog.
(iii). Klar.
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Bemerkung Es sei folgendes kommutatives Diagramm gegeben:

Ay —> Ay

q w |

Bl HBQ

Betrachte nun das Diagramm

ker f1€ Ay By 2 koker f;

KRN

ker fC Ay —225 By 225 Koker fo

Es gilt

ay eker f1 = fi(a1) =0=0=1f1(a1) = fao(ar)
also @(ay) € ker fa, d.h. @(ker f1) € ker fo. Sei koker f; := Biff,(a;) und definiere ([b1]) := [¢(b1)]
(also nat o) = ¢ onat). Fiir a; € A; gilt

nat 1 fi(a1) = nat fo ¢(a1) =0
0

daher ker(nat : By — koker f1) = f1(A1) € ker(nat o)), also ist 1) wohldefiniert.

6.9 Lemma (Schlangenlemma)
Es sei ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen gegeben:

¥1 p2
Al ——= Ay —— Az

l/fl lfz Lfs
P1 P

B1 H‘B2 *2>B3

Dann gilt im induzierten Diagramm:

® ©
ker f, —1|> ker fo ;‘- ker f3
M (M M

Al 1 Ag P2 A3

f1 f2 f3
By P1 B, P2 Bs
nat nat nat

koker f1 _h koker fo e koker f3

(i). Falls 7 injektiv ist, dann ist die 1. Zeile exakt.

(ii). Ist w9 surjektiv, dann ist die 4. Zeile exakt.
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(iii). Sind %7 injektiv und ¢o surjektiv, dann gibt es genau einen Homomorphismus 0 : ker f3 —
koker f1 mit

Vasz € ker f3,b1 € By :nat(by) = 0(a3) < Jaz € Az : pa(az) = as, f2(az) = ¥1(b1)

Es gilt dann, dass die Sequenz

ker fy “9_1,‘ ker fo <p—2>| ker f3 3 koker f1 % koker fo % koker f3

exakt ist. d heifit Verbindungshomomorphismus.

Ohne Beweis (elementar)

i i+l
Definition Eine Folge von Kettenkomplexen und Kettenabbildungen ... - C* Lo Il o,

i+1

. i o i1 In ; .
... heifit exakt, falls ... > C% = O "% 2 | exakt ist (n e N).

6.10 Satz (Lange exakte Homologiesequenz)

Sei 0 ' £ 02 5 03 5 0 eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen und Kettenabbildun-
gen. Dann gibt es fiir n € N genau einen Homomorphismus 9, : H,,(C?) - H,,_;(C'), sodass

V2 € Zi_l,z;; € Zg 1[z1] = 0«([23]) <= Feg € C’fb 2(eg) = 23,0(c2) = p(21)
Die Sequenz
Ho(CY % Hy(c?) % Hy(0H S Hy (e % L

ist eine exakte Sequenz.

Beweis: mit Schlangenlemma O

6.11 Satz (Homologiesequenz eines Raumpaares)
Sei (X,Y) ein Raumpaar. Die zugehorige Homologiesequenz
B H XY S HO)) S H(X) S HA(X,Y) >

ist exakt, wobei 4., j. von den Inklusionsabbildungen i : Y — X, j: (X,2) - (X,Y) induziert
werden und 0, der Randoperator ist, 0. ([2]((X,Y)]) = [0z]y. Ferner hat man fiir eine stetige
Abbildung f: (X,Y) — (A, B) die ,Homologieleiter*, d.h. das folgende kommutative Diagramm:

lfl L(f)* Lf* lf*
5* .t ~

Bemerkung Analog kann man von einem Raumtripel Z ¢ Y ¢ X ausgehen. Dann erhilt man die
kurze exakte Sequenz

0 S(Y,2) 2 8(X,2) % S(X,Y) >0

mit i: (Y, Z) - (X,Z), j: (X,Z) - (X,Y) Inklusionsabbildungen. Dann erhalten wir die exakte
Homologiesequenz des Tripels,

B H (XS H(Y,2) 5 Hy(X.2) B H (x5

6.12 Satz
Sei f:(X,A) - (Y, B) stetig. Dann gilt

Oufe = (fla)«0x

Zugehoriges Diagramm:
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Ho (X, A) L= 1,(v, B)

-
(f‘A)*

Hn,l(A) E——— Hn,l(B)

6.13 Satz (Ausschneidungssatz) -
Sei X ein topologischer Raum und A ein Teilraum. Sei U € X offen mit U € oA. Dann induziert

die Inklusionsabbildung (X\U, A\U) < (X, A) einen Isomorphismus H,(X\U, A\U) it H,(X,A).

6.14 Satz (i). Sei X ein topologischer wegzusammenhéingender Raum. Dann gilt Hy (X) = T(X)/k (11, (X)) -

(ii). Fir n>1 gilt
Z m=n,m=0

0 sonst

H,,(S™) ;{
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