Skript Algebra (06.04.17)

Einleitung: Was ist Algebra?

historisch: Losen von Gleichungen

modern: Studium algebraischer Strukturen
Beispiel: Lineare Algebra: Losen linearer Gleichungssysteme

~> - algebraische Strukturen:

Vektorrdume, Korper, Gruppen

- Losen von Polynomgleichungen:

fX)=X"+a, 1 X" ' 4+.. . 4+a1 X +ap=0 (a1y...,an_1 €Z)

Frage: Wie viele Losungen? Wo? Von welcher Art?

— zum Beispiel: iber C: f(X) =[[/~, (X —X;) mit (A1,...,A,) €C

("Fundamentalsatz der Algebra’ 18. Jahrhundert)

n=1: v
n=2: Losungsformel: \; 5 = @
n=3: Formel von Cardano (1545)
n=4: Formel von Ferrari
n=>s5: ?
= Satz von Abel-Ruffini:(1824):
Es gibt keine Losungsformel fiir Gleichungen vom Grad > 5
Vollstandige Erklarung: Evariste Galois (1832)
e Studium kleinster Korper Q(\y,...,\,)
Q(A1, ..., An) hat die Eigenschaft, alle Losunngen von f(X) = 0 zu enthalten.

~ Beziehung zwischen Eigenschaften der Gleichung f(X) = 0 (und ihren Losungen) und der
Gruppe der Automorphismen des Korpers Q(Aq, ..., \y,).

fX)=0 ~ QA1,..., A ) ~ Aut(Q(A1,..., )
Ring ~  Korper ~» Gruppe

Inhalt der Vorlesung

- Einleitung: Ganze Zahlen
- Kapitel I: Gruppen

- Kapitel II: Ringe

- Kapitel III: Korper
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Skript Algebra (06.04.17)

0 Einleitung

0.1 Die ganzen Zahlen
0.1.1 Bemerkung

Wir nehmen die ganzen Zahlen
z={...,-1,0,1,2,...}

als bekannt und gegeben an.
Wir wissen: (Z,+, -) ist ein (kommutativer) Ring:

1)

Addition ist assiozativ, kommutativ, mit neutralem Element 0 und Inversen -x

2)
Multiplikation: assiozativ, kommutativ
3)
Es gilt das Distributivgesetz:
a(b+c) = ab+ ac (Va,b,c € Z)
Konvention:

N=1{1,2,3,...}
Ny ={0,1,2,3,...}
Eigenschaften von Z:
- Ordnung: a <b < b—a€eN

- Wichtig: fir a € N ist
{r eN:z <a}

endlich = Jede Teilmenge ) # S C N hat ein kleinstes Element.
0.1.2 Definition

Seien a,b € N. Dann:
alb  (a teilt b)

<= dreN:ax=0b

0.1.3 Bemerkung

alb = a<b
0.1.4 Definition

Seien a,b € N

ggT(a,b) :=max{c € N:cla A c|d}
7groBiter gemeinsamer Teiler von a und b”

kgV(a,b) := min{c € N:alc A b|c}
"kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b”



0.1 Die ganzen Zahlen Skript Algebra (06.04.17)

0.1.5 Satz (Division mit Rest)

Fiir a € Ny, b € N gibt es eindeutig bestimmte ¢, € Ny mit
ca=qb+r
-r<b

Beweis:

- Existenz: Induktion
- Eindeutigkeit: Angenommen:

a=gb+r=q¢b+r', (r,r <b)
= (¢q—q¢)b=r—1
= lg—db=1|r—r"| <b

—=q¢—q¢=0=r—1"=0

0.1.6 Satz

Fiir alle a,b € N existieren x,y € Z mit
ggT(a,b) = ax + by
Beweis: Euklidischer Algorithmus
Setze: 1o =a, 71:=0b

Schreibe: r;_1 = qr; + i1 (rip1 <71)
So lange bis r,,41 =0

To = q171 + T2 = Tulro

71 = qara + 73 = Tulr1
N

Tn—2 = qn-1Tn—1+7Tn - 7nn|rn—1

Tn—1 = dnTn - T7L|T7L—1

Einsetzen liefert:
rn =70 +ry (mit z,y € Z)

Man sieht: r,, | @, 7y | b.

Ist cla, ¢]b, so folgt
clax + by =1,

also ¢ < r, fiir beliebige c. Damit

rp, =max{c € N:cla A c|b} O

0.1.7 Korollar

cla A clb = c|ggT(a,b)

0.1.8 Definition

p € N Primzahl <=
Ve e N:
czlp = z=1Vze=p

p#l



0.1 Die ganzen Zahlen Skript Algebra (06.04.17)

0.1.9 Satz (Hauptsatz der Arithmetik)

(Satz iiber die eindeutige Primzerlegung)
Jedes n € N lésst sich schreiben als
n=p-...-pir (reNy)

mit Primzahlen py,...,p, und eq,...,e, € N.
Dabei sind p1,...,p, und ey, ..., e, eindeutig bis auf Reihenfolge.

Beweis: Induktion

= Spéter allgemeiner



0.1 Die ganzen Zahlen Skript Algebra (12.04.17)

0.1.10 Bemerkung

Man verallgemeinert fiir a,b € Z:

alp <= Jx€Z:ax=">b

geT(a,b) ist das ¢ € Ny mit c|a und ¢|b und
Vd € Z:dlaNdlb = d|c

Satz 0.5 gilt entsprechend:

Va € ZVb#0€Z3q,r € Zmit a=qgb+r, 0<r <|b

Satz 0.6 gilt entsprechend:
Va,b € Z3x,y € Z : ggT(a,b) = ax + by

0.1.11 Definition

a=b modn <= n|(a—0b)

0.1.12 Bemerkung
Durch a = b mod n wird eine Aquivalenzrelation auf Z definiert mit Aquivalenzklassen:
a:=a+nZ:={b€Z:a=>b modn}={a+kn:kecZ}
Die Menge der Restklassen
Z/)nz =40,1,...,n—1}

wird durch

@a+b=a+b, a-b=ab

zu einem Ring. (Wohldefinierheit zeigen) ' = a+kn, b =b+In

a't = ab+ (kb+al 4+ kln)n = ab mod n

d.h. a'b € ab
(vgl. Z,, = {1,...,n—1} mit Addition und Multiplikation modulo n, die Ringe sind isomorph)



0.1 Die ganzen Zahlen Skript Algebra (12.04.17)

0.1.13 Satz

Fiir a € Z, n € N sind dquivalent:
(1) ggT(a,n) =1 (a und n sind teilerfremd)
(2) es existiert r € Zmit @a-T =1 (ax =1 mod n, gilt in Z/,z)
(3) Z/nz ={a,2a,...}

Beweis.

(1) = (2)

Nach 0.6 existieren x,y € Z mit

IS
8
-+
9‘3
8 <
I
—_

I
—_
\
S

<
I
=

= kar=k VkeN,

T=ka = ex.y€Z:ka+ny=1
Dann gilt fiir c € N:

claneln = clka+ny=1

— c=1
= ggT(a,n)=c=1

0.1.14 Definition

(Z)nz)* :=={a:ggT(a,n) =1}
Eulersche Phi-Funktion:

(Z)(n) = ‘(Z/nZ)X|

0.1.15 Bemerkung

Ist p € N eine Primzahl, dann gilt

#(p)=p—1



Skript Algebra (12.04.17)

I Gruppen

I.1 Grundlegende Definitionen
I.1.1 Definition (Gruppe)

Sei G eine Menge, * : G X G — G eine Abbildung.

Dann heifit (G, ) Gruppe, wenn gilt:

(Gl) Va,y,z € G:x+(y*2) = (x*y)*z (Assoziativitét)
(G2) Je€ G:Vz € G:x+e=e*x =z (neutrales Element)
(G3) Ve € G: 3z’ € G:xex’ =1’ +x = e (Inverse)

G ist abelsch : <= Vz,ye G:xoy=yeozx

G ist Halbgruppe : <= G erfillt (G1)
G ist Monoid : <= G erfilllt (G1), (G2)

I.1.2 Bemerkung

a) Das neutrale Element eines Monoids ist eindeutig bestimmt (schreibe auch eg)

)

b) In einer Gruppe existiert zu jedem x € G genau ein Inverses
)
)

¢) Wir schreiben Gruppen meist multiplikativ (also (G, -) mit e = 1, Inverses x~!)
d) es gelten die tiblichen Konventionen:
cay=1x-y
- xyz = x(yz)
=z
—
n-mal

1.1.3 Beispiele

a) (N,+): Halbgruppe

b) (Np,+): Monoid, ex, =0

¢) (N,-): Monoid, ey =1

d) (Z,+): abelsche Gruppe

e) (Q*,-) abelsche Gruppe (Q* :=Q)\ {0})
f) (Z/nz,+): abelsche Gruppe, ez, , =0

g) ((Z/nz)x, ) abelsche Gruppe, €(z,,,)x = 1 (Satz 0.13)

h) S,: die Gruppe der Permutationen der Menge {0, ...,n — 1} unter Komposition: die symme-
trische Gruppe. S,, abelsch <= n € {1,2}

i) GL,,(Q): die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen tiber Q. GL,,(Q) abelsch <= n =1



L1 Grundlegende Definitionen Skript Algebra (12.04.17)

1.1.4 Bemerkung

Sei G eine Gruppe, z,¥y,a € G.
Es gelten:
@Y =g
(ey) Tt =yl
car=ay = =y

- za = ya = z =y (Kiirzungsregeln)

1.1.5 Definition

Sei G eine Gruppe, () # H C G. Dann heiflt H Untergruppe (H < G) von G, wenn gilt
(UGL) Ve,y e H:zye H
(UG2) Ve e H:x ' e H

1.1.6 Bemerkung

Esist H <G : <

* : G x G — G lisst sich einschrinken zu einer Abbildung. *py : H x H — H und (H, * ) ist
Gruppe.

(dh: s|gxg =tgoem, tg:H — G: Inklusion)

Wir nennen nicht nur die Menge H, sondern auch die Gruppe (H, * ) eine Untergruppe von

G.

1.1.7 Beispiele

(a) Jede Gruppe G hat die trivialen Untergruppen H = G, H = e
(b) H< K und K <G = H < G (Transitivitét)
(¢) Z < Q<R (beztiglich 4+) Z* := {+1,-1} < Q* <R*:=R\ {0} (beziiglich -)



L1 Grundlegende Definitionen Skript Algebra (12.04.17)

I1.1.8 Definition (Gruppenhomomorphismus)

Seien G,H Gruppen, f: G — H eine Abbildung. Dann heifit f Homomorphismus

= Vr,y € G: f(xogy) = f(x)omy f(y)

Bezeichne mit Hom(G, H) die Menge der Homomorphismen von G nach H.

Sei f € Hom(G, H). Dann ist der Kern von f definiert durch

ker(f) := f"Yeny)={x € G: f(z) =en}

Weiter nenne:
f Monomorphismus : <= f injektiv
f Epimorphismus : <= f surjektiv
f Isomorphismus : <= f bijektiv

G und H heiflen isomorph (G = H)

1 <= es existiert ein Isomorphismus f: G — H

1.1.9 Lemma

Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt
a) f(1) =1
b) Vo€ G flal) = f(a)!
c) Ver, ..., 2y €G: f(x1,...,xn) = f(z1) - f2n)
d) Go <G = f(Go) <H
e) Hy<H = f~'(Hy) <G

Beweis. Ubung

1.1.10 Beispiele

Seien G, H Gruppen:
a) idg € Hom(G, G)
b) Die Konstante Abbildung G — H, x + eg ist ein Homomorphismus

¢) H<G = 1: H— G ist ein Homomorphismus

A=A
d) (A,+) abelsche Gruppe, k€ Z = <y s k-z:=x+...+ ¢ ist ein Homomorphismus
—_———

k mal

ist ein Homomorphismus

) (222
e
k—k+nZ

f) (R,4+) = (Rsq,),x +— €* ist ein Isomorphismus



L2 Ordnung und Index Skript Algebra (13.04.17)

1.1.11 Bemerkung

a) f € Hom(G, H) injektiv <= ker(f) = {1}
Beweis.
Ty
V=7 fl9)=fld) = flddTh) =Fg)fl9) =1
= g'g ' eker(f)={1} = ¢' =y
b) f € Hom(G,H),g € Hom(H,K) = go f € Hom(G, K)

¢) Isomorphie von Gruppen ist eine Aquivalenzrelation.

I.2 Ordnung und Index

Sei G eine Gruppe.

I.2.1 Lemma

Ist U eine Menge von Untergruppen von G, so ist auch (\U = () eine Untergruppe von G.
Helu

Beweis. Kklar.

1.2.2 Satz

Zu jeder Teilmenge X C G gibt es eine eindeutig bestimmte kleinste Untergruppe von G, die X
enthélt.
Beweis. Seilf ={H <G:X C H}

(2.1) = U := (U € U ist das kleinste Element von U/

1.2.3 Definition

Sei X C G.

Die von X erzeugte Untergruppe von G, (X), ist die kleinste Untergruppe von G, die X ent-
halt.

Fir z1,...,2, € Gist (x1,...,2,) := {&1,.. ., 20 }).

G heift endlich erzeugt : <= 3X C G endlich mit G = (X))

1.2.4 Lemma

Fir X CGist (X) ={«7" ... 25 :neNyg,z1,...,2, € X,€1,...,6, € {£1}}

Beweis. ”27: klar, denn z1,...,2, € X C(X) und (X) <G

”C”: rechte Seite ist Untergruppe, die X enthalt.

10



L2 Ordnung und Index Skript Algebra (13.04.17)

1.2.5 Beispiele

a) (0) ={ec} <G, (G)=G

b) G endlich = G endlich erzeugt

¢) Z ist endlich erzeugt: Z = ({1}) = (1) = (2,3)
d) nZist (n) = nZ

1.2.6 Definition

Die Ordnung von G ist #G € NU {oo}.
Die Ordnung von g € G ist ord(g) := #(g).

1.2.7 Beispiele

?L) #Z = 00, #Z/nZ =n, #Sn =n!

oo k#0

b) G=2, keZ ord(k)=
1 k=0

¢) G=2Z/nz, ord(l)=n

1.2.8 Lemma

Fir g € G mit ord(g) =n < oo ist

(9)={1,9.9°,...,9" "}

und

ord(g) = min{k € N: g* = 1}

Beweis. Sei m := min{k € N: ¢k =1}

e m < o0
#(g) < 0o (Schubfachprinzip) = ki, ks € N, k1 # ko mit gFr = g*2
— o0.E. k1 < ko, ng_kl =1

° #{1797"'?gn71}:m:
Ist g =g fiir 0 < k<l <m,soist ¢"* =1und 0 <1 —k < m, deshalb | = k = 0 wegen
Minimalitdt von m

(g =A{l,g,...,g™ '}
77277:/

"C”: Nehme ¢g¥ € (g),k € Z. Schreibe k = gm + r mit ¢,r € Z,0 < r < m. Dann ist
gk =gt =gtg" = ()" =1%" =g¢" € {1,9,...,9™ "}

Es folgt m = n und daraus beide Behauptungen.

11



L2 Ordnung und Index Skript Algebra (13.04.17)

1.2.9 Definition

Seien A, BC G,H <G und g € G.
1) AB:=A-B:={ab:a € A,be B}, das Komplexprodukt von A und B.
2) gH :={g}-H={gh:he H}, Hg:= H{g} Links- bzw. Rechtsnebenklasse von H bzgl. g
3) G/lw={gH:9€ G}, w\G:={Hg:g9€G}

1.2.10 Lemma

Seien H < G,g,9' € G

a) gH=¢g'H < ¢ =ghfireinhe H
Hg=Hg < ¢ =hgfireinhe H

b) Es ist entweder gH = ¢'H oder gH N g'H = ) und entweder Hg = Hg' oder HgN Hg' = (.
c¢) Durch gH + Hg™! wird eine Bijektion G/ — g \G definiert.
Beweis.
a) '="¢9' =g -1€¢gdH=9gH — Jh € Hmit ¢ =gh
<" Sei ¢’ =gh,he H = ¢'H = ghH = gH

Kiirzungsregel

b) Angenommen gH N ¢'H # ). Dann existiert h,h' € H mit gh = ¢'h/ = gH = ghH =
g/h/H — g/H

¢) Abbildung ist wohldefiniert. Ist gH = ¢’H, so ist ¢’ = gh mit h € H nach a). Dann ist
=1 _ Cp—l -1 -1
H(g)"'=H-h__g~' =Hyg
=H

Umkehrabbildung: Hg + g ' H

1.2.11 Definition

Fur H < G ist der Index definiert durch
(G:H):= #G/H:#H\GENU{OO}

1.2.12 Beispiele

e (Z:Z,)=n

© (G:{ec}) = #G

s (G:G)=1

e (S, :A4,) =2 (4, := alternierende Gruppe gerader Permutationen)

12



L2 Ordnung und Index Skript Algebra 20.04.17)

1.2.13 Satz

Der Index ist multiplikativ.
Fir K < H <G ist
(G:K)=(G:H) - (H:K)

Beweis. Waihle Vertretersysteme der Nebenklassen:

G/g={g;H:iel}, #I =(G: H)
H/x={hK:j€J}, #J=(H : K)
Dag=g-1€gHist G= |J gH = | g;H, und nach 2.10(b) ist diese Vereinigung disjunkt,
geG iel

in Zeichen: G = 4),c; 9:H. Analog H = ¢
folgt:

I h;K. Da g — g¢;9 eine Permutation von G ist,

giH: + gith

JjeJ
= G=gH=H oK
iel i€l jet
— (G:K)=#IxJ
= HTHT
=(G:H)H:K)

I.2.14 Korollar (Satz von Lagrange)

Ist G endlich und H < G, so gilt #H|#G und (G : H)|#G.
Beweis. #G = (G:{1})*2* (G: H)(H : {1}) = (G : H)#H
1.2.15 Beispiel

Es folgt: Ist #G = p prim, so ist G = (g) fiir jedes 1 g € G

1.2.16 Korollar

Ist G endlich und n = #G, so ist g™ =1 fiir jedes g € G.

Beweis.

ord(g) 2 n=k -mfirenmeN = =g =gHm=1"=1

1.2.17 Beispiel

Fiir G = (Z/nz)* folgt a®™ =1Va € (Z/nz)*.

Fiir n = p prim ist dies mit 0.15 der ”"Kleine Satz von Fermat”:

a? = a mod p fiir alle a € Z

13



I3 Normalteiler und Qoutientengruppen Skript Algebra 20.04.17)

I.3 Normalteiler und Qoutientengruppen

Sei G eine Gruppe.

1.3.1 Lemma

Ist f : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist N := ker(f) eine Untergruppe von G mit
g 'nge NVn € NVg e G

Beweis.

Nach 1.9(e) ist N < G. Fiirn € N und g € G ist f(g~tng) = f(g 1) f(n)f(g) = f(g)~t1f(g) =1,
somit g~ Ing € ker(f) = N

1.3.2 Definition

Sei N < G. Die Untergruppe N ist normal in G (oder ein Normalteiler von G), in Zeichen N <G,

wenn
g 'nge NVn e NVYge G

1.3.3 Lemma

Seien H < G und N < (.
a) H4G <= gH =HgVgeG
b) HN = NH, HN <G, N<HN, HONN <N, HNN <G
o) NHIG = HAN<G, HN<G
d) Fir g,¢' € Gist gN -¢'N = g¢’'N
Beweis.
a) "&="gH =HgVg€G = g 'Hg=HVgeG = g 'hgc HVYg€ GYh € H "=":
g 'hge HVg € GVh € H
— ¢ 'HgCHVgeG
= HgCgHVgeG
— ¢ 'HCHg 'VgeG
= gH C HgVg € G
Und damit: gH = Hg Vg € G.

b) HN= |J hNY J Nh=NH
heH heH

HN <G: HNHN = HHNN = HN, (HN) "' =N"'H"'=NH =HN

Rest: Ubung
¢) HN<G: gHN "2 Hg N"29H Ngvge G 25 HN <G
Rest: Ubung
NG

d) gN-¢N=g-Ng-N ="g-g N-N=gg'N

1.3.4 Definition

Sei N < G. Die Quotientengruppe G/ ist die Menge G/ zusammen mit Komplexprodukt als
Multiplikation.

14



I3 Normalteiler und Qoutientengruppen Skript Algebra 20.04.17)

1.3.5 Satz

G—>G/N

N ein Gruppenepimorphismus mit
gr—g

Sei N < G. Dann ist G/n eine Gruppe und 7, : {

Kern ker(ry) = N
Beweis.

» Komplexprodukt liefert eine Abb.
G/N XG/N—>G/N (33((1))

+ Gruppenaxiome iibertragen sich von G auf G/x, z.B. gN - g7'N = gg~!N = N neutrales
Element.

3.3(d
D GN . g'N = N (9)Tn(9) Vg, 9 € G

s ker(ry) =N:g€ker(ny) < gN=N < geN

+ 7y ist Homomorphismus: mx(gg9’) = g¢' N

1.3.6 Korollar

Die Normalteiler sind genau die Kerne von Gruppenhomomorphismen.

1.3.7 Lemma
Sei N4G. Fir H< G ist in(H) = HN/y < G/n. Insbesondere liefert ¢ : H — 7wy (H) eine
Bijektion zwischen den H < G mit N < H und den U < G/ .
Beweis.

« HN < Gnach 3.3 = HN/y <G/n

e wny(h) =hN =hnN =nn(hn)Vh e Hine N = any(H)=nn(HN)=HN/N

+ Umkehrabbildung zu ¢: %(U) := 75" (U) fiir U < G/n

P(Y(U)) = an(ry' (U)) = U fiir U < G/n
P(e(H)) =7y (rn(H)) = {g € G : 7n(g) € nn (H)}
={geG:gN CHN}

={geG:gNCH} falls NCH
=H

1.3.8 Satz (Homomorphiesatz fiir Gruppen)

Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus und N < G mit N C ker(¢). Dann ex. genau ein
Gruppenhom. ¢: G/y — H mit ¢ =pony

Beweis.

Eindeutigkeit:

P(gN) =p(rn(g)) = p(9)Vg € G

Existenz: Definition $(gN)
Wohldefiniertheit:

JN=gN = ¢ =gnfireinne N = o¢(¢') = ¢(gn) = ¢(g) ¢(n) = ¢(9)

15



I3 Normalteiler und Qoutientengruppen Skript Algebra 20.04.17)

% € Hom(G/n, H) : Klar.

16



I3 Normalteiler und Qoutientengruppen Skript Algebra 26.04.17)

1.3.9 Korollar

Ein Gruppenhomomorphismus ¢ € Hom(G, H) induziert einen Isomorphismus

G/ker(ga) = Im(@)

Beweis.
Wende 3.8 an auf N = ker(y). Priife, dass @ : G /xer(p) — H injektiv ist mit Im(p) = Im(p)
1.3.10 Korollar (1. Isomorphiesatz)

Sei H < G, N 9@G. Die Abbildung

¢:H<— HN - HN /N

induziert einen Isomorphismus

H/unn 2 HN/n
Beweis.
* o ist surjektiv:
hnN =hN = p(h) Vhe€ HVYne N
* p(h)=N < hN =N <= h € N, somit gilt ker(¢) = NN H
Wende 3.9 an auf ¢
1.3.11 Korollar (2. Isomorphiesatz)

Sei N <G und N < H <4(G. Die Abbildung

G — G/g

induziert einen Isomorphismus

(G/N)/(m/x) = G/H

Beweis.
3.8
A~ . . . . — .
N < H™=my induziert einen Homomorphismus 7y : G/ny — G/g

o Ty ist surjektiv.
» ker(Ty) ={gN :mp(g)=H} ={gH : gH =H} =H/n

Wende 3.9 auf Ty an.

17



I3 Normalteiler und Qoutientengruppen Skript Algebra 26.04.17)

1.3.12 Definition

Seien z,7’, g € G und H < G. Definiere:

1) Konjungation von x und g:

29 =g tag

2) x,2’ sind konjungiert : <= g € G : 2’ = 29
3) Automorphismen auf G:
Aut(Q) := {¢ € Hom(G, G) : ¢ ist Isomorphismus}

(=1Is0(G, Q@))
Mit :

poyp i=¢logp

bildet Aut(G) die Automorphismengruppe.

1.3.13 Lemma

Die Abbildung

. G — Aut(G)
int :=
g (x> a9)

("Interior ”) ist ein Gruppenhomomorphismus.
Beweis.

1) int(g) € Hom(G, G)Vg € G:

int(g)(zy) = g~ 'ayg
=g 'zg9 vy
= int(g)(z) - int(g)(y)

2) int(g) ist bijektiv

(int(g~") - int(g))(x) = int(g~")(g~ " zg)
= g9 'zgg”!
=z
Also ist int(g~!) die Umkehrabbildung.
3) int € Hom(G, Aut(G)):

Seien g, ¢’ € G. Dann:

gg(x) = 299 = (99') 'wgg

=(g")"'g 'agy
= (int(g) - int(g"))(z) 4
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1.3.14 Definition

1)
Inn(G) := im(int) < Aut(G)

Die Gruppe der linearen Automorphismen von G.

2)

Z(G) := Zent(Q) :=ker(int) = {g € G : g = gzVz € G}

Das Zentrum von G

3) H < G ist charakteristisch
: <= o(H) = HVo € Aut(G)

1.3.15 Bemerkung

H < G normal <= o(H) = HVo € Inn(G)

Jede charakteristische Untergruppe von G ist normal.

1.3.16 Beispiel

Sei G :=Z/27Z x Z/2Z. Dann ist jede Untergruppe normal, da G abelsch, aber
Z)2Z x {0} < G

ist nicht charakteristisch (z.B. unter (a,b) — (b,a) )

I.4 Zyklische Gruppen

Sei G eine Gruppe.

I.4.1 Definition

G ist zyklisch

= G={g)

fiir ein g € G

1.4.2 Lemma

Die Untergruppen von (Z,+) sind genau die Gruppen

e (ky=7Z-k, keNy

o ki, kn €Z:(ky,. .. ky) = (k) mit k = ggT(k1,...,kn)
Beweis.

Sei H < Z.Ist H = {0}, dann ist H = (0). Sei also H # {0}. Dann existiert

k:=minHNNecN
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Behauptung: H = (k)
2 D 77: /

”? C ”: Sei h € H und schreibe

h=qgk+r (qgrez0<r<k)

Dar=h—qk e H, muss r =0 (Da k minimal in H NN und 0 < r < k).
Also k € Zk = (k).

Ist (k1,..., k) = (k), so gilt k|k; furi=1,...,r

Umgekehrt ist

k=niky +--+n.kr (n1,...n. €7Z)

Ist also ¢ € N mit c|ky, ..., k;, so auch c|k. Also k = ggT(ki,..., k)

1.4.3 Satz

Sei G zyklisch. Dann ist G abelsch.
Weiterhin gilt

entweder: G
oder: G2 (Z/nZ,+) (n=#G)

Beweis.

Sei G = {g). Betrachte die Abbildung

2z =G
v ks gk
Dann ist ¢ € Hom((Z,+), G) und surjektiv (mit 2.4).
Nach 3.9 ist
G 2 im(p) & Zfrery
Nach 4.2 ist

ker(¢) = (k) = Zk (k € Ny)

Ist £ =0, so ist
G227/ =7

Ist k£ > 0, dann ist

G%Z/kz

also k = #G

I1.4.4 Definition

Fiir n € N bezeichne C), die bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte zyklische Gruppe der Ordnung
n (multiplikativ)
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I1.4.5 Satz

Sei G = (G, +) = {g) zyklisch der Ordnung n € N.
a) Zu jedem d € N mit d|n gibt es genau eine Untergruppe der Ordnung d, ndmlich Uy = (5 g)
b) Fir d|n, d'|nist Us C Uy < d|d'.
c) Fir ky,... k. € Zist (kig,...,krg) = (dg) = Un mit d = ggT(k1, ..., kr,n).
)

d) Fir k € Z ist ord(kg) = m'

7 — G

Beweis. Betrachte wieder ¢ :
kv kg

a) Nach 3.7 und 4.2 liefert ¢ Bijektion:

{eeN:nZ CeZ} - {U <G}

und nZ C eZ <= e|n. Ist U = p(eZ) = {eg), so ist U = el/nz, alson = (Z : nZ) = (Z :
eZ)(eZ :nZ) = e#U, dh. #U = 2 =d, U = (eg) = (59)

b)

c) Setze H = (ky,...,k.,n) <Z
Nach 4.2 ist H = (d) mit d = ggT(k1,...,kr,n). Es ist nZ C H und (dg) = ¢p(H) =
<k1,...,k‘r,7’l/>

(c)

d) ord(kg) = #(kg) = #(dg) = #Uz = 3 mit d = ggT(k,n)

1.4.6 Definition

Das direkte Produkt von Gruppen Gi,...,G, ist das kartesische Produkt Gy x ... x G,, mit
komponentenweiser Multiplikation, auch geschrieben [];_; G;. Im Fall additiver Notation spricht
man auch von der direkten Summe und schreibt @?:1 G; oder G; @ Gs.

1.4.7 Satz (Struktursatz fiir abelsche Gruppen)

Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G ist eine direkte Summe zyklischer Gruppen: G = Z™ @
@le Z] 4,z (wobei Z" = @_, Z) mit eindeutig bestimmten r € N,k € Ny und dy,...,dy € N
mit dj ... s di, € N mit d2|dl+1Vz

Beweis. Bosch Algebra Kapitel 2.9, Korollar 9

1.4.8 Beispiele

Die folgenden Gruppen sind endlich erzeugt und abelsch, und deshalb von obiger Form:
a) (Z/nZ)* (Kapitel 2)
b) (K,+), (K \ {0},-), K endlicher Korper (Kapitel 3)
c) ( n), Z(Da), -
d) Aut(Ch)
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1.4.9 Lemma

Sei G = (G,+) = (g) zyklisch von Ordnung n < oo. Die Endomorphismes von G sind genau
die

@k:{G_)G , k=k+nZecZ/nZ
T — kx

Dabei ist ;0 o = @77 (k,1 € Z/nZ).
Beweis.
* ¢y ist wohldefiniert: ¥ = k +nm = Kz = (k+ nm)x = kx + m nx = kz, denn

=0
nx = 0Vz € G nach 2.16.

+ ¢ € Hom(G, G): 1.10 (d)
* Vo € Hom(G,G)3k € Z/nZ : ¢ = ¢p:
w(g) €G = p(g)=kgfireink eZ

— o(sg) ¥ = sp(g) = skg = ksgVs € Z
== =9

cop=w = k=1Lkg=op(9)eil9) =g
= (k—0)g=0 = n|(k—-1) = k=1

1.4.10 Satz

Ist G zyklisch der Ordnung n € N, so ist Aut(G) = (Z/nZ)* Beweis. Nach 4.9 ist:
vr €Aut(G) <= AN e€Z:prop;=idg
= ANecZ:pg=97
<~ JleZ:kl=1

X
t
Die Abb. {(Z/ nZ)* = Aut(G) ist ein Isomorphismus.
k— op
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II Ringe

II.1 Grundlegende Definitionen
I11.1.1 Definition
Ein Ring ist ein Tripel (R, +, —) bestehend aus einer Menge R, einer Verkniipfung

+: R x R — R ("Addition”) und einer Verkniipfung
-t R x R — R ("Multiplikation”), welche die folgenden Axiome erfiillen:

(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe
(R2) (R,-) ist eine Halbgruppe
(R3) Es gelten die Distributivgesetze

a(w+y)=ar+ay, (v+y)a=ra+ya(azyeR)

Ein Ring heiflt kommutativ, falls ab = baVa,b € R. Ein neutrales Element der Multiplikation heif3t
ein Einselement von R. Ein Unterring eines Rings (R, +, ) ist eine Teilmenge S C R, die mit der
geeigneten Einschrinkung der Addition und Multiplikation ein Ring ist.

11.1.2 Bemerkung

Das neutrale Element der Addition wird oft mit 0 bezeichnet und es gilt 0 = 0x = 0Vz € R. Es
gelten die iblichen Konventionen, z.B. xy 4+ z = (zy) + z

11.1.3 Beispiele

a) Der Nullring R = {0} ist ein kommutativer Ring mit Einselement 0.

b) (Z,+,-),(Q,+,-), (R,+, ) sind kommutative Ringe mit Einselement 1.

)

)
¢) Mat,x,(R) ist Ring, der fiir n > 1 nicht kommutativ ist.
d) 2Z2={...,—4,-2,0,2,4,...} ist ein kommutativer Ring ohne Einselement.
)

e) (Z/nz) ist ein kommutativer Ring mit dem Einselement 1

II.1.4 Konvention

In diese Vorlesung sind Ringe immer kommutativ mit Einselement!
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I1.1.5 Definition

Sei R ein Ring, x € R.
a) Die Charakteristik, char(R), von R ist das kleinste n € N mit 1 +...4+ 1 =0, falls so ein n
—_——

n—mal

existiert. Andernfalls ist char(R) = 0.
b) x ist ein Nullteiler : <= x #0AJF0#yc R: 2y =0
¢) R ist nullteilerfrei : <= R hat keine Nullteiler.

e

)
)
d) z ist invertierbar (oder eine Einheit von R) : <= Jy € R:zxy = 1.
) R* :={x € R: x ist Einheit von R}

)

f) R ist Korper : < R* = R\ {0}

I1.1.6 Lemma

Sei R ein Ring.
a) Ist x € R*, so ist « kein Nullteiler.
b) (R*,-) ist eine Gruppe
Beweis.
a) zo' =1hNaey=0 = y=2a'zy=2'0=0
b) < jedes x € R* hat Inverses nach Definition
+ 1e R

ezt =1Ayy' =1 = azyz’y =za’yy’' =1-1=1

I1.1.7 Beispiele

a) Q,R,C sind Korper der Charakteristik 0.
b) Z ist nullteilerfreier Ring der Charakteristik 0 mit Z* = {£1}

¢) Z/nZ ist Ring der Charakteristik n. Nach 0.13 (Z/nZ)* = {a: ggT(a,n) = 1}. Ist n = p eine
Primzahl, so ist #(Z/nZ)* = ®(p) = p— 1, also (Z/pZ)* = (Z/pZ)\ {0}, d.h. F, := (Z/pZ)
ist ein Korper, insbesondere nullteilerfrei.
Ist n keine Primzahl, also n = ab mit 1 < a,b < n, so ist 0 = m = ab, und @,b # 0, also
besitzt Z/nZ Nullteiler und ist somit kein Korper.

I1.1.8 Definition

Seien R, S Ringe. Eine Abbildung f : R — S ist ein Ringhomomorphismus, wenn fir z,y € R
gilt:

(RH1) f(z +y) = f(z) + f(y)

(RH2) f(zy) = f(2)f(y)

Die Menge der Ringhomomorphismen f : R — S wird mit Hom(R,S) bezeichnet. Ein f €
Hom(R, S) ist ein Mono-, Epi- oder Isomorphismus, wenn f injektiv, surjektiv oder bijektiv ist.
Gibt es einen Isomorphismus f: R — 5, so nennt man R und S isomorph, in Zeichen R 2 S. Der
Kern von f € Hom(R, S) ist ker(f) := f~1(0s).
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1I1.1.9 Bemerkung

a) f € Hom(R,S) ist injektiv <= ker(f) = {Or}
b) f € Hom(R,S),g € Hom(S,T) = go f € Hom(R,T)

c) Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation.

11.1.10 Beispiel

_ ist ein Ringepimorphismus mit Kern nZ = Zn.
a—a=a+nZ

{Z — Z/nZ

I1.2 Polynomringe

Sei R ein Ring.
I1.2.1 Definition
Der Polynomring in einer Variablen X iiber R ist
R[X] := {Z a; X" : a; € R, fast alle gleich Null}
i=0

mit der Addition:

D aiXT+ D biXT = (a; +bi) X

i>0 i>0 i>0

und der Multiplikation:

ZaiXi . ijXj Z Z aibj Xk

i>0 >0 k>0 \itj=k

Ist f =" aX" € R[X] mit a, # 0, so ist deg(f) := n der Grad von f (mit deg(0) := —c0),

K2

LC(f) := ay,, der Leitkoeffizient von f, und f heiit normiert, falls LC(f) = 1.

11.2.2 Bemerkung

R[X] ist wieder ein Ring (Ubung). Wir identifiziern R mit dem Teilring von R[X] der Polynome
mit dem Grad < 0 ("konstante Polynome”).

I1.2.3 Lemma

Seien f,g € R[X].

a) deg(f +g) < max{deg(f), deg(g)}

b) deg(fg) < deg(f) + deg(g)

¢) Ist LO(g) kein Nullteiler in R, so ist deg(fg) = deg(f) + deg(g).
Beweis.

a) v

b) f=Y1aiXa, #0,9= Z?:o b; X7 by, # 0

- fg:anmener—I— Z Z a,'bj Xk
k<n+m \i+j=k
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¢) by, = LC(g) kein Nullteiler = apb,, #0 = deg(fg) =n+m

I1.2.4 Korollar

Ist R nullteilerfrei, so auch R[X], und (R[X])* = R*.
Beweis.

* R[X] nullteilerfrei: fg =0 = —oo = deg(0) = deg(fg) 24
Ovg=0
« R*C (R[IX])*: Vv
- (RIX])* C R
fg=1 = 0=deg(l) = deg(fg) = deg(f) + deg(g) = deg(f) = deg(g) =0,d.h. f,g€ R
= fg=1 = f,geR"

deg(f) +deg(g) = f =

I1.2.5 Satz (Universelle Eigenschaft des Polynomrings)

Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus und s € S, so gibt es genau einen Ringhomomorphismus
s : R[X] — S mit ps|r = ¢ und ps(X) = s.

Beweis. Eindeutigkeit: ¢ (Zizo aiXi) ¢+ Hom. Zizo 0s(a;)ps (X))t = Zizo o(a;)st

Existenz: Definiere ¢, : R[X] — S:

ps(Y_aiX) = pla;)-s' €S

i>0 i>0
Dann gilt
: <P5|R =p
Cps(X)=st=s

- s € Hom(R[X], S) :

(ps(z aiXi + ijXj) = @S(Z(ai + bl)X1)

>0 >0 i>0
= plai+b)- X’
i>0
= Z(@(%‘) + (b)) - X'
i>0
= () X'+ (b)) - X7
i>0 >0
=X a- X403 b XT)
i>0 >0

(Multiplikation analog)

11.2.6 Beispiel

Insbesondere hat man fiir a € R den sog. Einsetzungshomomorphismus (oder Auswertungsabbildung)

Fira e R

o, [RXI=R
[ fla)
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gegeben durch ®,|z = idg und ¢,(X) =a
Dieser liefert eine Abbildung

R[X] — Abb(R, R)
f=F

mit f(a) := pq(f). Im Allgemeinen ist diese Abbildung R[X] — Abb(R, R) nicht injektiv, man
muss deshalb Polynome f und Polynomfunktionen f unterscheiden.

I1.2.7 Satz (Polynomdivision)

Sei 0 # g € R[X] mit LC(g) € R*.

Zu jedem f € R[X] gibt es eindeutig bestimmte ¢,r € R[X]| mit f = gg 4+ r und deg(r) < deg(g)

Beweis.
+ Existenz: Sei f =) ja; X" a, #0, g=>1",b;X"be R"
Induktion nach n:

n < m: Nehme ¢ =0,r = f
n > m: Setze f, = f — a,b,} X""™g € R[X].

m

Dann ist deg(f,) <n = ex. ¢,r € R[X] mit f,, = qg + r,deg(r) < m.

= [=(q+anb,'X""™)g+r

 Eindeutigkeit: Seien f = q19 + 11 = g2g + ro mit q1, 2,71, 72 € R[X] und deg(r1), deg(ra) <
n,m, wobei m = deg(g),n = deg(f)

(Q1 - Q2)g =Tre—"
deg(ra — 1) <m

— deg(q1 —g2)g <m
deg(g) = m,b,, € R*:

— b,, ist nicht Nullteiler

= deg((q1 — q2)9) = deg((q1 — q2)) + deg(g)

= deg(q1 —@@)=—0 = @1 —q=0,r1 —1r2=0

I11.2.8 Korollar

Ist f € R[X] mit a € R und f(a) =0 (a ist Nullstelle von f)
So ist

f(X) = (X —a)-g(X) mit g € R[X]

Beweis.

Schreibe f(X) = ¢(X)(X —a) 4+ r(X) mit ¢,r € R[X].
Dann ist deg(r) < deg(X —a)=1,d.h.r€ R
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Da ¢, € Hom(R[X], R), folgt:

I11.2.9 Korollar

Ist R nullteilerfrei, so hat jedes 0 # f € R[X] hochstens deg(f) viele Nullstellen.
Beweis. : Induktion nach n = deg(f)

n=0:v

n=1=n: f(a) =0— f(X) = (X —a) q(X)

nullteilerfrei = deg(q) = deg(f) —deg(X —a)=n—-1

IH,

= ¢ hat hochstens n — 1 Nullstellen in R

11.2.10 Bemerkung

Eine Moglichkeit, R[X] streng formal zu definieren, ist wie folgt:

Sei R[X] die Menge der endlichen Folgen (a,),en, in R (also a, = 0 fir fast alle ;), mit
 Addition: (au)uen, + (bu)pen, = (au +bu)pen,
 Multiplikation: (a,)uen, - (by)pen, = (ZM_U:)\ a, - b,,)

Zur besseren Lesbarkeit definieren wir

AENy

X = (6p,1)neng, = (adu,0)uen,

Dann ist

(ap)pen, = Z ap X"

1ENg

I1.2.11 Definition

Fiir eine Menge I definieren wir die Halbgruppe

NS i= {(mi)ier € HNO + fast alle p; = 0}
el

mit Addition

(pi)ier + (Vi)ier == (i + Vi)ier

sowie den Ring

RIX;:ieI]:={(au) tay, € R fast alle =0}

MEN(()I)

mit Addition
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(a“)peNgI) + (b“)ueNg” = (a, + b“)ueNém
und Multiplikation
(a”);AEN((,I) ' (bH)MENéj) = Z axby
Av=pn HeN(()I)

genannt Polynomring in den Variablen X;,i € I

Wir schreiben:

Xi = (5uw)#€NéI>7 vi == (0ij)jer

xr= ] xt
i€l

a:=(a- 6%9)#61\](()07 0:= (O)iel

so dass

— 122
(G/M)'MEN[()I) = E au X
;LGNE)I)

Weiter ist R[X1,...,X,] = R[X; i€ {l,...,n}]

11.2.12 Beispiele

(a) R[X:1]=R[X;:i¢€{1}]

(b) R[X1, Xo] = (R[X1]) [X2]

(C) R[Xl,XQ] = R[XQ,Xl]

(d) R[X1, X2, X3] = (R[X1, X2]) [X3]

I1.3 Teilbarkeit

Sei R ein Ring.

I1.3.1 Definition

Seien a,b € R

(1) a teilt b (alb)
i< dreR:b=ax

(2) a ist assoziiert zu b (a ~ b)
<= JreR*:b=ax
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I1.3.2 Lemma

Fiir a,b,¢c,d € R gilt:
(i
(i

(i

) ala (reflexiv)

) alb Ablc = alc (transitiv)
) albAale = a|(b+c)

(iv) alb A cld = ac|bd

I1.3.3 Lemma

Fiir a,b,c,d € R gilt:
(i) a ~ a (reflexiv)
(ii

(ii

a~bAb~c = a~ c (transitiv)

a~b = b~ a (symmetrisch)

)
)
)
(iv) a~bAc~d = ac~bd

11.3.4 Bemerkung

Teilbarkeit auf R ist insbesondere eine Praordnung (reflexiv und transitiv)
Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation.

I1.3.5 Lemma

Ist R nullteilerfrei, so gilt fiir a,b € R:

a~b < albAbla

Beweis. :

b=azr,x € R* = alb
br~! =a,x € R* = bla
o« Ve 7
b=ax,a=by, z,y€R
= a = (ax)y = azy
= a(zy—1)=0
nullteilerfrei = a =0 (dann b =0,a ~ b)

oder = a2y=1= 2z,yc R* = a~b

I1.3.6 Definition

Seien a,b € R

(1 c € R ist ein groBter gemeinsamer Teiler von a und b (in Zeichen ¢ = ggT(a, b))

<= clancbAN(Vd e R dlaNdb = dc)
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(2 ¢ € R ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b (in Zeichen ¢ = kgV'(a, b))

i< alcAblcA(Vd € R:ald\Nbld = ¢|d)

11.3.7 Bemerkung

Wenn ggT und kgV in einem nullteilerfreien Ring existieren, sind sie eindeutig bestimmt bis auf Assoziiertheit.

I1.3.8 Definition

Sei 0#z € R\ R*.

1) x ist irreduzibel ("unzerlegbar”)

: <= Ist x = ab mit a,b € R, dann ist a € R* oder b € R*

2) x ist prim
: <= Ist z|ab mit a,b € R, so ist z|a oder z|b

11.3.9 Bemerkung

In R = 7Z fallen die Begriffe prim und irreduzibel zusammen.
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R = Q[t]: jedes lineare Polynom”f = at + b,a € Q*,b € Q ist irreduzibel (2.4) und prim (denn
flg < g(—2%) =0 nach 2.8).

f =2 — 1 ist nicht irreduzibel (also reduzibel)

f =12 — 2 ist irreduzibel

I1.3.10 Bemerkung

Man sieht: Ist p € R prim und pla; .. .a, mit a1,...,a, € R, so gilt p|a; fiir ein 7.

I1.3.11 Satz

Sei R nullteilerfrei. Ist 0 #£ p € R\ R* prim, so ist p irreduzibel.
Beweis. Sei p prim, p = ab mit a,b € R.

p=ab = pladb p_prim pla V plb

Sei 0.E. pla, also a = px mit = € R.

— p=ab=prb = p(a:b—l):Olﬁj"mmt:egerfrei zb=1

Insbesondere b € R*.

I1.4 1Ideale

Sei R ein Ring.

I1.4.1 Lemma

Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so ist I = ker(y) eine Untergruppe von (R, +) mit ra € T
fiir alle @ € I und r € R.
Beweis.

« I < (R,+): 13.1, denn ¢ € Hom((R,+), (S, +)).

cacl,rel = (p(ra)szom' o(r)p(a) =¢(r)-0=0 = racl.

I1.4.2 Definition

Eine Untergruppe I von (R,+) mit ra € I fiir alle r € R und a € I heifit ein Ideal von R, in
Zeichen I < R

11.4.3 Beispiel
Fir a € Rist (a) := Ra:={ra:r € R} = {b € R : alb} das von a ,erzeugte“ Hauptideal.
Beispiele:
« (0) = {0}, das Nullideal von R
* (1) = R, das triviale Ideal von R
(ein Ideal T heifit echt, wenn I # (1).)
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11.4.4 Bemerkung

a) ICRIdeal <= I+ICI1,0€1I,R-ICI (Dabeiinsbes. (1) =—z €I).
b) Sei I <R. Dann: [ = (1) < 1€1

¢) Sei a € R. Dann: (a) = (1) <= a € R
Insbesondere gilt: R ist ein Kérper <= R hat genau zwei Ideale ((0) # (1))

d) Sind I,J<R,soauch I+ J<<Rund INJ < R.

e) Der Durchschnitt einer Menge Z von Idealen von R ist wieder ein Ideal von R (vgl. 1.2.1).
Insbesondere gibt es zu A C R ein kleinstes Ideal von R, das A enthélt (vgl. 1.2.2), das von
A erzeugte Ideal (A).
Es gilt (vgl. 1.2.4) (A) = {3, ria; : n € No,7; € R,a; € A}
Man schreibt auch: (ai,...,a,) = {({a1,...,an})

I1.4.5 Definition

Sei I < R. Der Quotientenring (oder Faktorring) R/T ist die Menge der Restklassen
R/I={x+1:z € R}

mit Addition: (x +I)+ (y+ 1) :=(x+y)+1I, z,y e R

und Multiplikation (z + I)(y +I) := (zy) + I, x,y € R.

I1.4.6 Satz

R— R/I
c—x+1

Beweis. Nach 1.3.5 ist (R/I,+) eine Gruppe und 7; ein Gruppenepimorphismus.
Multiplikation ist wohldefiniert: 2’ = x + a,y’ = y + b mit

R/I ist ein Ring und 7y : ist ein Ringepimorphismus mit Kern I.

I //: _ I
abel = 'y =(x+a)ly+b) =2y+ ab + ya + ab €axy+
el cl el

Die Ringaxiome iibertragen sich von R auf R/I. m; ein Ringhomomorphismus nach Definiti-
on.

I1.4.7 Korollar

Ideale sind genau die Kerne von Ringhomomorphismen.

11.4.8 Bemerkung

Fir I < R und a,b € R schreibt man:

a=b modl: < a—-bel
<~ a+I1=0+1

I1.4.9 Satz (Homomorphiesatz)
Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus und I < R mit I C ker(y). Dann existiert genau ein

Ringhom. g : R/I — S mit ¢ =P om;
Beweis. Analog zu 1.3.8.
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I1.4.10 Korollar

Ist ¢ : R — S ein Ringepimorphismus, so ist R/ker(p) = S.

I1.4.11 Lemma

Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus.
a) Fiir J QS ist o~ 1(J) < R.
b) Ist ¢ surjektiv und I S R, so ist (1) < S.
Beweis. ¢ 1(J),(I) sind Untergruppen, siehe 1.1.1.9
a) a€ o Y(J),re R = ¢(ra) =¢(r)p(a) € J = rac o (J)
iy

b) aGI,SESSO%j'SZLp(T) fir ein r € R = sp(a) = p(ra) € o(I)

I1.4.12 Satz

Ist I Q R, so liefert 7y eine Bijektion zwischen den Idealen von R, die I enthalten, und den Idealen
von R/I.

Beweis. my liefert Bijektion zwischen Untergruppen von (R, +), die I enthalten, und Untergruppen
von (R/I,+) (1.3.7). Behauptung folgt mit 4.11.

I1.4.13 Definition

Sei I < R.
1) I ist maximal : <= I#Rundist[%JﬂR,soistJ:R.

2) T heifit prim : <= I #Rund a,b€ Rmita-be I, soistaceIVbel

11.4.14 Bemerkung

Fiir 0 # p € R gilt:
p ist prim <= (p) ist prim

I1.4.15 Satz

Sei I < R.
a) I ist prim <= R/ ist nullteilerfrei
b) ITist maximal <= R/ ist Korper
c¢) Tist maximal = [ ist prim
Beweis:
a) klar,daabel <= a-b=ab=0
b) I ist maximal

<= R hat nur zwei Ideale, die I enthalten
<= R/ hat genau zwei Ideale
< R/ ist Korper

c) aus a), b), denn Korper sind nullteilerfrei
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11.4.16 Beispiel

Im Ring R = 7Z: Ideale sind genau die Untergruppen von (Z, +), also die Hauptideale.
e (n) =Zn,n € Ny (1.4.2)
(n) ist prim <= n =0 oder n € P Primzahl
* (n) ist maximal <= n € P Primzahl
(n) + (m) = (ggT(m, b)), (n) N (m) = (kgV(m,n))

I1.4.17 Satz (Lemma von Zorn)

Sei (X, <) eine Halbordnung (d.h. < ist reflexiv, transitiv, antisymmetrisch).

Besitzt jede Kette C in X' (d.h. Va,y € C ist ¢ < y oder y < x) eine obere Schranke in X (d.h.
es existiert s € X, s.d. Vo € C : ¢ < s), so besitzt X ein maximales Element (d.h. es existiert
yeX:VeeX :y<ax = y=u).

Beweis: Aquivalent zum Auswahlaxiom, siehe z.B. Lang, Algebra, Appendix 2.
I1.4.18 Satz

Jedes echte Ideal I 7<£I R ist in einem maximalen Ideal von R enthalten.

Beweis: Sei X = {J g R: I C J}. Wir wenden 4.17 an auf die Halbordnung (X, C):

s X#£D:TeXV.

e Sei C C X eine nichtleere Kette in X':
Dann ist Jp :=|JC € X:

— I CJy:1CJfirjedes J €C

— Jo < R: Sind ay,as € Jy, so gibt es Jy, J2 € C,sd.ay € Ji,a0 € Jo. O.B.d.A. J; C Js,
also a1,as € Jo. Dann gilt a; + as € Jo C Jy und fiir alle r € Rra; € Jy C Jp.

fJO,CLR:J;IRVJGC = 1¢JIVJeC = 1¢Ujec/=Jo = JO;IR

Somit ist Jy obere Schranke von C. Nach 4.17 existiert ein max. Element J C X. Dieses J ist dann
ein max. Ideal von R, das I enthélt.

I1.5 Chinesischer Restsatz und Einheitengruppen

Sei R ein Ring.

I1.5.1 Definition

Ideale I,J < R heifien teilerfremd, wenn I + J = R.

11.5.2 Beispiel

In R =Z: (n), (m) teilerfremd <= ggT(n,m) =1

I1.5.3 Definition

Das direkte Produkt der Ringe Ry, ..., R, ist das kartesische Produkt H?:l R; mit komponenten-
weiser Addition und Multiplikation.
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11.5.4 Bemerkung

[T/, R; ist wieder ein Ring, und ([, R:)™ = [, RX.

I1.5.5 Satz (allgemeiner chinesischer Restsatz)

Sind I, ..., I, <R paarweise teilerfremd, so induzieren die Abbildungen 7; := 7, : R — R/I einen
Isomorphismus:

T R/ﬂleli i HR/L
=1

R — H::l R/Iz

Beweis: Wende Homomorphiesatz 4.10 an auf: 7 :
x = (mi(x)); = (m(x), ..., 7 (2))

o ker(m) =, ker(m;) = Niey Liv’

* 7 ist surjektiv: Sei (y1,...,y,) € [1\_y R/r,. Fir i = 1,...,r wéhle z; € R mit m;(z;) = y;.
Fixiere ein 4. Fiir j # 4 ist I; + I; = R, es ex. also a; € I;,b; € I; mit a; + b; = 1. Definiere
e; == ][;4; b;. Dann ist

mi(ei) = Hwk(bj) = {Hm‘ mi(l—a;) =1k=1

T (0k) [Tjzi 0 T (b5) = 0,k # i

J#i
=7 (Z xie¢> = (Z m(%)m(%)) = (m(x1)k = (Y1, -, Yr)
i=1 i=1 k
I11.5.6 Korollar
Sind nq,...,n, € N pw. teilerfremd und n =ny - ... n,, so ist

Z/nZ =2 Z/oZ X - X L/n,Z

und somit
(Z/nZ)* =2 (Z/nZ)* x -+ X (Z/n.Z)*
fir .
n = H n;
i=1
Beweis:
Es gilt:

= (H”z’)
= (n).

(5.5) = Z/nZ=1Z/((n:)

i=1

=12/t
i=1

i=1

= (z/nz)* = [[(Z/nz)*.

i=1

¢
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11.5.7 Bemerkung

(a) Insbesondere gilt:

Sind nq, ..., n, paarweise teilerfremd und yi,...,y, € Z, so gibt es z € Z mit

r=y; mod ng

x =y, modn,

und genau die Elemente aus

x4+ nZn:= Hn,)

i=1
erfiillen diese Kongruenzen.
(b) Der Beweis liefert ein Verfahren, so ein x zu finden.

(c) Die Vorraussetzung der Teilerfremdheit ist notwendig. So ist zum Beispiel

Z)67 =7/27 x Z]3Z
aber
Z)AZ 2 7)27 X Z.]27 =V,
Z]27. 2 7.)27 x 7L]27

(d) Es folgt: sind n,m € N teilerfremd, so ist
Cnm, g O7l X O7n

I1.5.8 Satz

Seien m,n € N
(a) Tst ggT(nm) = 1 = G(mn) = 6(m) - G(n)
(b) Ist n = p prim, so ist ¢(p") = (p — 1)p" !

(¢) Sind p1,...,p, die verschiedenen Primteiler von n, so
. 1
¢(n)=n-1[1-—)
i=1 pi

Beweis:
(a) S.6V
(b) Fiir k € {0,...,p" — 1} ist
ke (Z/pL)* < geT(k,p") =1
<~ ptk
— k¢{0,p,2p,....,p" —p}
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(c) Sein=pj*----- p," die Primzerlegung. Dann gilt

o(n) L g(prr) - 6(}")

=1
! 1
=n-: H(l - 7) O
i1 Di

I1.5.9 Lemma

Sei (G, +) eine abelsche Gruppe. Sind a,b € G mit
ord(a) =n € Nyord(b) =m € N

so gibt es ein ¢ € G mit
ord(c) = kgV(m,n)

Beweis:

Sei m = ord(a),n = ord(b). Schreibe

l l
— Tiun — Sj
w=TTsn =117
i=1 j=1

Primzerlegung mit p; prim paarweise verschieden.

Definiere mit I := {i:r; > s;}

i . S
mo 1= Hpi7vn0 = Hp_jj

iel JeI
Dann gilt:
* mong = kgV(m,n); ggT(mg,ng) =1
s mg|lm,no|n
Setze o’ := mﬂoa,b' = b, ci= a +b

Dann ist ord(a’) = mg, ord(d’) = ng

= mg-ng-c=nomoea’ + mgoneb’ =0

= ord(c)|mono

Ist k € Nmit k-¢c =0, so ist

A R | e b = pn ke —
k-ng-ad=k-ng-a+k-ny-b=mng-k-c=0

=0
= mg = ord(a’)|kno
Da ggT(mp,ng) = 1 folgt
m0|k

Analog folgt
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ﬂo‘k

Wir setzen
monolk = mgongl| ord(c)

Mit dem obigen folgt

ord(c) = mong = kgV(m,n)

I1.5.10 Satz

Ist K ein Koérper und H < K* endlich, so ist H zyklisch.

Beweis:

1.2.16
Sei n = #H, m = maxpegord(h) < n.

Nach 5.9 gilt ord(h)|m fir alle h € H.
—> Jedes h € H ist Nullstelle des Polynoms

fi=X"—-1eK[X]

= #H < deg(f) =m, also m = n.
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I1.5.11 Korollar

Fir p € P ist

(Z/pZ)* =Z/(p—1)Z

zyklisch.

Beweis: Z/pZ ist Korper

I1.5.12 Lemma

Sei p € P,e € N, sodass p© > 2.
Dann gilt fir a,b € Z

a=1+0bp° mod pt!

= a? =1+ bp*"! mod pt?

Beweis.

Schreibe a = 1 + bp® + b'pc*t! fiir ein b’ € Z Also:
a=1+cp® (c=b+10bp)

p P
— =Y (M) = rrar e 3 (V)er

=0 =2

Firie {2,...,p— 1} gilt p|(f) und ei > e + 1, somit gilt

(p) p® =0 mod ptt?
i

Fiir ¢ = p gilt et = ep > e + 2, somit

(p) ’p®? =0 mod pt?
p

Somit gilt

a? =1+ cp ™t =14+bp +0pt?  mod pt?
——

=0

I1.5.13 Satz

Sei n € N mit Primzerlegung

T
o=
i=1

Dann ist
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(z/nz)* = [](2/p};2)"
i=1
wobei gilt

(a) Fiir p > 2 prim und r € N ist
(Z/p"2)* =Z/(p— 1) ' L=L)(p- LS L/p" 'L
zyklisch.
(b) Fiir p=2,7 > 2 ist
(Z)2"7)* = 7./22.& 7./2" 7

()
(Z/22)" ={1}

Beweis:
Nach 5.7 ist (Z/nZ)* = (Z/p] Z)*
(c) ist klar
(b) ahnlich zu (a) [siche ,Elementare und alg. Zahlentheorie*, §7, Miiller-S.,Pionth.]
(a) Es geniigt zu zeigen, dass
G:=(Z/p"7)*

zyklisch ist, denn

G =2 2/ =2/(p- 1)L 2L/ (p- LS L)y L

Setze H := (Z/pZ)* Der Ringhomomorphismus
Z/p"7 — 7/pZ
T
r+p"Z— x+ pZ

(z.B. aus 4.9 mit ¢ = 7y, [ = (p")) liefert einen Gruppenhomomorphismus

7t i=rwl¢g:G— H

mit Kern N := ker(7*) < G
* m(G) C H und 7% ist surjektiv:
Fir x € Z ist
x24+p'ZeG <= gegl(x,p")=1

> ggT(z,p) =1
— w+plcH

* G/Ny = H:1.3.9 (Hom.-satz fiir Gruppen)
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© #N=p "L #G=#G/N #N =#H - #N

oy HG o) _ (- Lp! _

#H  ¢(p) p—1

e Hist zyklisch : 5.11

* N ist zyklisch:
Seia:=1+p,a=a+pZecG
Mit 7> sieht man @ € N Also

ord(@ | #N=p~

Lagrange

Weiterhin gilt

a=1+1-p mod p?

r—1

— o =14p mod p"

— @ #£1

Da also (falls ord(@) = p® mit 1 < s < r — 2, dann wére nach Potenzgesetz @ = 0)
ord(a) > p"~2, ist ord(a) = p" 1

Also ist N = (a) zyklisch.
* G ist zyklisch:
Sei b € Z, sodass (n(b)) = H

-n

Es ist p — 1 = ord(w(b))| ord(b), denn ist b = 1 mit n € N, so auch 7(5)* = (b") =1

Nach 5.9 existiert ¢ € G mit
ord(¢) = kgV(ord(a),ord(b)) = (p — 1)p"~* = #G

Folglich ist G = (¢) zyklisch.

]

I1.6 Hauptidealringe

Sei R ein nullteilerfreier Ring.

I1.6.1 Definition

R ist ein Hauptidealring : <= jedes Ideal von R ist ein Hauptideal.

11.6.2 Beispiel

Z ist ein Hauptidealring (I1.4.2)
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I1.6.3 Definition

Eine euklidische Gradfunktion auf R ist eine Abbildung

§: R\ {0} — Ny

fir die gilt:
Fira € Rund b € R\ {0} gibt es ¢,r € R mit
ca=bg+r
« r =0 oder §(r) < 4(b)
Der Ring R heifit euklidisch, wenn es eine euklidische Gradfunktion auf R gibt.

11.6.4 Beispiele

a) Auf R =7 ist §(x) := |z| eine euklidische Gradfunktion.
b) Auf R = K[t], K Koérper, ist 0(f) = deg(f) eine euklidische Gradfunktion, siehe 2.7

c¢) Die Gaufischen Zahlen R = Z[i] = {z + iy : x,y € Z} < C bilden einen Teilring von C mit
der euklidischen Gradfunktion

§5(2)=2-Z2=|z2?

I1.6.5 Satz

Ist R euklidisch, so ist R Hauptidealring.
Beweis: Sei ¢ eine euklidische Gradfunktion auf R. Sei I < R.
« I ={0} = I =(0) ein Hauptideal
o I # {0}, so existiert 0 # a € I mit §(a) = min{d(b) : 0 # b € I}. Es ist dann I = (a).
oV

C:bel = b=gqa+r, ¢,r € R,r=0o0der 6(r) < d(a)

r=_b — qga €1
N~~~
el eI

= r=0V §(r)>d(a)
—_————

kann nicht eintreten

= r=0 = b=gqac(a)

I1.6.6 Korollar

Die Ringe Z, K[t] (K Koérper) sind Hauptidealringe.
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I1.6.7 Lemma

Sei R ein Hauptidealring, a,b € R. Es gibt ein ¢ € R mit ¢ = ggT(a, b) und (¢) = (a, b). Insbesondere
existieren z,y € R mit ¢ = ax + by und ggT(x,y) =1

Beweis: Da R ein Hauptidealring ist, existiert ein ¢ € R mit (¢) = (a,b). Insbesondere ist c|a, c|b
und ¢ = ax + by mit z,y € R. Wir sehen: ¢ = ggT(a,b)

Ist d € R mit d|z und dly, so gilt: cd|ax 4+ by = ¢, also d € R*. Somit ist ggT(z,y) = 1.

I1.6.8 Satz

Sei R ein Hauptidealring und (0) # P < R. Ist P prim, so ist P maximal.
Beweis: Sei P C I < R. Da R Hauptidealring ist, ist [ = (a) mit a € R, P = (p) mit p € R prim,
insbesondere irreduzibel.

p irreduzibel
——

(p) € (a) = pla a~1Var~p

— I=(a)=()=RVI=(0)= () =P

11.6.9 Beispiel

a) In R = Z ist (0) prim, aber nicht maximal. Die Primideale (p),p € P, sind alle maximal
(Erinnerung: Z/nZ nullteilerfrei <= Z/nZ ist Korper).

b) Q[X,Y] ist kein Hauptidealring: (Y) ist prim, aber nicht maximal:
Q[X,Y]/(Y) = Q[X] ist nullteilerfrei aber kein Korper

Ubung: (X,Y) ist kein Hauptideal

I11.6.10 Lemma

Sei R ein Hauptidealring. Ist I; C Is C ... eine Kette von Idealen von R, so existiert ein n € N
mit In: n+l = Ip4+1 = ...

Beweis: I := | J,,cy In ist ein Ideal von R, vgl. 4.18. Da R ein Hauptidealring, gibt es 2 € R mit
I=(x).
ve | = IneNzel,
neN
Dann:

I1.7 Faktorielle Ringe
I1.7.1 Definition

R ist faktoriell : <= Jedes 0 # z € R\ R* ist Produkt von Primelementen.

I1.7.2 Lemma

Ist R faktoriell und 0 # = € R\ R*. Ist z irreduzibel, so auch prim.
Beweis: Da R faktoriell ist, ist © = p; - ... p, mit p; € R prim.

x irreduzibel = n =1 = = = p; prim
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I1.7.3 Satz

Ist R Hauptidealring, so ist R faktoriell.

Beweis: Sei X = {a € R : a ist Produkt von Primelementen} U {0} U R*.

Zu zeigen: X = R Angenommen es existiert ein ag € R\ X. ag nicht prim = ag nicht irreduzibel,
d.h. ap = a1a} mit a1,a] ¢ R*. Wéren a; € X und af € X, so auch a9 = a1a} € X, also o.E.

aq ¢ X.
Tterativ finden wir ag,as,... mit a; % a;—1. Es ist (ag) S (a1) € (a2) € ..., ein Widerspruch zu
6.11.

I1.7.4 Korollar

Z und K[X], K ein Korper, sind faktoriell.

I1.7.5 Lemma

Sind p1,...,p, € R prim, q1,...,qs € R irreduzibel mit [[,_, p; = H;:1 g;, ist ¥ = s und nach
Umnummerierung ist p; ~ ¢q; firi=1,...,r.
Beweis: Induktion nach r, unter der schwiicheren Annahme, dass [],_; ~ szl q;-

r=0: 1~H;f:1qj = ¢, € R*Vj = j=0

r—1er:

T S
Hpi ~ H 4a;
i=1 j=1

p1_prim

S
= pi] qu = pi|g; fiirein j,0E. j=1
j=1

r s
g irred.
= n~qa = HpiNHQj
=2 j=2

IH . . .
— r — 1 = s — 1 und nach Umnummerierung ist p; ~ ¢;, ¢ = 2,...,r

I1.7.6 Satz

Ist R faktoriell, so ldsst sich jedes 0 # x € R\ R* auf eindeutige Weise (bis auf Reihenfolge und
Assoziiertheit) als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben.

Beweis: Nach 7.2 sind Primelemente genau die irreduziblen Elemente. Die Eindeutigkeit folgt daher
aus 7.5.
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I1.7.7 Korollar

Sei R ein faktorieller Ring. Ist P C R ein Vertretersystem der Primelemente modulo Assoziiertheit,
so lasst sich jedes 0 # x € R darstellen als

T=u H pir@ (%)

peP
mit eindeutig bestimmten u € R*, v,(z) € Ny, fast alle gleich Null. Es ist
vp(x) = max{r € Ng : p"|z}
Beweis. Wissen: © = p; - ... p, mit py,...,p, prim. Fir jedes i ist p; ~ p € P von der Form (x).

Daher ist auch x von der Form (x).

11.7.8 Beispiele

a) Hauptsatz der Arithmetik. Jedes n € N lisst sich eindeutig schreiben als

n = H pvp(n)

p€eP
mit v,(n) € Ny, fast alle 0.

b) Sei K ein Korper. Bezeichnet M die Menge der normierten, irreduziblen Polynome in R =
K[X], so hat jedes 0 # f € K[X] eine eindeutige Darstellung

f=c H gvg(f)

geM

mit ¢ € K*,v,(f) € Ny, fast alle 0.

I1.8 Ringe mit Briichen

Sei R ein Ring, S C R.

I1.8.1 Definition

S ist multiplikativ : <= 1 € S und sind s,t € S, so ist auch st € S.

11.8.2 Beispiele

a) S=R*

b) S ={z € R: x ist kein Nullteiler}
)
)

c) S={1,s,8% ...} firein s€ R

d) S =R\ P fiir ein Primideal P <R
11.8.3 Definition
Sei S C R\ {0} multiplikativ und ohne Nullteiler. Definiere die Aquivalenzrelation ~ auf R x S
durch
(rys) ~ (r',s") <= rs' =1's

Schreibe £ fiir die ~-Aquivalenzklasse von (r, s) und

SilR:RXS/N:{giT€R7S€S}
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Fir r1,70 € R, s1, 82 € S definiere:

Ty T2 Ti1S2 + 7281
— 2= 2T
S1 52 5182

L T2 T17T2

51 sy 8182

I1.8.4 Satz

Die Addition und Multiplikation sind wohldefiniert und machen S~'R zu einem Ring. Die Abbil-
dung

~

R— S7'R
. {7“ =1
ist ein Ringmonomorphismus mit ¢(S) C (S7!R)*.
Beweis.
« ~ ist Aquivalenzrelation:

— reflexiv: v/

— symmetrisch: v’

— transitiv:

182 = T281,T283 = TI'352

— S9T'183 = I'eS8183 = I'3S2S51

= r183 = 1381, da s1 kein Nullteiler

» Addition ist wohldefiniert:

re ry orerh

s1 sy sa 8

! o/ ! o/ ! o/ ! !
718y + rasy 51827185 + 81827557

! o/ ! o/
5189 5152578y

*

! ! ! /
718718289 + S1S97T257 _ T182 “+ r981

51828155 5159

Multiplikation: analog.
+ (S7IR,+,) ist ein Ring: Selbststudium.
e ¢ ist Homomorphismus:

ISNA T T
(1"17'2) = 11 2 = Tl . TQ = L(Tl)L(TQ)

(Addition analog)
t(S) C (STIR)*:

Dies ist das Einselement.

I1.8.5 Korollar

Ist R nullteilerfrei, so ist (R \ {0})7'R ein Kérper und ¢ : R — (R \ {0}) 'R ist ein Ringmono-

morphismus.
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II.8 Ringe mit Briichen Skript Algebra 15.06.17

I1.8.6 Definition

Ist R nullteilerfrei, so ist Quot(R) = (R \ {0})~!R der Quotientenkorper von R. Wir identifizieren
R mit einem Teilring von Quot(R) mittels .

I1.8.7 Korollar

R ist genau dann isomorph zu einem Teilring eines Korpers, wenn R nullteilerfrei ist. Beweis. 8.5
und Koérper sind nullteilerfrei.

11.8.8 Beispiele

a) Quot(Z)=Q
b) Quot(R) =R

¢) K(X) = Quot(K[X]), K ein Korper, der rationale Funktionenkorper einer Variablen X tiber
K.

d) Rp := (R\ P)"'R, die Lokalisierung von R im Primideal P, z.B. Zy) = Q, Zp) =
m:mEZ,nGN,QTn}.

n

I1.8.9 Satz

Sei R faktoriell mit K = Quot(R). Ist P ein Vertretersystem der Primelemente von R modulo
Assoziiertheit, so lasst sich jedes x € K* als

r=u H pvp(x)

peEP

schreiben mit eindeutig bestimmten u € R*, v,(z) € Z fast alle Null.
Beweis.

* Euzistenz: Sei x = Z,r € R,s € R\ {0}. Nach 7.7 ist

r=u H pr() s =q H pvr(s)

peEP peP
mit u,u’ € R*, vy(r),vp(s) € Ny
E€Z

—

T -1 v, (1) — vp(8)

= — =
S = W) II»" »
peP

o Findeutigkeit:

xzqukpzu’lep (kp, 1, € Z)

peEP pEP
>0 >0
—— —N
:unpkp_lp:u’]:[plp_kp
pEP peP
kp>lp kp<lp

LL ky = 1,¥p, u =1
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I1.9 Der Satz von Gauf3 Skript Algebra 15.06.17

I1.8.10 Lemma

Seien x,y € K, p € R prim.
a) vp(ry) = vp(x) + vp(y)
b) up(z +y) < minfu(e), vy(y)}
Beweis.
a) klar aus 8.9
b) Fir z,y € R klar aus 7.7. Fiir ,y € K schreibe z = L,y = 2. O.E. 51 = s = 2.

vp( +y) = vp(r1 +12) = vp(s) = min{uy(r1), vp(r2)} — vp(s) = min{v, (), vp(y)}

11.8.11 Beispiel

Sei R =7Z,p € P. Die Abb.

Q—)RZQ
| lp:ga—sp @ x40
z—0 ,x =0

i) 2], =0 < =0
i) |z +ylp < max{[z|p, [ylp} < |2]p + |ylp
iii) [zylp = |zlplylp
11.8.12 Bemerkung

Fir € K = Quot(R) gilt:
z € R <= v,(x) > 0Vp € R prim

I1.9 Der Satz von Gaufl

Sei R ein faktorieller Ring, K := Quot(R) und p € R prim.

11.9.1 Bemerkung

Ziel: R faktoriell = R[X] faktoriell

Dafiir studieren wir folgende Ringe:
R[X] < K[X]
J J

R << K

Strategie: Verstehen der Primelemente von R[X]
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I1.9 Der Satz von Gauf3

Skript Algebra 15.06.17

I1.9.2 Definition
Fir
fi=) aX'eK[X]
i=0

sei

vp(f) = _7r?innvp(ai) €ZU {0}

i=1,...,

11.9.3 Bemerkung

a)

fERX] < a;€R
<= vy(a;) > 0Vp € Pg
< u,(f) > 0Vp € Pp

vp(f + g) = min{v,(f),vp(9)}

(fir f,9 € K[X])

11.9.4 Bemerkung

Der Homomorphismus

o IR R/(D)
) - =T :=2x+ (p)

setzt sich nach 2.5 fort zu einem Homomorphismus

RIX] = (R/(0)X]
f=Yis0uX = [ =35 0aX’

genannt Koeffizientenreduktion. Dabei ist

f=0 < u,(f)>0

I1.9.5 Satz (Lemma von Gauf})

Fir f,g € K[X] ist

vp(fg) = vp(f) + vp(9)

Beweis: 0.E f,g #0
Fir h:=3Y a; X" und c € K* ist
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vp(ch) = min vy, (ca;)
K3

8.11
= vp(c) +vp(h)
wir diirfen deshalb f, g mit Konstanten multiplizieren.
= o.E. f,g € R[X] (mult. mit Produkt der Nenner)
= 0.E. v,(f) = v,p(g9) = 0 (mult. mit p~*»() bzw. p~vr9))
Somit ist f # 0,7 # 0. Dann gilt

p prim = (p) Primideal
= R/(p) ntf.
= (R/(p))[X] ntf.

also

= vp(fg) =0=1v,(f) +v(9) o

I1.9.6 Korollar

p € R prim = p prim in R[X]

Beweis:

plfg = 0 <wvp(fg) = vp(f) + vp(9)
= v,(f) > 0 oder v,(g) >0

= p|f oder plg

I1.9.7 Korollar

Ist f € R[X] normiert und f = gh mit g, h € K[X] normiert, dann sind g,h € R[X]
Beweis:
Sei p € R prim

* fERX] = uy(f) 20

« f,g,h normiert = v,(f),vp(g),vp(h) <0

Dann gilt:

0=v,(f) = vp(9) +vp(h)
= p(9) =vp(h) =0

= g,h € R[X] _

51
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11.9.8 Korollar

Sei f € R[X] normiert. ist a € K mit f(a) =0, so ist schon a € R

Beweis:

fla) =0 = f(X)= (X —a)gmitg € K[X]|normiert

2L (X —a) € RIX]

= a€R _

I1.9.9 Definition

Sei f =350 a; X" € R[X]
1) I(f) := ggT(as,...,an) (Inhalt von f)
2) f primitiv <= I(f) ~ 1

11.9.10 Bemerkung

a) I(f) ist nur bis auf Einheiten bestimmt.

Ist Pr ein Vertretersystem der Primelemente in R modulo Assoziiertheit, so ist

1) =1 »?

pePR
b) Umformulierung des Lemma von Gauf:

I(fg) =1(f) 1(9)

c) Zu f € R[X] ex. ¢ € R, s.d. fy € R[X] primitiv, wenn

f=c-fo
namlich ¢ := I(f), fo :=c71f
d) Zu f € K[X] existiert ¢ € K, fy € R[X] primitiv mit f = fo-c:

<

i)(i
S:

3

f=3
1=0

schreibe

und wende c) auf f; an
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I1.9.11 Theorem (Satz von Gaufl)

Sei R ein faktorieller Ring und K := Quot(R)
Dann ist auch R[X] faktoriell.
Ein f € R[X] ist genau dann prim, wenn es einer der Klassen
(A) fist ein Primelement in R
(B) f ist primitiv und ein Primelement in K[X]
angehort.
Beweis:
Seien 0 # f € R[X]\ R[X]*,g,h € R[X]
e fvom Typ A = f prim in R[X] (Satz 5.6)
e fvom Typ B = f prim:

flgh in R[X] = f|gh in K[X]
= flg (0.E.)in K[X] dh.g=f-q,q € K[X]

Fiir alle p € R prim ist

also

q € R[X], flg in R[X]
« fist Produkt von Elementen vom Typ (A) oder (B):
Schreibe f = c¢- fo,c € R, fo € R[X] primitiv (9.10 c))

Entweder ist ¢ € R* oder c ist Produkt von Primelementen vom Typ A (da R faktoriell)
Da K|[X] faktoriell ist, ist

fo=1cog1-"Gn,co € K*

g1,-..gn € K[X] prim.

nach (9.10 d)) o.E. g1, ..., gn € R[X] primitiv, also g1, ..., g, vom Type (B).
Fiir p € R prim sieht man

vp(fo) = vp(co) + ;vp(gi)
=0 =0

= vp(cp) =0

somit ¢y € R*
Wir haben gezeigt:
* R[X] ist faktoriell
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 ist f € R[X] prim, so ist

f=f/tn
fi prim, Typ A/B
also wegen Eindeutigkeit n =1
f=fivom Typ Aoder B

11.9.12 Beispiele

(a) Z[X] ist faktoriell, aber kein Hauptidealring
(b) Fiir einen Korper F ist F[X, ..., X,,] faktoriell, aber fiir n > 2 kein Hauptidealring.
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I1.10 Irreduzibilitadtskriterien Skript Algebra 22.06.17

IT.10 Irreduzibilitatskriterien

Sei R faktoriell, K = Quot(R), f € K[X]

11.10.1 Bemerkung

Wir suchen hinreichende Kriterien dafiir, dass f irreduzibel (=prim) ist.

(a) Fiir c € K* ist f irreduzibel <= c¢f irreduzibel. Es geniigt also, normierte Polynome zu
betrachten.

(b) deg f =1 = f irreduzibel und hat eine Nullstelle in K
(c) deg f > 2: f hat Nullstelle in K = f ist nicht irreduzibel.

fla) =0 = f=(X—-a)g(X),degg =degf-1>1

(d) deg f < 3: f hat keine Nullstelle = f ist irreduzibel.

f=gh, ggh g K = degg=1Vdegh=1
—> ¢ hat Nullstelle oder h hat Nullstelle
= f hat Nullstelle

11.10.2 Beispiel

f=(X?+1)? € Q[X] hat keine Nullstellen in Q, ist aber nicht irreduzibel.

I1.10.3 Satz

Sei f € R[X] normiert. Ist & € K eine Nullstelle von f, so ist « € R und «|f(0) in R.
Beweis.

fla)=0 = f(X)=(X —a)g(X), g € K[X] normiert
2% (X —a) € R[X],9(X) € R[X]
~ (=g

€R €R  ¢R

I1.10.4 Satz (Reduktionskriterium)

Sei f € R[X] normiert, p € R prim. Ist f € (R/(p))[X] irreduzibel, so ist f irreduzibel in R[X],
also insbesondere auch in K[X].
Beweis. Sei f = gh mit g,h € R[X]

= [ =gh=ghin (R/(p))[X]

f irred. _
— o.E. g e (R/(p)[X]" € (R/(p))[X]
Es gilt:
degg + degh = deg f J nopmiert deg f = degg+degh < degh
~——
=0

R f normiert

Damit folgt degg = 0, also g € g € R* C R[X]*. Somit ist f irreduzibel in R[X], nach

9.11 auch in K[X], da f & R.
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I1.10.5 Satz (Eisenstein)

Sei f = > ;X" € R[X]\ R primitiv und p € R prim, p fa,, pla; firi =0,...,n -1, p* fao.
i=0

Dann ist f irreduzibel in R[X], somit auch in K[X].

Beweis. Sei f = gh mit

k l
gzzbixi, h:ZciXi, k+1=n, bi,c; €ER

=0 =0

p fan =bre; = p o, p fo

p? fag = boco, plag "2 0. E. plbo, p feo

Sei m := max{i : p|b;} € {0,...,k—1}

= Qm+1 = b00m+1 +bicm + ...+ bnar + bm—&-lCO
——
=0 mod p #0 mod p

= p fam1 = k>m+1=n = [=0

Damit & € R und da f primitiv: h € R* C R[X]* _

11.10.6 Beispiele

Sei p € R prim, n > 0. Dann f = X™ — p nach 10.5. irreduzibel in K[X].
(a) R=7: X? —5,X%—2 € Q[X] sind irreduzibel

(b) R=Q[Y]: X? —Y irreduzibel in (Q[Y])[X] = Q[X,Y] und Q(Y)[X]. Ebenso: X° +Y + 1,
X34+ Y -1DX+Y2-1

11.10.7 Beispiel

Firp € N prim ist ®,, := ))({p—:ll = XP14+ XP=24 4+ X +1 € Z[X] das p-te Kreisteilungspolynom.

Die Nullstellen von ¢, in C liegen auf dem Einheitskreis, sind genau die 1 # z € C mit 2 =1,

2kmi

dh.z=e?» mitk=1,...,p—1.
Behauptung. &, ist irreduzibel in Q[X]

Beweis. (X t1p -1
+ — - p —2 p
(X +1)=""F — — xpl Xxp
p(X D) X - (1> - - (P - 1)

Es gilt: p /1, p|(}), k=1,....p =1, J(,7,) =p
= ®,(X +1) ist irreduzibel in Q[X]. Die Abbildung

- Jex) -l
0 X

ist ein Automorphismus von Q[X] (universelle Eigenschaft, Inverses f(X) — f(X — 1))
Insbesondere also: @, irreduzibel <= 7(®,) = ®,(X + 1) irreduzibel.

III Korper

I11.1 Korpererweiterungen

Seien K, L, M Korper.

56
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II1.1.1 Bemerkung
(a) Ein Korper ist ein Ring R (kommutativ mit 1) in dem die folgenden dquivalenten Bedingungen
gelten:
(1) R* =R\ {0} (I1.1.5)
(1) R hat genau zwei Ideale (0) # (1) (/1.4.4)
(1) (0) ist ein maximales Ideal. (17.4.15)

(b) Ist ¢ : K — L ein Ringhomomorphismus, so ist

kerp < K
9076

Somit ist jeder Ringhomomorphismus zwischen Kérpern injektiv, da kerg = (0) = {0}

(¢) Der Durchschnitt einer Familie von Teilkorpern von K (d.h. Teilringen von K, die Korper
sind), ist wieder ein Teilkorper.

(d) Es gibt genau einen Ringhomomorphismus

Z— K
—_——

n

und ker g i}Z. Da Z/kery g = imy g isomorph zu einem Teilring von K und damit nullteiler-

frei, ist kery x prim. Somit ist die Charakteristik char(K) € RU{0}, dann keryx = (char(K)).
Ist Ky ein Teilkérper von K, so ist char(Ky) = char(K).

II1.1.2 Definition

Der Primkorper von K ist der kleinste Teilkorper von K (ex. nach 1.1.c)

II1.1.3 Satz

Sei F der Primkorper von K.

(a) char(K) =0 < F=Q

(b) char(k) =p>0 < F=F,:=Z/pZ
Beweis.

=V

= b): keryx = (p) ist maximal

= im(xx) = Z/pZ ist Korper

— kleinster solcher Korper.

F:imyr =T,

xk = (0) = xx injektiv
= imyx =7
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Setze x g zu einem R-Homomorphismus

,  JQ— K
XK * %l—)XK(b)il “xx(a)

eindeutig fortsetzen. Dann imy = Q Teilkérper von K und offensichtlich der kleinste.

II1.1.4 Definition

Ist K ein Teilkorper von L, so nennt man L eine Korpererweiterung von K in Zeichen L|K

II1.1.5 Definition

Seien L1 |K und Lo |K Korpererweiterungen. Ein Ringhomomorphismus ¢ : Ly — Lg heifit K-Homomorphismus,
in Zeichen

(p:Ll*)KLQ

wenn | = id. Wir schreiben
Hompg (L1, Lo) = {p: L1 =k Lo}
Lq und Ly sind K-isomorph, in Zeichen
Ly =k Ly

wenn es einen Isomorphismus ¢ € Homg (L1, Lo) gibt.

I111.1.6 Bemerkung

Ist L|K eine Korpererweiterung, so wird L durch Einschriankung der Multiplikation L x L — L
auf K x L — L zu einem K-Vektorraum.

I11.1.7 Definition
Fiir eine Korpererweiterung L|K ist
[L: K]:=dimg (L) e NU{0}

der Grad (Koérpergrad) von L|K. L|K heiit endlich, wenn [L : K] < 00

I11.1.8 Beispiel

=

(a) [K:K]=1
(b) [C:R]=2 (C=R+i-R)
(©) [0():Q =2 (@) =0Q+i-QCC)
Q(i) ist Korper:
 Teilring von C v/
« Inverse : z,y € Q, (x,y) # (0,0)

1 T — 1y T — 1y T 1y .
e = = — €Q+ Qi
x+iy (x+iy)? 224+y?2 2 +y? 2?4 y? Q+Q

(d) [R:Q] =00
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+ Kardinalitdtsargument

» oder I11.2
(e) [Fp(X):Fp] =00

« 1,X,X? ... paarweise verschieden, somit FF,,(X) unendlich
(f) [QX): Q] =0

« (1,X,X?,...) ist Basis von Q[X]

II1.1.9 Satz

Fir Kérper K C L C M ist

[M:K]|=[M:L]L: K]
Beweis.
Behauptung;:

* x1,...,x, € L K-lin unabhingig

* Y1,...,Ym € M L-lin unabhéngig

= {xy;](i,j) € {1,...,n} x{1,...,m}} = B,
ist K - lin. unabhéngig
Beweis: Zi,j /\ijcciyj = 0 mit /\ij e K

I11.1.10 Bemerkung

(a) L|K endlich = L|K endlich erzeugt
(b) Kla,...,ay] ist das Bild des K-Homomorphismus

{K[Xl,...,Xn]—>L

fr—>f(a1,...,an)

K(ala...yan):{%:aaﬁeK[al""’an]}
= Quot(Klay, ..., a,])

I11.2 Algebraische Korpererweiterung

Sei L|K eine Korpererweiterung, o € L.

II1.2.1 Definition

Gibt es ein 0 # f € K[X] mit f(a) = 0, so heifft « algebraisch tiber K, sonst transzendent iiber
K.
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111.2.2 Beispiel

(a) i = /—1 € C ist algebraisch tiber Q:

f(i) =0 fir f(X)=X%+1¢e Q[X]

(b) Die Eulersche Zahl e € R ist transzendent iiber Q (Hermite 1873)
(c) Die Kreiszahl 7 € R ist transzendent tiber Q (Lindemann 1882)

I11.2.3 Lemma

Genau dann ist « algebraisch iiber K, wenn 1, a,a?,... K-linear abhiingig sind.
Beweis.

Far AQ, ceey An ist

ZAiai =0 < f(a) =0 fir
=0

f(X)= Zn:)\iXi € K[X] |
=0

I111.2.4 Bemerkung
Betrachte den Einsetzunghomomorphismus

) KIX] = Kla]
e )

Genau dann ist « algebraisch iiber K, wenn kery,, # (0)
In diesem fall ist kerp, = (fo) fir ein f, € K[X]
Dieses Polynom f,, ist

« irreduziebel: da K[a] nullteilerfrei, ist (f,) prim

+ eindeutig, wenn wir fordern, dass f, normiert.

II1.2.5 Definition
Sei a € L algebraisch iiber K,
kerg, = (fo) mit f, normiert.

(1) MinPol(a|K) := f, : das Minimalpolynom von « iiber K
(2) deg(a|K) := deg f, : den Grad von « iiber K
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I11.2.6 Satz

(a) « transzendent tiber K
« Klo] 2 K[X]
« K(a) 2 K(x)
s [K(a): K]=00
(b) « algebraisch iiber K
* Klo] = K(a) = K[z]/(fa)
* fo = MinPol(a|K)
s [K(a): K] =deg(a|K) <
Beweis.

(a) « transzendent

= kerp,

= g ist Isomorphismus
= K(«a) = Quot(K[a]) = Quot(K[X])

Da 1, X, X2 X3 ... € K(z) lin- unabhiingig iiber K

K[X]

fo irreduzibel = n := deg(f,) = min{deg(g)|0 # g € K[X], g(a) = 0}

— 1,0,02,...,a" ' K-lin. unabhéngig
= [K(o): K| >n

Firge K[X]ist g=q- fa+7, q,r € K[X], mit r = 0 oder deg(r) < deg(f,) = n. Es gilt

I11.2.7 Beispiel

(a) p€ Z = /p € Q algebraisch iiber Q Nach (10.5) ist f(X) = X" — p irreduzibel in Q[X]

(Eisenstein).

Also ist MinPol( ¢/p|Q) = X™ —p, [Q(/p) : Q] =n
(b) Fiir p € N prim ist ¢, = e?™i/P ¢ C algebraisch iiber Q

f(&) =0 fiir f(X)
Nach I7.10.7 ist ¢,(X) = &=L € Q[X] irreduzibel itber Q

X-1

= MinPol((,|Q) = XP™ ' + - + X +1,

XP —1€eQ[X]

[Q(&):Q=p-1
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(¢) 7 € R transzendent iiber Q

II1.2.8 Definition

L|K algebraisch : <= jedes o € L ist algebraisch iiber K

II1.2.9 Satz

L|K endlich = L|K algebraisch

Beweis.

Sei aw € L. Dann

00> [L:K]|=[L: K(o)][K(a): K]

= [K(o): K] <

2.6
(:>) « nicht transzendent

= « algebraisch _

I11.2.10 Korollar

Ist L = K(ag,...,0p) mit aq,...,«q, algebraisch tiber K, so ist L|K endlich, insbesondere alge-
braisch.

Beweis. Induktion nach n, dann (2.9)
n=0L=KV

n—1 = n: Ky:=K(a,...,an_1),qy, algebraisch tber K

mit K[X] C K;[X] = «,, algebraisch iiber K

— [L : K] = [Kl(al) : Kl] [Kl K] < 0

—— N—— o
=L <oo(IH)

— —
<00(2.6)

I11.2.11 Korollar

Es sind dquivalent:
(1) L|K endlich
(2) L|K ist endlich erzeugt und algebraisch
(3) L=K(ai,...,a,) mit a1, ..., a, algebraisch tiber K
Beweis.
(1) = (2): (1.11)+ (2.9)
(2) = (3): ai,...q, algebraisch
(3) = (1): (2.10)

0O
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I11.2.12 Satz

Fir Korper K C L C M sind dquivalent:
(1) M|K ist algebraisch
(2) M|L ist algebraisch und L|K ist algebraisch
Beweis.
(1) = (2): — MJK algebraisch = L|K algebraisch
— M|K algebraisch = M|L algebraisch: K[X] C L[X]
(2) = (1): Sei a € M. Sei f := MinPol(a|L) = Y1 ;o; X" € L[X]
Definiere Ly := K(ag,...,an) C L
= [ € Lo[X], f(@) =0
= « ist algebraisch tiber Ly

= [K(a): K] > [K(o,...,0n): K] =[Lo(a) : Lo] [Lo : K]

<00(2.6) <o0(2.10)

111.2.13 Beispiel

7 ist transzendent {iber Q(¢), denn wire Q(i)(7) algebraisch iiber Q(i), so (da Q(7)|Q algebraisch)
auch Q(7)(m)|Q algebraisch.

I11.3 Wurzel- und Zerfallungskorper

Sei K ein Koérper, 0 # f € K[X]| und n := deg(f) > 0.

I11.3.1 Beispiel

Ist K := Q, so hat f eine Nullstelle ("Wurzel”) a € C (Fudamentalsatz der Algebra) und L := Q(«)
ist die kleinste Erweiterung von Q in C, die diese Nullstelle enthilt, z.B.: f = X2 +1,Q(4)

I11.3.2 Definition

Ein Wurzelkorper von f ist eine Erweiterung L|K der Form

L =K(a) mit f(a) =0
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I11.3.3 Lemma

Sei L = K(a) mit f(a) =0 ein Wurzelkorper von f. Dann ist [L : K] =n und g — g(«) induziert
einen Isomorphismus
K[X]/(f) —xk L
Beweis.
« Ist f irreduzibel, so ist f = ¢-MinPol(a|K) mit ¢ € K*, daher folgt die Behauptung aus 2.6.
« Ist f beliebig, schreibe f = f; -...- f, mit f; € K[X] irreduzibel.

fla)=0 = o0.E. fi(ao) =0 = [L: K] =degfi <degf=n

II1.3.4 Satz

Sei f irreduzibel

a) L:= K[X]/(f) ist ein Wurzelkérper von f.

b) Ein Wurzelkérper von f ist eindeutig bestimmt im folgenden Sinn: Sind L; = K(a1), Lo =
K(as) mit f(a1) = f(ag) = 0, so existiert genau ein K-Isomorphismus ¢ : L1 —x Lo mit
plan) = az.

Beweis.
a) Betrachte den Ringepimorphismus
(KX S KX =
g—g+(f)
und setze o = 7(X).

« K Korper = 7|k injektiv = konnen K via 7 mit einem Teilkérper von L
identifizieren.

. f irreduzibel =% (f) ist maximal = K[X]/(f) ist Korper.

* fle) = f(w(X)) = =(f(X)) 0
« L =n(K[X]) = K|a], insbesondere L = K(«).

f€ker(m)

b) 3.3. liefert Isomorphismen:

Lk < K[X]/(f) = Lo
P1 P2 K
ap —iX + (f) — Qo

Damit o o<p1_1 Ly iK Lo mit (g@ogpl_l)(al) = . Umgekehrt ist jeder K-Isomorphismus
@ : L1 —k Lo schon durch ¢(aq) bestimmt, denn L; = K (o).

I11.3.5 Korollar

Es gibt zu jedem f € K[X]\ K einen Wurzelkérper L|K.
Beweis. Schreibe f = f; -...- f, mit f; irreduzibel, setze L = K[X]/(f1).

I11.3.6 Korollar

Zu jedem f € K[X]\ K gibt es eine Korpererweiterung L| K, iiber der f in Linearfaktoren zerfallt,
genauer:

f(X):c-H(X—ai), ce K* ay,...,an €L
i=1

Beweis. Schreibe f = c¢- fo mit ¢ € K*, fo € K* normiert. Induktion nach n = deg f.
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n=1L=KV

n—1—n Nach 3.5 existiert L1|K, wobei L1 = K(aq), folay) = 0, also fo = (X —aq) - f1, f1 €
Li[X], deg fi = n — 1, LC(f1) = 1. Damit existiert nach der Induktionshypothese eine

Korpererweiterung L|L; sowie g, ..., o mit fi =[] 5(X — ;)

II1.3.7 Definition

Ein Zerfallungskorper von f ist eine Erweiterung der Form L = K(ayq,...,a,) mit
f=c | |(X —q;), ce K*

n
i—1

7

II1.3.8 Satz

Jedes f € K[X]\ K besitzt einen Zerfallungskorper L. Dieser ist eindeutig bestimmt bis auf K-
Isomorphie und [L : K] < nl.
Beweis.

 Existenz: Ist L wie in 3.6, so ist L = K(aq,...,ap)

+ Eindeutigkeit: vgl. 3.4 b), siehe auch Bosch.

+ Grad: Sei L = K(az1,...,ay), f =c-[[}-(X — a;), ¢ € K*. Induktion nach n:
n=1L=K

n—1—n Ly = K(ay) ist ein Wurzelkorper von f. Mit 3.2 folgt [L; : K] < n. Schreibe f =
c(X—an)fr, fi = [[1-o(X —) € Ly[X]. Dann ist L Zerfillungskdrper von fi € Ly [X].
Damit folgt:
[L:K]= |[L:Ly] -[L1:K]<n!

N—— N——
<(n—1)! nach IH <n

I111.3.9 Beispiele

a) deg f = 2: Jeder Wurzelkdrper von f ist ein Zerfillungskorper von f, z.B. f = X2 -5 € Q[X],
dabei ist Q(v/5) der Zerfallungskorper, f = (X — v5)(X ++/5), V5, —v5 € Q(+/5)

b) deg f =3, f irreduzibel. Sei L1 = K(aq), f= (X —aa) - f1, f1 € L1[X].
Ist f1 € L1[X] reduzibel, so ist der Wurzelkorper L = L von f schon ein Zerfallungskorper
von f vom Grad [L : K| = deg(f) = 3.
Ist fy irreduzibel, so ist jeder Wurzelkorper L von f; ein Zerfallungskorper von f mit [L :
K] =[L:Li[L1:K]=2-3=6
konkretes Beispiel: f = X3 — 2 € Q[X], also

f=(X - V2)(X - F V) (X - F 2

L1 :=Q(v2) = [L1:Q]=3. as,a3 € Q(a1) C R, denn ay, az ¢ R. Zerfallungskorper ist
L= Li(o) = Q(¥/2, e /2) mit [L: Q] = 6.

Ausrechnen zeigt, dass tatsichlich f = (X — \Sf) - fy mit fy € Q(\B@) [X]

Beispiel fiir den anderen Fall: f iiber Q(e")

I11.4 Endliche Korper

Klassifikation und Konstruktion endlicher Korper
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I1T1.4.1 Lemma

Ist K ein endlicher Korper, dann existieren p € P und n € N mit #K = p"
Beweis.
Da K endlich, ist der Primkérper von K gleich F), fiir ein p € P (II1.1.3).
Nach (III1.1.6) ist K ein F,-Vektorraum.
Sei n die Dimension von K als F,-VR. Dann gibt es p” Elemente in K.
Bemerkung. Konstruktion endlicher Korper.

» WihlepeP,neN

-n=1= K=F,

— n > 2 Wéhle irreduzibles (und normiertes) Polynom
F(X) =D b:iX' € FplX]
i=0

mit deg(f) = n.
» zwei dhnliche Konstruktionen:

(a) Konstruktion als Faktorring:

K :=T,[X]/(f)
ist nach II1.2.6 Koérper mit p™ Elementen.
Elemente: f+ (f) =0+ (f)
Mit Polynomdivision kann gezeigt werden, dass jede Nebenklasse einem Vertreter vom

Grad < n hat.

n—1
= K = {Z aiXi|ai € Fp}
=0

(b) Konstruktion als Korpererweiterung:

Sei o Nullstelle von f in einem Erweiterungskérper F, (o), dann gilt

[Fp(a) : Fpl=n (I11.3.3)

Somit ist F,, () ein IF),-Vektorraum der Dimension n und einer Basis {1,a',a?,...,a"71}.

n—1
= Fpla) ={) _aia’|a; € F,}
=0

Es gilt Fp(a) =, Fp[X]/(f) mit

n—1 n—1
©0: E a;a" > E a; Xt
i=0 i=0

Isomorphismus.
Bemerkung.

Zur Klassifikation der endlihen Korper kénnte versucht werden, zu jedem p € P, n > 2 ein irredu-
zibles Polynom f € F,[X] vom Grad n zu konstruieren.

ABER: schwer.
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I11.4.2 Lemma

Ist K ein Korper, #K = ¢ und L|K eine Korpererweiterung mit [L : K] = d € N, dann ist L ein

Zerfallungskorper des Polynoms

F(X) =X — X € K[X]
Beweis.

L*=Cpy (#L*=q*—1)

q

— VYaeL*:a'D =1

— Vael*:a") —a=0

— YaeL*: fla)=0Af(0)=0

= YaeLl: fa)=0

Damit hat man ¢ Nullstellen gefunden, d.h.

FX) =[x ~a)

acl

also zerféllt f in L. Somit ist L Zerfallungskoérper von f.

I11.4.3 Definition

Die formale Ableitung eines Polynoms

F(X) =) a; X' € F[X]
=0

(mit F Korper) ist das Polynom

F(X)=> i ax

i=0
I11.4.4 Lemma

Fir f,g € F[X] gelten
(@) (f+9)=f+¢
(b) (fg) =f'g+fd

Beweis. siche Ubung

I11.4.5 Lemma

Sei f € F[X] und deg(f) = n. Sei E ein Zerfallungskorper von f.

Ist 1 € ggTr(f, '), dann hat f n paarweise verschiedene Nullstellen in E.

Beweis.
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Sei f = c~H?=1(X — ), E=F(a,...,a,). Wére a; = ¢, dann f = (X — a;)?-g (g € B[X])
und

F1(X) = 2(X — i) f(X) + (X — ai)’g/(X)

= X —ailggTe(f, )4

Dies wére ein Widerspruch.

Beachte : ggTr(f, f") = g9Tr(f, f") (wird mit euklidischen Algorithmus berechnet =— nur
Elemente in F)

I11.4.6 Definition

Sei F' ein Korper, char(F) = p.
Der Frobenius-Endomorphismus ist die Abbildung

F—F
Op: {x — P
I11.4.7 Lemma
(a) ¢p € END(F) = Hom(F,F)
(b) Ist F' endlch, dann ¢, € Aut(F)
Beweis.
(a)
(zy)" = aPy?
(o) ="+
(029)

(b) ¢, injektiv:

l‘p:yp:>$p_yp:0
= (z—y)’=0
:}x:y

(Da F nullteilerfrei)
Da f endlich, ist ¢, auch surjektiv und damit eine Bijektion.
I111.4.8 Lemma

Fiir jedes o € End(F) (F Korper) ist

F? :={x € Flo(z) =z}

ein Koérper, der Fixkorper von o

Beweis.

Seien z,y € F7,0 # u € F. Dann gilt
co(zty)=o(@)toly) =xty = xLtyeF°
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o(zy) =o(x)o(y) =2y = zy € F°

clu)=0cu)t=ut = uteF°

0,1€F°

II1.4.9 Theorem
Sei K endlich, #K = q = p",p € P. Zu jedem d € N existiert bis auf Isomorphie genau eine
Erweiterung Ky|K mit [K; : K] = d, ndmlich der Zerfallungskorper von f = X' - X.
Beweis.
» Eindeutigkeit: 111.4.2 + II1.3.2 + II1.3.11
» Existenz:
Sei L Zerfallungskoérper von f, d.h.
~ F =T (X =)
- L=K(a,...,04)
Wihle 0 : L — L mit

0= (6)" = (@ a”")

Da L endlich, ist ¢ Automorphismus.

Es ist

L ={z ¢ L|a:pnd =z}
={z e L|xpnd —z =0}

~ {w e Llf(z) = 0)
= {Oél,...,()éqd} CcL

LU:KU{OC17...,aqd}

denn Vk € K:
nd d
oky=k" =k =k
weil k79 =k
= K(ai,...,a4) = L ist der kleinste Kérper mit
KU{O{l,...,Oéqd}CL
= L=L%={oq,...,0pa}

Auflerdem sind die «; paarweise verschieden, denn

f/ _ quq”L1 1
:pn-qud -1

= g9T(f, f') =1

69



III.4 Endliche Kérper Skript Algebra 06.07.2017

Also #L = #{a1,...,qpa} = q¢
= [L:K]=d

I11.4.10 Korollar

Zu jeder Primpotenz ¢ = p™ gibt es bis auf Isomorphie genau einen Kérper mit ¢ Elementen.

Beweis. 111.4.9
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