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Teil 1

Analysis 1



Natiirliche Zahlen + Induktion

1.1 Peano-Axiome(1889)
Peano (1858-1932) /Dedekind (1831-1916)

Die natiirlichen Zahlen N bilden eine Menge mit folgenden Eigenschaften:
1. Jedem n € N ist genau ein n’ € N zugeordnet, genannt der Nachfolger von n.
2. Es gibt ein Element in N — von uns bezeichnet mit 1 —, das nicht Nachfolger ist.
3. Sind m,n € N, (m # n), dann gilt n’ # m’'.
4. Ist M C N, 1 € M und fir alle n € M gilt n’ € M, dann ist M = N. (Induktionsaxiom)

Es gilt: Zwei Mengen mit den Eigenschaften 1 bis 4 sind im wesentlichen gleich.
1.1.1 Addition

Definition: Sei k& € N. Wir definieren (fir n € N):

k+1 = kK
k+n = (k+n)

=k+2 = (k+1) =)
E+3 = (k+2)=(K))
k+4 = (k+3) = (&))"
k+5 = (k+4) = ((())))

(rekursive Definition)
1.1.2 Satz: Assoziativitdt der Addition
Fiir alle k&, m, n € N gilt: (k+m)+n=%k+ (m+n)

Beweis:

e Sei k, m € N. Sei
M={neN|(k+m)+n=k+ (m+n)}

Dann gilt 1 € M, da:
(k+m)+1 = (k+m)
= k+m
= k+(m+1)



o Ausn € M folgt n’ € M, da: laut Voraussetzung bedeutet n € M: (k+m)+n = k+(m+n).
Daher:

(k+m)+n" = ((k+m)+n)
= (k+(m+n)
= k+(m+n)
= k+(m+n)

Also n’ € M und damit nach Axiom 4: M = N.
1.1.3 Kommutativitit der Addition
dhnlich wie Addition zu beweisen (siehe Ubung 1)
Firallem,neN:m+n=n+m
1.1.4 Multiplikation

Definition: Fiir alle k,n € N gilt:

k-n' :; k-n+k
(rekursive Definition)
Daraus folgen die iiblichen Rechenregeln, z.B. Distributivgesetz:
k-(n+m)=k-n+m-k
1.1.5 Relation

Definition: Seien m, n € N. Wir definieren: m < n wenn m = n oder wenn ein k € N existiert mit
m+ k =n (auch n > m).

1.2 Prinzip der volistiandigen Induktion
auBer N: Ny :=0,1,2,...

Um eine Aussage A(n) (von n abhéngig) fir alle n > ng (ng € N) zu beweisen, geniigt es zu zeigen:
1. A(ng) ist richtig (Induktionsanfang)

2. Fiir beliebiges n > ng gilt: Ist A(n) richtig (Induktionsvoraussetzung), so ist auch A(n + 1)
richtig. (Induktionsschritt)

Beweis mit Hilfe des Induktionsaxioms: Setze M := {n € Ny | A(ng + n) richtig}
— Dann M = Ny nach Induktionsaxiom
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1.2.1 Satz: GauB’sche Summenformel

Fiir alle n € Ny gilt:

2
k=1
Zk = 14+2+4...4+n
k=1
=0 (n=0)

o=
Il

(]
o=
+
3\

(rekursive Definition)

Beweis: Induktion nach n
e Induktionsanfang: n=0 1S.=0 r.S.=0-1=0

e Induktionsschritt: n — n'(=n+1)

Induktionsvoraussetzung;:

2-3 k = n-(n+1)

n

=

dann:
ntl1 n
23 k = 2-) k+2-(n+1)
k=1 k=1
n-(n+1)+2-(n+1)
= (n+1)-(n+2)
1.3 Fakultat

Fiir n € N wird definiert (rekursive Definition):

1-2-3-...-n n>1
n! = k= -
]];[1 {1 n=>0
(n+1)! = nl-(n+1)
o =1

1.3.1 Satz: Permutationen

Die Anzahl der moglichen Anordnungen (Permutationen) einer n-elementigen Menge ist n! fiir alle
n € N.

Beweis: Induktion nach n
e Induktionsanfang: n = 1 — logischerweise 1 Anordnung
e Induktionsschritt: Induktionsvoraussetzung: n-elementige Mengen haben n! Anordnungen
Anordnungen einer (n + 1)-elementigen Menge 1,2,...,n + 1 zerfallen in (n + 1) disjunkte

Teilmengen Ki, Ko, ..., Kp41:
K}, := Menge der Permutationen mit dem Element k an 1. Stelle

11
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In K} liegen n! Elemente (nach Induktionsvoraussetzung)
Also Gesamtzahl: n!- (n+1) Def- (n+1)!

1.4 Binomialkoeffizient

Firn, ke Ny, 0 <k <n:

<n> ﬁn—j—kl nn—1)-(n—k+1)

k = 1-2-...-k
_ n(n—1)~-~(n—k:—|—1).(n—k;)(n—k;—l)---(l): n!
1-2-...-k n—k)n—k—-1)---(1) k' (n—k)!

Wir setzen dabei voraus, dass wir mit reellen Zahlen rechnen kénnen. Dass alle (2) € N sind, folgt
aus Hilfssatz 1.4.1.

1.4.1 Hilfssatz
n\ (n-—1 + n—1
k) \k-—1 k
Beweis siche Ubung 2

1.5 Satz: Binomischer Lehrsatz

Seien x, y reelle Zahlen und n € Ny. Dann gilt:

n n -
(z+y)" = <k>w" by
k=0
00:=1
fiir x reell: 2° :=1 fir n € N: "t =g . ¢

Beweis: Induktion nach n
e Induktionsanfang: n =0, (v +y)° = (J) -2* - y° =1
e Induktionsschritt:

— Induktionsvoraussetzung;:

12
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— Induktionsbeweis:

(z 4 y)" = (z+y)" (x+y)

k=0 ) k=0
. n n n+1 n
Indexshift _ _
ndexshi Z k) 2" kE+1 yk + Z (l 1) " I+1 yl
k=0 =1

ausklgnmern n+1 - n n Can—k+1  k n+1
e (1) () et

k=1
+1
_ nz: ntl\ ik JE
k
k=0
Bemerkung:
o (z+y)l=1

1 3 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1

— Folgerungen aus dem bin. Lehrsatz:
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Fiir alle n € N gilt:

1.6 Mengen

Seien A, B, C Mengen:
e ACB:& (xe€ A=z € B): A Teilmenge von B; auch B D A: B Obermenge von A
o AUB:={z |z € AVx € B}: Vereinigung

e ANB:={z |z € ANz € B}: Schnittmenge

A\B :={z € A | x ¢ B} Differenzmenge

e A5 .= B\ A Komplement

e Ay x...x A, :={(a1,...,ay) | a; € A;} kartesisches Produkt
Regeln:

1. An(BUC) =(ANB)U(ANC), Distributivgesetz I

2. AU(BNnC)=(AUB)n(AUC(C), Distributivgesetz II

Cs
3. (a%)" =4
4. A\ B=AnBbe
Nachweis von Distributivgesetz I:

e Zeige ,C“: Seiz e AN(BUC),dannist x € Aund z € BUC

—Falll:z € B:x €
—Fall2: z€C:z €

ANB)C(ANB)U(ANC)

(
(
(ANC) C (ANB)U(ANC)
)

o Zeige ,0“ AN(BUC) D ANBund AN(BUC) D ANC, daraus folgt: AN (BUC) 2
(ANB)U(ANC)

e Aus ,C“ und ,,D“ folgt ,,=*.

1.7 Abbildungen

e f: A — B bedeutet: Jedem Element a € A ist genau ein Element f(a) € B zugeordnet.
Elementweise: a — f(a). f heifit Abbildung (Funktion) von A nach B

e Bezeichnungen: A ... Definitionsmenge (Definitionsbereich), B ... Zielmenge (Wertevorrat),
f(A) ... Wertebereich

o fiir M C A: f(M):={f(a) | a € M} ... Bild von M

o fiir NC B: f~Y(N):={a€ A| f(a) € N}... Urbild von N
o f injektiv: Aus a1, az € A, (a1 # az) folgt f(a1) # f(az)

o f surjektiv: f(A) = B
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e f bijektiv: f injektiv und surjektiv
— Umkehrabbildung: f~1: B— A f71(b) :=a, falls b = f(a)

e Fiir f: Ay x...x A, — B ist

flay,... xn) = f(x1,...,20))

flry, o my Tigay oy xn) = (= [, T T, Tiaay o, Tp))

Beispiele:

1. e Sei p: N— N also n — n’ (Nachfolgerabbildung, Peano-Axiom 1)
1 ¢ ¢(N) (Peano-Axiom 2)

 ist injektiv (Peano-Axiom 3)

Ist M CN, 1€ M, p(M) C M, dann M = N. (Peano-Axiom 4)

Damit genauer: Natiirliche Zahlen sind (N, 1, ¢) [Eigenbemerkung (Grundbereich M,
Konstante, Abbildung) = Peano-Struktur)]

2. Permutationen von {1,...,n}:
m:{l,...,n} —{1,...,n}
sind bijektiv.
3. Eine Menge M hat n Elemente: Es gibt ¢: {1,...,n} — M ist bijektiv
4. Sei A, B Mengen und b € B. Dann ist die konstante Funktion
constb: A — B
definiert durch

(constb)(z) :==b

1.8 Satz: Wohlordnungssatz
Jede nichtleere Teilmenge M von N besitzt ein Minimum (d.h. m € M mit: m < n fiir alle n € M).

Beweis durch Widerspruch:

e Vorbemerkung;:
Sind k&, m € N, k <m, k # m, dann gilt £+ 1 < m.

Beweis dazu:

— Es gibt n € N, sodass k + n = m (laut Definition). Ist n = 1, so folgt k +1 = m ¢f
E+1<m.
Ist n # 1, s0 gibt es | € Nmit n =1+ 1, daher k+1+1=m, also (k+1)+1 =m, also
kE+1<m.
e Beweis:

Sei M C N, M # (). Annahme: M hat kein Minimum. Definiere

L:={k e N| fir alle m € M gilt k < m}

Dann LN M = (), denn m € L N M wire ein Minimum von M. Wir zeigen nun, dass L = N
(Axiom 4):
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— 1 € L (siehe Aufgabe 4 Ubung 1): 1 < m fiir alle m € N

— Sei k € L, seim € M. Dann k # m und k < m, damit £+ 1 < m (s. Vorbemerkung).
Somit k+1 € L.

Aus L =Nund LN M = { folgt, dass M = () im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist
obige Annahme nicht zutreffend.

Bemerkung zur Logik des Widerspruchbeweises:
e Seien A, B Aussagen. Man will zeigen: Aus A folgt B.

e Dazu dquivalent: Aus non B folgt non A. Oder gleichzeitiges Gelten von A und non B nicht
moglich. (,,tertium non datur®)

Bemerkung: Aus N kann man durch mehrmalige Erweiterungen die reellen Zahlen konstruieren:

N—Z—Q—R
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Korperaxiome der reellen Zahlen

R bezeichne die Menge der reellen Zahlen. (Genauer: Sei R eine Menge, die den Axiomen §2-4
geniigt- Dann ist R die Menge der reellen Zahlen.)

2.1 Axiome der Addition
Fiir alle z, y € R ist die Summe x + y € R erklért mit:
e Korperaxiom (Addition) 1: Assoziativgesetz (fiir alle z,y, z € R)
v+ Ytz =@ty +2
e Korperaxiom (Addition) 2: Kommutativgesetz (fiir alle 2,y € R)
rt+y=y+x

o Korperaxiom (Addition) 3: Existenz der Null — Es gibt eine Zahl 0 € R mit = + 0 = « fir
alle z € R.

e Korperaxiom (Addition) 4: Existenz des Negativen — Zu jedem z € R gibt es ein (—z) € R
mit z + (—x) =0

Bezeichnung: Fiir z,y € R schreibt man
z—y:=z+(-y)
2.1.1 Folgerungen

1. 0 ist eindeutig

Beweis: Aus 0/ € R und 0+ 0’ = 0 folgt:

00 = 00+0=0+0
0\
2. Negatives ist eindeutig.
Beweis: Aus z + y = 0 folgt:
y = y+0=y+(z+(-2)
= W+ao)+(-2)=(+y) + (-2
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3. Fiir alle a,b € R gibt es € R (eindeutig) mit a + x = b und zwar x = b+ (—a) =: b — a.

Beweis: x = b — a erfiillt Behauptung:

at(b—a) = a+((+(-a)=(a+tb)+(-a)
= (bt+a)+(—a)=b+0=0b \\

Eindeutigkeit: Aus a + y = b folgt:

y = y+(a+(-a))=(y+a)+(-a)
= (a+y)+(-a)=b+(-a)=b—a \\

4. -0=0

Beweis:

5. Firallex e R: —(—z) =z

Beweis:

Damit ist x das Negative zu —zx.

6. Firallez, ye Rgilt: —(z+y)=—-z—y

Beweis:
(+y)+(-r—y) = (@+y) +((-2)+(-y))
= (z+(-2))+ Y+ (-y))
= 0+0=0 \\

2.2 Axiome der Multiplikation
Fiir alle x, y € R ist das Produkt « - y := 2y € R erklart mit:
e Korperaxiom (Multiplikation) 1: Assoziativgesetz (fiir alle z, y, z € R):
(-y)-z=2-(y-2)
e Korperaxiom (Multiplikation) 2: Kommutativgesetz (fiir alle x,y € R):
Ty=y-x

e Korperaxiom (Multiplikation) 3: Existenz der Eins: Es gibt ein Element 1 € R mit 1 # 0,
sodass x - 1 = zx fiir alle x € R.

e Korperaxiom (Multiplikation) 4: Existenz des Inversen: Zu jedem z € R mit = # 0 gibt es
' eRmit: -2~ =1.

Bezeichnung: Fiir z, y € R, y # 0, setzt man
-1

gzz(miy):z/yi:gf'y
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2.2.1 Folgerungen

Beweise entsprechend Folgerungen 2.1

1

2.3

A T

1 ist eindeutig.
Inverses ist eindeutig.
Fiir alle a,b € R (a # 0) gibt es ein « € R, eindeutig bestimmt, mit a-x = b und zwar © =
17t=1
1

Fiir jedes x € R (x # 0) ist = Inverses zu z~'.

Fiir alle z,y € R (x # 0, y # 0) ist das Produkt 2~! - y~! Inverses zu x - y.

Axiom der Distributivitat

Korperaxiom (Distributivitéit): Fiir alle z, y, z € R gilt:

- (y+2z)=(x y)+(z2)

2.3.1 Folgerungen

1.

Fiir alle z, y, z € R gilt:
(t4+y) z=xz-2+y-z

Klar durch Kommutativitat der Multiplikation ...

Fiir alle z € R: -0 = 0 (Insbesondere: 0 besitzt kein Inverses.)

Beweis: mit Folgerung 2.1.1.3 (Schritt 3-4)

z-0+2-0 = z-(04+0)

Sind z,y € R, so gilt:
r-y=02z=0vy=0

Beweis: Sei y = 0. Ist  # 0, dann

y = (@'-a)-y
= 2 (z-y)
= z71.0=0

Entsprechend: y # 0 impliziert z =0

— Ist £ =0 oder y =0, dann x - y = 0 nach 2.3.1.2

Fiir alle z,y € R:
(—z)-y=—z-y:=—(z-y)
Insbesondere gilt: (—1) -z = —x
Beweis:
zoy+(-z)-y = (z+(-2) -y
= Y

Aus Folgerung 2.3.1.2: (—z) -y = —z -y
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5. Fiir alle x, y € R:

Bemerkungen:
1. Allgemeines Assoziativgesetz:
Sind z1,...,2, € R (n € N) so definiert man:
Zxk =x1+axe+ ...z, =(C..(x14+x2)+a3)+...+2,)
k=1
rekursive Definition:

n n—1
E T = E Tr + T,
k=1 k=1

Aus Assoziativgesetz folgt: Jede andere Klammerung fithrt zum gleichen Ergebnis.

Entsprechend:
n
L1 ... Ty = ka
k=1

2. Allgemeines Kommutativgesetz:
In Summen kann man Summanden umordnen ohne das Ergebnis zu #ndern.

Beispiel:

n

n m m
SIS ) o1
i=1 j=1 j=11i=1
Entsprechend fiir Produkte
3. Allgemeines Distributititsgesetz:
n m n m
() () -3

i=1

4. Umordnung

Induktionsanfang:
0 i
E E Q5 = § Gap; = Qoo = E a0 = § § Qi
i=0 j=0 =0 i=0
Induktionsschritt:
n+l 1 n+1 n 7 n+1 n+l 7
v
E § Q5 = § § (%] + § Q5 = E Qg + § Qij = § § (7]
=0 j7=0 1=0 j=0 7=0 =0 7=0 7=0 i=0

Eine Menge mit zwei Verkniipfungen +, -, die den Axiomen (KA 1-4), (KM 1-4) sowie (KD)
geniigt, nennt man einen Korper. Genauer: (K,+,-). Bisher bewiesene Eigenschaften gelten in
jedem Korper.
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Ordnungsaxiome

3.1 Ordnungsaxiome

In R sind gewisse Elemente als positiv — geschrieben als z > 0 — ausgezeichnet, sodass gilt:
e (0.1): Fiir jedes x € R gilt genau eine der Beziehungen: > 0, x = 0 oder —z > 0.
e (0.2): Fiir alle z, y € R mit > 0, y > 0 gilt, dass  +y > 0.

e (0.3): Fiir alle z, y € R mit > 0, y > 0 gilt, dass z -y > 0.

Bezeichnungen:
e r>y:=rx—y>0
serx>ysr>yVe=y
o r {Y:=>yY>x

e <y sy>T

Bezeichnungen: Fiir a,b € R, (a < b):

e abgeschlossenes Intervall:
[a,b] :={z € R;a < x < b}

e offenes Intervall:
(a,b) :={z e Rya <z < b}

e halboffenes Intervall:
[a,0) :={x e Rja <z < b}

(a,b] :=={x € Rya <x <b}

e uneigentliche Intervalle:

[a,00) = {zeRja<z}
(a,00) = {zeRa<uz}
(—o0,a] = {zeR;a>uzx}
(—00,a) = {zeR;a>uzx}
(—00,00) R
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3.1.1 Folgerungen

1.

10.

r<0&s —x>0

Beweis:

r<0 & 0>z 0—2>0
& —x>0 \\

<y, y<z=ax<z (Transitivitit)

Beweis:
r<y & y—z>0 y<zez—y>0

=Wy—-z)+(z—vy) 052 0

Sz—xz > 0

x < oz A\

z,y,a€R zs<y=zx+a<y+ta

Beweis:
r<y=y—zx>0=(y+a)—(x+a)>0 \\

r<yr1<y1=>r+x1<y+uy

Beweis: mit 2) und 3)
r<ysrt+r<yta <y+uy \\
r<y,a>0=>a-z<a-y
Beweis: o
r<yey—zrz>0=a (y—2)>0a-z<a-y \\

r<y,a<0=a-z>a-y

Beweis: o
y—x>0,—a>0:'>3(—a)-(y—x)>0<:>a-x>a-y \\

z#0=22>0 Insbesondere: 1 =12>0

z>0=z1'>0 z<0=z"1<0

Beweis: 7! =z - (z71)2. Dann (0.3) bzw. 3.1.1.6

O<z<y=0<yl<a!

Beweis: -y > 0= 2"y~ ! = (z-y)"! > 0. Dann 0 < # < y mit 2=y~ ! durchmultiplizieren
und 3.1.1.5 benutzen. \\

Gelten > 0 und = < 0, dann x = 0.

Beweis: Nach (0O.1) gilt genau eine der Beziehungen > 0, z = 0, x < 0. Wegen x > 0 ist
x < 0 ausgeschlossen und wegen = < 0 ist > 0 ausgeschlossen. Also = = 0. \\
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1. z,yeR z<y,y<zr=zx=y

Beweis:
r<y&sy—x2>0 y<zrxesrz—y>0
3.1.:1>.10y_x:O \\

12. Ist x € R so, dass = < y fiir alle y > 0, so gilt = < 0.

Beweis durch Kontraposition (A = B beweist man durch ,non B = non A):

Angenommen z > 0. Dann {75 > 0 nach 3.1.1.8 bzw (0.3), daher z < {77 (Voraussetzung).

Also (1+1)-z <z (5), z <0 (3) — im Widerspruch zu z > 0. \\

3.2 Satz: N als Teilmenge von R

e Nachfolgerabbildung ist Addition von 1, also n+—n' =n+—n+1
e Fine Menge M C R heifit induktiv, wenn gilt: Ve € M : z +1 € M.
e Sei M:={M CR|1e M, M induktiv}. Dann erfiillt

N = ﬂ M={meR|VYMecM:mec M}
MeM

die Peano-Axiome mit Nachfolgerabbildung ¢(n) = n + 1.
e Beweis:

— M #0D, denn R € M. Sein € N. Fiir M € M ist dann n € M, daher auchn+1€ M
(M induktiv). Damit n4+1 € N.
Wegen 1 € M fiir alle M € M gilt 1 € N. Da die Menge {z € R;x > 1} € M ist, folgt
0 ¢ N. Also ist 1 nicht Nachfolger. Sind m,n € N(m # n), so folgt m + 1 # n + 1.

— Sei M CN,1e M, firallen € M sein+1 € M (also M induktiv). Aus der Definition
von N folgt N C M. Also M = N.

e Bemerkungen:
— Im Folgenden: N C R im Sinne von Satz 3.2. Dazu:
No:=NU{0} Z:=NoU{-n|neN} qy:{%‘mezmeN}
— Ein Korper mit Teilmenge positiver Elemente mit (O1-3) heifit ein geordneter Korper.
Bsp.: R,Q

ohne Ordnung: Fy, C (denn i? = —1)

3.3 Absolutbetrag und Vorzeichenfunktion/Signumfunktion

Fiir x € R heifit
2] = T fallsz > 0
Tl -2 fallse <0
der Betrag (Absolutbetrag) von z und

+1 falls >0
sgn(z) = 0 falls =0
—1 falls <0

das Vorzeichen von z. Es gilt:
z = sgn(z) - |z|
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3.3.1 Folgerungen

1. |z[ >0

2. lz|=0<2=0

3. | x| = ||

4 -yl = |z| - [yl

5. |2 = (falls y #0)

z

Beweis: Aus z = ik ly|.

-y folgt mit 3): |z| =

z
3.4 Satz: Dreiecksungleichung

Yo,y €R: o +y| <[]+ Jyl
Beweis: Aus = < |z] und y < |y| folgt © + y < |z| + |y|. Damit auch —(z + y) = (—z) + (—y) <
| =zl + =yl =lz[+ ]y \\

Folgerung:
Vo,y € R: ] — |yl < lo -yl

Beweis:

lz =yl + 1yl = 2| = ly| < |z —y|
ly — z|(= |z —yl)
|z —yl

x| = |(z +y) -yl
Ebenso: |y| — |z|
= [Jz] = |yl

VANVANNVAN

3.5 Archimedisches Axiom

e (O4)Ve,ye Rmitx >0und y >0 3In € N: n-x > y. (Archimedisches Axiom)
e Bemerkung: Archimedisch geordneter Korper: geordneter Korper mit (O.4)
e Folgerungen:

1. Ve Rdne N:n

>
2. V5>03n€N:%§5

o =
3=

Beweis: Nach 1. existiert n € N mit n >
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Folgen und Vollstandigkeitsaxiom

Q erfiillt bisherige Axiome. Daher ist die Existenz von a > 0 mit a? = 2 nicht beweisbar mit
bisherigen Axiomen.

2
— Es gibt nicht p, ¢ € N, sodass (%) = 2.

Beweis durch Widerspruch:

2
e Annahme: (%) = 2. Dabei kann man annehmen, dass eine der beiden Zahlen p oder g

ungerade ist. Dann ist p?> = 2 - ¢%, also p gerade. p lisst sich als p = 2 - p’ darstellen. Also
4p'? = 2. ¢%> = 292 = ¢°. Damit ist auch ¢ gerade.

4.1 Folgen und Konvergenz
4.1.1 Folge

Sei R eine Menge. Eine Folge in R ist eine Abbildung a: N — R mit N C Z.
e Jedem n € N ist a(n) € R zugeordnet.

e Statt a(n) schreibt man a,,.

Schreibweisen: (an)nen C R oder (an;n € N) C R

Zahlreiche Verkiirzungen, wenn aus dem Kontext klar ist was gemeint ist: (an)nen, (an)n,

(an)
e Wenn N endlich ist schreibe auch: (aq,...,a,)
e Wenn N ={n €Z | n > ng} fir ng € Z, dann schreibe: (an)n>n, C R
Folge reeller Zahlen
e R=R,N=N
e Beispiele:

1. a € R, a, := a fir alle n € N, die konstante Folge
2. ay = (—1)", eine alternierende Folge
3. ap0:=1,a1:=1, ap, = an_1 + an—s fiir n > 2 (rekursiv), (1,1,2,3,5,8,13,...)

Folge der Fibonacci-Zahlen (Fibonacci = Leonardo de Pisa (1170-1250))
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4.1.2 Konvergenz

Sei a,, eine Folge in R. Sie heifit konvergent gegen a € R, falls gilt: Fiir alle ¢ > 0 existiert
N € N, sodass |a, — a| < ¢ fur alle n € N mit n > N:

Ve>0IN eNVneNn>N:la, —al<e

Bezeichnungen:

- &ia, — a (n— o0)
n—oo
- &ta, — a
— & a ist Grenzwert der Folge

— &1 a ist Limes der Folge

Schreibweise: Fiir eine Folge in R bedeutet der Ausdruck:

lim a,
n—oo
dass
an — a (n — o)
gilt und

lim a, :=a
n—oo

definiert wird

Andere Formulierung: In jeder e-Umgebung von a liegen fast alle Terme der Folge. (e-
Umgebung: {z € R | |z — a| < ¢}; fast alle: alle aufler endlich vielen)

(an) heifit Nullfolge, wenn lim,, o a, =0
(an) heifit konvergent, wenn es a € R gibt mit a,, — a (n — o0)

(an) heifit divergent, wenn sie nicht konvergent ist. Sie heifit divergent (oder uneigentlich
konvergent) gegen oo (bzw. —o0), wenn:

VK ¢ RIN €N:a, > K (bzw. a, < K)

fir alle n > N.
le an = oo (bzw. — o0) (oo ¢ R)

Beispiele:
1. a, = a fiir alle n € N. Dann lim,,_,,, a,, = a.
Beweis: Fiir alle € > 0: |a,, — a] = |0] < ¢ fiir alle n > 1.
2. limy oo 2 =0
Beweis: Sei € > 0. Nach Folgerung 3.6.1.2 gibt es N € N mit % < e. Fiir n > N folgt:

LI R R
n " n— N

3. ((=1)"),,ey ist divergent.
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Beweis: Annahme: konvergent. Sei a Grenzwert.
Fiir alle n € N gilt:

a1 —an| = [=(=1)"=(=1)"]
= ==+ =D
G
Indlitlon |2| . |(_1)|n
= 21" =2

Sei € = 1. Dann gibt es N € NVn > N : |a,, — a| < €. Damit fiir n > N:
lan — ant1] = lan —a+a—apt1| <lap —al +]a —aps1| <2
4. Fibonacci-Zahl a,,. Mit Induktion: a,, > n. Damit (a,) bestimmt divergent gegen co.
4.1.3 Satz: Eindeutigkeit des Grenzwertes
Sei (ay) konvergent: lima,, = a und lima,, = ¢’. Dann a = a'.
Beweis:

e Sei ¢ > 0. Dann gibt es N € N, sodass |a, —a| < § fiir alle n > N.

Es gibt N' € N, sodass |a, —a'| < § fiir alle n > N’. Fiir n > max{N, N'} folgt:
! I / € €
|a—a|:|a—an+an—a|§|a—an|+|an—a|<§+§=€
Also |a — d/| < e. Aus Folgerung 3.1.1.10 folgt: |a —a'| =0, a =a’.

Sei (ay) konvergent mit eindeutigem Grenzwert a. Dann definiere:

lim a, :=a
n—oo

4.2 Folgerungen
Seien (an), (by) konvergente Folgen in R: a,, — a b, — b.

Dann:

1. ap+b, — a+b(n— o0)

Beweis:

e Seie >0.Esgibt N e N:Vn > N:la,—a| < 5.Esgibt N € N:Vn > N':|b,—b| < 5.

e Fiir n > max{N,N'}:
[(@+) = (an +b)| = [(a@—=an)+(b=bn)| <[(a—an)|+|(b—0bn)
+o=c \\

2. ap by, —a-b(n— o)

Beweis:

|ap, by —a-b = lap-(bn—b)+b- (an —a)]
|an| - [bn — b + [b] - lan — a]

IN
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e Seie > 0.

1
dN; eNVn >Ny i |by, — b < ————— -
PR N = < g oy
1
Ny € NVn > Ny : — —_—
2 € NVn > Ny : |ay, a|<2~(\b|—|—1)
—_————
<1
Fiir n > N := max{Ny, Na }:
an b=t < an] Bl
Ay by —a- an| - €
2 (la] +¢) 2- (o] +1
< (la| + lan, — al) - e+ 1b
(ol +Jon =) gy <+ 1o
<e
laf + | | 0]
e la|l+lan, —a
< = +
2( la| +¢ (|b+1)>
——
<1 <1
< g.(1+1):a \\
3. ap—b, —a—b(n— )
Beweis: a,, + (=1) - b, — a+ (=1)-bnach 1. und 2. \\

4. Ist b #£ 0, so gibt es ng € N mit b,, # 0 fiir n > ng. Es gilt:
a an
by, b bn,

HnoeNVn2n0:|bn—b|<§~|b|

Beweis:

Fiir n > ng folgt:

1
[bal = 16— (b= bn)l 2 [b] = [b—bu| = 5 - 6] > 0

1 1

Geniigt zu zeigen: ;- — 3 (wegen 2.) Fiir n > ng:

L
b by

bu—b _ 2
b5l = o

bl

2

)...

Daraus folgt: = — § — 0. (Vgl. Folgerung 4.2.8) \\

5. Aus a, <0 fiir alle n € N folgt: a < 0.

1

|bn_

e <e¢

Beweis: Sei e > 0. Es gibt N € N: |a,, — a|] < ¢ fiir alle n > N. Fiir n > N folgt:

a=(a—ap)+an<la—ay|+a, <e+0=0

d.h. a < e. Daher a < 0 (Folg. 3.1.1.11)

6. Aus a, <b, fiir alle n € N folgt a < b.

Beweis: a,, — b, < 0. Dann 5. \\

7. Sind A, BeR, A<a, <Bfirallen € N, dann A <a < B.

Beweis: mit 6. mit konst. Folgen (A)nen und (B)pen \\
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8. Sei (a,) Nullfolge, (¢,) in R mit |¢,| < a, fiir alle n € N. Dann (¢, ) Nullfolge.

Beweis: Sei ¢ > 0. Dann gibt es N € N : a,, = |a,, — 0] < e. Fiir n > N folgt: |¢, — 0] =
len] < an <€

e Beispiel:
n? —13 . 1
ap = ———— -
5-n24+n 5
Namlich:
_ 13
_ n?
S
13
b, = 1-— — —1 4.2.1,4.2.2.
n
1
Cp, = H+——5H 4.2.1
n
Dann 4.2.4:
by, 1
p = — = —
Cn 5

4.3 Cauchy-Folge
Eine Folge (a,) in R heifit Cauchy-Folge
& Ve>03INeN:Vm,n>N:la, —an| <e
(A.L. Cauchy (1789-1837))
4.3.1 Satz: Konvergenz = Cauchy-Folge
Sei (ay) eine konvergente Folge in R. Dann ist (a,) eine Cauchy-Folge.

Bewelis:

e Sei a := lim, o0 ay. Sei € > 0. Dann gibt es N e N:Vn > N : |a, —a| < % -e. Fiir alle
m,n > N folgt:

|an — am| =lan —a+a—an| <|a, —a| +|a—an| <

N ™
DN ™

4.3.2 Volistindigkeitsaxiom
Vollstindigkeitsaxiom: (V) Jede Cauchy-Folge in R ist konvergent.

Bemerkungen:
e Damit alle Axiome fiir R formuliert. In Q ist nicht jede Cauchy-Folge konvergent.

e Axiome fiir R (Zusammenfassung): Kérperaxiome, Ordnungsaxiome, Vollstindigkeitsaxiom.
Ein Ko6rper mit diesen Axiomen heifit vollsténdiger archimedisch geordneter Korper. Je zwei
solche Strukturen sind isomorph (ohne Beweis). Also R eindeutig bestimmt.
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4.4 Beschranktheit

Sei M C R. Dann:

e M nach oben beschrankt:
S dKeRVee M2 < K

K heif3t obere Schranke von M.

e M nach unten beschriankt:
S IdKeRVzeM x> K

K heif3t untere Schranke von M.

e M beschrinkt:
S IKeRVze M : |z| <K

(M nach oben und nach unten beschrinkt)

e Eine Folge (a,) heiit beschrinkt (nach oben/unten), wenn dies fiir die Menge {a,;n € N}
gilt.

Bemerkungen:
1. Jede endliche Menge ist beschrankt.
2. Sind M7, M5 beschrinkt, dann auch M7 U M.

4.4.1 Satz: Konvergenz = Beschrinktheit

Jede konvergente Folge ist beschréankt.

Beweis:

e Die Folge (ay) sei konvergent: a,, = a (n — 00). Dann gibt es N € N¥n > N : |a,, —a| < 1.
Firn > N:
Jaul < lan — al +al < 1+ al

(Also beschrinkt)
o {an;n < N} endlich, also beschrénkt.
e Damit {a,;n € N} = {a, | n < N} U {an;n > N} beschrinkt nach Bemerkung 2.
Bemerkung: Umkehrung ist falsch! (z.B. ((—1)")nen)
Beispiel: (b™),en fiir b € R.

1. b > 1: Dann lim,,_,,, b"™ = oo.

Beweis: Sei K > 0. Nach bin. Lehrsatz:
V' =1+ (b-1)">1+n-(b—1)

Nach (0.4) gibt es ng € N, sodass ng - (b — 1) > K. Damit fiir n > ng:
" >14+n-(b—1)>ng-(b—1)> K

2. 0 <b< 1: Dann limb™ = 0.

Beweis: Sei € > 0. Nach 1. gibt es ng € N, sodass

1 1

— > > Pt = |pn —
(b) > - (e>d"=0"-0])

fir alle n > ny.
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. Sei |b] < 1. Dann lim ™ = 0.

Beweis: Klar fiir b = 0. Sonst |b"] = |b|™ — 0, (n — 00). Daraus ™ — 0. (Folg. 4.2.8)
.b=1:1limb, =1
. b= —1: (b,) divergent.

. b < —1: (by) divergent, da unbeschrinkt (nicht bestimmt divergent).

31

Vorlesung: “Analysis I/II" von Jiirgen Voigt, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2008, Sommersemester 2009; Version: 2022-12-01



Supremum von Mengen, Satz von
Bolzano-Weierstrafl

5.1 Supremum & Infimum

e Sei M C R, nach oben beschrankt.

o s € R heift Supremum von M :& s ist die kleinste obere Schranke (< s obere Schranke und
fiir jede obere Schranke K gilt: s < K.)

e Bezeichnung: s = sup M
e Falls M nicht nach oben beschrénkt ist: sup M := oo
e Ist s =sup M € M so heiit s auch Maximum: s = max M
e Entsprechend: Infimum (inf M), inf M = —oo, min M (Minimum)
e Beispiel: sup{z € R | 0 <z < 1} =1 (nicht Maximum!)
5.1.1 Satz: Existenz des Supremums

Sei ) # M C R, M nach oben beschriinkt. Dann existiert sup M.

Beweis:

1. rekursive Definition von Folgen (u,) und (K, ), wobei u,, keine oberen Schranken und K,
obere Schranken sind und ug < u; < ... < K; < K. Es soll gelten:

Kn — Up = 27", (KO — UQ)

fir n € N.
Anfang: ug nicht obere Schranke, K, obere Schranke.
Rekurssionschritt: Seien ug, . .., u, und Ky, ..., K, gewahlt.

Ist = - (K, + u,) obere Schranke, dann K, ; = % - (Kp + up) und upt1 = up. Sonst:
Upy1 = % (Kp + up) und K11 = K,.
Damit u, < upt1 < K+ < K,,. Es gilt:

1
Kn+1 — Up41 = 5 : (Kn - un) = 27(n+1) : (KO - UO)

2. (uyp) ist Cauchyfolge:

e Sei € > 0. Dann gibt es N € N mit 27V - (K — ug) < e.
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e Fiir m >n > N folgt:
[ty — U | = U — U < Ky —uny =27V - (Ko —up) < €
e Daraus folgt:

ds:= lim u, = lim u, + lim (K, —u,) = lim K,
n—o0 n—00 n—o00 n—00

3. s ist Supremum von M:

(a) s ist obere Schranke: Sei x € M. Dann z < K, fiir alle n € N. Fiir n = oo: & < s.

(b) s kleinste obere Schranke: Sei K obere Schranke. Dann u,, < K fiir alle n € N (sonst
u,, obere Schranke). Fiir n — oo: s < K.

Bemerkung: Archimedisches Axiom + Vollstdndigkeitsaxiom < Existenz von sup M fiir alle nach
oben beschrinkten Mengen

5.2 Folgerung: Eindeutigkeit der Wurzel

Seien a > 0, n € N. Dann existiert eindeutig bestimmbares b mit b > 0 mit b" = a.
Bezeichnung: b =: {/a =: a=

Beweis: Klar fiir a =0

1. Seien z, y > 0. Dann
r<ye " <y"

(Beweis siehe Ubung 4). Daraus folgt Eindeutigkeit.

2. Existenz: b:=sup{x > 0| 2™ < a} (existiert, denn max{a, 1} obere Schranke).
Fiir k € Nist b+ ¢ ¢ {x > 0| 2" < a} (da b obere Schranke ist). Daher
1 n
a< <b+k) — 0" (k — o0)
Also a < b™. Insbesondere b > 0.
Ist 0 <x<bysogibtesy e {x>0]z" <a} mit x <y, also gilt 2" < y"™ < a. Damit:
1 n
a> (b~ <1kz>> = b" (k — 00)
Also a > b™. \\

5.3 Monotonie

(an) in R heift...
e monoton wachsend: < Vn € N:a,, < an41
e streng monoton wachsend: < Vn € N: a,, < an41

e (streng) monoton fallend: (—a,) (streng) monoton wachsend
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5.3.1 Satz: Konvergenz von monotonen beschrankten Folgen
Sei (a,,) in R monoton wachsend (oder fallend) und beschrinkt, dann ist (a,) konvergent.

Beweis:
e Nach Satz 5.1 besitzt {a,, | n € N} ein Supremum a.
e Seie > 0. Dann gibt es N € N, sodass a —e < ay (sonst a —e obere Schranke). = a—ay < ¢

e Fiir n > N folgt:
la —ap|=a—a, <a—any<e

Also gilt: @ = limy, 00 @ \\

5.4 Hilfssatz: Monotone Teilfolge
Ist (a,) in R und 1 <ny <np <nz <..., so heifit die Folge (a,, ) en Teilfolge von (an)nen-
Hilfssatz 5.4: Jede Folge (a,) in R besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis:
e Ein Index n heifle ,,Gipfelstelle”, wenn a,, > a,, fiir alle m mit n < m.

e Gibt es unendlich viele Gipfelstellen, so gibt es Gipfelstellen ny < ny < ng < ... Damit ist
(an,) monoton fallend ((an,,,) < (an,))-

e Gibt es endlich viele Gipfelstellen, so gibt es n; grofer als alle Gipfelstellen. Dann gibt es
ng > ni mit a,, > a,, (da n; nicht Gipfelstelle), ng > ny mit a,, > an,,... . Damit (an,)
(streng) monoton wachsend.

5.5 Satz von Bolzano-WeierstraB3
Jede beschrinkte Folge (a,) in R besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Nach HS 5.4: Es gibt eine monotone Teilfolge. Diese ist beschréinkt, nach Satz 5.3 folgt
konvergent.

5.6 Haufungswert

Ist (a,,) in R so heifit a € R Hiufungswert (auch Haufungspunkt), wenn:
Ve >O0VYN >N3n>N:la, —a| <e€

In jeder e-Umgebung von a liegen Folgeterme mit beliebig groflem Index, also unendlich viele.

Beispiele:

1.(1121231 )

7293939474475
Menge der Hiufungswerte = [0, 1]

2. (ay) konvergent, dann lim,,_,, a, einziger Hiufungswert

3. (0,1,0,2,0,3,0,4,...)
0 als einziger Hiaufungswert (aber nicht konvergent!)
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5.6.1 Satz: Haufungswert & konvergente Teilfolge

Sei (a,) in R. Dann a Héufungswert von (ay,) < 3 Teilfolge (an,) mit a = limy o an, . (Beweis
siche Ubung 7 Aufgabe 7.4)

5.7 Limes superior/inferior
Fiir (a,) in R:

1. limes superior (auch lim,_,ccay,)

lim (sup{ax | k£ > n}) falls (ay,) nach oben beschrinkt
lim supa, :=<¢ "7
oo 00 sonst
2. limes inferior (auch lim, , _ay)
lim (inf{ay | & > n}) falls (a,,) nach unten beschrankt
lim infa, :=¢ "7
oo — 00 sonst
Bemerkungen:

Sind § # M’ C M C R, dann inf M < inf M’ < sup M’ < sup M

sup{ag | k > n} > sup{ax | £k > n+ 1}, also (sup{ax | k > n}),, monoton fallend

inf{a,;n € N} <lim,_, inf a,, <lim, . supa, < sup{a, | n > 1}

e fiir nach oben beschrinkte Teilmengen A von R gibt es eine Folge a,, — sup A in A, (Beweis
mithilfe Ubung 8.2)

(zn) C A, (yn) € AA mit z,, — sup(A) und y,, — sup(A4), A >0

sup(A4) = lim y,
n—oo
= lim X y,
n—oo N~~~

I
>
8
S
3

N
>
%
=

e}
S

Il
=)
>
K
S

7
w0
o

=X
>

=

Also sup(AA) = Asup A

Beispiele:
1. limsup(—-1)" =1 liminf(—-1)" = -1

2. (%,1,%,2,%,3,...) limsup = oo liminf =0
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Reihen

n
Sei (ap) in R, s, := > ag fiir n > ng.
k=n0

heiBit (unendliche) Reihe, s, Partialsummen.

Reihe ist also die Folge, z.B. fiir ng = 1: a1,a1 + as,a1 + as +as, ...

Ist > a, konvergent, d.h. (s,) konvergent, dann auch Summe der Reihe:

n=no
o0 n
E ap := lim s, = lim E ak
n—oo n—oo
n=no k=ng
o0
>~ ay, hat also zwei Bedeutungen.
n=no
Beispiel:

o0
. . 1
— Reihe: kE_ W

— Umformung durch Partialbruchzerlegung:

1 1 A B
PR —1  (@k+l)-@k—1) 241 2k—1

=1 = A-(2k—-1)+B-(2k+1)=(A+B)-2k+(B—-A)
=A+B = 0 B-A=1

A = —05 B=05

— Umformung der Reihe:
- 1 - 1 1
;4.1@_1 - 0’5'Z<2k—1_2k+1>
Loy,
3 3 5 2n—1 2n+1

1
. (1 T 1) Teleskopsumme

N = N~ N

- 1
= = — =
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6.1 Geometrische Reihe

1. Fiir alle z € R\{1},n € Ny:

En:xk _Ll-amt
P 1—z
2. Fir |z| < 1:
= 1
k_
Z = 1—zr
k=0
Fir |z] > 1:
Z 2" nicht konvergent
k=0
", 1—a™t 1z x4ant!
St Lt Loe
1—=x 1—=z 1—=z
k=1
= 1
> o)t = —
k=0
Beweis:
n n n+1
L (1—z)- Y aF=> aF - S 2F=1—gt!
k=0 k=0 k=1
2. Klar mit 1).
6.2 Satz: Linearkombination
Seien > ak, Y. by konvergente Reihen, A € R. Dann:
k=0 k=0
Z ar + Z by, = Z(ak + by) konvergent
k=0 k=0 k=0
Z Aap = \- Z a konvergent
k=0 k=0
Beweis:
D (b)) = D ak+) by
k=0 k=0 k=0
— Dat Y b
k=0 k=0

Entsprechend 2. Behauptung.

118

Beispiel: % = 0o (harmonische Reihe):

k

1

1. Variante 1: 1 + 2+ (3 +3)+ (+ + § + 3 + 3) + ... Geklammerte Ausdriicke sind alle jeweils
> 0,5.
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2. Variante 2: Annahme, dass harmonische Reihe konvergent. Dann:

1 1 1
s .= - = -+ -
; k k ulge:rade k k gerade k
1 1
k gerade k gerade
= 2. Z % =3
k gerade
= s>s

Bemerkungen:

e Sei > a, konvergent. Dann:
=1
" Ay = Sp — Sp—1 — 0
(Umkehrung falsch!)

oo
e Sei Y. a, Reihe, ny > ng. Dann:

n=ngo

o0 o0
Z an konvergent < Z a,, konvergent?

n=ngo n=mni

nlfl

n n
Zak:Zak—I—Zak

k=ng k=no k=n1

6.3 Konvergenzkriterien
6.3.1 Satz: Allgemeines Cauchy’sches Konvergenzkriterium

Sei (a,) in R. Dann ) ;- a, konvergent

SVe>0INeNVR>m>N <e€

n
> o
k=m

n
> a
k=m

= Ve >03dN € NVneN <e€

Beweis:

n

n
® S, =Y Gk, Y, Gk =5y — Sm—1.
k=0 k=m

e Reihe konvergent RLS (sn) konvergent

Seite mit:

4.3.1 & Vollstandigkeitsaxiom
< (

[$n, — Sm—1] = <e

n
>
k=m

6.3.2 Satz: Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen

Sei (ay) in R, monoton fallend, a,, — 0, (n — 00). Dann gilt:

Z(—l)" “ap konvergent

sn) Cauchy-Folge < rechte
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Beweis: s. Ubung 6

Beispiele:
1. % — % + % — % + ... konvergent. (Summe ist In2, Logarithmus siehe 13.2.2)
2. 1 —%++—1+... konvergent. (Summe: J, pi siche 14.9.1)

6.3.3 Satz: Reihen mit positiven Gliedern

Sei (ay) in R. Fiir n € N sei a,, > 0. Dann:

o0 n o0
Z an konvergent < <Z ak> beschrankt :< Z Ay < 00
n=1 k=1

n n=1

Hinweis: Diese Bezeichnung nur fiir Reihen mit positiven Gliedern.
Beweis:

e = Konvergente Folgen sind beschrénkt.

e < Monotone beschrinkte Folgen sind konvergent.

6.3.4 Satz: Majoranten-Kriterium

o) o0
(an), (by) in R, |a,| < by firallen € N, > b, < co. Dann ist ) a, auch konvergent.

n=1 n=1

<Y,
n=1

oo

>
n=1

Beweis:
n n
o Sei sy = > ag tn = > b
k=1 k=1
e Seie > 0. Dann gibt es N € N, sodass fiir n > m > N gilt: |t, —t,,| < e. ((¢,) Cauchy-Folge)
o Wegen:
sn—sml = | Y ax| < > axl
k=m+1 k=m+1
n
k=m+1
< g (%) endliche Summe = Dreiecksungleichung anwendbar

Also (s,) Cauchy-Folge = konvergent. Aus |s,| < t,, folgt letzte Ungleichung fiir n — oo.
Beispiel:

o0
e Fiir k>2ist ). & <oo

n=1

e Beweis: Wie bereits bewiesen ist Wl_l konvergent.
n=1
1 1 < 4
nk — n2 T 4n?2 -1
Nach Satz 6.3.4 \\.

Bemerkung:

o0
Y }\yﬁ konvergent?

S
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6.4 Absolute Konvergenz

S°°° | ap heifit absolut konvergent

n=1

o0 oo
& Z lan| < o0 & Z ay konvergent

n=1 n=1

(Hier ist bei > 7 a,, die Erste Bedeutung gemeint.)
6.4.1 Folgerung: Absolute Konvergenz = Konvergenz

>0, a, absolut konvergent, dann Y | a,, konvergent. Es gilt:

n=1
[e's) e’}
> an| <) lanl
n=1 n=1

Beweis mit Satz 6.3.4.
6.4.2 Satz: Quotientenkriterium

Sei >>> | a, eine Reihe in R. Es gebe N € N, 0 < 9 < 1, aulerdem a,, # 0, sodass:

n=1
a
<y fiir alle n > N
Qnp
. a
& lim sup ntll <1
n—oo n

Dann 77, a,, absolut konvergent.

Beweis:
e Fiir n > N: |a,| < 9"V - |ay], da:

lan1l 9 - layl]

<
lante| < 9 langa| <92 fan]
<

|ann] 9" - lay|  (Induktion nach n)

e Dann gilt:
o0 oo o0
Z lan| < Z lan| - 9N = |ay| Zﬁk < o0 geom. Reihe
n=N n=N k=0

Dann Satz 6.3.4 (Majorantenkriterium)

Beispiele:
o0
1. e:= Y. L ist konvergent:
n=0
1
D)l n! 1
= = —0
1
L (n+1)! n+1
<1, fir N > 2
X2
2. ) &= konvergent:
n=0
(n+1)2 2 2
m 1 1 1 1 1
5 ;1 _ (’n + ) (142 sz
%= n n 2 2
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# mit Quotientenkriterium nicht entscheidbar:

n k
() =
n+1

3
Il
—

1
(n+1)*
T
nk

6.4.3 Satz: Wurzelkriterium

Sei (ay,) in R, limy, o sup |an|% < 1. Dann ist >_°7 | a,, absolut konvergent.

Beweis:

w <0 fiir alle n > N, d.h. |a,| < 9™

e Wihle lim sup|a,|= <9 < 1. Es gibt ein N € N: |a,
n—oo

Da > 9" < oo (geom. Reihe), folgt die Behauptung aus Satz 6.3.4.
n=N

Beispiele:

1. 14+0+ 2% + 0+ 2% + 0 + ... Quotientenkriterium nicht anwendbar, aber Wurzelkriterium
liefert Konvergenz.

2. 3 -1 mit Wurzelkriterium nicht entscheidbar:

() - ()

Sicher nicht limsup < 1, sonst Y L konvergent. (Ubung: {/n — 1)

6.5 Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen
Ein Dezimalbruch ist eine Reihe -
+£) a,- 107"
n=k
wobei k € Z, a,, € Ny, 0 < a, <9.
6.5.1 Satz: Konvergenz von Dezimalbriichen
Jeder Dezimalbruch ist absolut konvergent, also konvergent gegen eine reelle Zahl.

Beweis: Es gilt: |a, - 107" < 9-10~". Daraus folgt:

%) o) n—~k
1
9 § 107" =9.10" § <1o> < oo  geom. Reihe
n=~k n=~k

Dann Satz 6.3.4. \\
6.5.2 Satz: Reihenentwicklung einer reellen Zahl

Sei € R. Sei (by)n>0 Folge in (0,00), b, — 0, (n = 00), & < by. Dann gibt es (a,)nen in No:
bp—1 > a, - b, fir alle n, sodass:
oo
T = Z an - by,
n=1

Beweis:

e Folge (a,) rekursiv definieren:
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— ay :=max{k € N | k-b; <z}, also z1 := a; - by. Dann a; - by < by.

— Seien aq,...,a, schon bestimmt mit:
n—1
a, ;= max< k € Ny Zaj-kj+k-bn§a:
j=1

— Wir definieren:
n
Qpa1 :=max ¢ k € Ny Zaj~kj—|—k~bn+1 <z
j=1

Dann a,41 - bp41 < by, sonst Widerspruch zur Definition von a,,.

e (z,) monoton wachsend und aus x,, + b, > z folgt b,, > x —x,, > 0 fiir alle n € N und damit
ZTp — x, (n — 00).

6.5.3 Folgerung: Dezimalbruchentwicklung
Jede reelle Zahl ldsst sich in einem Dezimalbruch entwickeln.

Beweis:
e ohne Einschriankung: x > 0

e Es gibt k € Z mit 2 < 107%. Anwendung von Satz 6.5.2 mit (b,) = (107"),>) ergibt
Behauptung, da (b,) die geforderten Voraussetzungen erfiillt:

107" — 0

10~ (=1

—1
“ 10—~ 0\

Bemerkungen:
e Satz 6.5.1, Folgerung 6.5.3: Bekannte Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen gesichert.
e Statt Basis 10 beliebige Basis b € N, b > 2: b-adische Briiche:

— b = 2: duale/dyadische Briiche

— b = 8: Oktalzahlen

— b= 16: Hexadezimalzahlen (Ziffern: 0,...,9,A,..., F)
— b = 60: sexagesimale Zahlen (Babylonier/Uhrzeit)
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Uberabzihlbarkeit von Mengen

Seien M, N Mengen.

e M heifit endlich :< In € Ny, f: {0,...,n} = M (bijektiv)
(& 3IneNy, f: {0,...,n} — M surjektiv)

M heif3it unendlich < wenn M nicht endlich ist

M heifit abzdhlbar unendlich :«< 3f : N — M bijektiv
(& M ist unendlich, 3f : N — M surjektiv)

M heifit abzahlbar ;< M endlich oder abzidhlbar unendlich

M heif3t iiberabzahlbar < M nicht abzahlbar

e M und N haben die gleiche Machtigkeit < 3f : M — N bijektiv
Bemerkungen:

e M abzéhlbar, N C M = N abzihlbar

e df : N — M surjektiv = M abzihlbar
Beispiele:

1. N ist abzéhlbar

2. Z ist abzédhlbar: (0,1,—1,2,-2,...)

7.1 Satz: Vereinigung von abzihlbaren Mengen
Die Vereinigung abzihlbar vieler abzéhlbarer Mengen ist abzdhlbar.
Beweis:
o Fiir m e N: M, :=={z, | n + N}
e Anwendung des Cantorschen Diagonalverfahrens (G. Cantor, 1845-1918)

(y1,y2,---) = ($117$127$21,$13, .- )

Dann:

UMu={yljeN}

n=1

e Genauer: Jp: Ny x Ny — Ny bijektiv. Zum Beispiel:

(m,n) — %(m—!—n)(m—i—n—kl)—l—m
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7.2 Satz: Abzdhlbarkeit von Q

Q ist abzahlbar

Beweis: Fiir n € Nist A, := {£ | k € Z} abzahlbar. Also ist Q = |J
7.1.\\

nen An abzéhlbar nach Satz

7.3 Satz: Uberabzihlbarkeit von R

Sei a, b € R, a < b. Dann ist [a, ] iiberabzihlbar. Also auch R iiberabzéhlbar.

Beweis:

e Sei (z,)n eine beliebige Folge in [a, b]. Wir zeigen, dass es z € [a,b]\{z,, | n € N} gibt. (Daher
gibt es keine surjektive Abbildung ¢: N — [a, b].)

e Esgibta<a; <by <bodera<a; <by <bund by —a; = %(b — a), sodass x1 ¢ [ag, by].
Dann gibt es a1 < ag < by < by, by —ag = %(bl —ay), sodass x2 ¢ [ag, ba).

Allgemein:

1\ ™
Ha/n < bna [a'rubn] - [anflabnfl]zbn — O0n = (3> (b - a) B3 R 0% ¢ [anabn]

e Dann (ay,), Cauchy-Folge. Fiir m > n:

1 n
lam — an| = am — an < by, —a, = (3) (b—a)

r =My, o0 @ = liMy 00 by Also (), ey [@n, bn] = {7}

e Esfolgt x # x,, fiir alle n € N. R als Obermenge von [a, b] ist auch iiberabzéhlbar. (Bemerkung

DA\

Bemerkung:
1. Fiir eine Menge M sei g := {N; N C M} die Potenzmenge.
2. (0,1) bzw. R hat die gleiche Méchtigkeit wie p(N).
3. M # (. Dann fp: M — (M) surjektiv.

7.3.1 Folgerung: Abzihlbarkeit irrationaler Zahlen

R\Q (irrationale Zahlen) ist iiberabzéhlbar.

Beweis: Anderenfalls R = QU (R\Q) abzéhlbar. \\

Bemerkung;:
e = € R heiflt algebraisch :< 3n € Ny, ag, ..., €Z:ap - 2" +ap_1- " ' +...+a9=0
e A: Menge der algebraischen Zahlen
e A ist ein Kérper, Q C A C R, z.B. v2 € A\Q

A ist abzghlbar.

2 € R heift transzedent :< = € R\A konkrete transzedente Zahlen schwer zu finden

R\A ist iiberabzihlbar (also # 0)

e, sind transzedent. (Fiir 7 1882 durch Lindemann. Quadratur des Kreises ist nicht méglich)
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Umordnung von Reihen

Darf man konvergente Reihen umordnen? Im Allgemeinen nicht moglich!

8.1 Satz: Umordnung absolut konvergenter Reihen

Fiir eine Reihe Y | a,, in R und eine bijektive Abbildung 7 : N — N heifit > ar(n) Umordnung.
n=1

Sei > | a,, absolut konvergent, Grenzwert a. Dann konvergiert jede Umordnung ebenfalls gegen

a.

Beweis:

e Sei 7 : N — N bijektiv. Sei € > 0. Dann gibt es N € N mit:

o0

Z |an|<%

n=N+1

e Es gibt N’ € N mit 7(n) > N fiir alle n > N’. Fiir n > N’ gilt:

n n N N
ZaT(j)—a < ZaT(j)—Zak + Zak—a
j=1 j=1 k=1 k=1
o0
< 203 Jal<e A\
j=N+1

Bemerkung: Ist > a, konvergent, nicht absolut konvergent, so gilt: Fiir jedes ¢ € R gibt es eine
Umordnung > 7, ar(n) = c und es gibt divergente Umordnungen. (Riemannscher Umordnungs-
satz)

Hinweise:

1. Es gibt zwei Teilfolgen (an;), (am,), sodass a,, > 0 und a,,,; < 0. Also Zj pn, = oo und

Zj Am,; = —00.
2. Sei ¢ € R. Summiere 1. Reihe bis erstmals > ¢. Dann summiere 2. Reihe bis erstmals < c.
Dann summiere 1. Reihe bis erneut erstmals > ¢, ... . Aus (a,,) Nullfolge folgt: Grenzwert = c.

8.2 Satz: GroBer Umordnungssatz

Fiir 4,7 € Ny sei a;; € R und es gilt:

m m
M :=sup ZZWH m € Ny p <00
i=0 j=0

Dann:
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S .
Z Qij (’L S

o0
1. Ist 7: Ng — NoxNp injektiv, soist > Gr(n) absolut konvergent. Insbesondere sind
n=0 7=0

Np) und Y a;; (j € Ng) absolut konvergent.
i=0

i=0 \ j=0 i=0 k=0
den gleichen Grenzwert.

0 0 0 0 0 k
2. Die Reihen > [ > ai; |, > <Z aij>, > <Z aku> sind absolut konvergent und haben
3=0 =0

Beweis:

1. Sei 7: Ny — Ny xNj eine injektive Abbildung. Bezeichnung: 7(n) := (71(n), 72(n)) Sei n € Ny,
m := max{71(p), 72(p); 0 < p < n}. Dann:

n m

ZMT(P)' < sziﬂ <M
i=0 j

p=0 =0
(e}
Damit  a,(,) absolut konvergent.
p=0

2. Es geniigt dies fiir die erste und die dritte Reihe zu zeigen (Symmetrie). Fiir m < n gilt:

n n
a;j| < ZZ\GM <M

m n
=0 |j=0 i=0 j=0

K2

Fiir n — oo folgt:

f: > ai| <M

i=0 |j=0

Damit 1. Reihe absolut konvergent.

Sei 7: Ny — Ny x Ny bijektiv, z.B. durch das 1. Cantorsche Diagonalverfahren, gegeben.

Sei e > 0. Es gibt N € Ny, sodass > |arp| <e.
p=N+1
Sei n > N, m := max{7(p), 2(p); 0 < p < n}. Fiir k,1 > m folgt:

k l n
Z Z QAij — Z Ar(p) < Z |a’7'(p)|
1=0 5=0 p=0 p>n
o0
< D larpl<e
p=N+1

Grenziibergiinge: | — oo, k — 00, n — oo liefern:

doD aii - Zoar(p) <¢
o

i=0 j=0

Damit = 0. Also Reihensumme gleich.

Die 3. Reihe entspricht dem 1. Cantorschen Diagonalverfahren.
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8.3 Folgerung: Cauchy-Produkt

Seien Y b;, Y. ¢; absolut konvergente Reihen. Dann gilt:

=0 =0
0o 00 oo k
Su] (o) = weie
i=0 =0 k=0 1=0
wobei die letzte Reihe absolut konvergent ist.
Beweis: Satz 8.2 benutzen mit a;; := b; - ¢;:
oo oo oo oo
linke Seite = Z bz Z Cj = Z Z bz * Gy
i=0 =0 i=0 \ j=0

m

m m m
DD il = 3ol el
i=0 j=0 i=0 j=0
o0 oo
< Dbl el
i=0 j=0

= M< o
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Exponentialreihe

9.1 Satz: Konvergenz

Fiir jedes x € R ist die Exponentialreihe

ol = 32

absolut konvergent.

Beweis: mit Quotientenkriterium:

2"t pl

(n+1)! 27|

n+1‘—>0(n—>oo)

Eulersche Zahl e:

o0 1 n
Z——exp e = lim (1+—)
— | n—oo n

9.2 Satz: Funktionalgleichung

Vz,y € R:exp(z +y) = exp(z) - exp(y)
Beweis: mit Cauchy-Produkt (Satz 8.3)

exp() - exply) = >

k=0 =0
=1
= > 5 @tyt
k!
k=0
= exp(z+y)

9.3 Folgerungen
1. Vz € R:exp(—z) = (exp(z)) ! = exp(z)~t (exp(z) #0)

Beweis:
1 =exp(0) = exp(x — x) = exp(x) - exp(—x)
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. Fiir alle > 0: exp(z) > 1

Beweis:
1‘2 173
exp(x) =14z + o0 + e +...
~ =~
>0 >0

. VzeR:exp(z) >0

Beweis: Fiir « > 0 siehe 2. Fiir x < 0:

—1

exp(x) =exp(—z)”" >0

.z <y=exp(x) < exp(y)

Beweis:
1 <exp(y — ) = exp(y) - exp(z)~

. Vn€Z:exp(n)=¢e"

Beweis:

e Induktion fiir Ny:
—TLA:exp(0)=1=¢"
— 1.S.:exp(n+1) = exp(n) - exp(l) = e™ - e! = "L

e Firn <0:
1 1

exp(n) = ——=—=c¢

~exp(—n) e
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Metrische Raume

Ziel: Abstrakte Struktur, fiir die Konvergenz erklért werden kann.

Fiir Mengen X, Y ist das kartesische Produkt definiert:

XxY={(z,y) |lzeXANyeY} Menge der geordneten Paare

10.1 Definition
Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d: X x X — [0, 00) mit:
1. Vz,y € X : d(z,y) = d(y, z) (Symmetrie)

2. Va,y,z € X : d(z,2) < d(x,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung) (,,Umwege sind mindestens
genauso lange®)

3. Vx € X : d(z,z) = 0 (Positive Definitheit)
4. Vz,y € X : d(z,y) =0 = x = y (Trennungseigenschaft)
Metrischer Raum ist Paar (X, d). (ohne 4.: d Halbmetrik)

Beispiele:
e (R,d), d(z,y) = |z — y| (mit Dreieckungleichung des Betrages)
e X Menge (d: diskrete Metrik)

0 fallsz =y
d =
() {1 fallsz # y

e Sei (X,d) ein metrischer Raum, A C X. Sei dg: A x A — [0,00), da(z,y) :=d(z,y) (z,y €
A). Dann (A, d4) metrischer Raum. d4: auf A induzierte Metrik

zB.: [0,1] CR
10.1.1 Hilfssatz

Sei (X, d) metrischer Raum. Dann:
Va,y,z € X :|d(x,y) —d(z,2)| < d(y, 2)

Beweis:
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10.1.2 Komplexe Zahlen

o Ziel: R vergrofern, sodass es ¢ gibt mit i2 = —1: C:=R xR
(x1,y1) + (v2,92) = (21 + 22,91 + ¥2)
(z1,91) - (22,92) = (2122 — Y1y2, T1Y2 + T2y1)
o C ist ein Kérper mit Nullelement (0,0) und Einselement (1,0).
e Ist (z,y) # (0,0), d.h. mindestens eine der Zahlen x,y # 0, dann:
o = (i)
e R— C:x+— (z,0), Abbildung erhélt Addition und Multiplikation. In diesem Sinne R C C.
e Setzt man ¢ := (0, 1), so erhélt man
(z,y) = (2,0) +(0,1) - (y,0) =z +i-y
Es gilt i? = (0,1)? = —1.
e Firz=z+1i-y,z,yeR:

— Re(z) := x [Realteil von 7]
Re(z) =05-(2+3%)

— Im(z) := y [Imaginirteil von 7]

Im(z) = % (2 —%2)

I
]

= x — 1 -y, die konjugiert komplexe Zahl
z

, wenn z reell

|
SEEEN{TIENY
Il

0
e Fiir z1, 29 € C:
z21+20=21+22 2122 =21 22

e Betrag einer komplexen Zahl:
|z| := Ve z=\a2+y2 = IZ]

Fiir z € R ergibt sich der schon bekannte Betrag.

Figenschaften des Betrages: Vz, z1, 20 € C:
1. |2| >0, |2|=0&2=0
2. |z1| - |z2] = |21 - 22]
212221 22 = Z1°22°Z21°22

(21-71) - (22 %2)

3. |21+ 22| < zn] + |22

|21 + 2o/ (21 +22) - (21 + 22)

Z1°21+t21- 22+ 2221+ 2222
|21)% + 2Re(21%2) + |22/

21|” + 2|21 73] + |22

(21| + |22])?

IA
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4. ||z1] = |22]] < |71 — 22| (Beweis wie in R)

e Aus dem Betrag: Metrik d

d(21722) = ‘Zl — 29
o FiirzeC,2#0
1 z T—1-y T . Y
—_— = — = prm— —7/.
z 2.z $2+y2 $2+y2 x2+y2

e Sind a,b,c € R,a # 0 so ergibt sich als Losung der Gleichung ax? + bz + ¢ = 0:

1
212 = %~(—bi Vb2 — dac)

Ist b2 — 4ac < 0, dann 212 komplex:

b .
212 = — 5 +.  \lac— b2
20 2a

e Auch Gleichungen a,, - 2z, + ... + ap = 0 (wobei sogar a,,...,ap € C) besitzen immer (n)

Losungen (Fundamentalsatz der Algebra). C ist algebraisch abgeschlossen.
10.1.3 Beispiel: Die metrischen Raume C” und R"

e M*:={f| f: A — M}, die Menge der Abbildungen von A in die Menge M
e Im Folgenden: K € {R,C}

e Sein € N.
K" = {(z1,...,zn) | 21,..., 2, € K}
= {z]z:{1,...,n} =K} dabei x; := z(j)
K{l,...,n}

e K™ ist Vektorraum iiber K. (Beweis siehe Lineare Algebra.)

1
= (T1,...,2p)
Tn
X1 )\'Il
A- =
Tn A Xy,

o Fiir x € K™ definieren wir den (euklidischen) Betrag (euklidische Norm):

N

n
o = | D fayf?
j=1

(entspricht dem , Abstand® des Vektors x zur 0)

e Wir zeigen, dass dann die Dreiecksungleichung
|z +yl2 < [zlz + |yl

erfiillt ist fiir alle z,y € K.
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e Dazu wird zunéchst die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
n
Z |z - y;] < lzl2 - yl2
j=1

bewiesen. Fiir Beweis ohne Beschrinkung der Allgemeinheit =, y; > 0 (j = 1,...,n), sonst
betrachte |z;| und |y;|.

1. Klar, falls x = 0 oder y = 0.
2. |z|2 = |y|2 = 1. Dann:

n

0 < > (x—y)’
j=1

n n n
= DA -2 wiut )y
i=1 i=1 =1
n
= 2. |1=) -y
j=1

3. x#0,y#0. Dann:

o=
— x| =|—y| =
|zl 1y | lyle
Nach 2:
LB \\
Z |2 - \y|2 -

e Beweis der Dreiecksungleichung:
n
lz+yl3 < Z IERERE Dreieckungleichung in K

n n n
= D P2 > eyl + >yl
j=1 j=1 j=1

|z|3 + 2 |z]2 - [yl2 + |yl3

= (lzla+1lyl2)*  \\

IN

e Durch d(z,y) := |z — y|2 ist auf K" eine Metrik erklért.
e K" metrischer Raum immer mit obiger Metrik, falls nicht anders gesagt. Statt |z|2 auch |z|.

X1 Z1
e Schreibweise: Statt f : schreibe f | : | oder f(z1,...,2x)

Tn Tn

10.2 Konvergenz

e Sei (X,d) ein metrischer Raum. (z,)nen eine Folge in X (dh. 2 : N = X), v € X. z,, —
x (n— o0) (oder & = limy,—y 00 Zy)

= Ve>03IN eNVne Non > N d(zy,z) <e
(& d(zp,z) = 0(n — 00))

Also (x,,) konvergent gegen x.
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e (z,) Cauchyfolge
= Ve > 03N e NVm,n > N : d(zpm,z,) < €

e Bemerkung: (z,) konvergent = (x,,) Cauchy-Folge

Beweis: 2, — 2. Sei € > 0. Dann 3N € N¥n > N : d(xy,z) < §. Fiir m, n > N:
A Xp, ) < d(Xp, z) +d(z,2m) <€ \\

o (X,d) heifit vollstindig :< Jede Cauchyfolge ist (in X) konvergent. (der Zusatz ”in X ist
nicht notwendig, da dies sich schon aus der Definition ergibt, kann aber Verwechselungen
vermeiden)

10.2.1 Satz: Konvergenz im K"
Sei (xg)ken in K7, y € K™. Dann gilt:
v =y ag Yy (k—oo)Vi=1,...,n
Beweis:
o =“Firj=1,...,n gilt:
[wkj — 5l < loe — yl2 = d(@k,y) = 0 (n — o0)
o ,<=“mit (1)

n
ok =yl = low; =y = 0 (k = 00)
j=1

Folgerung:
Tk limg 00 k1

k—o00 . :
Lin limg o0 Thkn

10.3 Satz: Volistandigkeit des R"
(R™,] - |2) ist vollstandig.

Beweis:

e Sei (z,,) Cauchyfolge in R™. Wegen |x; — 25| < |zr — 2|2 ist auch (2y;)ren Cauchyfolge in
R, also konvergent. Nach Satz 10.2 (xj)ren konvergent. \\

Bemerkung: Insbesondere C =2 R? vollstéindig und C™ vollstindig.

10.4 Kugeln

e Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei z € X, r > 0, (r € R).

B(z,r) = {yeX|d(y,z)<r} offene Kugel
Blz,r] = {ye X |d(y,x) <r} abgeschlossene Kugel

e U C X heifit Umgebung von x
= 3e>0:B(x,e) CU

Insbesondere: B(z,e) Umgebung von z genannt e-Umgebung.
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e U C X heifit offen :& Fiir jedes x € U ist U Umgebung von z. Bzw. & Ve € Ude > 0 :
B(z,e) CU

e A C X heifit abgeschlossen < X\ A offen
e Beispiele:

1. Seia,b € R, a <b.
(a) (a,b) offen

Sei x € (a,b). Dann B(z, min{b — z,z — a}) C (a,b)

) (a,o0) offen

(¢) la,b) nicht offen

(d) [a,b] = R\((—o0,a) U (b,00)) also [a, b] geschlossen.

2. (X,d) metrischer Raum, ¢ € X, r > 0. Dann B(a,r) offen.

(b

Sei € B(a,r). Dann ¢ := r — d(a,z) > 0. Es gilt B(z,e) C B(a,r). Fiir y € B(z,¢)
(d.h. d(y,x) <€) ist:

d(y,a) < d(y,x)+d(z,0) < &+ d(,a)
(r—d(a,2)) +d(,a) =1 \\

3. U :={z € C; Re(z) > 0} ist offen
10.4.1 Satz: Abgeschlossenheit & Konvergenz

Sei (X, d) ein metrischer Raum, A C X. Dann: A abgeschlossen < Ist (z,) in A, z, — = (in X),
dann z € A.

Beweis:

1. ,=¢
Sei (x,) in A, z, — z (in X). Annahme: x ¢ A. Da X\ A Umgebung von z ist, gibt es N € N,
sodass x,, € X\A fir allen > N.

Bemerkung: (z,) in X, z € X: x,, - ¢ < VU C X, U Umgebung von x 3N € Nvn > N :
T, CU

2. &=~
Annahme: A nicht abgeschlossen, d.h. X\ A nicht offen. Dann gibt es x € X\ A, sodass X\ A
nicht Umgebung von z ist. Daher B(z, 2) € X\A fiir alle n € N (& B(z, L) n A #0).
Wihle @, € B(z, +) N A fiir n € N. Dann (z,,) in 4, z,, — x(¢ A). D.h. rechte Seite von
Satz 10.4 nicht erfiillt.

10.4.2 Haufungswert im Metrischen Raum

x ist Haufungswert von (z,) <
Ve >O0VN € N: B(z,e)N{z; [ n<j} #0
In jeder e-Kugel um x liegen unendlich viele Folgenglieder.

< 3 Teilfolge (2, ) mit x = lim x,,
k—o0

(Beweis ist Verallgemeinerung zu Ubung 7 Aufgabe 7.4)
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Stetigkeit

11.1 Definition
11.1.1 Grundbegriffe

1. Funktionen:

e Sei D eine Menge.
— f: D — R reelle Funktion
— f: D — C komplexe Funktion
— f: D — R"™ vektorwertige Funktion
e Graph von f mit f: D — Y.
graph(f) :={(z, f(z)) e DxY | z € D}

e Beispiele:
(a) abs: R = R:x— ||
(b) entier: R — R: entier(x) := max{n € Z | n < x}.
Auch |z] := entier(z) (GauB-Klammer)
(¢) Exponentialfunktion
(d) Dirichlet-Funktion:

_Jo fallsx € Q
J@) = {1 fallsz € R\Q

2. Rationale Operatoren auf reellen Funktionen:
e Sei f, g: D — R, A € R. Dann fiir alle z € D:
f+g9:D—=R:(f+9)(x) = f(x) +9(z)
AfiDoR:(A-f)(@) = A f(x)
e Damit R” — die Menge der Abbildungen von D — R — ein Vektorraum.
frg + D=oR:(fg)(x):= f(x) g(x)

tir D' :={x € D | g(x) # 0}
3. Komposition von Abbildungen
e Seien D, E, F Mengen, f: D — E, g: E — F. Dann
gof:D—F:(gof)(z):=g(f(z))
e Beispiel: Fiir 2 € R: |z| = vz2. Also abs = sqrt o sq, wobei sq(z) := 22 und sqrt(z) :=

Vz:[0,00) = R)
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11.1.2 Stetigkeit
e Seien (X, d) und (Y, e) metrische Riume, f: X - Y, a € X. f stetigin a
& Ve>030 >0Ve € X : d(z,a) <0 =e(f(z), fla) <e
& Ve>036>0: f(Bx(a,0)) C By(f(a),e)
(,,f(z) nahe bei f(a), wenn z nahe bei a ist.“)
o f stetig (auf X) :< f in jedem Punkt von x stetig.
e Beispiele:

1. Konstante Abbildung;:
fiX—=>Yixz—c

ist stetig (c € Y'). Dabei ¢ beliebig wihlbar.

2. Identische Abbildung:
idy: X > Xz x

ist stetig. (J :=¢€)

R = R: z |z

ist stetig.

Beweis: a € R. ||z] — |a|]| < |z —al. (0 :=¢)
4. Exponentialfunktion exp: R — R ist stetig.

Beweis:
(a) Stetigkeit in a=0
— Fiir |z] <1 gilt:

‘ 8

n
!

[exp(a) — exp(0)] =

3

o0
a
n=1
=1
2] >~ <lal e

n=1

IN

— Sei ¢ > 0. Mit § := min {1, £} folgt: Aus |z| = |z — 0] < § folgt |exp(z) —
exp(0)] < e.
(b) Sei a € R. Fiir z € R gilt:

|exp(z) —exp(a)] = [exp(a)-exp(z — a) — exp(a)]
= exp(a)-|exp(z —a)—1]
Sei € > 0. Nach (a) existiert ¢ > 0: Fiir y € R mit |y| < § gilt |exp(y) — 1] < @
Fiir |z — a| < 0 folgt:
5
exp(a)

| exp(z) — exp(a)] < exp(a) - =
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11.1.3 Satz: Folgenstetigkeit

Seien (X, d) und (Y, e) metrische Rédume, a € X, f: X — Y. Dann dquivalent:
1. f stetigin a
2. Fiir jede konvergente Folge (a,) in X mit a = lim,,_, a, gilt
Jm 7o) = 1 fim )
(d.h. f ist folgenstetig in a).
Beweis:
1. ,=¢
e Sei (ay,) in X, a, — a. Sei € > 0. Dann gibt es ¢ > 0, sodass f(By(a,d)) C B,(f(a),e).
e Esgibt N e NVn > N : a, € B,(a,0). Also fiir alle n > N:

flan) € B:(f(a),e) (& e(f(an), f(a)) <e)

2. ,,<“ (Kontraposition)

e Annahme: f nicht stetig in a, d.h.
e > 0Vd > 03z € By(a,d) mit f(z) ¢ By(f(a),e)

insbesondere
1
Vn € N: 3z, € X mitd(z,,z) < ;(: N Ne(f(xy), fla)) >¢

Dann (z,) in X, z, — a, f(x,) # f(a). Also 2.nicht erfiillt. \\

11.2 Satz: Addition + Multiplikation von stetigen Funktionen

Sei (X, d) ein metrischer Raum, f, g: X — R stetigin a € X, A € R. Dann sind f+g, A- f, f- g
in a stetig. Ist g(a) # 0, so ist auch 5: X" — R stetig, wobei X’ = {x € X | g(z) # 0}.

Beweis:

e Sei (ay) in X, an, — a. Dann f(a,) — f(a) und g(a,) — g(a) nach Satz 11.1. Aus Folgerung
4.2 folgt:

flan) +glan) —  f(a)+g(a)
(f+9)an) — (f+g)a)
Nach Satz 11.1: f + g in a stetig. Rest: entsprechend. \\
Beispiele:

1. Polynomfunktion:
Seien ao,...,a, € R.
plx)=an-2"+...4ag-x

p ist stetig.

2. Rationale Funktionen:

Seien p, ¢: R — R Polynomfunktionen. %: D - Rmit D :={x € R | g(z) # 0} ist stetig.
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11.3 Satz: Stetigkeit der Komposition

Seien (Xj,d;) mit j = 1,2,3 metrische Réume, f: X1 = X, g: Xo = X3, a € X;. f sei stetig in
a, g in f(a) stetig. Dann go f: X; — X3 in a stetig.

Beweis:

e Seie > 0.Dagin f(a) stetig:

36 > 0: g(Bx,(f(a),0)) € Bx,(9(f(a)),e)

Da f stetig in a:
Ja>0: f(Bx,(a,a)) C Bx,(f(a),0)

Dann:

(g0 f)(Bx,(a,0)) = g(f(Bx,(a,))) € g(Bx,(f(a),0))
Bx,(9(f(a)),e) = Bx,((g0 f)(a),€)

N

Beispiele:

1. Sei f: X — R stetig, X metrischer Raum. Dann ist |f|: X — R: z — |f(z)| stetig.
|f] = absof

2. f: R — R: 2 exp(x?) stetig.

Bemerkung: Noch nicht gezeigt, dass f: [0,00) — [0,00): z — \/x stetig.
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Séatze liber stetige Funktionen

12.1 Satz: Zwischenwertsatz

Seien a, b € R, a < b, f: [a,b] — R stetig. Sei A € R mit f(a) < A < f(b) (oder f(a) > A > f(b)).
Dann gibt es p € [a,b] mit f(p) = A.
(Anschaulich klar. Falsch fiir f: [0,2]NQ — R, f(z) =22 -2, A=0,da 2 ¢ Q.)

Beweis:

e Ohne Einschriankung: A = 0, f(a) < 0 < f(b). Jetzt ,Lowenjagd“: Intervallfolge ([an, b,]) m
[ao, bo] = [a,b]. Es sei [an,bn] 2 [ant1,bnt1] mit by —a, =27 (b—a), f(a,) <0< f(b )

e Fiir p :=lima, = limb, folgt:
02> flan) = f(p) A 0< f(by) = f(p)
Also f(p) = 0. \\

Beispiel:
e Jedes Polynom f(x) = 2" +a,_1-2" ' +...+ag, n ungerade, besitzt mindestens eine (reelle)
Nullstelle:
lim f(z) = —o0 A lim f(z) = o0
T——00 T—00

Also existiert eine Nullstelle.
e Aber: g(z) = 2% + 2 besitzt keine reelle Nullstelle (n gerade).

o lim,_, f(z) = ¢ :& Fiir jede Folge (z,) mit 2, "—=° oo gilt f(zn) — ¢

12.2 Folgerung

Sei D C R ein Intervall, f: D — R stetig. Dann ist auch f(D) ein Intervall.
(D Intervall < Va,b€ D, a <b:[a,b] C D)

Beweis:

e Sind A,B € f(D), A < B. Dann gibt es a,b € D mit A = f(a) und B = f(b). Aus
Zwischenwertsatz: [A, B] C f(D). \\

Definition: f: D — R heifit beschrénkt < f(D) beschrénkt.

12.3 Satz vom Maximum

Sei a, b € R, a < b, f:[a,b] — R stetig. Dann ist f beschrinkt und besitzt ein Maximum und
Minimum, d.h. es gibt p, ¢ € [a,b] mit f(q) < f(z) < f(p) fiir alle = € [a, b].

(Falls f: (a,b) = R, dann im Allgemeinen nicht richtig.)

Beweis:
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o Sei A :=sup{f(z)|a <z <b} € RU{oo}. Dann 3(z,,) in [a,d]: f(x,) = A, (r,) beschrinkt.

e Nach Satz von Bolzano-Weierstraf} gibt es eine konvergente Teilfolge (z,,); mit p = lim; o0 2, €
[a, b].

e Dann f(p) = lim; .o f(x,,) = A (da f stetig). Daher f beschriankt (A < oo) und f(x) <
A = f(p) fur alle z € [a, b].

e Fiir nach unten beschrinkt und ¢ betrachte — f.

Die Abgeschlossenheit von X ist notwendig. Betrachte f: (0,1) — (0,00): x > 1. f besitzt kein
Extremum.

Die néchsten Sétze beschiftigen sich damit den Definitionsbereich auf allgemeinere Metrische
Réaume auszuweiten.

12.4 Folgenkompaktheit

e Sei (X,d) ein metrischer Raum. X heifit folgenkompakt :< Jede Folge in X besitzt eine
konvergente Teilfolge. (Definitionsgemifl muss der Grenzwert € X sein.)

e Bemerkung: Beweis von Satz 12.3 liefert: (X, d) folgenkompakt, f: X — R stetig = f be-
schrankt und besitzt Maximum und Minimum.

e Beispiel: Es sei X C R. Dann X folgenkompakt < X beschrénkt und abgeschlossen.
12.4.1 Satz: Beschréanktheit & Abgeschlossenheit < Folgenkompaktheit

Sei X C R™. Dann #quivalent:

1. X ist folgenkompakt.

2. X ist beschriankt und abgeschlossen. (beschrinkt < 3R > 0: X C B[0, R])
Beweis:

1,1 = 2¢

e Annahme: X nicht beschrinkt. Dann existiert (z*); in X mit |z¥| — oo, also ohne
konvergente Teilfolge. (Ist (z*7); konvergent, dann |2*7| konvergent, also beschriinkt in
R. Widerspruch!) Also X nicht folgenkompakt. Widerspruch! Also: folgenkompakt =
beschréankt.

e Sei (z¥) in X, 2 — 2 in R™. Es gibt in X konvergente Teilfolge (2*7). Es folgt: x =
lim; o0 M € X. Also X abgeschlossene Teilmenge von R™.

2. ,2 = 1¢

e Sei (2%) eine Folge in X. Die Folge (2%) in R ist beschrinkt (|z¥| < |2*|) und besitzt
1.
daher nach Satz von Bolzano-Weierstra$f konvergente Teilfolge (z¥ 7) j
. (mglj ); in R beschrinkt, also existiert nach Satz von Bolzano-Weierstrafl konvergente
2 . 2 .
Teilfolge (24 7);. (Bleibt: (¥ 7); konvergent)
e Es gibt also (2%7), sodass f

(x
e Aus Satz 10.2 folgt: (z*7)
lim, 00 2% € X, also (x*7)

j)j konvergent in R fiir allel =1,...,n.

; konvergent in R"™. Aus Abgeschlossenheit von X: x =
konvergent in X.
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12.5 Ubertragung der Folgenkompaktheit

Seien (X,d), (Y, e) metrische Rdume, X folgenkompakt, f: X — Y stetig. Dann ist f(X) folgen-
kompakt (als Teilfolge von (Y, e)).

Beweis:

o Sei (yn) in f(X). Fur allen € N gibt es z,, € X mit f(x,) = y,. Es existiert eine konvergente
Teilfolge (2, )ken mit x,, — x, fiir € X ein Element als Grenzwert.

e Da f stetig ist, gilt:
Yny = F(@n,) 225 f(z) € f(X)

12.5.1 Korrollar: Satz vom Maximum

Sei X folgenkompakt f: X — R stetig. Dann gilt: f ist beschrédnkt und nimmt inf und sup an.
(dh. 3p € X : f(p) = sup(f(X)))

e Sei A C R beschriankt und abgeschlossen. Es gilt b := sup A € A, denn

e Angenommen, dass sup A ¢ A. Da R\ A offen giibe es € > 0 mit AN(b—¢,b+¢) = 0, damit
ist sup A < b — § < sup A. Damit Wiederspruch.

e Also existiert p € X mit f(p) =b
12.5.2 Lipschitz-Stetigkeit und gleichmaBige Stetigkeit
e Seien (X, d) und (Y, e) metrische Rdume, f: X — Y. Dann heifit f
— gleichméBig stetig
= Vedd > 0V, 2’ € X mitd(x, ') < §:e(f(z), f(2') <e
— Lipschitz-stetig (dehnungsbeschrinkt)
= 3L > We,2' € X :e(f(x), f(2') < L-d(z,2")

e Beispiele:

1. f:(0,1) = R, f(z) = 22 Lipschitz-stetig
2. f(z) = +/z auf [0, 1] nicht Lipschitz-stetig, aber gleichmifig stetig
3. f:(0,1]] = R, f(z) = % stetig, nicht gleichméflig stetig

e Bemerkung: Lipschitz-stetig = gleichméafg stetig = stetig
12.6 Satz: Folgenkompaktheit 4+ gleichmiaBige Stetigkeit

Seien (X, d) und (Y, €) metrische Réume, f: X — Y stetig, X folgenkompakt. Dann f gleichmifig
stetig.

Beweis:

e Annahme: f nicht gleichméfig stetig, d.h.

Je > 0V6 > 03z, 2’ € X mitd(x,2') < :e(f(x), f(z) > e
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e Insbesondere:

Vn € N3z, z, € X mitd(z,,z)) <

ve(f(an), f(x) = &

3=

Da X folgenkompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (2n,);, Zn, — 2.
o Aus d(zy,,,z) < d(@,,,Tn;) + d(@n,, ) = 0(j — oo) folgt zj, — z.

e Daher:

Widerspruch!
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Monotone Funktionen, Umkehrfunktionen, Potenz,

Monotonie: Sei D C R, f: D — R. Dann heifit f

Logarithmus

e monoton wachsend :& Ve, 2’ € D,z < 2’ = f(x) < f(2)

e streng monoton wachsend :& Vz,z' € D,z < 2’ = f(x) < f(z')

e monoton fallend :& Vr, 2’ € D,z < 2’ = f(x)

> f(a')

e streng monoton fallend :& Vr, 2’ € D,z < 2’ = f(x) > f(2')

13.1 Satz: Monotonie & Stetigkeit

Sei D C R, f: D — R monoton wachsend (oder fallend), f(D) ein Intervall. Dann ist f stetig.

Beweis: (nur fiir ,wachsend“, sonst betrachte — f)

o Seia € D. Seie>0.Gilt f(x) > f(a) — ¢ fiir alle < a, so wihle 0; = 1.

e Anderenfalls gibt es < a mit f(z) < f(a) — €, dann auch 2’ < @ mit f(z') = f(a) — ¢, da
f(D) ein Intervall ist und daher [f(x), f(a)] C f(D). Wir setzen §; = a — 2’. Es folgt:

Vee DN(a—d1,a): fla)—e < f(x) < f(a)

e Entsprechend:

o2 > 0Vx € DN (a,a+62) : f(a) < f(z) < fla) +¢
e Mit ¢ := min{dq, o} folgt:

Vz € Bp(a,0) : |f(

13.2 Satz: Injektivitit & Umkehrfunktion

z) = fla)| <e

Sei I C R ein Intervall, sei f: I — R streng monoton wachsend (oder fallend). Dann ist f injektiv.
Mit D := f(I) ist f~1: D — I streng monoton wachsend (fallend) und stetig. (Ist f stetig, so ist
D ein Intervall. (Folgerung 12.2))

Beweis: (nur fiir ,wachsend“)

o f ist injektiv: Es seien z,2’ € I, dann 0.B.d.A. z < 2/, also f(x) < f(a').

o L

° f_1

D — I streng monoton wachsend:

Seien y,y' € D,y <y, y = f(x), y' = f(«'
Annahme: z > 2/. Dann y = f(z) > f(a’
Somit folgt: f~*

stetig: Da f~

)

(y)=z<a'=f1(y)

Y(D) = I ein Intervall ist, ist f~
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13.2.1 Wurzelfunktion

e Sei k € Nk > 2, f:[0,00) = R : 2+ z¥ ist stetig, streng monoton wachsend, f: [0,00) —
[0, 00) bijektiv.

e Die Umkehrfunktion f=1: [0,00) — [0, 00) ist stetig und streng monoton wachsend.
iy) =y k-te Wurzel

e Beweis:

— f stetig, da ein Polynom.

— f streng monoton wachsend (klar).
— f(0) =0, lim,_,o f(z) =00
— f([0,00)) ein Intervall, damit f([0,00)) = [0,00). Rest Satz 13.2

13.2.2 Natiirlicher Logarithmus

e exp: R — R streng monoton wachsend, stetig, exp: R — (0, 00) bijektiv.
e exp ! =:1In: (0,00) — R stetig und streng monoton wachsend.
e Eigenschaften:

1. In1=0
2. lne=1
3. Firz, 2’ > 0:
In(z-2') =lnz+Inz’ lnéz—ln:z:
e Beweis:
— lim, 00 exp(z) = 00, lim,—, oo exp(x) = limy 00 Wlﬂs) =0, also exp(R) = (0, 0) (da
exp stetig)
— Nach Satz 13.2 In stetig und streng monoton wachsend
— Eigenschaften:
1. exp(0)=1=1In1=0

2. exp(l)=e=Ine=1
3. Seien z,2’ >0, y =Inx, ¢y =Ina’. Also exp(y) = z und exp(y’) = =’

z-2' = exp(y) exp(y’) = exp(y +y')
In(z-2') = y+y =hz+mna’

Auflerdem: ) )
0=1In (m) =Inz+1In-—
T T

13.2.3 Exponentialfunktion zur Basis a > 0: a*

e Seia > 0. Dann:

a = exp(lna)
=a" = exp(lna))”

= exp(n-lna)

fir n € Z.
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Fir g e N:
1 q
exp ( -In a) =exp(lna) =a
q

d.h.

Firqe N,pe Z:

Exponentialfunktion zur Basis a > 0:
exp,: R — R : exp,(z) :=exp(x - Ina)

Offenbar exp, stetig.

Schreibweise: a® := exp,(x) = e”!™¢. Insbesondere exp(r) = e”.

o Klar:

a*TY =a® - Y

Eigenschaften der Exponentialfunktion zur Basis a: Va,b > 0;z,y € R
1. Ina® =z -1lna

Folgt aus a® = exp(z - Ina).

2. (a®)¥ = a™¥

Bewelis:
(a®)Y =exp(y-Ina®) =exp(z-y-lna) = a™"

3. a"-b" = (a-b)”

Beweis:
a®-b* = exp(z-Ina)-exp(z-Inbd)
= exp(z- (Ina+1Inbd))
= exp(z-In(a-b))
= a®- b
L) o
Beweis:

1\* 1
<> = exp (l” -In ) e eXp(—:z: . lna) =a "
a a

e Logarithmus zur Basis a: log, ist Umkehrfunktion von exp, fiir a # 1.

In = log, log = log;
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13.3 Satz: Funktionalgleichung

Sei F': R — R stetig. Fiir alle z,y € R gelte:
F(x+y) = F(x)- F(y)
Dann entweder F(x) = 0 fiir alle z € R oder a = F(1) > 0 und F(z) = a” fiir alle z € R.

Beweis:

. F(w):F(§)2:>F(x)ZOfﬁrallexeR
e 1. Fall: F'(1) = 0. Dann:

VeeR:Flx)=F(x—-1)-F(1)=0
e 2. Fall:

— F(1) #0, also a = F(1) > 0.

— Firn e N:

Firn € —N:

—Fﬁr%e@,peZ,qu:

Damit F(z) = exp,(x) fiir alle z € Q.

Sei z € R. Dann gibt es (x,) in Q mit z,, — x. Da exp, und F stetig:

F(z)= lim F(x,)= lim exp,(z,) = exp,(z)

n— oo n— oo

13.4 Abschluss

Sei X ein metrischer Raum, D C X. Dann heif3t

D = {x€X|Ve>0:B(x,e)ND#0D}
= {zeX|3Ixn)CD:x, = x(n—o00)}

der Abschluss von D.

Beispiele:

1. X=R,D=(0,1),D =[0,1]
2. X =[0,1]U(2,3),D = (0,1) U(2,3), dann D = X.
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13.5 Grenzwert in Metrischen Raumen
Seien (X, d), (Y,e) metrische Riume, D C X, f: D - Y,a € D,be Y, A(x) eine Aussage.
b= hrflq( )f(x) & Ve>030 >0Wx e DNB(a,d)N{x | A(x)}: f(x) € B(b,e)
rz—a, A(x

& V(z,) C{zeD| Alx)},z, = a(n — ) : f(z,) = b(n — o)

rechtsseitiger Grenzwert:

€= xl—i>rtI11+ f(.T) o= :c—)a,laiﬁren(a,oo) f(.’l?)
linksseitiger Grenzwert:
c= lim f(z):ec= lim f(z)
T—a— z—a, x€(c0,a)

Bemerkungen zu Grenzwerten:

1. VneN:limmHm;—::oo

Beweis:
oo n n+1
T T
- ..
et = = flirx >0
7;) nl = (n+1)! -
x T
s (n_’_l)!%oo(x%oo)
2. Fiir allen € N:
lim z"-e™® = 0
Tr—r 00
. 1
lim 2" -ex = oo
x—0+
. _ 1
lim z e = 0
r—0+
Beweis:
e\
z" et = () — 0(x — 0)
xn
1 \"
lim z"-ex = lim (-] ey =00
x—0+ y—oo \ Y
. _ 1 _
lim 27"-e= = limy"-e¥=0
x—0+ y—>00
3. limg oo Inz = 00, lim, g4 Inx = —00

Beweis: Sei K € R. Dann lne” = K. Da In monoton wachsend: Inz > K fiir z > e¥.

1
lim Inz = lim In— = — lim Iny = —oc0
z—0+ Yy—00 Yy Yy—o0
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Komplexe Exponentialfunktion, trigonometrische
Funktionen

e Seien (¢,), (d,) in C konvergent, ¢, — ¢, d, — d. Dann:

lenl = ¢ (llenl = lell < fen —¢f)
Re(cp,) —  Re(c)
Im(c,) — Im(c)
cn+d, — c+d
Cp-dp — c-d
2—: — < ([d#0)

e Sei (¢p) in C, sy, := > p_, ¢. Dann:

o0
Z cn konvergent < (s,,), konvergent
k=1

o0 o0
Z ¢, absolut konvergent < Z len] < oo
k=1 n=1

14.1 Satz: Majorantenkriterium

Sei (ay,) in [0,00), >°°7 | a, konvergent, ¢, in C, |¢,| < a,, fiirallen € N. Dann 7, ¢, konvergent,
2nzienl < 305 an.

14.2 Satz: Quotientenkriterium

Sei (¢p,) in C, ¢, # 0(n > ng), limsup |%| < 1. Dann )7, ¢, absolut konvergent.
Ebenso Wurzelkriterium. Beweise analog zum reellen Fall.

14.2.1 Beispiel: Exponentialfunktion

1. Fiir alle z € C ist

[ee] Zn
exp(z) := Z ol
n=0
absolut konvergent.
Beweis: “ | )
" n z
— —| = —=0(n—
'(n—i—l)! | (n = o0)
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2. Fiir z1, 29 € C gilt:
exp(21 + 22) = exp(z1) - exp(22)
Beweis wie in R, Cauchy-Produkt auch in C giiltig.

3. exp(z) # 0 fiir alle z € C

Beweis:
1 =exp(0) = exp(z) - exp(—2)

4. Fiir alle z € C:

exp(2) = oxp(2)

n sk n Lk
> T i
k=0 k=0

Beweis:

=exp(z) = exp(z)
5. exp: C — C stetig.
Beweis: (wie in R)
(a) Stetigkeit in z =0
o TL
lexp(z) — 1| = kz::; |z fir|z] <1

(b) sonst mit Funktionalgleichung

14.2.2 Trigonometrische Funktionen

Fir z e R: ' .

cosx := Re(e"") sinz := Im(e"*)
Somit: .

e'* =cosx +i-sinw (Eulersche Form)
Geometrische Deutung;:
1. Firz e R:
|eiw‘2 — ei-a: 6’7 — ei~a: . efi»:p -1

Bemerkung: Fiir alle x € R:

1 1T —1X
cosz = - (e +e %)
siny = N (e"® — e~ ")

2

cos(—x) = cosx
sin(—z) = —sinz
2 C2 L q( | i|2
cosx +sin“x = 1(=1e""|%)

14.3 Satz: Stetigkeit der trigonometrischen Funktionen

cos, sin : R — R sind stetig.

Beweis:

e Sei (zn) in R, 2, — 2. Dann i -z, — iz, et — e also Re(e"™) — Re(e"™) und

Im(et®n) — Im(e¥®). \\
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14.4 Satz: Additionstheoreme

Fiir alle z, y € R:

1. cos(x 4+ y) = cosz - cosy —sinx - siny

2. sin(z +y) =sinx - cosy + cosx - siny

Beweis: Aus ef@ty) = ¢i@ . giy,

cos(x+y)+i-sin(zx+y) = (cosz+i-sinx)-(cosy+1i-siny)

= cosx-cosy—sinz-siny +i(sinz - cosy + cosx - siny)

Korrollar:

2

2r —sin’z

1. cos(2z) = cos

2. sin(2z) =2 -sinz - cosx

14.5 Satz: Reihenentwicklung

Fiir alle x € R gilt:

oo . a2k
cosr = Z(—l) eIl
k=0
2 2t
= -ty
oo 22k
sinx = B [ ——
I e
_ 3
I TR

Die Reihen sind absolut konvergent.

Beweis:

x? ozt 3 2P

= 1—54'14' +Z($—3'+5'>
14.6 Satz: Nulistelle von cos
Die Funktion cos hat in [0, 2] genau eine Nullstelle.
14.7 Hilfssatz: cos2
cos2 < ——
Beweis:
22 94 9f
- 1 2 N 201
= 204 3

. unter Verwendung des Leibniz-Kriteriums, da die Reihe alternierend ist und die Betrédge der
einzelnen Summanden abnehmen.
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14.8 Hilfssatz: sinz > 0 in (0, 2]

Vo € (0,2] : sinaz > 0

Beweis:

sinz = z-(1——+——..)

Y v
8 8
7 N 7N
= —

I I
Ll w8,
\—/v

I
Wl =

14.9 Hilfssatz: Monotonie von cos in [0, 2]
cos ist in [0, 2] streng monoton fallend.

Beweis:

e Fiir z,2’ € R gilt:

e Fiir 0 <z <z’ <2 folgt:

, '+ -z | d+x
cosz’ —cosxr = cos - COS — sin - sin
2 2 2
4+ - !
— COS cos | — +
2
! / !
x4+ x T —x x +x
= cos cos —sin sin
2 2 2
'+ - L4z
— cos - COS — sin .
2 2 2
A o A A
= —2sin - sin
2 2

< 0 HS 14.8

14.9.1 Beweis Satz 14.6 & Definition von 1

e Existenz:

— cos0=1und cos2 < —1 <0 (HS 14.7)

— cos stetig, also Zwischenwertsatz giiltig
e Eindeutigkeit: Hilfssatz 14.9

e 7 ist die Nullstelle von cos in [0, 2].

14.10 Satz: spezielle Werte der komplexen Exponentialfunktion

Beweis:
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e Aus cos 5 = 0 folgt nach Hilfssatz 14.8:

.9 o T .
sm2+cos 5 sm2

Damit:
el s :cosz—#i-simz =1
2 2
e Aus der Funktionalgleichung folgt:
T = o E Lot E —
ei-2‘n’ ei-ﬂ' . ei'ﬂ' =1

14.11 Folgerung: Periodizitat

Fiir alle € R:
1. cos(x + 2m) = cosz, sin(z + 27) = sinzx (cos, sin haben Periode 27)
2. cos(z +7) = —cosz, sin(z +7) = —sinzx

T _

3. cosx = sin(g

x), sinx = cos(§ — x)

Beweis: Additionstheoreme

14.12 Folgerung: Nullstellen von sin und cos

L {zxeR|cosz=0t={5+k-7m|kecZ}
2. {zeR|sine=0}={k-7|keZ}
3. {zeR | e =1} ={2kn | k€ Z}

Beweis:

e cosz >0 fiir 0 <z < 7, also cosw = cos(—x) > 0 fiir -5 <2 <0
o Fiir § <z < 37”: cosz < 0 mit Folgerung 14.11.2
e Mit Folgerung 14.11.1:

cosx # Oftrx € U (kﬂ'* g,lmrJr g)
kEZ

»2“ Klar mir cos § = 0 und Folgerung 14.11.1, 14.11.2
2. Aus a und Folgerung 14.11.c
3.

l1=¢" & cosx=1,sinz=0
& sinz = 0,cosx >0
& x=2knfirkeZ
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14.12.1 (Co)Tangens

e Tangens: '
tan: R\ {z + km ‘ ke Z} (tanx = Sy
2 cosx
e Cotangens:
cos
cot: R\{km | k € Z} : cot x := — a
sinx

e tan streng monoton wachsend auf [0, 7), da:

— sin streng monoton wachsend auf [0, 7)
— cos streng monoton fallend auf [0, 7) mit Folgerung 14.11.3
— beide > 0 auf [0, §)

o Auflerdem:

tan(—z) = —tanx lim tanx = oo
=5 —

14.12.2 Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen
o Arcus cosinus: Umkehrfunktion von cos: [0,7] — R
arccos: [—1,1] — [0, 7]
e Arcus sinus: Umkehrfunktion von sin: [fg, g] - R

arcsin: [—1,1] — [fg, g}

e Arcus tangens: Umkehrfunktion von tan: (fg, g) —- R

arctan: R —

/

™
53

14.13 Satz: Polardarstellung

Jede komplexe Zahl z lisst sich eindeutig schreiben als z = r-e% mit r = |z| € [0,00), ¢ € R. Fiir
z # 0 ist ¢ bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 bestimmt. (Polardarstellung von z, ¢ Argument
von z)

Beweis:
1. z = 0: Klar.
2. z#£0

o Esseir:=|z|,(:= 2. Damn [(| = 1. Es sei £ := Re(, n := Im (. Dann gilt £ +n* = 1.

e Es sei o := arccos¢ (also a € [0,7]). Aus cosa = ¢ folgt:

sina=+/1—-€ =+/1—cos2a=+n
Man definiert nun:
e falls sina =7
Sp =

-« falls sina = —n

e Dann gilt sinp =17, e’ =cosp +i-sinp =, z =1 - .

74

Vorlesung: “Analysis I/II" von Jiirgen Voigt, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2008, Sommersemester 2009; Version: 2022-12-01



e Eindeutigkeit:

et —  lp2
= ei(391_992) — 1
S p1—@2 = 2km (keZ)

Bemerkung:
1. Produkt von z; = 1y - €%, 29 =1y - £1¥2

2129 =1T71°T9" ez(‘PI‘H"Z)

2. (Existenz n-ter Wurzeln)
Sei z € C, n € N>g. Dann gibt es eine Losung w der Gleichung w" = z. Fiir z = r - €%

definiere
i L
w = {‘fr et

3. (n-te Einheitswurzeln)
Sei n € N>y. Dann 2™ =1 genau n komplexe Losungen.

2km

Gp=e'n k=0,1,...,n—1

14.14 Fundamentalsatz der Algebra
Sein €N, p(z) = 2" +cp_1 2" 1+ ... +co mit ¢,...,c,1 € C. Dann gibt es 2, € C mit
p(zn) =0.
Beweis:
e Nimm an, dass ¢y # 0 sonst ist 0 gesuchte Nullstelle.

e Aus

+ .+

Cp— ¢
p(z) =2"" (1 + = *2)
z z

—1(|z|—00)

folgt |p(z)| — oo fiir |z| — oo. Damit gibt es R > 0, sodass |p(z)| > |p(0)] fiir alle |z| > R.
Auf B[0, R] ist z — |p(2)]| stetig und besitzt daher ein Minimum: Es gibt zg € B[0, R] mit
Ip(20)] < |p(z)] fir alle z € B[0, R], daher fiir alle z € C.

Angenommen |p(zp)| > 0. Sonst ist zp die Nullstelle. Setze p(z) := m;p(z + zp) Dann

nimmt |p(-)| sein Minimum in 0 an und $(0) = 1. Daraus folgt:

p lasst sich darstellen als:
Bz) =14 2™ +qz) - 2!

mit geeignetem m € N, ¢ # 0 und ¢ Polynom. Es gibt b € C, sodass b = f%. Fir0<t<1
hinreichend klein folgt:

p(b- )] < [L+e-b™ ™|+ [0 (b 1)
= =) B (b )
L™ (1=t (b 1))
< 1
(t™ < 1und t- o™ |q(b-t)| < 1.) Widerspruch zu 1 = p(0) < |p(2)], 2 € C
Bemerkungen:

e Beweisansatz von J. D’Alembert, 1746; vollstéindige Ausfithrung von J.R. Argand, 1806. Gaufl
1799, Dissertation (4 Beweise)

e In Satz 14.14 folgt, dass es z1,...,2, € C gibt, sodass p(z) = (z — z1) -+ - (2 — 2zn).

(0]
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15

Differentiation

e SeiDCR, f: D— R,z € D\{zo}. (Abschluss in D, siehe 13.4) f heifit in x( differenzierbar
(oder auch nur diffbar)

Y (R IC)
¢—wo,6€D\{zo}  § — Zo
f(wo+h) — f(z0)

lim
h—0, zo+h€D\{zo} h

=

e der Grenzwert heifit die Ableitung von f an der Stelle zy. Die Ableitung von f an einer Stelle
xo € D ist eine (reelle) Zahl. Definiere, falls der Grenzwert existiert:

/ — li f(f) _ f(x)
F@ = hw e
e f differenzierbar (in D) :& f in jedem Punkt z¢ € D differenzierbar. In diesem Fall definiere
die Ableitungsfunktion f’ von f

/. . f(f)_f($)>
f= (ngax,lslé%\{x} -

e Bemerkungen:

1. L82100) Gteigung der Geraden durch (xo, f(0)) und (€, £(€)) (Sekante)
1/ (o) Steigung der , Tangente“ an graph(f) in (zq, f(x0)), falls sie existiert.

2. Anschauung: Differenzierbarkeit < Hineinzoomen am Graphen an f(zg) ldsst den Gra-
phen der Tangente an f(zg) anndhern. < Eine Gerade am Punkt f(xg) kann nicht

kippeln.
3. Fiir f = (x — f(x)) existieren verschiedenste Schreibweisen:
flao) = e @) )= L
o= @ @y = D
sowie
d(f(z)) _ df(z) _ g S
de |,_,  dx |,_, ~drx (z) oy A (z) I
_ d(f(=)) _ df(x) _df o d _ df(z)
N dr |, T dx 20 o E@) 20 ' Ef(x) 20 T dx (o)
d(f(x)) _ df(z) _ _. 4
dx T dx - %(x) - %f(x)

Dabei handelt es sich nicht um Briiche.
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4. f: D — R differenzierbar = f stetig. Begriindung;:

e Beispiele:

1. Konstante Funktion: f: R - R: f(z) =¢

[ — f2)
/ -1 —
f(@) Jm — 0
2. f:R=>R: f(x)=c-x
) = Tim & E—c-z _
f(@) dm ——
3. f1R—=R: f(x) =22
, L (x+h)2—x2_
@) = Jim h =2
15.1 Satz: Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion
Fiir alle z € C: © ()
exp(§) —exp(z)
E—z,EF2 f —Z o eXp(Z)
(,komplex differenzierbar®)
Beweis:
1. z=0:
1 1 [ ¢
- -1 = =. >
flem( -1 = ¢ <n=1 m)
_ i é-n—l
n=1 ’I’L'
X en—-2
I St
— nl
— 1 )
< lfgl )~ firfg <1
n=2
< 14l = 1(¢—0)
2. allgemeines z:
o lew© o) = S exple—2) - 1)

— exp(z) (£ = 2)

15.2 Folgerung: Differenzierbarkeit von cos, sin

Die Funktionen exp, cos, sin sind differenzierbar:

1. exp’ = exp
2. cos’ = —sin sin’ = cos
Beweis:

7

= P2 e -2+ fa) 5 (a) 0+ flo) = fla)
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1. Klar mit Satz 15.1
2. Firz,£ € R, £ £ x:

eiE_eiz ) eiﬁ_eim ) )
¢ :Z'g — =7 (£ = x)
-z iE—i-x

nach Satz 15.1. Dann:

cosé +1-siné —cosx —i-sinx cosé —cosxr . siné —sinz
= o> P
{—x §—x §—x
— i-(cosx+i-sinx)
( = —sinz+i-cosz)
Also cos in « differenzierbar, cos’ x = —sinz, und sin in 2 differenzierbar, sin’ = cos .

15.3 Satz: WeierstraBsche Zerlegungsformel

Sei D CR, f: D—R, ae D\{a}. Sei ¢c € R. Dann sind &quivalent:
1. f in a differenzierbar, f'(a) = ¢

2. Die durch
f(x)=fla)+c-(xz—a)+ |z —al p(x)
fiir  # a definierte Funktion ¢: D — R mit ¢(a) := 0 erfiillt:

lim p(z) =0

r—a

(Weierstrafische Zerlegungsformel)
f wird durch eine affin-lineare Funktion f(a) + ¢ (x — a) approximiert

Beweis:
1. 1.= 2.
Pl = =@ = S@) —c- @ —a)
(Ol (ONN —0(z — a)
2. 2.=1.

f@)=f@) _,, lo=al
Tr—a Tr—a

o(z) = c(x — a)

15.4 Satz: Produkt-/Quotienten-/Summenregel

Seien D C R, f, g: D — R in x differenzierbar, A € R. Dann gilt:

1. f+g, A f,f-gsind in z differenzierbar.

(f+9)(x) = fl(z)+d' ()
A-H'@) = X fl(x)
(f-9)(x) = f(z) g(x)+ flz) g ()

2. Ist g(x) # 0, so ist £ in z differenzierbar.

| (£ (= o) S0~ ) o)
9
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Beweis:

1. 1. und 2. Rechenregel klar. Produktregel:
[(&)-9(&) — f(=z) - g(x)

e, @
- = 1) TR T ()
= f(@)-g' (@) + ['(z) g(z) (§ = 2)
2. Quotientenregel: Spezialfall f =1
(1 ~ 1>. (S I g(@)—g(©)
9(&) gl@)) §—= 9(&)-g(x)  &-x
S @) (€ )

Rest mit Produktregel
Beispiele:

1. fo: R =R, f,(z):=a" fir n € Ng. Dann f/ () =n- 2" L.

Beweis: Induktion (fiir n=0,1,2 schon bekannt)

o = fa-1-h
=fn = (far- 1) = faoci- fit faor - o
= (n—1)- 2" 2.z 42"}

= n.xn71

2. Fiirn € Z,n <0, fr,: R\{0} = R, f,(x) :=2". Dann f/,(z) =n- 2"
Beweis: mit Quotientenregel

ne = ()

—n- x—n—l

n—1

|
3
8

x—2n

15.5 Satz: Kettenregel

Seien D, ECR, f: D= E, g: E— R, f in « € D differenzierbar, g in y := f(x) differenzierbar.
Dann go f: D — R in z differenzierbar.

(go f) (@) =4 (f(@) - f'(x)=((g"of) f)(z)
Beweis:

e Essei g*: F— R mit

g(n) — g(y) fiir ) #
g*(n) = { n-y
gy) firn=y

Damit:
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Beispiele:
1. Leo® = e . 2y

2, Loz — o2

15.6 Satz: Ableitung der Umkehrfunktion

Sei I C R ein Intervall, f: I — R stetig und streng monoton, D := f(I),p = f~1: D — R die
Umkehrfunktion. Sei f in = € I differenzierbar, f'(x) # 0. Dann ¢ in y := f(x) differenzierbar.

/( )7 1 B 1
PV T Plel)

Beweis:

e Sei (n,) in D\{y}, n, — y. Setze &, := p(n,). Dann &, — = (¢ stetig nach Satz 13.1),
& # o, da @ injektiv.

pn) —ly) G-z 1 (n = )

T — Y f&n) = flx)  f'(z)

Beispiele:

1. In'(z) = 1 fiir z > 0.
1 1
mh=exp '=l'(z)= ——— = —
n=exp = = In'(z) o/ (@) =

1\" 1\ "
lim (1—1—) =e lim <1—) —e
n—00 n n—oo n

Hieraus folgt:

Beweis:

= —
/N =
= N
| —_
3 +
S~ 3|
| SN—
3 3
I Il
] 3=
3|~ .
/;\ =]
= P
— =
= +
b 3=
I |
~ +
+ F
= —_
- ~
~_ 1
LR
B —
= Il
Il —
—

2. a €R, f:(0,00) = R, f(z) = 2% Dann f'(z) = - 2%~ L.

Beweis: mit Kettenregel

fl@) = exp(a-lnz)

1
flx) = exp(a-lnm)~a-; =a- -z}

3. arcsin ist differenzierbar auf (—1,1).

arcsin’(z) =

V1—22
Beweis:

e arcsin ist Umkehrfunktion von sin: [-%,%] — [-1,1]. sin’z = cosz # 0 fir = €

(=5:%)-
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15.7

o Fir —1 <y <1 gilt:

1
sin’(arcsin y)
1

cos(arcsin(y))
1

\/1 — sin?(arcsin y)
1
1—y?

arcsin’(y) =

d _ _1
dz arctanx = T2

Beweis: siche Ubung 12 (Aufgabe 89)

Ableitungen hoherer Ordnungen

Sei DCR,z €D, f: D— R. Es gebe ¢ > 0, sodass f in DN (x — e,z + ¢) differenzierbar
ist. Ist f/ in z differenzierbar so heif3t

d f(z)

dx?

= f”(fL') — (fl)/(x)
die zweite Ableitung von f in x.

Rekursiv: f k-mal differenzierbar in « € D, falls es € > 0 gibt, sodass f in DN (z —¢e,x + ¢)
(k — 1)-mal differenzierbar ist und die (k — 1)-te Ableitung von f in z differenzierbar ist.

0-te Ableitung: f(© := f

Syntaktische Beobachtung:

()

« ar o« d d o« d "
dx T (do)r 7 dx dzf(w) ” (dx) /(@)

Bezeichnungen:

k k
f®)(z) = %f(x) = ((Z) f(x) = %f(k—l)(x)

f k-mal differenzierbar :< f k-mal differenzierbar in jedem z € D.

f k-mal stetig differenzierbar :< f k-mal differenzierbar und f*) stetig.
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Lokale Extrema, Mittelwertsatz

Sei D ein metrischer Raum, f: D - R,z € D. f hatinz ...

e lokales Maximum
= Je>0: f(§) < f(x) fur alle € B(x,¢)

e (globales) Maximum:
& f(&) < f(x) fir alle§ € D

e (globales) Minimum:
& f(€) > f(x) fur alle§ € D

e striktes Minimum/Maximum: f(§) # f(z) fir £ # x
e Extremum: Minimum oder Maximum
16.1 Satz: Ableitung an der Stelle des Extremums
f:(a,b) = R besitze in € (a,b) ein lokales Extremum, f sei differenzierbar in . Dann f'(z) = 0.

Beweis:

e Ohne Einschrinkung: ,Maximum®, f(§) < f(x) fiir alle £ € (a,b)

e Dann gilt:
’ : + % —
flz) = lim i@ 1) fz) <0
= fl(z) = 0 '

16.2 Satz von Rolle

Sei a < b, f: [a,b] — R stetig, f(a) = f(b) =0, f in (a,b) differenzierbar. Dann gibt es x € (a, b)
mit f/'(z) = 0.
Beweis:

e Ist f = 0 (Nullfunktion!), dann klar.

e Sei f # 0. Dann gibt es y € (a,b) mit f(y) # 0. Ohne Einschrinkung sei f(y) > 0.
Nach Satz 12.3 hat f eine Maximumstelle x € [a,b] (also f(§) < f(z) fur alle £ € [a,b]) und
f(z) > 0, also insbesondere x # a,b. Also = € (a,b). Aus Satz 16.1 folgt f/'(x) =0
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16.3 Folgerung: Mittelwertsatz

Sei a <b, f: [a,b] = R stetig, f in (a,b) differenzierbar. Dann gibt es x € (a,b) mit

Beweis:

e Essei F(x):= f(z) — f(a) — M - (z —a). Dann F(a) = F(b) = 0.

—a

e Aus Satz 16.2 folgt:

Jz € (a,b) : 0= F'(z) = f'(z) —

Anschauung: f = zuriickgelegter Weg. f° = Geschwindigkeit. Mittelwertsatz = an mindestens
einen Zeitpunkt fihrt man so schnell wie die Durchschnittsgeschwindigkeit.

16.4 Folgerung: Monotonie

Sei f: [a,b] — R stetig, f in (a,b) differenzierbar.

1. Sei f'(x) = 0 fiir alle x € (a,b). Dann f konstant.

2. Sei f'(x) >0 (f'(x) > 0) fiir alle x € (a,b). Dann ist f (streng) monoton wachsend.
Beweis:

e Sei a <z <y <b. Folgerung 16.3 auf [z, y] angewendet ergibt:
K e (@y): fly)— fl@)=f'(&) (y—=)

1. Es folgt: f(x) = f(y).
2. Es folgt:
fy) = f@)=0= f(y) = f(z)

16.5 Folgerung: striktes Extrema

Sei f: (a,b) = R, x € (a,b), f zweimal differenzierbar in z. Es gelte:
flle)y=0  f"()>0

Dann besitzt f in x ein striktes lokales Minimum. (Es folgt: Hat f in z lokales Maximum, dann
f(z) =0und f"(z) <0.)

Beweis:
e Ohne Einschrinkung: f differenzierbar auf (a,b).
o Aus f"(x) > 0 folgt:

f'©€) - f'(2)
E—x

de > O0mit (x —e,x +¢) C (a,b), >0fir0< |6 — 2z <e

e Damit f/(§) <0 fiirz —e <& <z und f/(€) >0 fir z < £ < z + e. Aus Folgerung 16.4.b):
f streng monoton fallend auf (z — e, z] und f streng monoton steigend auf [z, z + ¢).
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16.6 Folgerung: Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Seien f, g: [a,b] — R stetig, in (a,b) differenzierbar. Dann gibt es x € (a,b) mit
[£(0) = f(a)] - g'(x) = [9(b) — g(a)] - £'(2)

Beweis:

e Betrachte

16.7 Folgerung: Regel von de I’Hopital

Seien f, g: [a,b] — R stetig, in (a,b) differenzierbar, ¢’(x) # 0 fir alle x € (a,b). AuBerdem

f(a) = g(a) = 0. Es existiere limy_,q4 %. Dann gilt:
/
lim 7f(a:) = lim ()

A g(a) R )
Beweis:

e Ob.dAist g(z) #0firz#a

e Sei (z,) in (a,b) mit x,, — a. Nach Folgerung 16.6 gilt:

Vn € N 3¢, € (a,zn) mit (f(zn) — i\(fl) 'g/(fn) = (9(zn) — g(a)) - f/(fn)

wobei &, — a (n — o) . Es folgt:

(8
! !
r—rat+ gl(x) n—00 g/(gn) n—00 g(xn)
e Also ist lim L&) yonvergent (nach 13.5) und lim ACORSY e Lom)
e—rat g(z) & : e—rat g(z) n=00 g(y,,)
Beispiele:
1. )
. 1 —cosx . sinx 1
lim ——— 5 = lim ———— =~
z—0+ sin“x z—0+ 2 -sinx - cosx 2
2. )
. 1—coszx . sin . COS X 1
lim —— = lim = lim ==
z—0+ x z—0+ 21 z—0+ 2 2
3.
. 1 1 . sinx —x
lim |- —— = lim —
x—0+ \ T Sinx z—0+ 2 -SInx
. —1+cosz
= lim —————
z—0+ X - COSX + SInx
. —sinz
= lim -
z—0+ —x - sinx + 2cosx
= 0

Vorlesung: “Analysis I/II" von Jiirgen Voigt, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2008, Sommersemester 2009; Version: 2022-12-01



Bemerkung: Regel gilt auch fiir lim, , ... und fiir unbestimmte Ausdriicke der Form 22 (Ubung)

Beispiele:
1.
. .
lim — = lim — =0
z—o0 €T z—o0 e¥
2. limw_)0+ Tt = limz_,0+ 6ac‘lnac
1
. . Inzx . e
lim z-Inz= lim —— = lim -4 =0
z—0+ z—0+4 = x—04 =l

Also: limg oy 2% = 1.
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Das Riemann-Integral

Integral einer positiven Funktion = Fldche unter dem Graphen von f

17.1 Definition
17.1.1 Treppenfunktion

Seien a, b € R,a < b. Eine Funktion ¢: [a,b] — R heifit Treppenfunktion, wenn es n € N,
a=x9<x <...<zy=D>gibt, sodass ¢ auf (z5_1,z)) konstant ist fir k =1,...,n. (T']a,b] =
Menge der Treppenfunktionen)

e Behauptung: T'[a, b] ist ein Vektorraum. (Untervektorraum des Vektorraums aller Funktionen
auf [a, b))

e Beweis: Dazu zu zeigen:

1. 0 € T'[a,b] (Nullfunktion) Klar.
2. p €Tla,b, e R=\-p € Tla,b] Klar.
3. ¢, € Ta,b] = ¢+ ¢ € Ta, b]

— Unterteilung fiir p:a=a( <z <...<zl, =b

— Unterteilung fiir ¢ :a =2y <2/ <...<zll, =

— Selen a = zp < 71 < ... < x, = b so, dass {zg,...,z,} = {z(,2],..., 2, } U
{a§,zY,..., 2!, }. Dann sind ¢, konstant auf (xyp_1,zx) fir alle k = 1,...,n,

damit auch ¢ + .

17.1.2 Integral

Sei p € T[a,b],a =29 <21 < ...<zp =0, p(x) = ¢ fiir a1 <z <z fir k=1,...,n. Wir
definieren , N

/ o(x)da = ch (xk — xp—1)

@ k=1

als das Integral von a nach b iiber die Treppenfunktion . Es ist Noch zu zeigen, dass die Definition
,wohldefiniert* ist, d.h. rechte Seite unabhéngig von Unterteilung.

e Seien dazu a = z; < 2] < ... < 2}, = b so, dass ¢(zx) = ¢, fir z)_, < x < z}, fir
k=1,...,n.
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e Fall 1: Zweite Unterteilung ist feiner als erste, d.h. {zo,...,zn} C {(,...,2),}. Dann gibt
es0=jo<j1<..<jn=n'mita,=2) (k=1,...,n). Dann:
n/
S = Y S e
Jj=1 k=1j=jr_1+1

e Fall 2: allgemein
Wihle Unterteilung, die feiner alsa =29 < ... <z, =bund alsa=z( < ... <z, =b.

Dann mit 1. Schritt:
> = > = >

1. Unterteilung Verfeinerung 2. Unterteilung

17.1.3 Satz: Linearitat

Es seien X, Y Vektorrdume iiber K. A: X — Y heifit linear

= Ve,ye Xt Alx +y) = A(z) + Ay)
Vee X, e K:A\-z) =X A(zx)

Seien ¢, € T[a,b], A € R. Dann:

/ (o + ¥)(a)da = / () + / " p(a)da

b

/ (0 a)de = A | etz

a

1.

d.h. die Abbildung 6: T[a,b] = R, ¢ — f p(z)dx ist linear.

3. Aus ¢ >0 (d.h. Vz : p(z) > 0) folgt fa p(x)dx >0

/ lo@)lde > / ' ()

e Einfach, fiir a) Unterteilung verwenden, die fiir ¢ und ¢ gilt:

4. AuBlerdem

Beweis:

o(x) = ¢k Y(x) =dpfirer <z<z, k=1,...,n

Dann:

n n n
D (entdi) (v —wpo1) = e (xn —2po1) + D di - (wk — 2p1)
k=1 k=1 k=1

Bemerkung: Letzte Eigenschaft impliziert Monotonie: ¢, ¢ € T'a, b, ¢ < . Dann:

Jw-o@ar= [v@ac- [owir >
=>/<p(m)dx < /d}(m)dm
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17.1.4 Riemann-Integrierbarkeit

e Sei f: [a,b] = R beschrinkt. Dann

/ F(@)dz = inf { / ’ o)

das Oberintegral von f.

[ e i=sup { / ' p(@)da

das Unterintegral von f. Offenbar: (Monotonie des Treppenintegrals)

(pET[CL,b],(pi}

1/J€T[a7b],¢§f}

—00 < /f(m)dx < /f(m)dm < 00

e f heifit Riemann-Integrierbar, wenn

[r@ar= [se= [ ' fla)d

e [a,b]: Menge der Riemann-Integrierbaren Funktionen
e Beispiele:

1. Fir ¢ € Ta,b] gilt:

/(p(aj)dx = /(p(a;)dx = /abga(x)dx

(vorher definiertes Integral auf den Treppenfunktionen)
Also: T'a,b] C RJa,b]

2. Dirichlet-Funktion: Sei f: [0,1] = R

1 rzeQ
f@) = {o z €R\Q

/f(x)dm =1

/f(a:)dx =0

Also f ¢ R|0,1]

e Bemerkung: Riemannsches Integrierbarkeitskriterium (Ubung)
b
£ e Rlab) & Ve >03p.0 ¢ Tlablp < < v, [ (W) - pla)do <

17.2 Satz: Riemann-Integrierbarkeit von stetigen Funktionen
f:a,b] = R stetig = f € Rla,b]

Beweis:
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e Sei € > 0. Es geniigt zu zeigen:

Jp, 1 € Tla,b], 0 < f <9, rgagb(d)(x) — @) <ehi=

Dann folgt ndmlich:

/ (b(z) - o)) dz

IN

/ max (1(z) — 6(x)) de

a<z<b

b

S/de

= ¢
€

—a)

o f stetig auf [a,bd], also f gleichmifig stetig. Also gibt es § > 0: Fiir alle z,2’ € [a,b] mit

[z —a'| <6 gilt |f(z) - f(a")] <€’

e Seien a =x¢ <1 < ... < xp, =bmit x; —x;_; <J fiir alle j € {1,...,n}. Definiere:
e(@) = inf{f(y) |z Sy <az;}firz; 1 <z <z,
P(x) = sup{f(y) | zj—1 Sy <aj}fire; 1 <z <z

o(b) = P(b):=f(b)
e Dann ¢ < f <9, P(x) — p(z) < € fir alle z € [a,b].
17.3 Satz: Riemann-Integrierbarkeit von monotonen Funktionen
f: ]a,b] = R monoton = f € R[a,b]

Beweis: (nur fiir monoton wachsend)

e Sein €N,
b—a
x; za—i—( - )-j je{0,...,n}
e Dann:
o) = flzjoq)fire;1<z<z;, j=1,...,n
Y(x) = flzj)fire, 1 <z<zj, j=1,...,n

p(b) = P(b):=f(b)

e Dann ¢ < f <4 (f monoton).

/ () — p@)dr = S (F(a5) — F@i) - (@5 — 25-)

Beispiel:
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. faxdz

0
) J .
a-j-— fira <z<a-=,j= , N
on(z) = n n n
a firx =a
a n
1 1
= d = — -
/Ogon(x)x Zagnan
J=1
2 n
j=1
a> n-(n+1) a?
= —_ —
n? 2 2
@ 1
:>/ zdz = =d®
0 2

17.4 Satz: Riemann-Summen
Sei f: [a,b] — R Riemann-Integrierbar. Sei € > 0. Dann gibt es 6 > 0, sodass fiir jede J-feine

Unterteilung ¢ = 29 < 21 < ... < &, = b (,Feinheit*: max;—1,_ n(z; — x;-1) < 6) und fiir jede
Wahl von Zwischenpunkten §; € [z;_1, ;] (j =1,...,n) gilt:

b n
[ e =37 160 - (o~ aym0)| <

Beweis:

oSei€>0Esgibtcp,¢€T[a,b]mitgogfgz/J,f( (x) oz ))d:r<5 Es gibt a =ty <

t1 < ... <ty =b, sodass ¢ und ¢ konstant auf [t;_1,¢;] (j =1,..,n)
e Seid:==.Seinmma=um <21 <...<zp=0bmit max(x; —x;_1) <0, € [j_1,15]
(j:]‘,"7n)

&) firze (zione) (G =1,...,n)
Flo) = {f(wj) firz =2;(j=0,...,n)

Dann F € T[a,b] und

/ dx—Zfé} — )

e Sei

A = U (@12}

ke{0,...,m}
te€lzj—1,7;]

sup{[f(z)];a <z < b}(< 00)

2M firr e A
x(@) = )
0 firz € [a,b]\A4

<
i

A ist die Vereinigung von maximal 2m Intervallen.
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e Dann x € T[a,b], o = x < F <Y +x, ¢ — x < f <9 + x. sowieso:

/(w*x)
/(sofx)

= [@+o--x0) = [w-9+2[x

A\ A\
\\
- &>
IA IA
\\
s e
+ o+
= =

< e+2-2m-6-M
e-(1+4M)
f
#‘/f—Z(ﬁj)-(xj—xj_l) < e (1+4M)
j=1

17.5 Hilfssatz: Rechenregeln fiir Ober-/Unterintegrale

Seien f, g: [a,b] — R beschrinkt. Dann:

/)\-f(x)dx = )\-/f(x)da: fir A >0
[u@ vomna < [rwas [ow

[r@as = - [y

Beweis:

1. e Klar fir A=0
e Sei A > 0. Ist ¢ € T[a,b], o > f, dann A - ¢ > X - f. Daher:

//\-f(x)dx < /)\~<p(a:)dx
A-

Daraus:
/A.f(x)dx < )\~/f(x)dx
- Al/id-ﬂ@dx
< Xi~/Xf@Mx
- /Xf@ﬂx
Also alle ,=<.

2. e Seien p, ¥ € Tla,b], f < ¢, g <. Dann f+ g <+ p(€ T|a,b]). Damit:

/f+g < /<p+w
[e+[v
/(p

=>/(f+g)—/w
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e Infimum iiber ¢:

/(f+g)—/1/f <
= [uro-[r < [
/(f+g)/f§/g

Y fe-f<—y

/f(w)dfc Sup{/so'so <fp€ T[a,b]}
= { [ o020 e 1ot}

sup{/d"#JZfﬂ/JET[aab]}
1zt sup{—/¢‘¢2 —fﬂﬁET[a)b]}

= —inf{/w‘w > —f,weT[a,b]}

e Infimum iiber :

3. ¢ € Tla, b):

Damit folgt

- [-Die)da

17.6 Satz: Linearitdt des Integrals

Seien f, g € R[a,b]. Dann sind f + g, A+ f € R[a,b] (A € R) und es gilt:

1.
b

/ (f(a) + gla)da = /  flaye 1 | stz

b b
/ (M- f(x)dz = A / f(z)dz

3. Monotonie des Integrals: X b
f§gz>/ f(ff)dxﬁ/ g(z)dz

Beweis:

e Mit Hilfssatz 17.5 folgt:
Ji+[s = ~([en+ [ca)
[r-9

IN

IN
—
~
+
—
Q
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Aus [f=[f=[fund [g= [g= [g folgt Gleichheit, also (f + g) € Ra, b].
e Rest einfach mit Hilfssatz 17.5

e = RJa,b] ist ein Vektorraum

17.7 Folgerung: Positiv-/Negativteil

Sei f € R[a,b]. Dann gilt f*, f~, | f| € R[a,b] wobei:

fH(z) = max{f(x),0} Positivteil von f
f(x) = (-HF Negativteil von f
Ifl = T+
fo= fr=r
und
b b
[ rwas) < [l
< (b—a)-sup{lf();a <z < B}
Beweis:

e Sei ¢ > 0. Dann gibt es ¢, ¢ € Ta,b], ¢ < f < ¥, [( —¢) < e. Es gilt T, 9" € T[a,b],
et < fH <t 0 <Yt — ot <9 — . Somit gilt:

Jor-en< fw-o <

Aus Riemannschen Integrierbarkeitskriterium: f+ € Rla, b].
e Damit auch f~ = —(f — f1) und |f| € R|a,b] nach Satz 17.6.
e Aus £f < |f] folgt:

t [ s < [ |f)ds
damit erste Ungleichung. Fiir die 2. Ungleichung |f| < sup{|f(z)];a < x < b}
17.8 Satz: ,,Aufsplitten” von Integralen

Sei a < b < ¢, f:]a,c] = R. Dann flja und f[p o Riemann-integrierbar genau dann, wenn

f € Rla,c|. Dann gilt:
c b c
| r@as = [ p@is+ [ seyis

Beweis: einfach

Man setzt:

flx)de = 0

flx)dz = —/ba f(x)dx firb < a
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18

Integration und Differentiation, der ,, Hauptsatz®

e Sei I C R ein Intervall, F', f: I — R. F heiflit Stammfunktion von f, wenn F' differenzierbar
und F’' = f.

e Sind F'; G Stammfunktionen von f, so gibt es C' € R sodass gilt:
F -G =0=(F-G)=0=F—G = const(C) = F = G + const(C)

wegen Folgerung 16.4a), d.h. verschiedene Stammfunktionen unterscheiden sich nur durch
eine additive Konstante.

18.1 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, |

Seien a,b € R, a < b, f: [a,b] = R Riemann-Integrierbar, F' Stammfunktion von f. Dann gilt:

b
/ f(a)dz = F(b) = Fla) = [F(O)]', = F(®)l'_, = F["

Beweis:

e Sei e > 0. Es gibt ¢, € Ta,bl mit ¢ < f <, [(p —¢) <e. Esgibta=zp <z1 <...<
zn = b, sodass o, 9 auf (xy_1, ) konstant fiir k =1,...,n. Dann:

n

o Aus p(&) < f(§) < (&) fir j = 1,...,n folgt:

/wsif@j)-(mj—wj_l) < [

F(b)—F(a)

e Aberauch [¢ < [ f <. ([ ¢, [+) Intervall mit Linge < e. Also | [ f— (F(b) — F(a))| < e.

Beispiele:
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1. Sei o € R\{—1}. Dann:

’ 1
/ dr = —— - xo P
a a+1 @

Hierbei:

e Fiir o € Ny: a,b € R beliebig
o FiraeZ,a < —2:a,b>0oder a,b <0
e Fiir & € R\{Z}: a,b>0

bq Inz|® fira,b >0
/ —dx =
a T In(—z)[° fiira,b < 0
18.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Il

Sei I C R ein Intervall, f: I — R stetig, a € I. Sei F': I — R definiert durch

F(z):= / f(y)dy firx e T
Dann F differenzierbar und F’ = f.

Beweis:

e Seizel, he R-h#£0,x+hel.

S| =

x+h
(Plo+h) = F(z) = fl) = (,11 / f<y>dy>—f<x>
1
D

e Weiter gilt:

1

0 < bl sup{|f(y) = f(@)]; |y — x| < |h|}

1
||
— 0(h—0)

x+h
/ (f(y) — f(2))dy

... da f in x stetig.
Bemerkung;:

e Besitzt f: I — R eine Stammfunktion F, so ist das unbestimmte Integral [ f(z)dz die
Menge aller Stammfunktionen.

/f(x)dx ={F| F' =f}

e Falls ¢ die Menge aller Konstanten Funktionen von I nach R sind dann gilt:

/f(m) de=F+ec (fﬁr cin F e /f(x) dx)

N+M:={n+m|neNAmeM}
f+M={ft+M

usw.
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Beispiele

1.
1
/fdx =Inoabs+c = (z — In(|z|)) + ¢
T

mit Definitinsbereich ohne 0, Schreibe der Einfachheilt halber wieder In |z| fiir « # 0

2. Trigonometrische Funktionen:
/ sinxdr = —cosz
/ cosrdr = sinzx

Insbesondere: .
/ sinzdr = —cosx|j =2
0

3. Umkehrfunktionen

/expxda: = expzT

1
———dz = arcsinz = —arccosz fiir|z| < 1
/ V1—a?
1
———de = arcoshz fiir |z| > 1
/ Va?z -1
= arsinhz

1
—dz
/\/IE2+1

/
—
1+:K2

1
/ 5 dr = tanz
cos? x

Letzteres nur auf Intervallen ohne Nullstellen des cos.

4. [ ﬁ dz auf Intervallen (—oo, —1),(—1,1), (1, 00). Partialbruchzerlegung:
(1-a?)=(1-a) (1+2)

Gesucht sind «, § € R mit
1« n I5)
1—22 11—z 142

Losung: o = 8 = 0,5. Damit:

/ dz B 1 / dz +/ dz
1—z2 2 1—2 1+
1
= 5-(—ln|1—x|—|—ln|1+x|)
13223 1 1+
= —-In
2 11—z
B artanh fiir |z| > 1
B arcothz  fur|z| <1
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18.3 Satz: Substitutionsregel (Kettenregel riickwarts)

Sei f: I — R stetig, ¢: [a,b] = R stetig differenzierbar, ¢([a,b]) C I. Dann:

b »(b)
/ Fo(t) - () dt = / f(z) de
a »(a)
t

Rechenmethode: z = ¢(t), do = ¢'(t) - dt

Beweis:

e Sei F': I — R Stammfunktion von f. Fiir F o ¢: [a,b] — R gilt:

(Fop)(t) = Fl(p@)- #'(t)
= fle()-¢'(t)

e Aus Satz 18.1:

(Fop)(t)la

F(p(b)) — Fp(a))
= Fz) )
»(b)

- /</>(a) fle)de

b
/ Flp(t) - ' (t) dt

Beispiele:
1.
b b+c
/f(tJrc)dt: f(z)dx x=t+c=(t)
a a-+tc
2.
b sin~1(b) v
/ V1—22dz = \/1—sin2t-costdt:/ cos® tdt
a sin=1!(a) u

mit x = sint,dr = cost- dt,u = arcsina, v = arcsin b. Fortsetzung Losungsweg siehe Beispiele
partielle Integration.

18.4 Satz: Partielle Integration

Sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar, g: [a,b] — R stetig, Stammfunktion G. Dann:

[ @) g@yde =16 [ £@)G)da

Beweis:

He (f -G - /f’(ar) -G(x) dx) & Vzela,b]: H (z) = f'(z) G(x)+ f(z) - G'(z) — f'(z) - G(x)
& Vz€la,b]: H(

o He </f(x)~g(x)dm>

8
~
I
~
—~
8
~

Q
—~
&

Beispiele:
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/1n:z:~1d33

/arctanx -1dzx

= z-(lnx-—

spéter

(arctanz) - x — /

(Inz)- -z —

1

/é-xdaz
)

1
1+ 22

-xdx

1
x -arctanx — 3 In(1 + z?%)

Dabei wird die Substitutionsregel genutzt mit y = 1 + 22, dy = 2z da:

1
—— zdxr =
/1—}—352

/ arcsin x dx

/cos2 tdt =

:>/(3052tdt =

Fortsetzung des Beispiels fiir Substitutionsregel:

v
/ cos® tdt
u

Insbesondere fiir a = —1, b = 1:

1 1

5/1—1—332
1
2

1
lny = =
ny 9

x
z-arcsing — [ ——d
/\/1 — 2

1
2xdx = /—dy
2y

‘In(1 4 2?)

x - arcsinx +

xT

1— 22

cost-sint + /sin2 dt

cost~sint+/1 — cos? tdt

cost -sint +t — cos? dt

1 .
i(cost -sint +t)

1
B (arcsin | +

1
/ V1—22dx =
1
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Uneigentliche Integrale

Sei a,b € R, a < b oder b = 0. Sei f: [a,b) — R auf jedem Intervall [a,r] mit a < r < b
integrierbar. Falls

/abf(x)dx := lim /arf(ﬂc)dm

r—b—

existiert, heit f auf [a,b) uneigentlich Riemann-Integrierbar. ( f: f(x) dzx ist konvergent.)
Analog fiir —co <a <b< oo, f: (a,b] = R.

Beispiele:

1. [7°-L da ist konvergent fiir v > 1, nicht konvergent fiir a < 1

Beweis: Fiir a # 1:

"1 1 r

/lx—ad:c = 1_a-x1*a|1
. ail a>1

00 a<l

Fir o = 1:

,
1
/ —dz =Inz|] = oo (r = o)
1 X

2. fol -L da konvergent fiir v < 1, nicht konvergent fiir o > 1.
3. fooo I% dz := fol m% dx + floo z% dx nicht konvergent fiir « € R
4.

R d li Tl dr + 1i C d
——dz = lim ——dz+ lim ——dz
oo L+ 22 r——oco [, 14 2?2 r—oo [y 1+ a2
= lim (—arctanr)+ lim arctanr
r——00 r—00
= 7

5. [ sinawdz =?. Es existiert zwar lim, o " sinzda =0, aber

r

lim sinzdz =1— lim cosr
r—00 0 T—00

nicht. Damit ist auch ffooo sin x dz nicht definiert.
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19.1 Satz: Integralvergleichskriterium fiir Reihen

Sei f: [1,00) = [0,00) monoton fallend. Dann gilt:

Z f(n) konvergent < / f(x) da konvergent

n=1

Beweis:

o Fiir n € N gilt:

e Daher >72, f(j) konvergent

& Z fl beschrankt
j=
& ( flx dx) beschrinkt
1
& f(x) dx konvergent (r — / f(x) dz monoton wachsend)
1

Beispiel:

— 1
Z o konvergent < a > 1

Beweis: [~ -L dz konvergent fiir o > 1 (siehe oben)

19.2 Satz: (Euler’sche) Gamma-Funktion

Fiir x > 0 ist das uneigentliche Integral

[(z) := /OO t* et dt
0
konvergent. I': (0,00) — R heifit (Euler’sche) Gamma-Funktion. Es gilt
Nz +1) =al'(z) fiir alle z > 0
I'(n+1)=n! fiir alle n € Ny

Beweis: Fiir 0 < ¢t < 1 gilt 0 < t*~te~t < t*~1. Damit ist fol t*~le~! dz konvergent. Fiir 1 < ¢ < oo
gilt:

m\’*
N\rﬂ

1 — 1 _t
0<t* let = #7172
—0 fiir t—o0

fiir ein C, > 0. Damit ist [, t*~'e~* dt konvergent, denn fiir a > 0 ist [~ e~**dt = L. Die beiden
letzten Gleichungen gelten wegen

T T
/tfe*tdtz—txe*t|:,+/ wt* et dt
r! r’

I'(x +1) =0+ 2I'(x) durch Grenziibergéinge r — oo und ' — 0 und nach Induktion:

F(0+1):/ e tdt=1
0

Nn+1)+1)=Mn+1)T(n+1)=(n+1)n!=(n+1)!

> < Cge

Bemerkung;:
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° F(%) = /7 Damit kann man ffooo e da = /7 berechnen. Wir werden spéter in Kapitel

Transformationsformel das Integral [, e~ dz berechnen und damit auch T (3).

e Die Gammafunktion ,interpoliert” die Fakultdt. z.B. wichtig fiir die Berechnung des Volu-
mens der n-dimensionalen Einheitskugel.
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Gleichméafige Konvergenz, Potenzreihen

e Sei K eine Menge, (M, d) ein metrischer Raum. Fiir n € Nsei f,,: K - M, f: K — M.

fn — fpunktweise & Ve K: f,(x) = f(x)
& Ve>0 Voe KINeN VYn> N : d(falz),
fn — fgleichmiBig & Ve>0 IN e NVz e K Vn > N :d(fu(x),

e Ist g: K — K so definieren wir

9% := sup{lg(x)]; = € K}
die Supremumsnorm.
e Bemerkungen:

1. g beschrénkt < ||g||x < o0
2. Im Metrischen Raum (N,e) mit N :={f | f: K — M} und e(x,y) := ||z — y||x

fn — fpunktweise < limf, =f

fn — feleichméBig < sup d(fn(z), f(z)) = 0(n — o)
reK
& |fo—fllx = 0(n—o00) wenn M =K
4. fp, — f gleichmiBig = f,, — f punktweise (i.A. <)

Beispiel: K = [0, 1]

0 0< 1
fula) =" f(:v)={1 e

fn — f punktweise. Aber ||f, — flljo,; =1 (n € N), also nicht f, — f gleichmiBig

20.1 Satz: GleichmaBige Konvergenz + Stetigkeit

Seien (K, c) und (M,d) metrische Réume, f,: K — M stetig fir n € N, f: K - M, f, — f
gleichméfig. Dann f stetig.

Beweis:

e Sei z € K. Sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung gibt es n € N mit d(f(y), fu(y)) < § fiir alle
ye K.

e Da f, stetig, gibt es § > 0, sodass fiir alle y € K mit c(y,z) < 0: d(fn(y), fn(z)) < 3.
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o Fiir y mit c(y,z) < § folgt:

d(f(y), f(x) < d(f(y), fa(y) +d(fu(y), f(z))
< d(f (), fa(y) +d(fu(y), fu(@)) +d(fu(z), f(2))
C f.f.f_.
-3 3 3

Also f stetig in .

20.2 Satz: Konvergenzkriterium von WeierstraB3

Sei K eine Menge, (f,) eine Folge in B(K) := {f: K — K | f beschréinkt},

e} oo
Z | fullx < 00 (@: Z fnsei] - | x-absolut konvergent)
n=1

n=1
und F' sei durch -
F(z):=Y fulz) VoeK
n=1

definiert. Dann sind die Folgen (3,_ fx(x)),, absolut konvergent (damit ist F dann wohldefiniert)

und
(Z fk> — F gleichméfig
k=1 n

Beweis:

e Absolute Konvergenz: Vn € N : fo () < [[fullx = Don_y fulz) <D0 (I fullx und O | fullx),
konvergent, dann Majorantenkriterium

o Fiir z € K gilt:

k=1 k=n+1
6.4.1 >
< D @)
k=n-+1
< D>
k=n-+1
Daher:
n n
F—ka = sup F(m)—ka(x)
=1 g €K k=1
< >
k=n+1
— 0(n— o0)
Beispiel:

e > | 5 cosnx gleichmiBig konvergent auf R (|| - || x-absolut konvergent), damit stetig.
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20.3 Potenzreihe

Eine Potenzreihe ist eine Reihe -
Z en - (x—a)"
n=0

mit (c,) in K, Entwicklungspunkt a € K fiir z € K. 0° := 1

Beispiele:
1. Exponentialreihe
>
nl
o
2. geometrische Reihe
o0
> "
n=0
20.3.1 Satz: Konvergenzradius
Sei
1
ri=
lim;, o0 sUp ¥/|cn|
mit = := 0, := co. Dann gilt: Fiir alle ¢ € (0,r) konvergiert die Potenzreihe || - | 5[4, ,-absolut,

insbesondere gleichméBig auf Bla, g]. Fiir  mit |z — a| > r ist die Potenzreihe divergent.
r heiffit Konvergenzradius von der Potenzreihe, Cauchy-Hadamard-Formel fiir r.

Beweis:

o Fiir r = 0 keine Konvergenz zu zeigen. Sei f,(z) :=¢, - (xr —a)” fiir n € Ng. Sei 0 < p < 1,
1> p- lim sup \cn\% = limsup |o" - cn|%
n—roo

Nach Wurzelkriterium: Y 7 |¢,| - 0™ < o0.
Aus

[fnllBla, = sup len - (z —a)"[=|ca| - sup |z —a|® =|cn| - 0"
|z—a|<p lz—al<o

folgt die Behauptung 307 o || ful Blas) = Yonrg len] - 07 < oo
e Sei |z — a| > r. Dann:

1 < |z—a ~limsup|cn|71z

= limsup|e, - (z — a)"|*

1
Daher gibt es 1 < ¢ Teilfolge |c,, - (v —a)™|" > q. Also (¢, - (v —a)"), > ¢" unbeschrinkt.

Bemerkung: Es folgt:

\3
|

sup {|x — al ‘ Z en - (x—a)" konvergent/beschréinkt}
sup{o > 0| (¢p, - 0")n beschriankt}

Beispiel:

e Exponentialreihe > In—T,L hat Konvergenzradius oo, konvergiert gleichmiflig auf Kreisen B[0, o]
fiir 0 < ¢ < oo, nicht gleichméBig auf C (oder R).

Bemerkung;:
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e 7 € [0,00)U{oo}. Fiir jedes o € (0,r) ist die Potenzreihe gleichméBig konvergent auf B[O, o],

also

F(x) ::ch-(x—a)"

stetig auf B(a,r) nach Satz 20.1.

Es gibt keine Konvergenzaussage fiir |z — a| = 7!

Beispiele:
z=—1 z=1
> onz" Divergnz Divergenz
> %z” Konvergenz Divergenz

> %z” absolute Konvergenz absolute Konvergenz

20.4 Satz: Vertauschbarkeit von Limes und Integral

Seien f,: [a,b] = R (n € N) stetig, f: [a,b] = R, f, — f gleichm&Big. Dann:

/abfn(:r)dx — /abf(x)dx
b

b
(nlglgo/a folz)de = /a nl;ngo fn(x) dx)
e f stetig nach Satz 20.1.Dann gilt:

/abfn(ac) dz — /abf(x)dm

Beweis:

L?n—fxwdm

e /bhuﬁ—ﬂ@dw

17.1.3.3 b
< l/nm—fmmdx
= (b=a) Ifn— flliay
— 0

Bemerkung;:

e lim [ f, = [lim f, gilt i.a. nicht bei punktweiser Konvergenz
Beispiel:

e Sei fr: [0,1] — R definiert durch

2n2x r €0, 5]

? 2n
falz) =4 2n—2n%z z€ (5,1
0 sonst

Dann gilt f,, — 0 (n — oco) punktweise, aber fol fn(z)dz = § also

1 1 1
lim fo(@)de == #£0= / lim f,(x) dz
0 —_——

n—oo
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20.5 Satz: Vertauschbarkeit von Limes und Differentiation
Seien f,: [a,b] — R stetig differenzierbar (n € N). Seien f, g: [a,b] = R,
fn — f punktweise I}, — ggleichmiBig

Dann ist f stetig differenzierbar und

7= (i £2) = i £ =

n—oo

e Beweis:
(ims) 2 (g (f@ [ 'f,a<y>dy))/
2 s+ [ o)

= 0O+yg

p— l. /
Jm

e Bemerkung: f, — f gleichméBig, f,, f stetig differenzierbar # lim, . f, = f’
e Beispiel:

1.
fulz) = o sinnz

fn — 0=Ff (gleichméBig)
fi(x) = cosnzA0=f
20.6 Folgerung: Differentiation der Potenzreihe
Seien a € R, (¢n)nen, in R und

f(z) = ch (z—a)"
n=0

habe Konvergenzradius 7 > 0. Dann f in (a — r,a + r) differenzierbar,

f(x) = Z n-cy-(xr—a)" !

Der Konvergenzradius dieser ,,differenzierten* Potenzreihe ist auch r.

Beweis:

e > n-c,-(z—a)" konvergent < > n-c, - (x —a)"~! konvergent und

limsup y/n - |¢,| = limsup /|c,|

da /n — 1(n — o). Deshalb gleicher Konvergenzradius.

d n n
%ch-(x—a)k:Zk~ck-(x—a)k_1
k=0 k=1

Fiir 0 < o < r ist wegen 20.3.1 Y07 n- ¢, - (x — a)"~! gleichmiBg stetig auf [a — o,a + o].

Wende Satz 20.5 mit diesem Interval an. Daher 1. Behauptung auf [a — o,a + o].
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Beispiele:

1.
dw_doox”_oon nfl_oo n+1 n_oox”_I
dz’ @ZF*ZE z *Z(nﬂ)'x *Zg*e
n=0 n=1 n=0 n=0
2. ,
i 2k+1 s 2k
. x g T
= — = —1 =
sin’(z) (kz_o( ) (2k—|—1)'> kZ:O( ) k) cos T

3. Fiir |z| < 1

n=1 n=1
d = ,
_ L4
B del—x
- X
(1)

20.7 Folgerung: beliebige Differenzierbarkeit der Potenzreihe

Die reelle Potenzreihe f(z) = > "¢, - (x — a)™ habe Konvergenzradius 7 > 0. Dann ist f: (a —
r,a+ 1) — R beliebig (oft) differenzierbar und

Beweis:
e Beliebige Differenzierbarkeit mit Folgerung 20.6 und Induktion.

e Gleichung mit Induktion:

@) = Y o e o
n=k ’
= M) = k-

Es folgt: Ist eine Funktion f durch eine Potenzreihe darstellbar, dann sind die Koeffizienten ein-
deutig bestimmt. (Koeffizientenvergleich)

Frage:

Sei f: (a—r,a+r) — R beliebig oft differenzierbar. Folgt daraus f(z) = Yo", & f™(a)-(z—a)"?
Nein!

Beispiel:

0 <0
e

e E x>0

Dann f beliebig oft differenzierbar, (™ (0) = 0 Fiir 2 > 0 ist f*)(z) = p,(cl/w)e*§ mit Polynom py,

vom Grad k, aber

S F(0) " =0 f(2)
n=0 "

107

Vorlesung: “Analysis I/II" von Jiirgen Voigt, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2008, Sommersemester 2009; Version: 2022-12-01



Teil 11
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21

Taylor’sche Formel und Taylor-Reihe

Sei f: (a —r,a+r) — R differenzierbar in a. Dann

f@) = f(a) + f'(a) - (x — a) +|x — al - @

affin linear —0(z—a)

nach Satz 15.3. (Weierstraflsche Zerlegungsformel)

21.1 Satz: Erweiterung der WeierstraB’schen Zerlegungsformel

Sei I C R ein Intervall, f: I — R (n — 1)-mal differenzierbar, a € I, f=1 differenzierbar in a.

Dann: . o)
o) =3 (552 = ap )+ he = oot

4!

=0

wobei n: I — R, lim,_,,n(z) = 0.

Beweis:
e Sei
— ) — - f(])(a)-ac—aj
Fw) = f@) Z( 12 -y
Gz) = (@—a)"
e Dann:

(m)
"0 (g ) o Gm) (g }
(; j!().(x_a)> :ZT().(x_a)

Jj=0

e Nach der Regel von de 'Hoépital gilt mit F¥)(a) = G*)(a) = 0 fiir k =0,...,n — 1:

_ F(x) . FOU(a)
e = M Gen
@) ) fe) - (o a)
z—a n!-(z—a)
_ % il_rg (f(n—l)(xgz : £(n—1)(a) e (a)>
= 0

Damit F(z) = |G(x)| - n(z),n(z) = 0(z — a).
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21.2 Satz: Taylor'sche Formel

Seien a,z € R, a < z, f: [a,z] — R stetig, auf [a, ) n-mal differenzierbar, auf (a,z) (n + 1)-mal

differenzierbar. Dann: 0
fl)=>" <f j|(a) (z— a)]) + Ryt ()
j=0 )

mit

A )
(n+1)!

fiir ein geeignetes p € (a,x). (Lagrange-Restglied)

Ryyi(x) = “(z —a)

Beweis:
1. Vorbetrachtung

e Seien F, G: [a,z] — R stetig und auf [a, z) n-mal differenzierbar, auf (a,z) (n+ 1)-mal
differenzierbar, F(a) = G(a) = 0, G'(y) # 0 fiir a < y < z. Nach verallgemeinertem
Mittelwertsatz (Folgerung 16.6) gibt es ¢’ € (a,x) mit

F(z) _ F(x)~ F(a) _ F/(g)
G(x) ~ Gla)~Gla)  C'(0)

e Gilt auch F'(a) = G’(a) = 0 und ebenso G"(y) # 0 fiir a < y < z, dann gibt es
0" € (a, o) mit

F/(Q/) F”(g") F(n+1)(g(n+1))

G/(Q/) = G”(Q”) == W

wobei F®)(a) = G®)(a) =0 fiir k= 0,...,nund G (y) #0 fir k=1,...,n+ 1 fiir
a < y < x vorausgesetzt sind.

2. Anwendung von (1) auf

AN
Gly) = (y—a""
e Die Voraussetzungen sind erfiillt. Also: Es gibt ¢ € (a,x) mit
F(z) _ F"(g)
G(z) — GFD(g)
(o)
 (n+1)!
f(nH)(Q) +1
Flz) = L —2 (z—qa)
5P = e

Bemerkung: Die Taylor-Formel gilt auch ,nach links®.

21.3 Folgerung: Polynom

Sei I C R ein Intervall, f: I — R (n + 1)-mal differenzierbar, f(**+1) = 0. Dann ist f ein Polynom
vom Grad < n.

Beweis:

e Seia € I. Dann R,,11(z) = 0 fiir alle € I. Nach Satz 21.2:

=3 (20 - ap)

Jj=0 7t
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21.4 Satz: Integralrestglied

Seien Voraussetzungen wie in Satz 21.2, aber f auf [a, x] (bzw. [z, a] fiir analoge Seite) (n+ 1)-mal
stetig differenzierbar. Dann gilt die Taylor’sche Formel mit

Rua(o) = o [ =0 £ )
Beweis:
f@) = fla)+ /mf'(t)dt
- J@-@-0- s+ [ w0 ) de

@)+ ) (- a) B

.fll<t)|g+/x @f/”(t)dt

= ... Induktion

21.5 Taylor-Reihe

Sei f: I — R beliebig oft differenzierbar, a € I. Dann heifit
o [P (a)
Z ko (v — a)*
k=0

Taylor-Reihe von f zum Entwicklungspunkt a.

Bemerkungen:

1. Der Konvergenzradius kann 0 sein.

2. Falls Taylor-Reihe konvergiert, dann ist nicht notwendig = f.

0 firz <0
f(w)Z{ _

Bsp.:

8l

e fiire > 0
f beliebig oft differenzierbar und f*)(0) = 0. (Fiir z > 0 f®)(z) = p(L) - e~ ). Daher
SO (g 0)k = 0 £ f(a) fir 2 > 0.
3. Ist f: I — R eine Potenzreihe

dann ist diese Reihe auch die Taylor-Reihe nach Folgerung 20.7

4. Um zu zeigen: ,Taylor-Reihe = Funktion® muss man R,41(z) — 0 fiir alle # € I zeigen
(nicht im Fall 3.)

Beispiel: Exponentialfunktion

e Taylor-Reihe nach 3.:

o0 n

x
exp(z) = Z ol
n=0
e Fiir a € R ist Taylor-Reihe um Entwicklungspunkt a:
=, exp(a n
exp(z) = exp(a) - exp(z — a) = Z n$ )(m —a)
n=0 :
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21.6 Satz: Logarithmusreihe

Fir -1 <z <1 gilt:

x 2 28
m(l+2)=+7 -5 +5 ..
Beweis:
e Falls |z| < 1 gilt:
In(1 + z) = In(1+ 2)[g

15.6(1);18.1;15.5

[=2]
—

x
1
/—dt
o 1+t

/ ( lim
0 k—o0

> o(=yrean

k
) dt geom. Reihe
=0

glm. konv. auf [—|z|,|z|]

lim [ (=1)"-t"dt

T
khﬁnolo;%) (=)™ -t"dt

> (_l)n gl

2

(-
n+1

NE

n=0

x

xn—&-l

e Falls x = 1 gilt: Die Logarithmusreihe ist die Taylor-Reihe von In(1 4 z) zum Entwicklungs-
punkt 0. Untersuche das Lagrange-Restglied

d\" a1 (n—1)!
— ] In(1 =(— = (-1t
(dx) n(l+2) (d:c) 1+x (=1) (1+x)"
fir n > 1. Dann gilt:
1 (=)™ - n!
Rut1(z - - (z —0)"*t
Rerl®) = |y g @0
1
—0 0 0<z<1
< o 0<&<10<z <)
Insbesondere: —|—% — % + % — ... =1In2 ,schlecht“ konvergent. Benutze folgenden Trick: Fiir |z| < 1:
rt 2?28
In(1 = ———t+ ==
n(l+x) tT -5 t3
1 2 .3
In(1 — = —— ===
a1 =) 1 2 3
1 2.2, 2
:>ln<1+z> B2 4 —n(l—2) = 1ot gat zat o+

1+ 1
:>ln2:ln( +‘;’>
1

3
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21.7 Satz: Arcus-Tangens-Reihe

Fiir |2 <1 gilt:

R S
tanz =~ 4L =S (1)
arctanz = —- — = + ~ (—1)

x2n+1

= 2n+1

Beweis:

e Sei |z| < 1. Dann:

1+ ¢t2

- /Or S (=npm- ()" dt

n=0

x
. 1
arctan x 1654) / dt
0

glm. konvergent auf[—|z|,|z|]

o0

- Z(—l)"/ 2" dt
n=0 0
e .’132"+1 x
= 21 M + 1
n=0 t=0
e . x2n+1
- e
2n+1
n=0
e Fiir x = +1 ist
s +1 2n+1
2n+1

konvergent nach Leibniz-Kriterium. Genauer gilt fiir |z| < 1:

i(—l)k- p2k+1 p2n+l

= 2E+1| — [2n+1
1

2n+1

Damit Reihe gleichmiiBig konvergent auf [—1, 1], somit stetig. Auch arctan stetig. Damit auch
gleich fiir x = £1.

Insbesondere: § =1 —

+ + ...

Wl
S
==

21.8 Satz: Binomische Reihe

Definiere fir « € R und k € N:

Sei a € R. Fiir |z| < 1 gilt:

Beweis:
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e In Analysis I, Blatt 7, Aufgabe 49 gezeigt oder Analysis I, Blatt 10, Aufgabe 10.4:

konvergent fiir |z| < 1.

e Dann:

n=1

(1+z) b (z) = ni:jom—kl)' (nj_1> -m”—s—gn- (Z) "

= Z((n+1)- (nil)m- (3)) L

n=0
_ ;a. (z) L
— o-bala)

e In Aufgabe auch gezeigt by (x) > 0 fiir |z| < 1. Es folgt (Integration):

b(x) !
bo(z)  1+x
Inba(z) = a-In(l4+2)+c

21.9 Folgerung: Absolutbetrag

Fiir |z <1 gilt:

il=3 () 61y

n=0

wobei die Reihe gleichméBig auf [—1, 1] konvergiert. (| - | gleichméBig auf [—1,1] durch Polynome
approximierbar.) Die Reihe ist keine Taylor-Reihe!

Beweis:

1. Es gilt:

<é> =1, <i) (-DF <o, (k>1)

2. Zeige, dass gn(y) = > 1_, (%)yk gleichméfig konvergent auf [—1,0]. Fiir n € N und y €

(—1,0] gilt:
galy) = ()y _ (2)<—1> it > (2)~<—1> (L)t >0
o \k A i \k ~
<0

gn(y) ist ein Polynom und somit stetig, womit g,(—1) > 0. Also g,(—1) und g, (y) monoton
fallend in n und beschréinkt somit konvergent.
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Zur gleichméigen Konvergenz:

n 1 e 1

2 e, 2 G
k=n+1 y€[-1,0] k=n+1

e 1

£l

yel=1,01 .21 k

- _kil (i) (—=1)*
- 0

3. Fiir z € [-1,1] ist 22 — 1 € [-1,0]. Daher

o] = Va?=(1+ (@ -1)

3
Il
<

gleichméBig konvergent fiir |z| < 1.
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Topologie metrischer Raume, Kompaktheit

(X, d) metrischer Raum. Erinnerung:

e UC X offen & Ve € UJde > 0: B(x,e) CU

e A C X abgeschlossen < X \ A offen
Sei T :={U C X;Uoffen} C P(X)

22.1 Satz: Eigenschaften offener Mengen

1. 0,XeT

2. SindU,VeT,dannUNV eT.

3. Ist SCT,dann S :={z|Fa€U:z€a}eT
Beweis:

1. Klar

2. Sei x € U NV. Dann existieren €1 > 0,e5 > O:

3.

B(z,e1) CU B(z,e0) CV
Mit € = min{e, 2} gilt dann:

2
B(x,e) C (| Blz,g;) CUNV
j=1

Sei x € | JS. Dann existiert U € S mit € U. Dann gibt es € > 0 mit B(x,e) CU C JS.

Bemerkungen:

Aus 2. folgt: Endlicher Durchschnitt offener Mengen ist offen.

Ist X eine Menge und 7 C P(X) mit 1., 2. und 3., dann heifit 7 Topologie auf X und (X, 7)
topologischer Raum.

Unendlicher Durchschnitt offener Mengen ist im Allgemeinen nicht offen.

Bsp.: [0,1] in R:

01 -0 ()

nicht offen
(), X abgeschlossen und gleichzeitig offen. Endliche Vereinigung endlicher Mengen ist abge-

schlossen, beliebiger Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. (Komplement-
bildung)
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22.2 Komplement, Inneres, Rand, Abschlu3
Sei Y C X und (X, d) Metrischer Raum. Dann heifit

YV:=Y°:=int(Y):={z €Y |F>0:B(z,e) CY} (CY)
Inneres oder offener Kern von Y,
Yi=cd(Y):={ze X |Vr>0:YNB(xz,r)#£0} (2Y)
Abschluss oder abgeschlossene Hiille von Y und
oY ==Y\ Y
Rand von Y.
Beispiele:
1. Y:=[0,1]nQinR

Y=0 Y=[0,1] aY =101
2. Einheitskreis in R? (links: mit Rand, rechts: ohne Rand)
Y =B(0,1) Y =B[0,1] 9Y ={zeR?%|z|=1}

22.2.1 Satz: Eigenschaften

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei Y C X. Dann:
1. Y ist offen
2. Yoffen &V =Y
.Y = X\ int(X \ Y) und somit abgeschlossen
4. Y abgeschlossen < Y =Y
5. 0Y ist abgeschlossen. Es gilt:
Y=Y\dY Y=YUdYy

w

Beweis:

1. direkt aus Definition

2. ,=% ,C“ Sei x € Y. Da Y offen existiert ¢ > 0 mit B(z,e) C Y. Nach Definition des

Inneren ist y € Y

3. Es gilt:
Y = X\X\Y
= X\{zeX|zd{yeX|Vr>0:YNB(y,r) #0}}
= X\{z€X|3I>0:YNB(z,e) =0}
TeBGocxny
= X \int(X\Y)
4. Es gilt:
Y abgeschlossen ® x \'Y offen
& X\Y=it(X\Y)
& X\Yy=Xx\Y
15 y_y

5.0v 2y \Y Sty n (X \Y) ist Schnitt von abgeschlossenen Mengen und somit abge-

schlossen. Rest folgt aus Y CYCY, 0y =Y \ Y
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22.3 Kompaktheit

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Offene Uberdeckung von X
ngmitUs<: U U) =X
UeS

Dabei ist S ein ,,System“ von offenen Mengen.

X heifit kompakt

® :& Zu jeder offenen Uberdeckung S gibt es F C S, F endlich, mit JF = X. (Kurz: Jede
offene Uberdeckung enthélt eine endliche Teiliiberdeckung.)

e & Ist R ein System von abgeschlossenen Mengen mit der Endlichen-Durchschnitts-FEigenschaft,
d.h. fiir alle £ C R, € endlich, gilt (€ # 0, so ist (R # 0.

Zu =
e Sei R wie angenommen. Definiere S = {X \ A; A € R} C T. Sei F C S endlich. Dann:
F = U=X X Ul=X X\U X
Ur-Uo-x\(x\Yo)-x(naw)

UeF UeF UeF R

|
(*)
#0

() da R die Endliche-Durchschnitts-Eigenschaft hat.

e Also |JF # X fiir alle F C S. Damit gilt auch |JS # X (X kompakt; Sonst giibe es ein
endliches F C § mit [JF = X). Daraus

p£X\Js=x\Ju=Xx\U=[)4=R

UeS UeS AeR

Verallgemeinerung: A C X heifit kompakt

o 1= (A,da) ist kompakt, wobei d4 die auf A eingeschrénkte Metrik ist.
22.3.1 Satz: Kompaktheit & Folgenkompaktheit

Fiir (X,d) dquivalent:

1. X ist kompakt.

2. X ist folgenkompakt. (Jede Folge besitzt eine konvergente Teilfolge. (12.4))
Beweis:

1 ,1.= 2.

e Sei (zy,) in X. Fiirn € N:
Ani=Azj [ j 2 n}

Dann hat R = {4,, | n € N} die Endliche-Durchschnitts-Eigenschaft (Fiir ny < ... < ny
ist (Vj_y An, = An, #0). Da X kompakt ist, ist (17", A, # 0.

e ., A, ist abgeschlossen (22.1 Bemerkung 4), also ist ()7, 4, 22218 N, Ap, wo-
durch wiederum fiir alle r > 0, n € Nund z € (), 4, gilt:

222 X
0 # () AN Ba,r) C{z; [j>n}nBx,r)
n=1
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o = TATEImENt Qi 4y o Mpen An- Fiir alle € > 0, n € N gilt dann

Bla,e) N {a; | j > n} #0
Also x Haufungswert von (x,,). Damit gibt es konvergente Teilfolge.
2. ,2. = 1.4
(a) Ist X folgenkompakt, so gilt: Fiir alle ¢ > 0 gibt es F' C X, F endlich, sodass

X = U B(z,¢)

zEF

(:< X prékompakt)

Annahme: dies wire nicht der Fall. Dann gibt es ein £ > 0 und eine Folge (z,,), sodass

n—1
T € X\ U B(zj,¢)
j=1

Damit d(z,, z,,) > € fir alle m,n € N,m # n. Damit enthilt (x,) keine Cauchy-Folge,

also auch keine konvergente Teilfolge. Widerspruch!

(b) Sei S eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt es A > 0, sodass fiir jedes = € X ein

U, € 8 mit B(x,\) C U,. () heiBit Lebesgue-Zahl der Uberdeckung).

IN>0Vzre X U, € S: Bz, \) CU,
S 2 VA>0IeXVU €S:B(x,\)¢U

Annahme: dies wiire nicht der Fall. Dann gibt es eine Folge (z,,) in X, sodass B (zy, 1)
in keinem U € S enthalten ist fiir n € N. Es gibt konvergente Teilfolge (x4, ), Zn, — 2.
Es gibt U € S mit z € U (S ist Uberdeckung) und N € N mit B (z, &) C U. (U ist
offen) Es gibt J € N sodass fiir alle J < j gilt, dass n; > 2N und z,,, € B (:U

Daher
1 1

Zu A gibt es nach a) F C X, endlich, mit

X = U B(z, \)
TEF ng .

Widerspruch!

Also {U, | € F'} eine endliche Teiliiberdeckung von S.

22.4 Satz von Heine-Borel

Fiir A C R” sind &dquivalent:
1. A kompakt
2. A beschrankt und abgeschlossen.

Beweis:

e A kompakt < A folgenkompakt nach vorangegangenem Satz 22.3 spezialisert fiir X = R™

e A folgenkompakt < A abgeschlossen und beschrénkt nach Satz 12.4
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Kurven im R"

e Kurve in R": stetige Abbildung f: I — R™, wobei I C R ein Intervall ist. Dann:
fi

7=

fn
wobei fj: I = Rfurj=1,...,n.

e f differenzierbar in a € I:

< . -
lim - ((2) ~ (@)
=if"(a)
1031 fi,- -+, fn in a differenzierbar
e Beweis:
J1(z)—f1(a)
f'(a) = lim
r—a °
In(®)—fn(a)
lim,_,, J1(@)—f1(a)
10.2.1 e
lim, _,, f2(@)=fa()
fi(a)
fa(a)
e f/(a) heiit Tangentialvektor zum Parameterwert a, falls f'(a) # 0 heifit
f'(a) 1 /
= -f'(a) € R"
k= Fap
€R

Tangenteneinheitsvektor.

o f (stetig) differenzierbar :< f in jedem Punkt differenzierbar (und f’ stetig).
fr=a— f'(a)
e f regulir ;& f stetig differenzierbar und f’(z) # 0 fiir alle « € I (schlieBt ,,Spitzen® aus).

e f Singulér :& f ist nicht reguldr
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e Eine Kurve ist nicht nur eine Teilmenge von R™, sondern der Begriff schliefit die Parametri-
sierung f ein.

e Der Tangentialvektor ist der Limes der Sekantenvektoren.

Beispiele:

1. s€eR", v e R\ {0}, f: R — R"
fe)=s+t-v

Gerade, reguldr (f'(¢) 021y # 0)

2.7r>0,¢#0, f: R—R3
r-cost
f(t):=| r-sint
c-t

Schraubenlinie

3. Die Neil’sche Parabel f: R — R2, ¢t (¢2,¢3)T. Singulér fiir I = {0}

23.1 Rektifizierbarkeit

e Sei[a,b] CR, a < b, f: [a,b] = R™ Kurve. Fiir eine Unterteilung a =tg <t < ... <t, =b
ist

é(fat(%)tn) =

NE

£ (t5) = f(ti-1)l2

Il
-

PR

die Linge des Polygonzuges, der f(to),..., f(t,) geradlinig verbindet.

e f heifit rektifizierbar mit Linge ¢(f) € R, wenn zu jedem ¢ > 0 ein § existiert, sodass fiir
jede Unterteilung a =ty < ... < ¢, = b mit Feinheit max;<;j<n{|t; — t;—1]} < ¢ gilt:

[(fstos - tn) —L(f)] < e

23.1.1 Satz: Rektifizierbarkeit stetig differenzierbarer Funktionen

f:]a,b] = R™ stetig differenzierbar = f rektifizierbar mit Linge ¢(f) und

b
o) = / ()] di

Vorarbeit zum Beweis:

e Fiir z,y € K" definieren wir
n
(@) =) 2 G
j=1

das Standard-Skalarprodukt. (siehe Lineare Algebra) Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung (Abkiirzung CSU):

n 10.1.2.8.3 & CcsuU
o)l = Dozml < Dl ml <zl vl
j=1 j=1
2
(r,x) = (Jala)” = |af5
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23.2 Hilfssatz: ,, Mittelwertsatz*

Sei f: [a,b] — R™ stetig, auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es & € (a, b), sodass
1£(6) = fla)l2 < (&2 (b—a)

Beweis:

e Firy e R™ist t — (y, f(t)): R — R stetig, auf (a,b) stetig differenzierbar. Nach Mittelwert-
satz gibt es £, € (a,b) mit:

{y, F(0)) = (y, f(a))

23.0.3

="y, f(b) = f(a))

(v, f(&))" - (b—a)
(Y, f'(&y) - (b—a)

e Fiir y = f(b) — f(a) ergibt sich:

(1) = f@l2)* = (f(b) = f(a), f'(€)) - (b—a)
CSU

< (b=a)- [f(b) = fla)lz- [ (9]

e Anschauung: f beschreibt den Flug eines Partikels von Zeit 0 nach Zeit 1. f([0,1]) ist Flug-
bahn und f’(x) der Geschwindigkeitsvektor zur Zeit z. Eine Flugbahn mit minnimaler Ma-
ximalbetragsgeschwindigkeit hat als Flugbahn die direkte Verbindungsgerade und konstante
Betragsgeschwindigkeit | f(b) — f(a)|2. Andere Kurven von f(a) nach f(b) nehmen einen Um-
weg. Die Aussage des Mittelwertsatzes ist jetzt: Damit das Partikel rechtzeitig ankommt muss
zu irgendeinem Zeitpunkt die Gewschwindigkeit erhoht sein.

Beweis zu Satz 23.1:

e Seie > 0. Dann gibt es 0 > 0, sodass |f'(t) — f'(s)|2 < 5= fiir alle s, ¢ € [a,b] mit [t —s| <0
(f" gleichméBig stetig).

e Seia=ty<...<tp=~>eine Unterteilung mit Feinheit < ¢. Dann:

b k
/ POt~ S 1)~ FE)s
a =1
k

B / FOladt — 1£(t) — F(tj-1)ls
2|)is
< g / POk = =gy W) = Stk di
176 g%_ltﬂ / F(t) = F(t1) = (4 — 1) - S @)z dt

<7

X
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e Nach Hilfssatz 23.2 mit der Funktion s — f(s) —s- f'(t) und a :=¢;_1 sowie b := ¢; existiert
ein fj € (tjfl,tj) mit:

[F(t5) = f(tim1) = (& = tj—0) - 'Ol = [ft) —t; - f'(t5) = (F(ti—1) = tj—1 - f'(t-1)l2

) (s 1(s) — s F1(0) (&)
= (t; —tj—1)-|f' (&)= f(t)]2

g
< (i —tj-1)- -

e Damit folgt:

AN
gk
—
=
<.
|
-
o
|
—
SN—
S
[ | o

b k
[ 17 @kt = Y 17(65) = £ty

INA
S
)

]~
P
P
.

|
~
~

[

N
-

|
S

| | ™
o

—
fwy

|

e
N~—

Il

)

Somit ist f rektifizierbar mit Linge f; |f/(t)]2 dt.
Beispiele:

1. Geradenstiick. Es sei v € R™\ {0},a € R™, f: [0,1] — R™, ¢ € [0, 1].
ft) = a+t-v, f'(t)=v stetig

/If’(t)lzdt=/ [oladt = o]z = |(a+1-v) — (a+0-v)s = |£(1) - F(0)]2
0 0

~
—~
~
~—
|

2. Kreisbogen, 0 <t < ¢:

cost

f) = (sint)
¥ ¥

ouf) = /\/|—sint|2—|—|cost|2dt=/ Vsin?t 4 cos?t dt = ¢
0 0 _,—/

="1

3. Zykloide: f: R — R

a ) (i=t). o= ()
27T
«f) = / () dt

27
= / \/(1—cost)2—|—sin2tdt
0

27
= \/1—2-cost—|—c052t—|—sin2tdt
0

27
= V2 —2costdt

0

Additionstheorem mit z=y=% & 14.2.2 /27r /4 ot Ut
= ST —
O 2
27 t
= 2sin — dt
O 2

2m

= —40055 =4—-(-4)=8

0
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Bemerkung;:

e f:[a,b] — R stetig differenzierbar,

Dann:

Bogenldnge des Graphen von f

23.3 Parametertransformation

Sei f: [a,b] — R™ eine Kurve, [a, 5] C R ein Intervall. ¢: [a, 8] — [a, b] stetig und bijektiv. Dann
ist g = f o ¢ eine Kurve, ¢ heifit Parametertransformation. Es gilt entweder oder:

1. ¢ streng monoton wachsend :& ¢ orientierungstreu
2. ¢ streng monoton fallend :& ¢ orientierungsumkehrend
Bemerkung;:

e Sei f: [a,b] — R™ eine Kurve, ¢ eine beliebige Parametertransformation. Dann
f rektifizierbar < f o ¢ rektifizierbar

und in diesem Fall: £(f) = £(f o ).

Beweis: ohne Einschréankung ¢ orientierungstreu.

1. ,=¢

Es sei f rektifizierbar und ¢ eine Parametertransformation. Sei ¢ > 0. Dann existiert
ein ¢ > 0, sodass fiir jede Unterteilung a =ty < ... < t, = b mit Feinheit < § gilt:

[e(f) —€(fsto, ... th)| <€

Auflerdem ¢ gleichmiBig stetig (12.5.1). Es existiert ein § > 0: Aus |s — s'| < § folgt
lo(s) —@(s)] < 6. Ist @ = s < ... < s = [ Unterteilung mit Feinheit < §, dann
a = @(sp) <...<p(sk) =b Unterteilung mit Feinheit < 4.

[0(F) =€ opiso,-ssi)l = [U(F) = €(f;(50), -, 0(s5))]

< ¢
Also (f o ¢) rektifizierbar mit £(f)
2. &
Wegen ¢! : o([a, B]) — [av, ] ist orientierungstreu (13.2). ¢([a,b]) = o, f], da

————
=[a,b], da ¢ bijektiv

o~ 1 bijektiv, also ¢! stetig (13.1). Sei (f o ) rektifizierbar. Wende ,,=*“ auf (f o ¢)

an. Daraus folgt (f o ¢) o ™! = f rektifizierbar.
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Partielle Ableitungen

Sei U CR" offen, f: U - R, a €U, j€{l,...,n}, dann ist f in a partiell differenzierbar
(diffbar) in der j-ten Koordinatenrichtung

o J@thoe) =)
h—0,h#0 h

wobei e; = (0,...,0,1,0,...,0)T.

——
(7—1)-mal (n—j)-mal

< Die Funktion t — f(a1,...,a5-1,t,a41,...,a,): Uy = Rist in a; € U, (10.1.3.2) diffe-
renzierbar, wobei

a; €Uy = {t€R| (al,...,aj_l,t,aj+1,...,an) GU}

Definiere i hee)— fla)
L a+nh- €j) — a
8Jf(a) T ha%)I,II%;éO h
Es gilt:
d
3jf(a) = E (al, ceey aj_l,t, Ajt1y--- ,an)
t=a;
f (stetig) partiell differenzierbar :< f in allen 2 € U und jeweils in jeder Koordinatenrichtung

j =1,...,n partiell differenzierbar (und f und 0;f fir j =1,...,n stetig).

Sei f partiell differenzierbar, j € {1,...,n}, dann ist die partielle Ableitungen von f in der
j-ten Koordinatenrichtung definiert:

0;f = <aH IR —f(a)>

h—0,h70 h
0j ist eine Abbildung zwischen Funktionenrdumen
0;: (U L R) - (U > R)
diffbar
fo= 0f
Abweichend zur einzig wahren Bezeichnungen 0, f(z) gibt es:

0;f(x) =:D;f(z) = 8;; (x) =: g—a{;(:c) =:...
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e Fir z = Y auch:

0;f(x) =: fy(x) =: Dy f(x)
e 15.4 gilt auch fiir Partielle Ableitungen
e Beispiele:

LR =R r(z) = |zl = (3], z?)% r ist auf R™\ {0} partiell differenzierbar. Es gilt:

Opr(x) = —1-

ozl

Beweis: Aus Kettenregel fiir r = (t > \/x% +oai 2l A+ :z:%) erhilt

man:
) _ 4 /5 2 12 4 g2 2
ir(z) = 7 i P +xj+1+...+mnt
=x;
1
P i N R e A 7 TR 71
- fo_ %
2l r(2)

2. partiell differenzierbar # stetig

fla,y) = xQLergJﬂ f(a,y) #(0,0)

0 f(z,y)=(0,0)
e U C R"” offen, f: U — R partiell differenzierbar. Dann
o f(x)

grad f(z) := :
On f(z)

der Gradient von f, auch Vf(z) := grad f(x) (Nabla-Operator). (Spédter zeigen wir dass
grad f(x) die Richtung des stirksten Anstiegs von f ist.)

Beispiel:
I
|z|2 "
r(z) = |z|s = gradr(z) = = —
o |72
BB

e Sei U CR" offen, f: U - R, k € N. f heifit ...

— ... zweimal partiell differenzierbar < f partiell differenzierbar und alle Ableitungen 9; f
fiir i € {1,...,n} nochmal partiell differenzierbar

— ...k-mal partiell differenzierbar < f is (kK — 1)-mal partiell differenzierbar und alle
Ableitungen 9; f nochmal partiell differenzierbar
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— ... k-mal stetig differenzierbar < k-mal partiell differenzierbar und alle Ableitungen
der Ordnungen < n stetig.

— Schreibweise mit 4,, € {1,...,n}, meN
Oy 0ip f = (0 -+ (05, f) )

Beispiel: f: R? = R, f(z1,22) = 2% - 23

Oif(x1,22) = (O f)(z1,22) :2'931‘553

Oof(x1,m0) = =3 22 22
101 f(z1,29) = 01(01f)(w1,m0) =2+ x5
01 f(21,22) = =62 23
O f(x1,m2) = :6~x1~x§
020 f(x1,m2) = =627 1

24.1 Lemma von Schwarz

Sei U C R" offen, f: U — R zweimal partiell differenzierbar. Sei @ € U, j,k € {1,...,n} und
0;0k f sowie 0,0; f stetig in a. Dann:

90k f(a) = 9x0; f(a)
Beweis:
e Ohne Einschrinkung ist n=2,a=0,j=1, k=2.

e Es gibt § > 0, sodass [—4,0]> CU. Sei 0 < s < § und 0 < t < §. Dann mit Mittelwertsatz:

(f(s,8) = f(0,8)) = (f(5,0) = £(0,0))
(7= f(s,7) = £(0,7))(t) = (T = f(s5,7) = £(0,7))(0)

(t-0)- %(f(sm) - £0.7)
= t-(Daf(s,t1) — Daf(0,11))
= (1) (@l 1)
t-s-0102f(s1,t1)

MWS : Eltl(O <t < t)

T=t1

MWS : 351(0 < 51 < 8)

O=S81

e Aber auch (wie oben):

(s,
(s

= f(0,8)) = (£(s,0) — £(0,0))
s,t) = f(s,0)) = (£(0,¢) = £(0,0))
= f(o,t) = f(0,0))(s) = (0 = f(o,t) — f(c,0))(0)

=0 L (f0.0)~ f10,0)
= S- (81f(52,t) - 81f(52,0))
_ s (t—0)- %alf(@,f)

s-t- 0201 f(s2,1t2)

(f
(f
= (0
(

MWS : 352(0 < 52 < 8)

=82

MWS : E'tg(o <ty < t)

T:tg

e Damit:

0102 f(s1,t1) = 0201 f(s2,12)
fiir existierende s1, so € (0, s) und t1, t5 € (0,1)
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e Fiir ¢, s — 0 existieren also Folgen z, y: N — R?, mit z,,y, — a und
02 f(zn) = 0200f(yn)
(10.2.1). Daraus folgt:
8182f(a) = 8182f (n11_>r1('>lQ l‘n) = n11—>120 8182f(l‘n) = nh—>n<;lo 8261f(yn) =...= 6281f(a)

da Ableitungen stetig in a.

Bemerkung: 0;0rf(a) # 0x0;f(a) kann bei weglassen der Stetigkeitsbedingung vorkommen, ist
aber ,pathologisch“. Hier ein Gegenbeispiel:

zy (2 —y?)
e = d e (@y) #(0,0)
oy {0 (z,y) = (0,0)

24.2 Folgerung: Vertauschen partieller Ableitungen

Sei U C R™, f: U — R k-mal stetig partiell differenzierbar. Seien ji,...,j5% € {1,...,n}, 7 :
{1,...,n} = {1,...,n} eine Permutation. Dann

ajl te ajkf = ajﬂu) T ajw(k)f

Notation: Ein n-Tupel a = (a1, ..., a,) € (Nxq)" heift Multiindex,

n
la| = Z o Ordnung von «a
i=1
o°f = —8‘°‘|f
Ozt - ... Oxp”
= oft---onnf
= O OO O f
—— ———
a1-mal ap-mal
Beispiele:
1. n=2

o0 =a0,f OBV F=08,0,f
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2. Sei f:(0,00) — R zweimal stetig differenzierbar, g: R™ \ {0} — R mit g(x) := f(|z|2).
Berechne Ag (Laplace-Operator). j € {1,...,n}

Ag = Z@f-g
j=1
0j9(x) = 0j(fol-[2)()
= (t— f(|(@1, . 21, b @1, - x0)]2) (25)
P, mjn, a2, 2n)]2) - (@1, 21, T, Tty - T
- T
() = 0 (el )
T T 1'|$|2—l‘j'|§7‘j
_ N Ly A ’ ) 2
I <1xw01>.w>
f(lz]2) |$|%+f(\ |2) |m|2+ j 22 ) Tol2
= Ag(z) = Zafg(z)
j=1

= "z % "(lxls) - L_i%
SRACCR SRR

2
n—1
|2

3. Sei ¢ € R Zeige, dass F: R x (R3\ {0}) > R

= flzl2) + f(|xl2)

cos(|z|a — ct)
eine Losung der Wellengleichung

92
<8t2 - CQAJK) F=((t,z) —0)
ist wobei .
Ag 1= Zaij - 2812
Beweis: Es gilt:

0? 0 0 [cos(|z|z —ct)
e = g ()

0 (snlelme)

- 8t( |2 ( )>

_ coslelzmet) e
|22

- _L-cos(|x|2—0t)

|22
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Mit fi(r) = M gilt:

AL F(t,x)

I

| o

| o
(]
=
vﬂ»
J

e T, Y, Ty e

,.Tg)

=z —.
Yy T=T;

d [ d
= —Z(ft°|'|2)(3317~--7$j—1,ya$j+1,~~-,$3)

= A(feol-|2)(=)

2 el)+ - (1)

— - (rerf(r) +2f(r) ()
= —(rere fr) ()

= — - (re cos(r — b)) ()

= —— - (r+cos(r—ct))(|z|)

= —— -cos(|z| —ct)
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Differenzierbarkeit im R"

e Sei U CR"™ offen, f: U - R™, a € U. f in a (total) differenzierbar

& JA:R" —» R™linear, ¢: U — R™ mit li_r>n p(x) =0 € R™ sodass
f(x) = fa) + A(x —a) + |z — alz - (z)

fir alle x € U. A heifit Ableitung von f in a. Die Ableitung von f in a ist eine lineare
Funktion. Schreibweisen:

f'(a) = 0f(a) := Df(a) := Dy f := A

e Bemerkungen:
1. Fiir m = n = 1 iibliche Differenzierbarkeit, vgl. Kapitel 15 (15.3 Weierstrafische Zerle-

gungsformel). Fasse a € R als lineare Funktion a: R — R: 2 — a - z auf.
2. Aquivalent zur Definition ist:

i 10 = (@) = A~ a)

=0
z—a |x — a|2

=p(z)

Fiir n = 2, m = 1 beschreibt g(z) := f(a) + A(x — a) eine Ebene, die tangential zu f in
(a, f(a)) liegt.

f in a differenzierbar = f in a stetig

F(€) = fa) + A€ —a) + € — als - 9(€) =% f(a)

Ableitung eindeutig: Seien A, ¢, A, ¢ wie in Definition. Dann:

Al —a)+ |z —alz- p(z) = Az — a) + |z — al2 - §(x)
Sei € € R™. Fiir ¢ nahe bei 0 gilt 2 = a+t- £ € U. Also:
t-A) +t-[8l2-platt-§)
A() + [El2 - platt-§)
Fiir t — 0: A(¢) = A(¢), damit A = A.

. Fasse A als (m x n)-Matrix (a;x);=1

= t-AE)+t- €2 Plat+t-€)
= A@©) + €2 Pla+t-€)

=1,.,m: R™ — R™ bzgl. der Standardbasen auf (siehe
k=1,...,n
Vorlesung Lineare Algebra). Sei



Sei A; die der j-ten Zeile (aj1,...,ajn) von A zughtrige lineare Funktion (bzgl. der
Standardbasen). Dann ergibt sich aus der Definition von tolaler Differenzierbarkeit:

fi(x) = fi(a) + Aj(xx — ak) + |z —alz - ()

fiir j = 1,...,m. Daraus folgt: f in a differenzierbar < f;: U — R! in a total differen-
zierbar fiir j =1,...,m (10.2.1)

o fi=A, fa=Ay=>A-fi) =X A, = (fi+ f2) =41+ A

25.1 Satz: Berechnung der Jacobi-Matrix

Sei U C R" offen, f: U — R™ in a € U differenzierbar. Dann gilt: Alle Komponenten f;: U — R

(j =1,...,m) sind im Punkt a partiell differenzierbar und zugehérige Matrix zu f'(a) ist:
ofila) -+ Onfi(a)
Jf(a) = = (8kfj(a));€i11 ,,,,, m
Afm(a) -+ Onfm(a)

Die Matrix Jy(a) heifit auch Jacobi-Matrix bzw. Funktionalmatrix.

Beweis:
e Sei (aji)j=1,..m: R" = R™ die zu f’(a) zughorige Matrix, ¢ = (1 ...¢m)" wie in Definiti-
k=1,...
on. b
o Firj=1,...,m gilt:

fix) = fi(a) + > ajn - (wx —ax) + |z — alz - ¢;(2)

k=1
e Fiir k=1,...,n und h € R nahe genug bei 0:

fila+h-ex) = fi(a) +h-aj+|h|-pjla+h-eg)

Daher
ajk = Qi+ 0

= ajk+}lLil>I%]tpj(a+h-ek)

- 1 ) ) )
hlg%(ajk +ila+h-eg))

_ oy Jilatheer) — fi(a)
h—0 h

= Okfj(a)

Beispiel:

1. f:R? 5 R, f(x1,72) = 21 - 23. Dann:
Jp(wy,20) = (23 221 22)
Achtung:

a3
2-1x1 - To

grad f = ( > = Jf(l‘l,.TQ)T

Aber ist f tiberhaupt differenzierbar? Die Antwort liefert der néchste Satz.
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25.2 Satz: Totale Differenzierbarkeit

Sei U C R™ offen, f: U — R in U partiell differenzierbar. Alle Ableitungen 0;f seien in a € U
stetig. Dann f in a differenzierbar.
Beweis:

e Es existiert 6 > 0, sodass B(a,d) C U. Sei € € R", |€]2 < §. Definiere

J
m(j):a+ka'€k (j=0,....,n)
k=1

Dann gilt:

&1
&1 6
0

2@ =q 2W=a+|0], 2®=q+ ™ =q+¢

Wende den Mittelwertsatz auf g;(t) := f(z0~D 4+t -¢;), g: [0,&] — R fiir j = 1,...,n an:

/ _ 9i(§) —9;(0)
e
d . . . 4
<:>£j : af ((m(jil))lw"7(x(j71))j*17t307“'30) . = f(x(j))_f(m(jil))
0@ tne) - = f@?) = f@VY)
Es gilt:
fla+8& —fla) = f™)— f(@®) Teleskopsumme
S (IR
j=1
QS oI iy ) (@€ (0,)
j=1
= Yo & =36 (9@ 10, )~ 03 f(a)
- ! —55(a+€)
=A(§)
= A(§) - (& p(at8))
<l
= p(a+6)
mit A= (01f(a) --- Onf(a)).
e Jetzt muss noch limg_,o ¢(a + &) = 0 gelten:
s - (Eslate)
€2
csu

< ela+9)l2

[NIE

= | D10 f @Y 1018 - e5) 05 f (a)?

j=1

—0f;(a)(§—0), Stetigkeit
= 0, (l—0)
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Damit f in a differenzierbar.
Bemerkungen:

1. f: U — R partiell differenzierbar, 0 f, ..., 0, f stetig = f differenzierbar = f stetig

2. f stetig differenzierbar (:< f stetig partiell differenzierbar) = f total differenzierbar = f
partiell differenzierbar (Umkehrung i.A. falsch)

25.3 Satz: Kettenregel

Seien U C R™, V. C R™ offen, f: U = R™, g: V — RF, f(U) C V. Sei f in a € U differenzierbar,
g in f(a) differenzierbar. Dann go f: U — R* in a differenzierbar und

(gof)(a)=4g'(f(a))o f(a)

Da(g © f) = Df(a)(g) ) Da(f)
Beweis:

e Sei A:= f'(a), B :=¢'(f(a)).
(@) = fla)+ Al —a)+ |z —als-p(2)

9(y) = g(f(a))+ By — f(a)) + |y — fla)l2-(y)

~

mit limg 4 p(7) = 0, lim,_, r(4) () = 0. Dann:

(goN@) =  g(f(a)
D (go f)la) + B(f(@) = f(a) + |f(x) = fl@)ls - v(f(x))
Y (gof@) + BAw—a) |z —aly- p(x) +]... |2 - ¥(f())
PES (g0 f)(a) + (Bo A —a) +

|z —alz - Blp(x)) + Az — a) + |z —alz - p(z)|2 - (f(2))

!
Llz—alzw(a)

e Es gilt:

w(@)]2 < [B(o(x))]2 + 'A (H)

|z — als

o (f (@)l + le(@)]2 - [ (f ()2

2
Auflerdem (Satz vom Maximum) (12.3, 12.4.2, 12.4.1):

(5=
|z — als
Somit |w(z)]s =% 0 wodurch g o f in a differenzierbar und

(gof)(a) =BoA=g(f(a))o f'(a)

IN

sup{|A(&)l2 ; €]z = 1}

= ||A]| < o0

2

Bemerkungen:

e vorherige Satz in Komponentenschreibweise

d(gefli(a) - algo fila)

(g Nula) - Bulgo flila)
Ae)(F(@) - Fmle)F@)\ [B()@ - Ou(f)a)

Mg (F@) - Omlgn)(f(@)) \Oi(fm)@) - Bu(fim)(a)
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Also
9i(go fila) =Y digi(f(a))-9;fi(a)
=1

e Spezialfall: n =k = 1. Also U C R', V C R™ offen, f: U — R™ differenzierbar, g: V — R!
differenzierbar, f(U) C V.

(dzg(fi(@)-o s ful@)],_) = (ggoN@)],_,)

= dgo N
= JU®)o )

i
= (uglf®) - mgr®)) |

= (X5 99(f(1) - f5(1))
o Ist U CR" offen, f: U >R, a € U, veR |v| =1, so heifit

0,1 (a) i tim L0 E0) = (@

t—0 t

Richtungsableitung, falls diese existiert. Spezialfall ist partielle Ableitung.

e Ist f in Punkt a differenzierbar, dann existiert 9, f(a) fiir jedes v. Es gilt:
9y f(a) = (v, grad f(a))

Begriindung: Kettenregel

g: (—g,e) >R g(t) = a+t-v
Ro0w - i L0tV I0)
L fe(®) ~ 1)
t—0 t—0
= S(en)

t=0
23 (4 (0 g)(t)],y) (D)

: R1—R!, linear

cR?
€R
= J(fog)(0)
= f'(9(0)) o ¢'(0)
= f'(a)og'(0)
= (0uf(a) -+ Onf(a))

~  (v,grad f(a))
Wobei bei den — der gleiche Isomorphismus verwendet wurde, damit folgt Gleichheit.
e Ist grad f(a) # 0, so wird 9, f(a) maximal fiir
L emad /()
|grad f(a)l2
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(= Richtung des grofiten Anstieges von f im Punkt a)

Beweis: Fiir alle v gilt:
(v, grad f(a))|2 < [grad f(a)l2

. . grad f(a)
Fiir v = g ion

gilt:
0y f(a) = (v, grad f(a)) = |grad f(a)l2

Die Gleichheit gilt nur fiir dieses v. Angenommen w # v mit |w| = 1 erfiillt (w, grad f(a)) =
lgrad f(a)|. Dann ist (w—wv, grad f(a)) = 0. Somit erfiillt z := v+3(w—v) auch die Gleichheit.
Allerdings ist

s = o+l
22—2’0 wi2

1
= 5 (v+w,v+ w)

1
= Sy/IvB+2(,w) + i3

= V2 Vo)

< 5\/5 [v]2 - Jwle

woraus

lerad f(a)]z = [{z grad f(@))la < |z]2 lerad f(a)]2 < |grad f(a)]:
>

folgt. Dies ist ein Wiederspruch.
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Normierte Rdume, lineare Abbildungen

e Normierter Raum (X, [|-]|)

— X Vektorraum iiber K € {R,C}
— ||| Abbildung X — [0, c0) mit

1. Ve K,Vx € X : [|A-z| = |\l - ||=]| (absolute Homogenitét)
2. Va,y € X : |l +y| < llz|l + ||yl (Subadditivitidt oder Dreiecksungleichung)
3. Vx € X : ||z|| = 0 & z = 0 (Definitheit)

Mit der Metrik d(z,y) := ||z — y|| wird (X, ||||) zum metrischen Raum.

e Banachraum := vollstindiger normierter Raum := Vektorraum, der vollstéindig und normiert

ist

e Beispiele:

1.
2.

(R™,] - |2), (C™,| - |2) sind Banachréiume

C0,1] :={f:[0,1] — R | f stetig}
und
[f1ljo,11 == sup{|f ()] ; 0 < ¢ < 1}
Dann (C10,1], ||-|[jo,17) Banachraum:

(a) Homogenitiit:

IAfIl = sup{|Af(t)];0<t<1}
sup{|A[ - [f(t)[ ;0 <t <1}
sup (|Al-{|f(®)]; 0 <t <1})
Al sup{| ()| : 0 <t <1}
= (Al (£l

(b) Dreiecksungleichung;:

sup{[f(t) +g(t)] ;0 <t <1}
[FO]+1g()]

<
< |Iflljo,) + llgllo,1] st eine obere Schranke.
< [l + llgllo,

ILf + gllo.1
vt e [0,1] - [f(t) +g(t)]

= [If + glljo,1)

(c) Vollsténdigkeit beweisen wir spéter (siche auch Kapitel 20)
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26.1 Satz: Stetigkeit linearer Abbildungen

Seien X, Y normierte Rdume, A: X — Y linear. Dann sind dquivalent:
1. A stetig
2. [|[Alla = sup{[[A@)]ly ;2 € X, [|z[lx <1} < o0
Sind diese Bedingungen erfiillt, dann gilt fiir alle z € X:
[A@)ly < lA]la - llzllx
IIA]| 4 heifit Norm von A.
Beweis:
1.1=2
e Da A stetig, ist A stetig in 0 und wegen Linearitét
Linearité
A(0) = A(0x) = A(0g - 0x) "= 0g - A(0x) = Oy

Also:
36 >0Ve € X mit ||l — 0| x < 4§ gilt ||A(z)|ly <1

Fir z € X, ||z x <1, ist

16 - zllx = 10] - lz[|x < 0] =6
~——

<1
also mit der Stetigkeit in 0 gilt
|A(dz)|ly <1 alsod-||A(z)]ly <1

Somit obere Schranke gefunden:
1
14lLa = sup{[[A()lly s = € X, [lzllx <1} < 5 <oo

2. Zusatz, falls 2 gilt:
e Fallsz € X, z # 0, ||-|| Norm, ist:

1 1
el = ||l
Edl [zl
1
= || llzll
]
1
= — |z
[EA]
=1
e Somit:
1
|A(@)[ly = ||A Tl © Jzllx < [[Alla - llzllx
x| x Y
3.2=1
o Mit Zusatz gilt:
[A(z) = AW)lly = A= —y)ly
< JAlla-llz - ylx

Also A lipschitz-stetig, damit auch stetig.
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Notation: Az := A(x)

Beispiele:

1. Sei A € R™*" d.h. A kann als lineare Abbildung A: R™ — R™ aufgefasst werden. Die
Normen seien die euklidischen Normen.

Al := sup{|Az|s; 2z e R", |x|s <1}
= max{|Az|y;z € R",|z|]s < 1}

Das Maximum wird angenommen, da {z € R ; |z|2 < 1} kompakt und A: R™ — R™ stetig
ist. Nimmt man auf R™ bzw. R™ andere Normen, so dndert sich diese Matrixnorm.

2. Fiir einen Zeilenvektor z € R'*™ = R" dann gilt:

2

n
l2lla = |"7], = [ D23
j=1

Begriindung: Fiir x € R", |z]2 < 1 gilt mit Schwarzscher Ungleichung:

z1
|zz| = |z(x)| = (21~ 2n) | = |<zT,z>| < |ZT|2 zle < |zT|2
T
Damit ||z]|a < |27]. Fiir & := |le| 2T gilt:
- 1 T 1 T T\ 2311, T
2=z —=-2 = 2tz =7 |2
E I E R

3. Sei k: [0,1] x [0,1] — R stetig. Definiere den Integraloperator K: C[0,1] — C0, 1] durch

(Kf) = / Kay) fy)dy  (ze0,1])

(K f stetig! ohne Beweis.) Dann K linear (K(«af +¢g) = a- Kf + Kg) und K stetig, denn:

1
K@) < / k(a9)] - 1 £ () ldy
< sup k()| Il
z,y€10,1]
T
=K fllio < C-lfllon
S UKL = (1K fllo | £ € C0L [ fllon < 1)
< C

Dann Satz 26.1

26.2 Satz: Mittelwertsatz/Schrankensatz

Sei U C R™ offen, f: U — R™ differenzierbar, z, y € U, sodass die Verbindungsstrecke zwischen x
und y in U:
{1-t)z+t-y|0<t<1}CU

Verbindungsgerade zwischen = und y

Dann gibt es ¢y € (0, 1), sodass

[f (W) = f@)]2 < I (L —to) -z +to-y)lla- |y — )

Beweis:
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1. Fall n = 1. Fasse f: R! — R™ als Kurve f: R — R™ auf

f(a) ="

91 f1(a) fila)

onfal@)  \fia)

e Dann Satz 23.2 (Hilfssatz: ,Mittelwertsatz*)

2. allgemeiner Fall:

g
g(t)

(z+t-(y—x) =

23.;10

g =
lfly) = f(@)l2 =
%

26.1.3
<

Weitere Normen auf K™:

e Fiir 1 < p < oo sei die p-Norm | - |,: K®

n
|zlp == Z |25[P
j=1

AuBerdem
|Z|oo :=  max |zj]
j=1,...n
Gezeigt werden soll: | - |, ist Norm. Absolute Homogenitit und Definitheit sind leicht zu
zeigen:

Az, =

[0,1] = R™

f(A=t)-z+t-y)

fla+t-(y—2)

(x+t-y—t-z)

(x4+t-y)+0—t-z)

y—x

flatt-(y—2)) (x+t-(y—2))

fla+t-(y—2)) (y—=)

l9(1) = g(0)]2

(1-0)-1g'(9)

| f@+& (y—2)(y—2)
—~—

i Rn—R™ €R"

If (@ +&-(y—a)laly— 2l

— [0, 00) definiert durch

P

S =

n
> Al
j=1

D =

n
D APyl
j=1

D=

n
AP Dl
j=1

n
P
AP D faylP
j=1
RYRER
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n

[zl =0 < Z;|xj|:0

I=F >0
Vie{l,...,n}:|z;| =0
Vie{l,...,n}:2; =0

& =0

¢t ¢

e Fiir p = 2 leitet sich die Norm vom Skalarprodukt (z,y) = > 7_, z;7; her durch |z|; =
<x’ ;E>1 /2

e Firj=1,...,n

1L = |z,
n P
=1 = (Z |.Z‘Z|p>
i=1
n
=17 = Z | |P
i=1
=1 > |zf°
=1 > |z

e Sei D C R ein Intervall, f: D — R heift
— konvex < Vrq, 29 € D, A € (0,1):
JIA=A) 2+ X 22) < (L= A) - fan) + A f(x2)

— konkav :& —f konvex, (< dreht sich rum)

26.3 Satz: Konvexe Funktion

Sei D C R ein Intervall, f: D — R zweimal differenzierbar, f (2)(30) > 0 fiir alle x € D. Dann ist f
konvex. (Umkehrung gilt auch, s. Hausaufgabe)

Beweis:

e Aus (f')'(z) >0, z € D folgt f': D — R monoton wachsend. Seien x1, z2 € D, A € (0,1)
und
x:=(1=X) 21+ 29

e Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit: ;1 < xo. Daher z1 < x < x5. Mit Mittelwertsatz: Es
existieren &; € (x1,x) und & € (z, x2) mit:

W f'(&)
1
Jaa) = f@) e
X9 — X
e Stelle fest:
r—x1 =\ (19 — T7) o —x=(1—-N\) (22 —21)
Wegen Monotonie:
(&) < (&)
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und zwei mal Einsetzen gilt:

f(x) — f(x1) < f(z2) — f(z)

A (zg — 1) (1=X) (22 —x1)
(L=2)-(f(@) = flz1)) < A-(fla2) = f(2))
f@) < X flae) = A=A+ f(21) + AFHTT — A+ flan)
fl@) < (=X fz1) + A fla2)

26.4 Folgerung

Seien p, q € (1,00) mit % + % = 1. Dann gilt fiir alle z, y > 0:

vt
Beweis:
e Fall x = 0 oder y = 0 ist einfach
e Betrachte x, y > 0.
1 1
- €(0,1) 521_56(0’1)
In: (0,00) — R ist konkav, denn In"(z) (%) ——5 < 0. Damit:

1 1 1 1
1n(-x+~y> > —-lnz+4+--lny
p q p q

= ln(a:%y%)

Da exp monoton wachsend ist, bleibt nach Anwendung von exp auf die Gleichung die Richtung
von > erhalten

26.5 Satz: Holdersche Ungleichung
Seien p, q € (1,00) mit % + % = 1. Fiir alle z = (z1,...,2,) und y = (y1,...,yn) € C" gilt:

1
q

S =

Slaiyl < (DDl D vl
j=1 j=1 j=1
= [zlp - lylq
Beweis:
e Ohne Einschrénkung |z, # 0, |y|, # 0. Sei
1
= =y
|zlp lylq
Dann [£|, =1 und |n|, = 1.
e Mit Folgerung 26.4:
|2 - y;] ‘ 4
2l - |ylq |$|p ly |q b
=&l - Injl
1 1
= (I&P)7 - (nyl*)=
|p |a
< (91 + L
p q

142

Vorlesung: “Analysis I/II" von Jiirgen Voigt, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2008, Sommersemester 2009; Version: 2022-12-01



Damit:

2yl <
|lp - \quz A
) —
= oyl <

j=1

Bemerkung;:

e Fiir p = ¢ = 2: Schwarzsche Ungleichung

26.6 Satz: Minkowskische Ungleichung

Sei p € [1,00). Fiir alle z, y € C™ gilt:

1

2; Z|§J|p +* Z|77J|q
=1 =1

1

|x|p : |y|q

|z +ylp < |zlp + [ylp

(Dreiecksungleichung fiir | - |,)

Beweis:

e Einfach fiir p=1.

|l +yli =

N |
= 10

NE

(@ + )51

<.
Il
_

|z + vy

<
Il
—

(5] + [v;51)

<.
—

3

= Z $J|+Z|yj

Jj=1

= lzh+ |y|1

e Sei p > 1, wihle g, sodass % + % = 1. Definiere z € C" durch (5 =

zj = |+ sl

Y=oy + P = 1zl
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Dann:

n

eyl = > |+l
j=1

n
= >zt ysl oyt
j=1

n
= D lwj+yl- 1zl
j=1

n

<D (gl 1z + lyl - 1241)
i=1
n n

= > lmiezl+ > ly 2l
i=1 =1

26.5
< |x‘p'|z|q+|y|p"z|q
= (|x|p+|y|p)' |Z|q

Aus % + é =1 folgt nach Umstellen p = (p — 1) - ¢ sowie % = %(p —1). Somit:

Q=

M=

2lg = (Jaj +y7~)"
j=1
. 5 (=1
= | D lay oyl
j=1
= Jo+ylp

Setze zusammen woraus dann die Behauptung folgt:

|z +ylb < (|olp + |ylp) |z + yl5 ™!
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Taylorformel, lokale Extrema

o Fiir Multiindex o € N{:
al =a! o ay)!

27.1 Multinomialtheorem

e Polynomische Formel (Multinomialtheorem): Fiir z € R, m € N gilt:

1 m 1 (0%
m(xl-l-...—l-:cn) = Z e
lal=m

wobei 2% :=1-{* - 20

Begriindung;:
— Es gilt:
—!-(ml—{—...—i—xn)m— Z Co - T
la|=m
mit geeigneten c,
— Fiir |B] =m:
(L@t da)™) = 0P (@t 2™
ml 1 . n = ml 1 . n
m-mal
= 1
sowie
IR B P
la|=m lal=m
{m a=p
= Z Ca - 0
\a|=m & # ﬁ
= ¢5-f!

27.2 Hilfssatz
Sei U C R™ offen, f: U — R, f ist m-mal stetig differenzierbar (d.h. m-mal stetig partiell diffe-

renzierbar), x € U, £ € R™ mit
{z+t-£]0<t<1}CU
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Sei h: [0,1] = R mit

Dann:
m!
Beweis:

(fog) =
11.1.1.2.1
11.1.1.2.1

h”(t) —
h(m) Indgtion

Beweisliicke

27.3 Satz: Taylorsche Formel

Sei U CR"offen, x e U, £ e R" mit x+¢-£ €U fiir 0 <t <1. Sei f: U— R (k+ 1)-mal stetig

differenzierbar. Dann gilt:

fle+8) =

mit

Riq1(x +

Beweis:

=(k+1) > /

h(t):=fog, gt):=z+t -

SR = Y S0t e

|a]=m

n

LY 0 f(z+1t-€)g

j=1
b Y (- 05) fla+t-€)
Jj=1

t= (G101 + ...+ &) f) (@ +1-€)
((§101 + ... +&.0n) f)og

((fog))

(6101 + ...+ &Dn) f) o g)

: U—=R

((6181 +...F §na’n)<<£lal +...+ fnan)f)) °g
(6101 + ...+ &a0n) 0 (£101 + ... +£,0n)) f) 0 g
((

((

€101 + ...+ €.0,)%f) o
E101+ ... +&0,)"f)og

(m! Z ;150‘30‘) f) og
|a]=m

t — m! Z gaaa (x+t-§)

| =

S ) € Rene +0)

|| <k

Flo+t-€)dt-e
la|= k+1

e Fiir g(t) := f(x +t- &) gilt mit 1-dimensionaler Taylor-Formel:

1 1! R
o) = Zﬁ-gm(m =0y + 5 [0 gt Do) a

271 Z aa )€ + Ryp1(z +§)

|a\<k:
Riyi(z+§) = (k+1)/1(1_t)k ! g* TV (t) at
o (k+1)!
mit
ﬁg(kﬂ)(ﬂ: > iaaf(x‘f‘t'f)fa

|a|=k+1
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Bemerkungen:

e Ist U = B(0,1), 9*f =0 fiir alle || = k + 1, dann ist f Polynom vom Grad < n.

e Es gilt:

)= 3 ()€

lov|=3

ist homogenes Polynom vom j-ten Grad, d.h.

Pi(t-€) =1 P;(¢)

da
(t-O% = (t-&,....t-&)*
= 1. f‘l...tan.ggn
tlol . g

e Es folgt fiir |a| =k

k

[ 30 I [
26.2.5

25 gy

<

e Damit Taylorformel:

Auflerdem gilt:
Ro(§) = [flx)

(&)

1€l

’ RN

1€y 1€l

—_— =
<1 <1
—|— Rk+1 T + f)

Pi&) = Of(x)-&+ .. +0nf(x) &

= {arad f(2),)
PG = 3 0 €

lov]=2

= 0;0k f(x) - &5 - &k + ! 0jOkf(x) - & - &
2
i=j

i<J

= Z(Zajakf@c)
=1 k=1

l\.’)

l\D\»—A

(Hess f(x): Hessesche Matrix)

27.4 Folgerung: Restglied Taylorformel

Sei U C R"™ offen, x € U. Sei f: U — R k-mal stetig differenzierbar. Dann gilt fiir die Funktion ¢

(A-£,6) mit A:=

§k> &;

(00K f(2))jk=1,....n =t Hess f(z)

definiert fiir alle £ € R™ wobei x + £ € U und definiert durch die Gleichung:

fate= 3 —0mi() €+ el pe)

lal<k
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dass gilt:

Jim (€) = 0

Fiir k£ = 2 ergibt sich:

Fle+€) = J(@) + grad £(2), ) + 5 (Hess f(2) -€,€) +1¢> - 9(6)
Beweis:

e Nach Taylorformel:

fa+e)= Y 0@ €+ Relw+6)

lal<k—1
mit
1 1
Rue+ = ke Y o[-0t ares
la|l=k - J0
1
- kY ot [a-o

1
L =t) 0% f(z +1t-€&) —0%f(a) ] dt - &

I
-
N
=
S—

S HEG)
1
+ Y S0 f(w) ¢
|a|=k

ergibt sich eine konkretere Darstellung von ¢, falls die Verbindungsstrecke zwischen x und
x+ & in U liegt.

e Sei e > 0. Dann gibt es § > 0 mit B(z,d) C U und
0 f(y) — 07 f(@)] < e
fiir alle y € B(z,d) und |a| = k.
e Sei [£| <4, |a| = k. Dann:

1 1
Cim| [ =00 st - 0@ e < e [t rar e
0 0
1 k
< L.
< el
Damit:
1 1
= — .k .0
PO = @k X g
la|=k
1
< ¢ —
- al
la|=k
]' «
- E - J(l, ,1)
|a|=k
= L 1)k
n-mal
Iy
= E‘H.n
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Damit Grenzwertverhalten gezeigt.

27.5 Satz: Notwendiges Kriterium fiir Extremum

Sei U C R™ offen, f: U — R besitze in z € U ein lokales Maximum.
1. Ist f in  partiell differenzierbar, dann grad f(z) = 0.
2. Ist f zweimal stetig differenzierbar, so ist Hess f(x) negativ semidefinit, d.h.
(Hess f(x) - £,§) <0
fiir alle £ € R™.
Beweis:

1. t+ f(x +t-e;) hat bei t = 0 ein lokales Maximum, daher fiir j =1,...,n

flx—t-ej) = f(z)

9;f(zr) = lim ,
_ hmf(xftej)ff(xf()«ej)
t—0 t—0

= (te fl@+t-¢))(0)
16.1
&g

81f(1)) 0

Also grad f(z) = =|:]=0
O f(x) 0

2. Nach 1. und Folgerung 27.3: Fiir ¢ € R”, ¢ € R nahe bei 0 gilt:

0 > fla+t-§—[f(x)

2

= () 0+ (Hess [(2) €6+ 12 €2t €) — [ ()

S0 > L(Hoss f(a)- £.8) + |EP ot )

Fiir t — 0 mit Stetigkeit von ¢ folgt Behauptung.
Definition: Sei A € R™*™ symmetrisch. A heift
e ... positiv definit :< (A -£,€) > 0 fir alle £ € R™\ {0}
e ... positiv semidefinit :& (A - £, &) > 0 fiir alle £ € R™

e ... negativ definit :< — A positiv definit

e ... negativ semidefinit :<> — A positiv semidefinit

e ... semidefinit :< A positiv semidefinit oder negativ semidefinit

e ... indefinit :< A weder positiv noch negativ semidefinit
Bemerkung;:

e A positiv definit
a1 ... A1k
SVek=1,...,n:det | * . >0
a1 N

(Hurwitz-Kriterium, Silvester-Kriterium)
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Beispiele:

1. Fiir f(z,y) = 2% + y? (Paraboloid):

wr() - |

= grad f(0,0) = (

[N

)
>_0

Hess f(0,0) = (S g)

S O N

Hess f(0,0) ist positiv definit. Also hat f in (0,0) ein lokales Minimum. (s. Satz 27.6)

Ist A € R?*2 positiv definit, dann ist
T T
z,y):=(A ,
o) < (?J) (y>>

2. Fiir f(x,y) = 22 — y? (Hyperbolisches Paraboloid):
2z
grad f(z,y) = < )
= grad f(0,0) = 0
2 0
Hess f(0,0) = (0 _2>

ein elliptisches Paraboloid.

Hess f(0,0) ist indefinit.

27.6 Satz: Hinreichende Kriterien fiir Extrema

Sei U C R™ offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar, x € U mit grad f(z) = 0. Dann:

1. Ist Hess f(z) positiv definit, dann hat f in x ein striktes lokales Minimum.
2. Ist Hess f(x) negativ definit, dann hat f in x ein striktes lokales Maximum.
3. Ist Hess f(z) indefinit, dann hat f kein lokales Extremum in z.
Beweis:
1. Sei A := Hess f(x). Dann gibt es o > 0, sodass
(A-&6)>a-[¢f
fiir alle £ € R™, denn fiir a := min{(A - £,£),|¢] = 1} > 0 gilt (oBdA & # 0):
min{(Az, 2); |z| = 1} - [¢[* = min{({A(¢[2), (|¢|2)); |2 = 1}
(Ay,y);y = €|z, o] = 1}
= min {(Ay,y); Y _ x, x| = 1}
{

= min

g
Ju|_
(Ay-9); |§|‘ 1}

min {(Ay,y); [yl = [£]}
(Ag, )

I
z
=

N
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Nach Folgerung 27.3:
Fete) )06+ 5468+ P -0l
> J@+ (ga+el9) I
Es gibt 6 > 0, sodass € € B(z,8) C U,

N

—(&) < |e(8)]

(Grenzwertverhalten von ¢) Daraus folgt:

Damit fiir £ # 0: .
fa+8) 2 f@) + ja- 67 > f(@)

Hess f(x) negativ definit < — Hess f(x) positiv Definit
<  Hess(—f)(z) positiv definit
= —f hat in z striktes lokales Minnimum
<

f hat in x striktes lokales Maximum
3. Hat f in z ein lokales Extremum, dann Hess f(z) semidefinit wegen Satz 27.5
Beispiel:
L f:R2 =R, f(z,y) =2* —2® 4 (z +y)?

1‘3— X X
arad f(z.y) = (4 2z + 2( +y)>

2(x +y)

Es soll nun gelten grad f(z,y) = 0. Offensichtlich dann z = —y. Damit:

0 = 42°-22+40
= 2z-(222 - 1)
=z = 0 Toy3=t—= mit y; = —x4, i € {1,2,3}
V2
AuBlerdem gilt:
DPf(x,y) = 1222 —242=1227
0y f(z,y) = 2
2
o f(z,y) = 2
(a) Fir x1,y; gilt:
Hess f(z1,y1) = Hess f(0,0)

Vorlesung: “Analysis I/II" von Jiirgen Voigt, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2008, Sommersemester 2009; Version: 2022-12-01



Hess f(x1,y1) ist indefinit (es liegt also kein Extremum vor), da:

(e 2) ()-0))

0 2 1
2 2 -1
(b) Fiir 293, Y23 gilt:

Hess f($2/37 y2/3>

Hess f(x2/3,Y2/3) ist positiv definit, z.B.
und (z3,ys) lokale Minima vor.
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Implizite Funktionen, 1. Auflosungssatz

e Motivation:

Sei U C R? offen, F: U — R.
Betrachte {(x,y) € U : F(z,y) = 0}.
Frage: Ist {(z,y) € U : F(x,y) = 0} Graph einer Funktion?

Gibt es also eine Funktion ¢g: I — R mit F(x, g(z)) = 0. Was sind Bedingungen dafiir?
Die Funktion g ist dann implizit durch die Bedingung F'(z, g(z)) = 0 definiert.

— Bei der Behandlung der Fragestellung wird man von einem Punkt (a,b) mit F(a,b) =0
ausgehen und versuchen, Losungen in einer Umgebung von (a, b) zu beschreiben.

e Beispiel:
— Es sei
F:R*xR—R, F(z1,29,y) =27 +23+y°—1

F~1(0) bildet die Einheitssphiire.
— Seien a = (0,0), b=1

g: {(z1,22) | 21+ 23 <1} 5 R, g(z1,22) = /1 — 22 — 23

Damit gilt F(x1, 2, g(x1,22)) = 0. Die Funktion g beschreibt so die obere Hélfte der
Einheitssphére.

Als Vorbereitung fiir spiter wird folgender Satz benotigt:

28.1 Satz: Banach’scher Fixpunktsatz

Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, X # . Sei p: X — X. Es gebe k € [0,1), sodass

d(e(z), o(y)) < k- d(x,y)
fiir alle z,y € X. Dann besitzt ¢ genau einen Fixpunkt xg € X, d.h.
¢(z0) = o
Beweis:

e Eindeutigkeit: Es seien xg, 1 € X Fixpunkte. (¢(xg) = x9, ¢(21) = 1) dann gilt:

d(zo,x1) = d(p(xo),p(21)) < k- d(z0,21)
=0 < (k — ].) -d(on,.’El)
~——
<0
=0 > d(mo,fﬂl)
=0 = d(l‘o,xl)
=Ty = I1

153



e Existenz: Sei x € X. Behauptung: (" (z))nen ist Cauchy-Folge. Es gilt:

(¢ (z), "M (2)) < K7 d(@, o(x))

fiir j € N (Induktion).

Fiir 0 < n < m folgt mit Dreiecksungleichung (A):

N
=
%

.

L
&
%

<
5

d(¢" (), ™ (z))

Jj=n+1

< dp(r) Y, KT
TR

6.1

= 0(n,m — o0)

Also (¢™(x))nen Cauchy-Folge. Da X vollsténdig ist, existiert zg := limy,_,00 ¢™ ().

 ist stetig, denn fir a € X, >0, := £, x € X und d(z,a) < § gilt: (11.1.2)

B
d(e(x),p(a)) <k-d(xz,a) <k-d=¢
Damit ist x¢ Fixpunkt:
p(ro) = ¢ (nlggo v (x))
= lim o (" (2))

= xo

28.2 Satz iiber implizite Funktionen, 1. Auflésungssatz

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei U C R™ offen, F': X x U — R" stetig bzgl. der Metrik d auf
X x U wobei

d((‘rlvyl)z (33271/2)) = d(il?1,132) =+ |y1 - y2‘2

und differenzierbar nach y-Variablen, d.h. fiir jedes € X sei F(z,-): U — R" differenzierbar. Sei
a € X,beU mit F(a,b) =0. Es sei DyF(a,-) invertierbar (2 n x n-Matrix) und

linear

(z,y) = DyF(z,"): X xU = (R* — R")
stetig im Punkt (a,b). (Metrik: (f,g) — ||f — g||la) Dann gibt es offene Umgebungen X C X von
a und ('_:] C U von b mit folgenden Eigenschaften:
1. Existenz: Es gibt g: X — (} stetig mit F'(x,g(x)) = 0 fiir alle z € X.
2. Eindeutigkeit: Aus (z,y) € f( X ff, F(z,y) =0 folgt y = g(x).
Beweis:

e B:= DyF(a,-) sei invertierbar. Definiere G: X x U — R™ mit
G(z,y) ==y~ B™" - F(z,y)
Dann gilt:
Flz,y)=0 & Glzy) =y

Sprich: Umwandlung der Nullstellensuche zu F(z,-) in Fixpunktsuche fiir G(z,-) fiir festes
x.
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e Aus

D,G(z,-) = D,(id—B 'oF(z,))

folgt durch a und b einsetzen:

= Dy id*DF(%y) (Bil) o DyF’(l’7 )
=id —B-1
= id-B'oD,F(x,)

DbG(a, ) = id-Blo DbF(a, )
—_——
=B
— id—id
0

e Da (z,y) — D,G(z,-) in (a,b) stetig ist, gibt es Umgebungen X C X von a und U C U von
b, sodass fiir alle (z,y) € X x U:

1Dy G (, )| 4

1DyG(x,-) =0l 4

= [I1DyG(z,-) = Du(a, )l 4
1

< Z

- 2

e Es gibt r > 0, sodass Bgn[b,r] := Blb,r] C U. Da G(a,b) = b ist, gibt es eine offene
Umgebung X C X von a, sodass

sup |G(z,b) — bz < g
xe)é'

o Wir zeigen, dass fiir z € X der Banach’sche Fixpunktsatz auf G(z,-): Bgn|b,r] — R" an-

wendbar ist:

— G(z,) ist ,strikte* Kontraktion:

Fiir y, y' € Bgn[b, 7] gilt:
|G(1‘7y) - G(x7y/)|2 <

HDy'Jrﬁ-(y*y')G(x? )HA : |y - y/|2

IN

1 /
§~|y—ylz

mit geeigneten & € (0,1) nach Satz 26.2 (Mittelwertsatz im R™).

— Fiir |y — bl2 < r gilt:

‘G(:Cay) - G(l‘, b)|2 + |G(‘T7b) - b|2

<3ly—bl2 <3

< r

Damit: G(z,-): Bgn[b,7] — U= Bgn (b, 1) C Bgrnl[b, 7]

e Somit sind alle Vorraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes gezeigt. (k =

) Es folgt

1
2

die Existenz und Eindeutigkeit von g(z) € U mit G(z, g(z)) = g(x).

e Stetigkeit von ¢: Fiir z, 2’ € X gilt:

lg(x) —g(2')] =

<

<

= lg(z) —g(=')] <
_>

|G(z, g(x)) — G(a', g(a"))|

|G(2,9(z)) = G2/, g(2))| + |G, g(x)) = G(a’, g(2"))|
G(z, g(x)) = G(a’, g(2))| + % lg(z) — g(a)]

2|G (2, g(x)) — G(a', g(x))]

0(z =)
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Also g stetig in z. (11.1.3)
Beispiele:
1. Essei X =R%2, n=1, F((z,y),2) =2? + y> + 22 — 1.
S :={((z,y),2) € R* xR | F((x,y),2) =0} (Einheitssphire)
Es gilt:

OF (2,y,2)

DZF((J;?y)?) = az

=22#0 & z#0
e 2+yi<l, (x,y,2)€S
Ist a € X, b € R mit F(a,b) =0.

F((2,y),2) =0 & Pyt +22=1

= 22 =1—a2—9?

1_12<;>y2>0 z € {\/1 —a2—y?, —\/1—a22— yQ}
Der erste Auflosungssatz erlaubt zwei Fille: Ist b > 0 so kann nur gelten:
g(a) = V1 —(a1)? — (az)?
Da g laut erstem Auflosungssatz stetig ist, gilt ferner:
9(@,y) = V1—z*—y?
ist die stetige Losung von F'(z,y, g(z,y)) = 0 in einer Umgebung von a. Ist b < 0, dann

g9(x,y) = —v/1—a%—y?

2. Sei X := R™*" xR™ (Menge der linearen Gleichungssysteme), U := R™ (Menge der Lisungs-
kandidaten), F: X x U — R"™ der Defekt mit

F((Ab),y) =A-y—1>
Also ein Losungskandidat 16st das Gleichungsystem < der Defekt ist 0.
F((Ab),y) =0 A-y=>

Dann:

OF((A,b),-) = O(A — constb) = A

invertierbar falls A invertierbar, auflerdem ist (A, b) — A stetig.

Satz 28.2: Ist Ag € R™ ™ invertierbar, by € R"™, yg € R™ mit Ag - yg = by, so lisst sich fiir
A und b in Umgebungen von Ag und by die Gleichung A - y = b 16sen, mit y stetig abhéngig
von A und b, d.h. y = A71-b. Dies folgt auch aus der Cramer’schen Regel. (Lineare Algebra)
Und zwar ist

g(A,b) = A p = (detl(A> adj(A)> b
stetig.

3. Sei U C R? offen, f: U — R stetig differenzierbar. Sei ¢ € R und fiir alle (z,y) € U mit
f(x,y) = ¢ gelte grad f(z,y) # 0. Dann lisst sich die ,,Hohenlinie“

{(@,y) | f(z,y) =c}

immer lokal nach = oder y auflésen. (manchmal nur nach = oder manchmal nur nach y)
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Wir kommen jetzt noch zur Differenzierbarkeit der in Satz 28.2 implizit definierten Funktion g,
falls X C R* offen:

Vorbetrachtung:

e Ist Fin (a,b) differenzierbar, g differenzierbar in a, so folgt mit Kettenregel:

0 = (zw Fa,9(x)) (a)
_ 0F(a,g(a)) | 0F(a,g(a)) ,
= o T oy ¢ (a)
)~ (9F(ag@)\ " 9F(a,g(a))
Beispiel:
e Esseig: (-1,1) = R, g(x) =1 —z2. Also:
2 +gx)?-1 = 0
= F(z,y) = 2?2 +y?—1
=2r+2-g(z)-¢'(x) = 0

/
€T = = —
g'(z) e T3
28.3 Satz: Differenzierbarkeit impliziter Funktionen

Seien X C RF U C R” offen, F: X x U — R"™ mit (z,y) — F(x,y). Sei (a,b) € X x U mit

F(a,b) =0, F in (a,b) differenzierbar, %Z’b) invertierbar. Sei g: X — U stetig in a, g(a) = b,

F(z,g(x)) =0 fiir alle z € X. Dann g in a differenzierbar und es gilt:

Beweis:
e Ohne Einschrinkung (a,b) = (0,0). A := w e Rk B .= %2’0) € R™*™ invertierbar.
o F differenzierbar in (0, 0):
Flz,y)=A-z+B-y+ (lz| +[y]) - o(z,y)
mit limg 0 p(x,y) = 0. F(x,g(x)) schreibt sich also:

g(x) = B/(; Ax = (] +|g(@)]) - B™' - p(, g(x))

e Beweis, dass zweiter Term sich wie |z| - ¢(x) verhélt in 2 Schritten:

1. 36 > 0, K > 0, sodass B(0,0) C X mit
lg(z)] < K - ||

fiir |z| < 0.

Beweis:
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— Es existiert § > 0 mit

N =

[B™ - (. g(2))] <

fiir |z| < ¢. Damit:

lg@)| < 1B Aal + Slo(a)| + gl
g@)| < @B Al+1)Jal
2. Fiir |z| < 0 gilt:
g(@) = BV Az + [a] - o(x)
mit
ve) =~ (el + o@D B lrg(a)

W) < (1+K) B~ gz, g(x))l
= 0(x—0)

28.4 Satz: Stetige Differenzierbarkeit impliziter Funktionen (Zusatz zu 28.2)

Zusétzlich zu den Voraussetzungen von Satz 28.2: Sei X C RF offen, F: X x U — R” stetig
differenzierbar. Dann kann V) so gew#hlt werden, dass g: V3 — V5 stetig differenzierbar ist.

Beweis:

e Wihle V; so, dass %‘5@)) fiir alle z € V; invertierbar ist. (Moglich, da R™*™ 3 A +— det A
stetig ist) Dann Satz 28.3.

e Die Stetigkeit von g’ folgt aus:

J(@) = - <8F(ﬂgyg(w)))_ . 3F(ﬂgxg(x))
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Lokale Invertierbarkeit, Lagrange-Multiplikatoren

Seien Uy, Uy C R™ offen, f: U; — Us heifit Diffeomorphismus :< f bijektiv, f und f~1(: Uy — Uy)
stetig differenzierbar.
Bemerkung;:

o Mit g = f~! gilt dann:

29.1 Satz: Satz der lokalen Invertierbarkeit, 2. Auflésungssatz

Sei U C R"™ offen, f: U — R" stetig differenzierbar, a € U, f’(a) invertierbar. Dann gibt es eine
offene Umgebung U; C U von a und eine offene Umgebung Us von f(a) =: b, sodass f: Uy — Us
ein Diffeomorphismus ist. Mit g = f~! gilt:

Beweis:

e Sei F: U xR" — R", F(z,y) := f(z) —y. (Dann F(z,y) =0 < f(z) =y, d.h. zum Finden
von g = f~1ist F(z,y) = 0 nach x ,aufzulésen; beachte vertauschte Rollen von z und y
gegeniiber 1. Auflésungssatz)

e Es gilt: F(a,b) =0 und

OF(a,b) . .. _
P f'(a) invertierbar
Auch
OF (z,y) OF(z,y)
' —

= (f'(z) — En)
stetig, damit ist F stetig differenzierbar.
e Aus Satz 28.2 und Zusatz 28.4: U C R"” offene Umgebung von b, V' C U offene Umgebung

von a mit g: Uy — V eindeutig definiert durch F(g(y),y) =0 (< f(g(y)) = y) und g stetig
differenzierbar.

e Fiir x € V)y € U, gilt:
z=g(y) & F(r,y) =0 &y = f(z)
Daher
Up:i=g(Uy) = fHU)NV

offen (Analysis I, Ubung Aufgabe 64). f: U; — U, bijektiv, g = f~ |y, .
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Beispiel:

1. Polarkoordinaten

. 2 T Cosp
f:(0,00) xR =R (r,p) — <r-sin<p)

Flre) = (cQSgp r~sin<p>

singp r-cose

det f'(r,p) = 7r-cos?@p+r-sin®p=1r#0

Also f'(r, ) lokal invertierbar.

29.2 Satz: Notwendige Bedingung fiir lokales Extremum unter Nebenbedingung

Sei U C R™ offen. Sei 1 < m < n, f: U — R™ stetig differenzierbar. f’(x) habe Rang m fiir
alle x € U. Sei h: U — R stetig differenzierbar, a € U mit f(a) = 0 und h habe in a ein
lokales Maximum unter der Nebenbedingung f = 0, d.h. es gibt eine Umgebung V' C U von a mit
h(a) > h(z) fir alle z € V N M, wobei

M ={zeU;f(z)=0}
Dann gibt es A € R, sodass
grad h(a Z \j grad f;(a)

Jj=1
A, ..., Ay heiflen Lagrange-Multiplikatoren. (Notwendige Bedingung fiir lokales Extremum mit
Nebenbedingung, geeignet zur ,,Kandidatensuche®)

Beweis:

e Nach Umnummerieren der Variablen und Verkleinern von U:

k== n—m
r = (%,2) e R* xR"F f(z) = f(&,%)
of(@,2) . . X
= T(x &) invertierbar fiir alle (&, %) € U

(f'(a) hat m linear unabhéngige Spalten, o.E. die letzten, d.h. L(;) invertierbar.)

e Satz {iber implizite Funktionen und Zusatz 28.4: 3 offene Umgebung V C R* von a, offene
Umgebung vV C ]R” ¥ von a, g: V — V stetig differenzierbar mit f(Z,g(&)) = 0 fiir alle
i€V und g(a) = a. (& g()) € M)

e Kettenregel:

0 = (&~ f(2,9(2) (a)
R e

e Die Funktion H: V — R, &+ h(Z, g(Z)) besitzt in & = @ ein lokales Maximum, daher
Oh(a) Oh(a) .

or T as 9
_ Ola) (ahw) . af<a>‘1> /()

0 = H'(a)=

o0z o0z o0z 0t
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Auch:

Oh(a) _ (Oh(a) 9f(a)™"\ Of(a)
9r 9r  Oi B
_ 9f(a)
Also:
W(a) = A- f'(a)
Transponiert:
AL
gradh(a) = (gradfi(a) ... gradfn(a)) | :
Am
= Z)\j~gradfj(a)
j=1
Bemerkung:

1. Erklarung fiir m = 1:

Falls grad h(a) nicht gleiche Richtung wie grad f(a), dann wiirde h in Umgebung von a (auf
f = 0) noch anwachsen, also a nicht Maximum.

2. Andere Formulierung der Methode:
Betrachte
H:UxR™ =R, Hz,A) =h(z) = A1 fi(z) —... = A\ - fra(a)

und suche nach z, A mit H'(z, \) = 0. Dann:

h T
0 = % ) =grad h(z) — Ay - grad f1(z) . ..
OH (z,\)
Beispiele:
1. Lokale Extrema der Funktion
h(a,y) =z - y?
unter der Nebenbedingung « +y =1
fley) = z4+y—1

2
_ (Y _ (1
gradh = (ny) grad f = (1>

Zu l6sendes Gleichungssystem:

yo= A

2y A

r+y—1 = 0

Losungen:
Y1 = 0 A=0 T = 1

9 1 2
= 2z To = — = -
Y2 2= 3 Y2 3
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Damit:

4
h(zy,y1) =0 h(z2,y2) = 57 > h(z1,y1)

Globale Betrachtungen bei f = 0:

h(z,y) — oo (x — 00)
h(z,y) = —o0 (r — —00)

Also (x1,y1) lokales Minimum, (z3,y2) lokales Maximum.

. Sei A = (a;;) € R™*™ symmetrisch. Dann besitzt A eine Orthogonalbasis von Eigenvektoren,
d.h. 2ty 2™ € R mit (29]2%) = §;, und Mg, ..., Ay € Rmit A-2d = X-2d fiir j=1,...,n.

Beweis:

e Betrachte

h: R" = R, h(z) = (A z|z) = Zajk~xj'mk
jk=1
forR* =R, fo(z) = |z]* — 1

Maximumstelle 2! von h unter fy = 0 existiert ({z; fo(z) = 0} kompakt und h stetig).
Nach Satz 29.2 existiert \; € R:

grad h(z!) = \; - grad fo(z!)

Nun gilt wegen der Symmetrie von A:

gradh(z) = 2Ax
grad fo(z) = 2z
= Az = N2t

Jetzt weitere Nebenbedingung: fi(z) = (z|a!).

grad fi(z) = o' grad fo(x) = 2z
sind linear unabhéngig auf M,

My ={z € R"; fo(x) = f1(z) = 0}

und daher in Umgebung von Ms. Aus Kompaktheit von My folgt: Es existiert Maxi-
mumstelle 22 von h auf Ms. Nach Satz 29.2 gibt es A}, Xa:

2Ax% =2\ - 22 + N - !

Wegen
(Az?|2t) = (22| Az') = N) - (2%2!) =0
folgt
0 = (242% —2X\y-2% =\ - 2'|zh)
= A (et
=\ =0
Also:

Axz? = Mg - 22

u.s.w. (nichste Nebenbedingung fa(7) := (z|2?))
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31

Integral von Treppenfunktionen im R"

e Ziel: Berechnung von Volumina, z.B. vol, (Bg~(0,1)):

vol,, (Brn(0,1)) = / ldz
B(0,1)

= 2/ \/1—m%—...—x%_ldaz1...dxn_l
BRn,l(O,l)

e Fiir a,b € R™:
a<b:sa; <bjfirallej=1,...,n

Falls a < b:
[a,b] = Ja1,b1] X [az,b2] X ... X [an, by)
= {zeR%a<ax<b}
(n-dimensionales abgeschlossenes Intervall)
voly[a,b] := (b —ay) -+~ (b, — an)
(n-dimensionales Volumen (Maf) von [a, b])

e Fiir BCR"™:
1 r€B

1g:R" - R, 1 :=
b b {0 ©¢ B
Indikatorfunktion von B (charakteristische Funktion), auch x;, := 1p

e Treppenfunktionen:
T(R") :=lin{1 ;0,0 € R",a < b}

(Vektorraum). Jede Treppenfunktion f hat die Gestalt

F=2 ¢ L
j=1

mitmeN, ci,...,e;m €R, al, .. a™ b, b ERY, @ <V fiiralle j=1,...,m.
e Bemerkungen:

1. Fiir n = 1: Bekannte Treppenfunktionen, abgesehen davon, dass bisher nur auf Inter-
vallen definiert. Beispiel:

1
o(x) == 3 1[,2’0] +3- ]l[o,l] + 96,5 - ]1[070]

2. Ergéinzung: Auch im R" ist folgende Definition moglich: Gegeben sei Intervallsystem
{I} mit int I Nint I = ( fiir I # 1.

fl@)=cs tirz € int(I)
Fir z ¢ UI sei f(z) =0.
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3.8i1<k<n-—1,f¢cT(R". Fiir jedes & = (2p41...7,) € R* ¥ ist dann f(.,2) €
T(RF).

Beweis:

— Es geniigt f = 1}, zu betrachten. Seien a = (a,a), b = (b,b) € R™. Dann

f(.]?) = ]l[a,b] (.’f},.’f’,‘)
= Ly (@) L ()

Damit:

X 1,5 fallsz € [a,b]
fl.2) = { @0
0 sonst

o Fiir f € T(R"),
k
F=> 6 Lww
j=1
mit a?, b € R?,a? < b fiir j = 1,..., k definieren wir das Integral
k . .
/f(x) dx = ch -vol,, ([a’, b'])

j=1

Hierbei ist zu zeigen, dass dies wohldefiniert ist, also die rechte Seite unabhéingig von der
Darstellung von f ist.

31.1 Satz: Eigenschaften des Integrals

1. Fir f € T(R"™) ist das soeben definierte Integral wohldefiniert, d.h. es hingt nicht von der
Darstellung ab.

2. Die Abbildung f € T(R™) — [ f(x)dx ist linear.

3. Sei 1 <k <n—1. Fir f e T(R") ist dann & — [, f(Z,Z) d& eine Treppenfunktion und

/RH (/f(i“,i“)daf:) di = /Rn (@) de
Es folgt somit:
Rnf(xl,...,xn)Z/R(/R...(/Rf(:rl,...,f(xn))dml) dx2>...d:z:n

1. e Es geniigt zu zeigen: f € T(R™), f = Z;"Zl ¢jligs poy mit f(x) = 0 fiir alle z, so gilt

Beweis:

ch -vol,[a?, 7] =0
j=1

o Fiirn=1:
Fir f =377 ¢ Ljas o) sei 20 < ... < 2y mit {z}} = {a?,b7;j =1,...,m}. Dann gilt:

vol[a? , V] = Z vol[x;, T;y1]

[z5,2541]Clad ,bI]
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Dann:

cj - volla’, b/]

—
kﬁ
I
NE

<.
Il
—

I
NE
o

V01[$¢, xi—&-l]

<.
I
—

[z5,2541]Clad ,bI]
-1

= E vol[z;, ;i 41] g ¢
i=0 Jilzi,zit1]Clad 7]

Nun gilt fiir € (24, z41):

flx) = Z c¢; =0

Jilzs, 1] Clad bi]

wegen f = 0. Damit [ f =0.
e Sei n > 2 und die Aussage fiir 1,...,n — 1 bewiesen. Sei 1 < k <n — 1. Fiir & € R~k
ist die Treppenfunktion

f(@,-) = ch : ]l[;lj’z}j](j) : ]1[@1,131]()
j=1

die Nullfunktion und nach Induktionsvoraussetzung:

D ¢ Lpgs oy - voll@?, 0] = 0
=1

Abermals nach Induktionsvoraussetzung:

> ¢ volla,b] - volla/, 0] = 0
j=1
ch~vol[aj,bj] =0
j=1

fr-

3. Es geniigt diese Eigenschaft fiir die Indikatorfunktion zu zeigen (wegen Linearitét). Sei f =
14,5 Dann gilt:

2. Klar nach Definition.

/]l[avb](v,fﬁ)d:i = VOl[CVL,ZV)] . ]l[d B

/ ( / ﬂ[a,b](“,:e)dfc) i = ol 1,500

= vol[a, b] - vol[a, b]

volla, 1]
1

1. Wiederholte Anwendung der letzten Formel von Satz 31.1 ergibt:

Rnf(xl’“"x"):/R(/R~-~(Af(xl,-~-’f(xn))dm1)da:2>...dxn

2. Obige Formel fiir allgemeinere Funktionen erlaubt die Berechnung von mehrdimensionalen
Integralen.

Bemerkungen:
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31.2 Folgerung: Positivitit des Integrals

/f(x)dxg/g(m)dx
)

Aus f,g € T(R™), f < g folgt:

Beweis: per Induktion (dhnlich 31.1

31.3 Satz: Weitere Treppenfunktionen

Sei f € T(R™). Dann gilt: f*,|f|, f A 1 sind ebenfalls Treppenfunktionen.

Fro= {f@g = g~ maxd).0)
(FAD)E) = {f(zf TS| i), 1)

31.4 Hilfssatz
Sei A:={A CR" 14 € T(R"). Dann gilt:

A BeA=ANB,AUB,A\Be A
Beweis: siche Ubung

Beweis zu Satz 31.3:

e Sei f = Zle a; - 14, mit n-dimensionalen abgeschlossenen Intervallen A;. Fiir § # J C

{1,...,k}:
Ar o= 4\ U4
Jj€J Jj¢J
ay = Zaj
jeJ
Dann gilt:
f= 2 arly
0£IC{1,...k}

und A; N Ay =0 fiir j # k. (A besteht genau aus den x, die in A; sind fiir j € J, aber nicht
in A; fiir j ¢ J.) Daher:

= Zmax{aJ,O}-ILAJ
J

FAL = ) min{f(z), 1} 1a,
J

sind Treppenfunktionen.
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Das n-dimensionale Riemann-Integral

e Sei f: R" — R. Dann

[f@ do = int( [ v@)duiv e T@)0 2 1)
Oberintegral von f,

/ dm—sup{/ )dxz; 0 € T(R™), ¢ < f}

Unterintegral von f. (Dabei [f = oo, falls Ay € T(R™) mit ¢ > f.) Offenbar [f < [ f.

Zf:7f
und [ f(x)de = [f(z)dx

e Bemerkung: f < oo & Fp € T(R"),s) > f < f nach oben beschriinkt und Ir > 0Vz €
R™\ B[0,7] : f(z) <0

e f heifit Riemann-Integrierbar, wenn

32.1 Hilfssatz: Rechenregeln Ober- und Unterintegral

Seien f, g: R" — R. Dann:
L [f(x)de = —[(~f)(z) dz
2. [ef(x)de=c- [ f(x)da fir ¢ >0
3. [(f+9)(x)de < [f(z)de+ [g(z)dz, falls [ f(z)dz, [¢(z)dz < oo

,Rechenregeln*:

c-00 = 00 ¢ (—00) = —00 (¢>0)
co+a = a+00=00 (—o0 < a<o0)
—o0+a = a—00=—00 (o0 <a< o)

Beweis:

e Siehe n=1. Fiir 3.: Es existieren ¢, € T(R™) mit f < ¢, g <. Dann f+g < ¢+1. Daher:

/f+g < /<p+w

- Zw/w
= [1+g < Zf+lw
= [1+9 < [1+ ]



32.2 Satz: Linearitdt des Riemann-Integrals

Die Menge R(R"™) der Riemann-integrierbaren Funktionen ist ein Vektorraum und die Abbildung

R(R”)Bfﬁ—)/f(a:)dxeR

ist linear. Aus f,g € R(R™), f < g folgt:

[ t@ds< [ gw)as

(Monotonie des Integrals)
Beweis: siehe n =1

Bemerkung;:

e Aus Monotonie: Ist f € R(R"), m < f < M fiir geeignete m, M € R, a,b € R, a < b,
f(z) =0 fir = ¢ [a,b], dann
m Ly < f< M- 1y

daher:
m - vol,[a, b] < /f < M -vol,[a,b]

32.3 Satz: Riemannsches Integrierbarkeitskriterium

Sei f: R®™ — R. Dann dquivalent:

1. f € R(R")

2. ¥e> 03, o € TR") :p < f <9, [(p—p)dr <€

3. Ve>03g,he RR") : g< f<h, [(h—g)dz<e
Beweis:

1. 1. & 2.: Klar nach Definition

2. 2. = 3.: Trivial

3. 3.=>1.:

Sei € > 0 und g,h wie in 3. vorausgesetzt. dann:
/gé/f /fS/hS/g+5
:>/f—/f €

32.4 Satz: Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen

IN

IN

Sei f: R"™ = R, a,b € R" mit a < b, f|4y stetig, f|rr\(a,p) = 0. Dann f € R(R™).

Beweis:
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e Seic > 0. Da fl(, gleichméfig stetig, gibt es § > 0, sodass aus ,y € [a,b], |2 —y| < § folgt:
[f(z)—fly)<e

Man findet eine Uberdeckung von [a, b] durch abgeschlossene n-dimensionale Intervalle Q1 . . ., Q,,
mit Seitenléingen < —=, alle Q; C [a,b]. Fiir z,y € Q; folgt dann:

lv —yl <d=|[f(x) - fly) <e

Wir disjunktieren

Q1:=Q Q2:=Q2\ Q1 Qj =Q; \Up=1,..;-1Qk
und withlen 27 € Q; fiir j = 1,...,m (ohne Einschrinkung Qj # (). Nach Hilfssatz 31.4 sind
1, € T(R™) fir j =1,...,m. Es folgt:
Zf(iﬂj) g, e Ly < F<D fad) g +e Ty

Jj=1 Jj=1

=:h

=g
é/(hfg)(a:)d:c = /250]1[(17;,] dx
= 2e-vol,la, b

Mit Satz 32.3: f € R(R™)
32.4.1 Kompakte Trager

e Sei 2 C R"™ offen,
C(Q) :={f:Q =R, fstetig}

ist ein Vektorraum. Fiir f € C(2): Triger von f

spt f = {w € % f(@) £ 0}

und

C.(9) :={f € C(22);spt f kompakt}
Vektorraum der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger.
spt(f +g) € spt(f) + spt(g)
Aus Satz 32.4: C.(R™) C R(R")
e Beispiele:

1. Q= (-1,1),p(x) := 22 — 1. Dann: spt(p) = (-1,1) = ¢ ¢ C.((—1,1))

2. Q =R,
2?1 ze(-1,1)
#le) _{ 0 zd(-1,1
spt(p) = [-1,1] = ¢ € C(R)

32.5 Satz: Fundamentale Ungleichung

Seien f,g € R(R™). Dann gilt: f*, f~,|f|, max{f, g}, min{f, g}, f - g € R(R"). AuBerdem gilt:

' 1@t < [ 1)) as

(fundamentale Ungleichung)

Beweis:
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o fT:Seie > 0. Dann gibt es ¢, € T(R"), ¢ < f <9, [(¥ —¢) <e. Dann ot < f+ <yt
und Pt — T <9 —p mit pT, 9T € T(R™). Also:

Jor-en< [w-o <
Damit f* € R(R™). Hieraus folgt:

f= = (=N eRER)

Ifl = fT+f €RR")
1 1
max{f,g} = S(f+g)+5 If—gl€RR"
1 1
min{f,g} = 5(f+9)—5-If gl € RR")
e f-g:0E:0< f<10<g <1 Seie >0 Dann gibt es ¢1,p2,%1,¥3 € T(R™) mit
0< 1 < f<U1<1,0< 9 <g<thy, [(¥1 —¢1) <e, [(2 —¢2) < e. Dann:

w102 < fg <1

mit @1 - Yo, W1 - Yo € T(Rn) Damit:

/(%'%*@1'@2) = /(?/Jl*@l)'\wijr/(%*m)‘\@;
>0 <1 >0 <1
< /(¢1—<P1)+/(¢2—s02)
< 2

e Fundamentale Ungleichung: Aus +f < |f]| folgt:

i< [is

32.5.1 Jordan-Messbarkeit

e Sei B C R™. B heifit Jordan-messbar :< 1 € R(R™). Dann:

vol, (B) ::/ILB(x) dx

Volumen (Jordan-Inhalt).

e Fiir f € R(R") ist dann 15 - f € R(R™),

/Bf(x)d:c ::/]lB~f(x)d:c

e Ebenso: Ist f: B — R sodass f: R" —» R

;S x€B N
f._{ 0 wep PR

, dann:

/Bf(x)dx ::/]lg-fdx

e B heifit Jordan-Nullmenge :< B Jordan-messbar und vol,, (B) = 0.
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e Bemerkungen:

1. B C R™ Jordan-messbar < B beschrinkt, 0B [Rand von B] ist Jordan-Nullmenge. (folgt
aus Aufgabe 71b))

2. A, B CR"™ Jordan-messbar = AN B, AU B, A\ B Jordan-messbar

Lang = ]1A~]lB€R(Rn>
]lA\B = ]lA—]lAmBER(Rn)
lavp = la+1pac€ R(R")

Menge der Jordan-messbaren Mengen bilden einen Mengenring.
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Satz von Fubini, Berechnung von Integralen

33.1 Satz von Fubini
Sei fe R(R"). Sei 1 <k<n—1 (r €R":2=(%3) € R¥ x R"*). Dann ist

R"F 3 & s 7f(§:, &)dE

/f(x) dr = /Rn_k <;f(:ic,£)d:i) di

Bemerkung: Statt T auch [ moglich.

Riemann-integrierbar und

Beweis:

e Seie > 0. Es gibt ¢,1) € T(R"), ¢ < f <1, [(¢ — ) < e. Fiir alle £ € R** folgt:
e(-2) < f(,2) <v(,2)
= [ewas < [s@i)< v
—_— —_—
=:p2(2) =:f2(&) =12(2)

Dann ¢2(2),v2(2) € T(R"*) nach Satz 31.1.
[ el eatanas = [(@) - pla)ao < =
Rn—F

Aus Satz 32.3: fy € R(R"*). AuBerdem:

Lo < [ p@is] v

[e = [1<]v
fuina <o foc

33.2 Folgerung: Berechnung von Integralen

IN

Damit:

Sei f € R(R™). Dann:

/f(x)dl“:/MER...[EIERf(xl,...,xn)dxl...dacn

falls die Integrale existieren. Reihenfolge der Integration ist vertauschbar.

Beispiel:
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1. Volumen eines abgeschnittenen Drehparaboloids
B:={(z,y,2) e R?2? +¢? <1,0 <z <1 2% —y?}

spéter: B ist Jordan-messbar.

volg(B) = ///lgdzdydx
Vi—z? 1—z?—y?
= / / / ldzdydzx
Vi—z2
Vi—z?
/ / (1 — 22 — y*)dydx
Vi—z? IZ

1
= 2~/ (1—2?)3 —Z(1—2?)3
. 3
4 1
= §/ (1—22)3 da
-1
8 1
= g/(l—xz)% x = cost
0
= §/2sin3t~sintdt
0
8 [2
= —/ (1 — 2cos(2t) + cos?(2t)) dt
12 J,
2 1 = 1
= 3 G0ty =gm
mit sin*t = (1 — cos(2t)). Einfacher:

V013 (B) =

33.3 Folgerung: Prinzip von Cavalieri
Seien A, B C R™ Jordan-messbar. Sei 1 < k <n — 1 und fiir alle z € R™ ¥ geien

Az = {& eRF|(3,1) € A}
B; := {icRF|(#,1) € B}

Jordan-messbar und voly(Az) = vol,(B;z). Dann:
vol,, (A) = vol,,(B)
Beweis:

e Fiir & € R"F gilt:

173

Vorlesung: “Analysis I/II" von Jiirgen Voigt, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2008, Sommersemester 2009; Version: 2022-12-01



Dann:

vol,(A) = / 14(z)dz
= / 14 (7,4)di di

geRn—*+ JgeRk N
La.

&

Il I
&p\ 2y

<
I S
é Ead
= &
W =
N

33.4 Satz: Stetigkeit bei iterierten Integralen

Seien a,b € R™, a < b, f: [a,b] — R™ stetig. Sei 1 <k <n — 1. Dann ist
[a,b] 3 & f(&,1)dE
z€(a,b]
stetig.

Beweis:

e Sei e > 0. Dann gibt es § > 0, sodass |f(z) — f(y)| < ¢ fir z,y € [a,b] mit |z —y| < 0. (f
gleichmilig stetig)

e Fiir #,9 € [a,0], | — 9| < 6 gilt:

f@E)dr— [ f(E,9)
[4,6] [4,5]

da

33.5 Satz: Jordan-Messbarkeit

Seien f1, fa € R(R™), f1 < fa. Dann ist
B:={(z,y) e R" xR|fi(z) <y < f2(2)}

Jordan-messbar,

n

Vol (B) = / (fo() — f1(x)) da

33.6 Hilfssatz: Jordan-Messbarkeit kartesisches Produkt
Seien A C R*¥, B C R* % Jordan-messbar. Dann A x B C R"™ Jordan-messbar.

Beweis:

e Sei ¢ > 0. Es gibt ¢1,¢1 € T(RF) mit 0 < @1 < 14 < ¢y < 1 und [(¢1 — ¢1) < e
Entsprechend 3,99 zu B. Dann:
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Dann ¢,v¢ € T(R"),

/ (&) — o, &))de = / (1(&) — @1(2)) - a(@)der + / o1(E) - ($2(®) — 02(2))de
- / (1(&) — 1 (2))di - / o)

+ [z [0a() - eatanis
< e (vol,—k(B) +¢€) + volg(A) - €

Beweis zu Satz 33.5:
1. Sind f1, fo € T(R™) so gilt die Behauptung:

Es gibt Jordan-messbare Mengen Aq,..., Ay C R™ mit A; N A; = 0 fiir j # i, sodass

fi =

(]~
N

=

kS
<.

<.
Il
i

(]~
Sy
=
bS
<

f2 =

BN
Il
-

(Beweis von Satz 31.3) Dann:

B :={(z,y) e R"M|d) <y < f,w e Aj} = Aj x (c}, )

Jordan-messbar nach Hilfssatz 33.6. Damit auch

B =
J

B;
1

k
Jordan-messbar.
2. Allgemeiner Fall:

Sei e > 0. Es gibt ¢1,91, 92,92 € T(R™), o1 < f1 < 91, g2 < fo < tha, [(¢; — ¢;) < e fiir
j=1,2. Dann sind

Bi = {(z,y)1(x) <y < pa(z)}
B, = {(z,y)]p1(z) <y < ¢a(z)}

Jordan-messbar nach 1. und B; € B C B, (oder 1p, < 1p < 1g,). Aulerdem:

y)|
y)|

/ (s, —15) = [ (2—1)— / (2 — )"
Rn+1 Rn n
> [(p2—11)
< (@0 - (e - )
= /(%-@2)4—/(%-@1)
< 2

Damit 1g € R(R™). Gleichheit: Satz von Fubini
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Bemerkungen:

1. Bgn(0,1) ist Jordan-messbar: fi, fo: R"™! — R mit

ole) = \/1—95%—...—95,%_ z € Bra-1(0,1)

1
0 sonst
filz) = —fa(x)
Dann Bg~(0,1) = B aus Satz 33.5.
2. A C R" Jordan-messbar = 0A Jordan-Nullmenge
Beweis: Mit Aufgabe 71b) bzw. 74. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ¢, € Co(R™) mit 0 < ¢ <
14 <y <1, [(—¢)<e.Es gilt:

reRM0<pe)}C A ClzcR@) =1}

offen A°CACA abgeschlossen

Also
DA C {z € R"| $(z) = 1, 0() = 0}

(@) —p(z)=1
Damit 0 < Ipa < (¢p — ¢). Aus [(¢ — ¢) < € folgt die Behauptung.

3. Damit Bgn[0,1] = Brn U 0Bgn(0,1) Jordan-messbar.
4. Sei f € R(R™), a € R™. Dann ist f(. —a) € R(R™),

/f(xfa)d:c:/f(x)dx

/f(r-z)dxzrin/f(x)dx

Klar fiir Treppenfunktionen, allgemein aus Konstruktion des Riemann-Integrals.

Fiir > 0 ist f(r.) € R(R™),

Beispiel:

1. Volumen von Bg~(0,1) =: B,
wp, := vol,, Bgn(0,1)

Nach vorheriger Bemerkung:

vol, B(Rn) " wn

w1

Il
O

Fir n > 1:
Wy = / ldz
B'IZ

.....

1 n—1
= / YV 1—¢2 cWn—1 dt
t=—1

vol, By _1(0,v/1—12)

= Cpn - Wnp-1
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Dann ¢y = m, ¢; = 2.

Firn > 2:

Damit ¢y =

Firn > 3:

Cn

= Cp,

1 —
260 =

Also fiir k € N:

NIE

Cn

1
/ (1—t2)anldt t =cosx

-1

s
= / sin” x dx
0

U
= / sin” x dx
0

s
= —sin" tadr-cosx|] +(n—1)- / sin" "2 - cos® x dx
0

0
™ ™

= (n—-1) / sin” % dr —(n — 1) / sin” x dx
0 0

| S — —_—
Cn—2 Cn
n—1
= *Cn—2
n

und we = ¢ - w1 = 7. Es gilt:

n—1
CnCph—1 = n *Cn—1"Cn—2
n—1 n—-2
= . "Cp—2 " Cp—3
n n—1
1
= ...=—"C"C
n
27
- n
Wn = Cp- Wnp-1
= Cpn - Cp—1° Wn-2
2m
= — Wn-2
27
w2 = 5% T W2(k—1)
™ s
R W2(k—2)
- ﬂ.k—l
- e
o 7Tk o 71'%
R (3)
27
Wok+1 = 2% + 1 s W2k+1
2 k
)
1-3-...-(2k+1)
2k+1 .7rk
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Einheitliche Schreibweise mit der Gamma-Funktion I':

fiir beliebige n > 1.
Bemerkung:

e Die Eulersche Gamma-Funktion ist
o0
I(x):= / t* et adt
0

fiir « > 0. Uneigentlich bei co und fiir < 1 auch bei 0. (Existiert bei 0, da 0 < trliemt <
t*=1; bei 0o, da t*~! - e~ % beschriinkt auf (1, 00) fiir alle z > 0.)

Eigenschaften:

0o R
ra) = / e tdt = lim e tdt
0

R—oo [

— Tim (e tR 1 _ Ry _
= Al = g e e =t

I(x+1) = / t et dt
0

(o)
= "Xt / t* L et dt
¥ 0
= z-I'(z)
fiir beliebige > 0. Daher:
'n+1) = n-T'h)=n-(n—1)-T(n-1)
= ...=nl-T(1)=n!

Fiir n € N gerade:
n n
r(z+1)=(3)
2 + 2

AuBerdem I'(3) = /7 (wird spiiter bewiesen).

1 o0 1
r (> / tTroetdt = —s2
2 0 2

001 1.2
\/5/ —.e 2% .sds
0 S

1 > s2
= ] e 2 ds = s
V2 /700 VT

Damit fir n = 2k + 1:

r 2k+1+1 _ 2I<:Jr1.F 2k + 1 :2k+1.2k71.r 2k —1
2 2 2 2 2 2
_ _(2k+1)--~3-1 I 1
I Y R )
Also:
2k+1

VT k o2
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dabei w, — 0 fiir n — co. Genauer: Bestimmt man r,, so, dass

vol, B,(0,r) =1

T0-CT-¢C0C :UoIsIisA .@OON Jo]SaWwssSisaWwwog ,wOON J191S9WIBSILUINA »Cw_umw\_ﬁ_ JB1ISI9AIUN dYyOdSsIuyda | ,u.w_0> Cwm.\_:—. UOA :__\_ w_m\A_mC(: ”MC:mw_\_O>

/N
—
l_l
S
SR
T 8] 8]
e [&- m
n.w” |
= e NN \—/
Y <
S

(Stirlingsche Formel)

d.h
dann
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Transformationsformel

34.1 Satz: Urform der Transformationsformel

Seien U,V C R" offen, ®: U — V ein Diffeomorphismus. Fiir alle f € Co (V) gilt:

/ f(y) dy = / F(®()) - | det @/ ()| dx
1% U

Bemerkungen:

1.Ist f € C(V),dann fo® € C.(U) (& (f o ®)(z) - |det D'(z)] € C.(U)). Ist @ C V ein
n-dimensionales abgeschlossenes Intervall, dann ist i.a.

loo® ¢ T(R™)
Beweis: Sei K C V. Dann K kompakt < ®~!(K) kompakt.
ey eVIf(y) #0} = {z €U|f(®(x)) # 0} kompakt
o~y € VIf(y) # 0} -y € VIf(y) # 0}
{z € U|f(®(x)) # 0}

spt(fo®)

2. Fiir n=1 folgt der Satz aus der Substitutionsregel: ®: (a,b) — (¢, d) bijektiv, z.B. monoton
fallend, und ein Diffeomorphismus.

fydy = — [ fly)dy
(c,d) d

I

I
~
—~
o
—

8
N
iS4
/-:

)
~—
U

8

b
/ F(®(2)) - |9 (2)] da

3. Ist a e R", &: R" - R", 2+ & — a. Dann ®'(z) = E,,,det ®'(z) = 1. Also

[ta-ayds= [ fw)ay

Ist r >0, ®: R" - R", 2+ r-z. Dann ®'(z) =r - E,, det ®'(z) = r™. Also
i [ graydo= [ fw)ay

4. | det ®'(z)| ist ,, Verzerrungsfaktor®.
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Beweis: im néchsten Kapitel

Sei U C R™ offen, f: U — R heifit Riemann-integrierbar (auf U), f € R(U), falls es eine kompakte
Menge K C U gibt, sodass f|;nx =0 und f: R" = R,

. {f(x) zel

0 sonst

Riemann-integrierbar.

34.2 Satz: Transformationsformel

Seien U, V, ® wie in Satz 34.1. Dann gilt: Fiir f € R(V) ist fo ® - |det ®'(x)| € R(U) und

[ sy = [ s(@@) | det /(@) ds
1% U
Beweis: Ende des Kapitels

Beispiele:
1. Polarkoordinaten

®: (0,00) x (=m,7) = R%\ ((—00,0] x {0})

U %
__(r-cosyp
®(r, ) = (7’ - sin <p)

ist Diffeomorphismus,

det ®'(r, ) =r
Berechnung von Schwerpunkt eines halben Kreisringes: B ist Jordan-messbar,

. — fB € d(w, y)

s V012 (B)

mit vola(B) = Z - (R? — R?) und

/Bxd(x,y) = /V]IB(x,y)-xd(x,y)
Il

1p(®(r,¢)) - cosp-rd(r,e)

]l<]>71(3) (T#P)

= / / r? - cos pdyp dr
Ri<r<RJ—-%<p<

- 2w -RY

(SE]

W N

Damit:
-(R*—R}) 4 R®-R}
(R?—R?) 3 R?2-—R}

Fiir Ry — 0: (Schwerpunkt Halbkreis, mit Polarkoordinaten nicht ,direkt“ zugénglich)

Trs =

MBI

4
To = — R~ 0,4024R
3

Bemerkung: Fiir Polarkoordinaten ist r - dp dr das ,Flachenelement®.
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2. ffooo e dx = V7 (und damit auch I'($) = /7)

Folgende Rechnung ,naiv¢:

Rechtfertigung dieser Schritte:

e Im 1.Schritt:
Ip ::/ ef(z2+y2)d(x,y)
B[0,R]

fir R > 0. Fiir k € N mit § < R definiere

Sk = ®(~3, Rl x [+ 1,7~ 7)) € B0, ]
Dann
BI0, R]\ Sk C [~ R, ~] x [~ max{R - sin ~, - max{R - sin ~, 1]
) k — 7k k7 k7 k’ k
damit ) 11
vola B[O, R]\ Sk <2- (R+ E) -max{R - sin%, 7 0(k — o0)
Damit
Ip = lim e_(xzﬂ’z)d(x,y)
k—o0 Sk

Mit Transformationsformel:

[ e aey = [ e rd(r,p)
Sk [+

o Auflerdem:
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Es gibt (R,,) C (1,00) mit R,y1 > V2 R, (n € N). Damit:

/ 67(x2+y2) d($, y) < / 67(m2+y2) d(;p’ y)
[7Rn1Rn] B[O1Rn+1]

T ey
[=Rnt1,Rnt1]

Es folgt:
2
Bn 2 (a2 4y?)
e " dx = e TV ) d(x,y)
_Rn [_RVHRn]
—  lim e~ (@ +?) d(z,y)=m
k—oc0 B[O,Rn]

Also:

/ e dr = /7

— 00

3. Zylinderkoordinaten in R3, d.h. Polarkoordinaten in x-y-Ebene, z unverandert

®: (0,00) x (—m,m) x R — R?

7+ CoS

O(r,p, () = r-sing
¢

dedydz = rdrdpdC

Berechnung des Volumens von
— 3 _1 2 2 . 2 _ g2
B={(n.y,2) €Ra— 57 +9° < 10 < |2 < VI- 22— 37}
Satz von Fubini:

V013(B) =2 /
B((

A= {(7’,80)|*g§90§ g,OSTSCOSQQ}

Polarkoordinaten:

Dann:

volz(B) = 2-[4\/1—T2~rd(r,¢)

cos @
/ / V1—r2-rdrdy
-z Jo

™
2

oo

2

- jsingPa

Il
2o

Nl

Il
N

1 cos ¢
|,

2
3 2],

/ (1 — sin® p)dy
0

o e-amd]]
—c0s” ¢ — Ccos
3 0

WIN WIN Wk wWwiN

Halbkugel ohne B hat das Volumen %.
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4. Kugelkoordinaten:

@: (0,00) x (=m,m) x (=5,5) = B\ {(z,3,2)lz <0,y =0}
T - CoSp - cosv
O(r,p,0) = r-cosv-singp
r-sind
det ®'(r,,9) = 1%-cos®
=r?.cosVdrdpdd = dxdydz

Berechnung des Schwerpunktes der Halbkugel:
B :={(z,y,2) € R%|(z,y,2)] <1,z > 0}
Dann

_ J,zd(z,y, 2)

2T T ol(B)

mit volz(B) = 2.
1 5 T
/ zd(z,y,z) = / / / (r-sin®) - (r? - cos V) dy d dr
B r=0J9Y=0 Jp=—7
z 1

- 27r~/2 sinﬁ~cosﬂdﬂ/ 3 dr
9=0 r=0
——

.

1 [1 ERS |
= 57(' |:2 SinQ ’19:|0 = Z'ﬂ'

Also:
3

Zs —

3
2 8

PP

34.3 Satz: Riemann-Integrierbarkeit auf U C R™

Sei U CR" offen, f: U - R, f: R* 5 R, fly = f, flgn\z = 0.
1. Es gebe K C U kompakt, sodass f|yx = 0. Dann:

~
|

/~ inf{/U V(@) dely € Co(U), 0 > f}
/~ sup{/U o(x)dzlp € Co(U), ¢ < f}

~
|

2. fERWU) & Ve>03p,9 € Co(U): o< f<, [(¥—¢)<e
Beweis:
1. Bekannt fiir U = R™ (Aufgabe 74). Allgemein: Es gibt x € Co(U) mit 0 < x < 1,x|x =1
x(z) = max{1l — k - dist(z, K), 0} k grofl

Klar:

/f = inf{/z/}(m) dz;1p € Co(R™)|y > f}

IN

inf{/w(x) dz;p € Co(U), > f}
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Sei ¢ € Co(R™), ¢ > f. Dann 4=, x - ¢ € Co(U), f < x -9 —4~.
Jo@a=[a-x v+ [ocwt -6z [rovt—o
>0
Damit ,,>“.
2. Klar mit 1.
34.4 Beweis: Satz 34.2
o Sei f € R(V). Fiir ¢: V — R gilt:
pelC.(V)s podeC.(U)
Damit:
[ 1@ = s [ o) droe cv)o< 1)
v 1%
= sup{/goofb(x) | det @' (z)| da; o € Co(V), 0 < f}

= ol [ pdrp € CuU), P < Fo b det @ (@)

/f o B(z) - |det ' (z)| da
Ju

Entsprechend fiir Oberintegral:
/ fly)dy=...= / fo®(x)-|det ®'(z)|dx
1% U

Wegen ivf = va folgt Gleichheit der rechten Seiten, also f o ® -|det ®'(z)| € R(U) und

[ fwdy= [ (fot)@) - |det ¥/ (@) ds
1% U
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Beweils der Transformationsformel

Bemerkungen:

1. Besonders einfacher Diffeomorphismus ®: R” — R™: Vertauschung von Koordinaten (7 ...
Permutation von {1,...,n}, x = (z1,...,2,) = (Tx(1), .-+ Trn))). Jede Spalte und jede Zei-
le der Darstellungsmatrix enthélt genau eine 1. Dafiir Transformationsformel klar, zunéchst
fiir Treppenfunktionen, dann auch fiir R(R™), insbesondere fiir C.(R™).

2. ®: R®™ — R" linear, z — A - z mit

* * k * *
* k * * *
1 0 B C
A= 0 1 = <0 En—k)
0 1

mit B € RF¥k C € R¥*"=F heliebig und Satz 34.1 fiir k bewiesen, dann auch fiir A (s.u. fiir
Beispiel).

Beispie: n =2, k=1

—_
—_

-
/f(A-m)-|detA| SuF /w/w
- [/
[ rway

3. Mit 1. und 2. und geeigneter Zerlegung von beliebiger Matrix A, kann man die Transforma-
tionsformel fiir beliebige linear Abbildungen ® zeigen. Allgemeines ® durch lokale Approxi-
mation.

o

(@1 + w2, 22) doy dag
f(yh 502) dyy dxo

35.1 Hilfssatz: Transformationsformel auf Produkt von Diffeomorphismen

Seien U, V,W C R" offen, ®: U — W,y : W — V Diffeomorphismen, fiir die die Transformations-
formel gilt. Dann gilt sie auch fiir o ®: U — V.

Beweis:

e Sei f € Cc(V). Dann:

<
(]

=
8
I

V(@ (x)) - @'(x)
det ¢/ (®(z)) - det ®'(z)

jol
a@
—+
—~
<
o
o
~—
—~
E
|
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Also:
/f(z/; o®)(x) - |det(¢p o @) (x)| dw

/U f o (®()) - | det ! (D(x))] - | det &' (z)| da

/ fou(z) | det(2)| dz
w

/V f(y) dy

35.2 Hilfssatz: Induktion

Seien Voraussetzungen wie in Satz 34.1. Auflerdem sei 1 < k < n — 1 und die Giiltigkeit der
Transformationsformel fiir k anstatt von n sei vorausgesetzt und sei ® in der Form

B(#,7) = (‘i’(?’ ”3))

z
mit ®: U — R*. Dann gilt die Behauptung von Satz 34.1
Beweis:

e Fiir # € R"* seien

U =
Ve =

{#:(2,2) € U}
{#; (2, 2) e V}
Dann ist ®(-,2): Uz — V; ein Diffeomorphismus.

e Sei f e Ce(V)

. Dann:

Jswar = [ s

. &(i.
= / /f(fb(a“:,ir),a%) det 2280 4z gz
iern—* JU,; ox
= / / [(®(&,2)) - |det D' (&, 2)| di d
FeRn—k JicUz
= /f(@(x))-|det<1>’(x)|dx
U
da ) )
0% (&,2) 0%(2.8)
ok 0%
, 0 ... 0 1 0
o' (z) = ]
0 0 O 1
Bemerkung:

e Entsprechend folgert man wie in Hilfssatz 35.2 die Aussage fiir
T
(5.7 = [ »
(7 7) <¢>(5c,:fc>>

35.3 Satz: Zerlegung des Diffeomorphismus
Seien U,V wie in Satz 34.1, a € U, b := ®(a). Dann gibt es eine offene Umgebung U, C U von a,

eine offene Umgebung W C R™ und Diffeomorphismen ¥: U, — W, U: W — V= ®(U,) von
der Form wie in Hilfssatz 35.2, sodass ®|y, = ¥ o ¥ gilt.

Beweis:
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e Seil <k <n—1.Die Zeilen von ®’(a) sind linear unabhingig, also auch die oberen k Zeilen.
Nach Permutation der Koordinaten:

6@1 6<1>1
81’1 e BZL’k
6q)k 8q>k
oxq oxy

hat linear unabhéngige Spalten.

e Die Abbildung ¥: U — R”,

hat in a die Ableitung
®'(a)
() —
U'(a) = (O E, . )
Diese ist invertierbar (Spalten sind linear unabhéngig). Nach Satz von der lokalen Invertier-

barkeit gibt es eine offene Umgebung U, von a und eine offene Umgebung W C R"™, sodass
U: U, — W ein Diffeomorphismus ist.

e Sei }
U:=PoU LW -V,

(ist Diffeomorphismus) und von der Form

o= (wm)

Zu z € W und y := ¥(z) € V, gibt es z € U, mit

d.h. = d(z) = 2.

35.4 Satz: Partition der Eins (leichte Form)

Sei V. C R™ offen, K C V kompakt, m € N, (V;);=1,...m eine offene Uberdeckung von K mit
V; CV offen. Dann gibt es ¢1,...,¢0m € Co(V) mit 0 < ¢; <1, spty; CV;fir j=1,...,m und

> owi=1

j=1
fiir alle € K. (Die Familie (;);—1,....m heift der Uberdeckung (V;) untergeordnete Partition der
Eins.)

Beweis:

e Firallex € K gibtesj € {1,...,m}und r, > 0, sodass B(z,2r;) C V;. Wegen Kompaktheit
von K besitzt die offene Uberdeckung (B(z,7;))zex von K eine endliche Teiliiberdeckung
(B(xk, T2, ))k=1,...,p- Flir 1 < j < 'm setze

Kj = U Blay, 2] N K
ke{l,....p}:B(y,2ra;, ) CV;
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35.5

Dann K; kompakt, K; CVj fiir j =1,...,m und UT:l K; = K. Fir 1 <j <m findet man
;€ Co(V) mit sptyp; CV;, 0 <1; <1und ¢;(x) =1 fiir alle 2 € K; (Vgl. § 34). Definiere

Yo(x) :==d(z,K)  (zeV)

Dann ist v,

eine stetige Funktion ¢: V — (0, 00)

haben die behaupteten Eigenschaften.

Beweis: Satz 34.1

Geméf} Induktionsvoraussetzung gilt die Transformationsformel fiir £k mit 1 < k <n — 1.

Fiir b € V sei V4, geméf Satz 35.3 bestimmt (also gilt die Transformationsformel fiir U,, Vj,
® wobei ®(a) = b).

Sei f € Cc(V). Zu K := spt f gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (V5 , ..., V4,,) der offenen
Uberdeckung (V3)pev . Definiere a; := ®~1(b;) und Uy, := @~ 1(V},) fiir j =1,...,m.

Zu (Vi,,..., V) wéhle @1, ..., ¢, wie in Satz 35.3. Dann:
/ fly)dy = / > wiy) - fly)dy
1% vis

I
T
S

RN
S
=
s
QU
<

_ Z/ 0i(®(2)) - f(®(2)) - | det &' ()| d
= [ (@) F@) |detd'(z)] do

S
1fiir z: f (P (x))#0

= [ (@) detd/ ()| do
U
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Fourier-Reihen

f: R — C heifit periodisch mit Periode 27
Ve eR: fx+2n) = f(z)
Dann ist f schon bestimmt durch f|j 25 bzw. fl[—r x]-
Beispiele: sinz, cosx, sin(n - x), cos(n - x)
Ziel: 2m-periodische Funktionen als Fourier-Reihe
co + i(an -cosn -+ by, -sinn-x)

n=1

darzustellen, fiir moglichst allgemeine Funktionen; Reihen der Form

i Cp - € (cn €C)

n=—oo
Entsprechungen:
Qp - COSNT + by -sinnz = ¢, 4, e i
= ¢p-(cosnz +i-sinnz)+ c_p, - (cosnz — i - sinnx)
mit
a, = Cp+cCc_p
b, = i-(cn—c_pn) n>1

Bemerkungen: Integration komplexer Funktionen

1. f: R — C heifit Riemann-Integrierbar :< Re(f) und Im(f) Riemann-Integrierbar

/f(x)dx = /%(f)dw+i~/%(f)d:z:

[+ [ f(z)dx ist C-linear:
— Additivitat: Klar

Ju+gie= [ 1@+ [ g
— Homogenitét: Sei A€ C,A= A +i-dound f= f1 +i- fo.

Joenae = [oufi-de foriOus fotdae ) de
= /()\1-fl—)\2~f2)dx+i-/()\1'f2+>\2-f1)d:v
= )\1'/f1d$—)\2'/f2div+i-()\1'/f2d96+)\2'/f1d$)

(/\1+i-/\2)-</f1dx+i-/fgdz>
= )\~/fd;v
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2. f: R — C Riemann-Integrierbar = |f| ist Riemann-Integrierbar

Beweis:
(a) g9:R—R. Dann g€ R(R) Ve >0, o e T(R): [g—¢| <o, [¢p<e

»="Sei e > 0. Dann existieren @1, @2 € T(R) mit 1 < g < ¢a, sodass [(p2—p1) <
€. Dann ¢ := ¢ und ¥ := @2 — ¢1.

<= Seien 1, ¢ wie vorausgesetzt. Dann ¢; := ¢ — ¢ und @2 1= ¢ + .
(b) Seien f = fi +1i- fo Riemann-Integrierbar und ¢ > 0. Es existieren ¢1, 2,171,192 €
T(R), sodass
lfi— @1l < |f2 — @a| < 9o

Dann |¢1 + i - @2| =: |¢] € T(R) und

Il =lell < |f =l <|fi =1l +1f2 — @2l
< Y+
:>/(1/J2+1P1) < 2

3. Fir f: R — C Riemann-Integrierbar:

‘/f(x) dz

Beweis: Es gibt v € C, |y| = 1:

‘ / F) da
‘ / (@) do

< [1r@da

- [ fa)ds

Dann:

= 7-/]“(96)@j
= [ @

_ %(/7~f(ac)dm)

/ R(y-f) de
—_——
<l|y-fl=Ifl

[1s@lds

IN

4. Hauptsatz gilt
5. Im Folgenden ¢, (z) := e''"®

36.1 Hilfssatz: Orthogonalitatsrelation

1. Orthogonalitétsrelationen:

/2” L { 0 fir n #m
On - Pmdr =
0 2

T firn=m
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2. Ist (cp)nez in C, ), |cn| < o0,
flz) = Z cn - on(2)
ne”Z
dann ist f stetig, 2m-periodisch,
1 2

Cn = 5o ; f(z)-e ™ dx

Beweis:

1. Es gilt:

2r ) 2r
/ einT | o=imr g / ezz(mfn) dx
0 0

27 m=n
B 0 m#n

2. Stetigkeit mit Kapitel 20, Formel:
1 27 1 27

), (z)-e"mdy = — Z Cm - Pm(z) €7 dx:

= ¢,
da C gleichméBig konvergent auf [0, 27].
Definition:
e Ist f: [0,27] — C Riemann-integrierbar, so heiflen
I ;
en(f) = — (x) - e "™ dx

:27r0

die Fourier-Koeffizienten von f und

nez
heif3t Fourier-Reihe von f.

Bemerkung zu reellen Fourier-Reihen:
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e Sei f € R[0,27], f reell-wertig. Dann sind

an(f) = calf) +c=n(f)
2m
-1 () - cos(nz) dx
T Jo
bu(f) = i (cn(f) = c=n(f))
1 27 )
= = ; (z) - sin(nx) dzx
reell fiir n € N und
1 2
colf) = Gy . f(z) dx
reell.
Beispiel:
1. Sei
-1 fir —m <z <0
f(z) = 0 firex =0,2 = 7

f ungerade, deshalb alle a,,(f) = 0.

bn(f)

ergibt sich die Fourier-Reihe:

CHES

NE

36.2 Satz: Dirichlet-Kerne

Sei f € R[0,2r]. Fiir die Partialsummen

gilt die Darstellung

1 fir0<zx<m

K " ) - sin(na) da

sin(nz) - dx

Il
ENR R
h

2 =
= [— cos(nx)],
{ 0 n gerade
= 4
— n ungerade
T-n

sin((2n + 1) - z)
2n+1

3
I
=

1 271'
slP@) = 5= [ #e =) Duway
mit den Dirichlet-Kernen ( 1)
sin(n+ 5) -y
Dy(y) = :

wobei D,,(2rm) = 2n + 1. Beweis:
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e Es gilt:

k=—n k=—n

2T
k=—n
1 (° N
= _— —_ . 7’yd
= LR DL
1 27
= — —vy) - Dy(y)d
2 ), flx—y) Dn(y)dy

mit

ei(ntl)y _ o—iny  o—igy

2m
> oaln-et = = 3 [ rw e ay et

sin (n + %) -y
sin &
mit D, (2rm) = 2n + 1.
Bemerkung;:

e f stetig und 2m-periodisch # s, (f) — f gleichméifig

36.3 Satz: Cesaro-Mittel

Sei f € R[0,2n]. Fiir die Cesaro-Mittel

gilt die Darstellung

mit den Fejér-Kernen

Beweis:

e Es gilt:
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Kalr) = —5 > Dily)
k=0

_ 1 i(k+1)y —iky

1 1

n+1 eW—l)2

- (e i(n+2)y _

nily _ —ilttly 2
a n+1 el%_ —ig

. sin(241y)
T on+1l sin ¥

K,(2mrm)=n+1

Fiir y = 2mm:

36.4 Satz von Fejér

Sei f 2m-periodisch und stetig. Dann

Qeiy + efiny)

y)dy =1

on(f)(z) = f(z)
gleichméBig fiir z € R.
Beweis:
e Eigenschaften von K,:
L Kn(y) 20
2. Es gilt:
1 27
— K,(y)dy =1
o7 /. (y) dy
denn:
1 27 1 2w N "
— y)dy = — Y d
o |, Dnw)dy o ), k;ne Y
1 27
= — lde =1
27T 0
Damit:
1 27 27
- d —
2r Jo Knly) dy = n+1 Z 2m /

3. Fir 6 > 0 gilt:

sup K,(y) =0
I<y|<m

Klar, da |sin ¥| > sin $.

e Sei e > 0. Es gibt § > 0, sodass
[flz) = fy)l <e
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fiir | — y| < 0 (f gleichmé&Big stetig).

@) ot = | [ (@) =)ty
< o [ U@ - -yl Kol dy
)

_ 2i 1f(z) — fz — y)| Kaly) dy +
B
;, If(z) = f(z —y)| Kn(y) dy
R ey

< e+ 2 | fllmmm S Kn(y)

< 2¢ fiir n gro

e Insbesondere: f stetig, 2m-periodisch = f gleichméflig approximierbar fiir n grof§ durch tri-
gonometrische Polynome (= Lin {p,,n € Z}).

36.5 Satz: Approxiomationssatz von Weierstral3

Seie >0, —co <a<b<oound f: [a,b] — C stetig. Dann gibt es ein Polynom p mit
If = Pllan <¢
Beweisskizze:
e 0.E.: [a,b] = [-F,F]

e Idee: Ergéinze f stetig, 2m-periodisch. Approximiere f durch trigonometrische Polynome ¢.
Entwickle ¢ in Potenzreihe; abbrechen.

oy

e alternativ: operatornameabs ist durch Polynome gleichméflig approximierbar. Unterteile f
in Streckenziige. Streckenziige durch Linearkombination von abs approximieren.

Bemerkung;:

e La. s,(f) # f gleichmiBig, wenn f stetig
36.5.1 2-Norm
Fir f € R[0, 27 sei
1 2m ) %
= (5 [ 1P )
die 2-Norm.

Bemerkungen:
LA fllz = AL ([ f]l2 (Klar)
2. Fir f,g € R[0,27]:

1 2 -
(Flo) =57 | f(@)-glz)de
(Skalarprodukt). Dann:
[(F19)l < 1 £ll2 - llgll2

(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Beweis:
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e Sei v € C, |y] =1, sodass

Sind || fl2; [lgll2 < 1, dann

[(fl9)l =~ - (flg)

0<ly-f—gls=0-f—glv-f—9
Damit:
(v-f=glv-f—9) = lv-fl5—=(g-F)— (- flg) +llgll3
—— =

=79l =I(Fl9)|
I1£13 =2+ [(fl9)] + llgl3

=[(flg) < 1

o Sind a, 3 >0, | fl3 <, [lg]l2 < 8, dann
1.1 1
1 —fl=g)|=—"
> |(3r150)| = 5 1019
=|(fl9) < «-p
3. Dreiecksungleichung:
If+9gl3 = (f+9lf+9)
< (Ifll2 + llgll2)®
4. [fla=0%#f=0
Beispiel: 111y
5. Mit (+]-):
(@nlpm) = Omn
(¢n) ist ,,Orthonormalsystem®.
36.6 Hilfssatz
Fir f € R[0,27], n € Ny gilt:
n 2 n
=D IETORS TR o Cs
; 2

mit ¢;(f) = (fle;)-
Beweis: nachrechnen
36.7 Hilfssatz

Sei f € R[0,27], € > 0. Dann gibt es g stetig,

36.8 Satz: Parsevalsche Gleichung

Sei f € R[0,2x]. Dann:

n

Hf— Z ¢i(f) - ¢

j=-n

j=—n

27-periodisch mit ||f — g2 < e.

= 0 (n — o)
2

sn(f)

Iz = > le(nP

j=—oc0
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(Parsevalsche Gleichung)

Beweisidee:

e wahr, falls f trigonometrisches Polynom

e f approximierbar durch trigonometrisches Polynom (36.7)

e ¢/3-Argument
o 2. Teil klar mit HS 36.6

Beispiele:
1. Sei
-1
fl@):=4q 0
1
Dann:
0
¢(f)=9 2
Ty
Parsevalsche Gleichung:
1=|fI3 =

oo

1
éz(2n+1)2 -

n=0
Daraus:
§ =
mit
> e =
; =
— (2n+1)
=5 =
Auch

2. Setze f(z) = (z — 7)2. Dann:
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—rT<z<0
r=0,xr ==xm

O<z<m

j gerade

j ungerade

D len(HP

kEZ
(&9} 22

22
2. 2
— - (2n+1)

n=
2
8

hE
:m"_‘

=~
Il
<

1 =1
;ﬁ_;(mv
1 3
S_ZS:ZS
4 772_772
3 8 6

Vorlesung: “Analysis I/II" von Jiirgen Voigt, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2008, Sommersemester 2009; Version: 2022-12-01



	I Analysis I
	Natürliche Zahlen + Induktion
	Peano-Axiome(1889)
	Addition
	Satz: Assoziativität der Addition
	Kommutativität der Addition
	Multiplikation
	Relation

	Prinzip der vollständigen Induktion
	Satz: Gauß'sche Summenformel

	Fakultät
	Satz: Permutationen

	Binomialkoeffizient
	Hilfssatz

	Satz: Binomischer Lehrsatz
	Mengen
	Abbildungen
	Satz: Wohlordnungssatz

	Körperaxiome der reellen Zahlen
	Axiome der Addition
	Folgerungen

	Axiome der Multiplikation
	Folgerungen

	Axiom der Distributivität
	Folgerungen


	Ordnungsaxiome
	Ordnungsaxiome
	Folgerungen

	Satz: N als Teilmenge von R
	Absolutbetrag und Vorzeichenfunktion/Signumfunktion
	Folgerungen

	Satz: Dreiecksungleichung
	Archimedisches Axiom

	Folgen und Vollständigkeitsaxiom
	Folgen und Konvergenz
	Folge
	Konvergenz
	Satz: Eindeutigkeit des Grenzwertes

	Folgerungen
	Cauchy-Folge
	Satz: Konvergenz  Cauchy-Folge
	Vollständigkeitsaxiom

	Beschränktheit
	Satz: Konvergenz  Beschränktheit


	Supremum von Mengen, Satz von Bolzano-Weierstraß
	Supremum & Infimum
	Satz: Existenz des Supremums

	Folgerung: Eindeutigkeit der Wurzel
	Monotonie
	Satz: Konvergenz von monotonen beschränkten Folgen

	Hilfssatz: Monotone Teilfolge
	Satz von Bolzano-Weierstraß
	Häufungswert
	Satz: Häufungswert & konvergente Teilfolge

	Limes superior/inferior

	Reihen
	Geometrische Reihe
	Satz: Linearkombination
	Konvergenzkriterien
	Satz: Allgemeines Cauchy'sches Konvergenzkriterium
	Satz: Leibniz-Kriterium für alternierende Reihen
	Satz: Reihen mit positiven Gliedern
	Satz: Majoranten-Kriterium

	Absolute Konvergenz
	Folgerung: Absolute Konvergenz  Konvergenz
	Satz: Quotientenkriterium
	Satz: Wurzelkriterium

	Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen
	Satz: Konvergenz von Dezimalbrüchen
	Satz: Reihenentwicklung einer reellen Zahl
	Folgerung: Dezimalbruchentwicklung


	Überabzählbarkeit von Mengen
	Satz: Vereinigung von abzählbaren Mengen
	Satz: Abzählbarkeit von Q
	Satz: Überabzählbarkeit von R
	Folgerung: Abzählbarkeit irrationaler Zahlen


	Umordnung von Reihen
	Satz: Umordnung absolut konvergenter Reihen
	Satz: Großer Umordnungssatz
	Folgerung: Cauchy-Produkt

	Exponentialreihe
	Satz: Konvergenz
	Satz: Funktionalgleichung
	Folgerungen

	Metrische Räume
	Definition
	Hilfssatz
	Komplexe Zahlen
	Beispiel: Die metrischen Räume Cn und Rn

	Konvergenz
	Satz: Konvergenz im Kn

	Satz: Vollständigkeit des Rn
	Kugeln
	Satz: Abgeschlossenheit & Konvergenz
	Häufungswert im Metrischen Raum


	Stetigkeit
	Definition
	Grundbegriffe
	Stetigkeit
	Satz: Folgenstetigkeit

	Satz: Addition + Multiplikation von stetigen Funktionen
	Satz: Stetigkeit der Komposition

	Sätze über stetige Funktionen
	Satz: Zwischenwertsatz
	Folgerung
	Satz vom Maximum
	Folgenkompaktheit
	Satz: Beschränktheit & Abgeschlossenheit  Folgenkompaktheit

	Übertragung der Folgenkompaktheit
	Korrollar: Satz vom Maximum
	Lipschitz-Stetigkeit und gleichmäßige Stetigkeit

	Satz: Folgenkompaktheit + gleichmäßige Stetigkeit

	Monotone Funktionen, Umkehrfunktionen, Potenz, Logarithmus
	Satz: Monotonie & Stetigkeit
	Satz: Injektivität & Umkehrfunktion
	Wurzelfunktion
	Natürlicher Logarithmus
	Exponentialfunktion zur Basis a>0: ax

	Satz: Funktionalgleichung
	Abschluss
	Grenzwert in Metrischen Räumen

	Komplexe Exponentialfunktion, trigonometrische Funktionen
	Satz: Majorantenkriterium
	Satz: Quotientenkriterium
	Beispiel: Exponentialfunktion
	Trigonometrische Funktionen

	Satz: Stetigkeit der trigonometrischen Funktionen
	Satz: Additionstheoreme
	Satz: Reihenentwicklung
	Satz: Nullstelle von cos
	Hilfssatz: cos2
	Hilfssatz: sinx > 0 in (0,2]
	Hilfssatz: Monotonie von cos in [0,2]
	Beweis Satz 14.6 & Definition von 

	Satz: spezielle Werte der komplexen Exponentialfunktion
	Folgerung: Periodizität
	Folgerung: Nullstellen von sin und cos
	(Co)Tangens
	Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

	Satz: Polardarstellung
	Fundamentalsatz der Algebra

	Differentiation
	Satz: Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion
	Folgerung: Differenzierbarkeit von cos, sin
	Satz: Weierstraßsche Zerlegungsformel
	Satz: Produkt-/Quotienten-/Summenregel
	Satz: Kettenregel
	Satz: Ableitung der Umkehrfunktion
	Ableitungen höherer Ordnungen

	Lokale Extrema, Mittelwertsatz
	Satz: Ableitung an der Stelle des Extremums
	Satz von Rolle
	Folgerung: Mittelwertsatz
	Folgerung: Monotonie
	Folgerung: striktes Extrema
	Folgerung: Verallgemeinerter Mittelwertsatz
	Folgerung: Regel von de l'Hôpital

	Das Riemann-Integral
	Definition
	Treppenfunktion
	Integral
	Satz: Linearität
	Riemann-Integrierbarkeit

	Satz: Riemann-Integrierbarkeit von stetigen Funktionen
	Satz: Riemann-Integrierbarkeit von monotonen Funktionen
	Satz: Riemann-Summen
	Hilfssatz: Rechenregeln für Ober-/Unterintegrale
	Satz: Linearität des Integrals
	Folgerung: Positiv-/Negativteil
	Satz: „Aufsplitten“ von Integralen

	Integration und Differentiation, der „Hauptsatz“
	Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, I
	Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, II
	Satz: Substitutionsregel (Kettenregel rückwärts)
	Satz: Partielle Integration

	Uneigentliche Integrale
	Satz: Integralvergleichskriterium für Reihen
	Satz: (Euler'sche) Gamma-Funktion

	Gleichmäßige Konvergenz, Potenzreihen
	Satz: Gleichmäßige Konvergenz + Stetigkeit
	Satz: Konvergenzkriterium von Weierstraß
	Potenzreihe
	Satz: Konvergenzradius

	Satz: Vertauschbarkeit von Limes und Integral
	Satz: Vertauschbarkeit von Limes und Differentiation
	Folgerung: Differentiation der Potenzreihe
	Folgerung: beliebige Differenzierbarkeit der Potenzreihe


	II Analysis II
	Taylor'sche Formel und Taylor-Reihe
	Satz: Erweiterung der Weierstraß'schen Zerlegungsformel
	Satz: Taylor'sche Formel
	Folgerung: Polynom
	Satz: Integralrestglied
	Taylor-Reihe
	Satz: Logarithmusreihe
	Satz: Arcus-Tangens-Reihe
	Satz: Binomische Reihe
	Folgerung: Absolutbetrag

	Topologie metrischer Räume, Kompaktheit
	Satz: Eigenschaften offener Mengen
	Komplement, Inneres, Rand, Abschluß
	Satz: Eigenschaften

	Kompaktheit
	Satz: Kompaktheit & Folgenkompaktheit

	Satz von Heine-Borel

	Kurven im Rn
	Rektifizierbarkeit
	Satz: Rektifizierbarkeit stetig differenzierbarer Funktionen

	Hilfssatz: „Mittelwertsatz“
	Parametertransformation

	Partielle Ableitungen
	Lemma von Schwarz
	Folgerung: Vertauschen partieller Ableitungen

	Differenzierbarkeit im Rn
	Satz: Berechnung der Jacobi-Matrix
	Satz: Totale Differenzierbarkeit
	Satz: Kettenregel

	Normierte Räume, lineare Abbildungen
	Satz: Stetigkeit linearer Abbildungen
	Satz: Mittelwertsatz/Schrankensatz
	Satz: Konvexe Funktion
	Folgerung
	Satz: Höldersche Ungleichung
	Satz: Minkowskische Ungleichung

	Taylorformel, lokale Extrema
	Multinomialtheorem
	Hilfssatz
	Satz: Taylorsche Formel
	Folgerung: Restglied Taylorformel
	Satz: Notwendiges Kriterium für Extremum
	Satz: Hinreichende Kriterien für Extrema

	Implizite Funktionen, 1. Auflösungssatz
	Satz: Banach'scher Fixpunktsatz
	Satz über implizite Funktionen, 1. Auflösungssatz
	Satz: Differenzierbarkeit impliziter Funktionen
	Satz: Stetige Differenzierbarkeit impliziter Funktionen (Zusatz zu 28.2)

	Lokale Invertierbarkeit, Lagrange-Multiplikatoren
	Satz: Satz der lokalen Invertierbarkeit, 2. Auflösungssatz
	Satz: Notwendige Bedingung für lokales Extremum unter Nebenbedingung

	Integral von Treppenfunktionen im Rn
	Satz: Eigenschaften des Integrals
	Folgerung: Positivität des Integrals
	Satz: Weitere Treppenfunktionen
	Hilfssatz

	Das n-dimensionale Riemann-Integral
	Hilfssatz: Rechenregeln Ober- und Unterintegral
	Satz: Linearität des Riemann-Integrals
	Satz: Riemannsches Integrierbarkeitskriterium
	Satz: Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen
	Kompakte Träger

	Satz: Fundamentale Ungleichung
	Jordan-Messbarkeit


	Satz von Fubini, Berechnung von Integralen
	Satz von Fubini
	Folgerung: Berechnung von Integralen
	Folgerung: Prinzip von Cavalieri
	Satz: Stetigkeit bei iterierten Integralen
	Satz: Jordan-Messbarkeit
	Hilfssatz: Jordan-Messbarkeit kartesisches Produkt

	Transformationsformel
	Satz: Urform der Transformationsformel
	Satz: Transformationsformel
	Satz: Riemann-Integrierbarkeit auf U Rn
	Beweis: Satz 34.2

	Beweis der Transformationsformel
	Hilfssatz: Transformationsformel auf Produkt von Diffeomorphismen
	Hilfssatz: Induktion
	Satz: Zerlegung des Diffeomorphismus
	Satz: Partition der Eins (leichte Form)
	Beweis: Satz 34.1

	Fourier-Reihen
	Hilfssatz: Orthogonalitätsrelation
	Satz: Dirichlet-Kerne
	Satz: Cesàro-Mittel
	Satz von Fejér
	Satz: Approxiomationssatz von Weierstraß
	2-Norm

	Hilfssatz
	Hilfssatz
	Satz: Parsevalsche Gleichung



