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Diskretisierung parabolischer Randwertaufgaben

Betrachte die Randwertaufgabe
d
(dtu(t),v) +a (u(t),v) = (f(t),v) u(0) =wup € H (1.1)

fir v € V := H}(Q), H = L*(2). Gesucht ist uy,(t) mit
d
Zpun(t),v ) +a(un(t),v) = (f(t),v) (1.2)
fiir v, € V3. Seien {;}; Basisfunktionen von V. Ansatz:
up(t) = Zui(t) i
Damit wird (1.2) zu

Vi Z (cpi,tpj) . %Uz(t) + Za(Wi7Wj) ~ui(t) = (f(t), @j)

?

Kurz:

D U (t) + ApU(t) = F(t) U(0) = Uy (1.3)
wobei U(t) := (uy(t),...,un(t))T. Dy heifit Massematrix, A, Steifigkeitsmatrix.
Verfahren (Diskretisierung in der Zeit)

Sei0 <t <Tund 0 =ty < t; < ... <ty =T ein Zeitgitter. Weiterhin sei ks := t, — ty_1 fir
¢=1,..., L. Integriere Differentialgleichung (1.3) von t;_; bis t,:

Dh/tl U’(t)cltJrAh/tz U(t)dt:/u F(t)dt

te—1 te—1 te—1

[ ——
Dn(U(te)=U(te-1))
Berechne die andere Terme iiber Quadraturformeln:

(1). right-end-point Methode:

Dh(U(tg) — U(tzfl)) + ky - AhU(tz) =ky- F(tg)
= (Dh + kgAh)U(tg) = DhU(tg_l) + kg - F(tg)
U(te) - U(tgfl)

< Dy, k‘g

+ AU(tz) = F(tz)

(,,implizites Euler-Verfahren)



(ii). left-end-point Methode:
Dp(U(te) = U(te—1)) + ke - ApU (te—1) = ke - F(te—1)
= DhU(tg) = (Dh — kg)U(tg_l) + ky - F(tg_l)

U(tg) - U(tg,l)

< Dy, k‘g

= F(te—1) — AU (te—1)

(,explizites Euler-Verfahren“)
(iii). Trapez-Regel:

U(tg) — U(tefl) k. F(tg) — F(tgfl)
2 M 2

k k k
& <Dh - ;Ah) Ulte_y) + 5@ (F(ty) — F(te_q)) = (Dh + ;Ah> U(ty)
Ul(te) — Ulte—1) A Ul(te) — Ul(te—1) _ F(ty) — F(te—1)
+ Ap =
k¢ 2 2
(,,Crank-Nicolson Methode*)

Dh(U(tg) — U(tgfl)) + ko - Ay,

< Dy,

Beispiel (1D Wairmeleitungsgleichung)
Ut — Uge = f

fiir z € (0,1) mit linearen finiten Elementen, dquidistantem Gitter. Dann

h 1
Dn =5 - (dij)i Ani= g - (@i
mit
4 i=j 2=
dij:=q1 |i—jl=1 aj =9 -1 |i—jl=1
0 sonst 0 sonst

Jedes der oben genannten Verfahren hat eine eigene Charakteristik:
(i). implizites Euler-Verfahren: Ist stabil, Verfahren 1. Ordnung.
(ii). explizites Euler-Verfahren: Ist schnell, Verfahren 1. Ordnung.
(iii). Crank-Nicolson-Methode: Ist am genauesten, Verfahren 2. Ordnung.

Bemerkung Bisher: PDE — Variationsformulierung — Diskretisierung im Ort — System von
ODEs — Diskretisierung in der Zeit — Folge von linearen Problemen.

Jetzt: PDE — Variationsformulierung — Diskretisierung in der Zeit — Folge von elliptischen
PDE’s in jedem Zeitschritt — Diskretisierung im Ort — Folge von linearen Problemen.

Beide Zuginge liefern das gleiche voll-diskrete Problem.
Verfahren

Betrachte Randwertaufgabe

d
(dtu(t),v) +a(u(t),v) = (f(t),v) u(0) =up € H
Diskretisierung in der Zeit gibt
(i). implizites Euler-Verfahren:

<u(te) —u(te-1)

S 0) s+ auten o) = (£t o)
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(ii). explizites Euler-Verfahren:

(Wa”) +a(ulte-1),v) = (f(te—1),v)

(iii). Crank-Nicolson Methode:

(U(te) _kU(té_l),U) ta (U(te) _;L(té_l),v> _ (f(té) +2f(te—1)’v)
‘

Beispiel (1D Wellengleichung)

Uge — Ugg = f 10 (0,1) (1.4)
u(0,t) = u(l,¢) =0
u(z,0) = uo(x)
ug(x,0) = up (x)

Formulierung als Variationsproblem:
d2
(fu00) +atu.0) = (0.0 wEV)

uw(0) =uo € H %U(O) =u € H

bzw.
DhU”(t) + AhU(t) = F(t) U(O) =Uy U/(O) =U;

d.h. Differentialgleichung 2. Ordnung. Umschreiben in System von Differentialgleichungen 1. Ord-
nung:

DyU'(t) = DRV (t)
DV () + AU (1) = F(1)

Zum Beispiel Crank-Nicolson-Verfahren:

, (M=t _ p, (Vi + Vit

kg 2
D, <V(tg) k:/(tg_l)) LA, <U(tg) +2U(tg_1)> _ F(te) +2F(tg_1)

Kurz:

C A O 1 (27 R G ) I () R OOy

1.1 Satz
In (1.4) sei f = 0. Fiir die Losung u der Wellengleichung gilt
[, Ol + | Vu(, t)]* =

Beweis: Wahle v := % im zugehorigen Variationsproblem, dann

0:/il~adx+/Vu-V1ldx
Q Q
1. 1 )
= [ o) de+ | z0,(Vu)*dx
a2 o2

1 .
= 50 (lall” + [[Vul)
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Integration iiber Zeit von 0 bis T" gibt

[ TP+ 11Vul, T = llull® + | Vuol®

Verfahren (©-Methode (fractional-stop-©-Schema))
Abstrakte Formulierung der partiellen Differentialgleichung;:
Ou+ F(u,z,t) =0 inQ x[0,T]
Beispiele:
(i). Warmeleitungsgleichung: F(u,z,t) = —Au — f
(ii). Konvektions-Diffusions-Gleichung: F'(u,z,t) = —Au+b-Vu+c-u— f
(iii). Allen-Cahn-Gleichung: F(u,z,t) = —Au+ f'(u) mit f(u) := (u? — 1)2

Wihle
F(u,z,t) = Fi(u,x,t) + Fa(u, z,t)

Es sei

() _ g t=0)
FO .= F(u(ty), x, t) ul® = u(ty) dou'®) = %

©-Methode: Sei © € (0,1), © # 1.
(i). Gegeben sei u(*). Berechne u“*®) aus

doult®) + F — _p{?)

(ii). Gegeben sei u(*+®). Berechne u“+1=©) als Losung von

oy +1-9) 1 FIHI=0) _ _{619)

(iii). Gegeben sei u(‘+1=©). Berechne u**1) als Losung von

deu(erl) + Fl(é-i-l) _ *F2(€+1_®)

Zum Beispiel fiir Konvektions-Diffusions-Gleichungen:
c
F = —Au—|—§~u—f
Py ::b-vu+§-u

Definition Ein Verfahren heif3t

(i). numerisch kontraktiv :< 3k € (0, 1] sodass fiir alle Ndherungslosungen @, u fiir verschiedene

Anfangswerte gilt
Ve \|a<‘+1> _ u(€+1)H < kK- Ha(f) _ u(é)H

(ii). A-stabil :< Das Verfahren ist fiir das Testproblem u’ = X -« mit Re A < 0 kontraktiv. Es gilt
mit der Stabilitdtsfunktion R, dass u*1) = R(k - \) - u®), dies bedeutet |R(z)| < 1 fiir alle
z mit Rez <0.
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Beispiel  (i). implizites Euler-Verfahren:

WD O

[’ + P 1) =0

angewandt auf v’ = X - u liefert

also R(z) := 1. Also A-stabil.
(ii). explizites Euler-Verfahren:

WD 0

[ + Fu® t)) =0

angewandt auf v’ = X - u liefert
WD = (14 k- A) - u®
somit R(z) := 1+ z, d.h. das Verfahren ist nicht A-stabil.
(iii). Crank-Nicolson-Verfahren:

(6+1) _ . (6)
u u
— T Ful™D u® 0, t) =0

angewandt auf v’ = X - u liefert

24 kA
(0+1) _srr (@3]
Y 2—kox ¢

also R(z) := 22, d.h. das Verfahren ist A-stabil.
Fazit: Implizite Verfahren sind zu favorisieren.

Bemerkung (Ausblick) Implizite Runge-Kutta-Verfahren liefern A-stabile hoherer Ordnung, fithren
aber fiir nichtlineare Probleme zu nichtlinearen Gleichungssystemen. Mogliche linear implizite Ver-
fahren sind Rosenbrock-Verfahren (siehe z.B. Vorlesung zu Modellierung+Simulation oder Zeitdis-
kretisierungsverfahren von Jorg Wensch).

Definition (Funktionalableitung) Sei (H,(-,-)y , | - ||#) ein Hilbertraum. Gegeben sei ein Funktional
FeH' ¢ H. F heifit dlfferenmerbar an ¢, genau dann wenn (jsg € H' existiert mit
oF d
YVoe H: (—,v)=—F(¢p+e€-v)
5o’ de c—0

ﬁ wird Funktionalableitung von F' bzgl. ¢ genannt.

Bemerkung Wenn F' differenzierbar an ¢ € H ist, dann existiert nach dem Darstellungssatz von
Riesz ein eindeutiges Element w € H, sodass

Vo€ H (G0 = (w o)y

Dieses w wird als grad; F'(p) bezeichnet (Gradient von F' an ¢).

Beispiel  (i). = [, f(u)dz, dann

d
—F
A (u+e- h)

—/fu—i—s hda:

/‘f )-hdz
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(ii). F(u) := [, 3|Vul?, dann

1
4 plute-h) :i/fw(u—i—s-h)Qdm :/Vu-Vhdx
d€ e=0 d€ 92 e=0 Q
:/ —Au-hdx
——
5F [u]

Su

Definition Sei H ein Hilbertraum, M > 0 und F € H' differenzierbar mit Gradient grad F'. Eine
Evolutionsgleichung
¢ = —M - grady F(p)

mit Startwert ¢(t = 0) = ¢, zu verstehen als
(O, v)yg =—-M-(—,v) (vEH)
wird bezeichnet als Gradientenfluss. M heifit Mobilitit des Flusses.

Verfahren (Convexity-Splitting (Eyers-Method))

H#ufig entstehen zeitabhéngige Probleme als Gradientenfluss zur Minimierung eines Energiefunk-
tionals F'(u).
Ou+VgF(u)=0

(Vi F(u)=El1) B gilt

%F (w) = (VuF(u),u) = =|VuF ()|

d.h. F(u(t)) < F(u(0)) fiir ¢ > 0. Falls F(u) konvex ist, existiert nur ein Gleichgewicht und die
Evolution ist kontraktiv. Falls F'(u) nicht konvex ist, wihle

F(u) = F.(u) — Fe(u)
wobei F, und F, strikt konvex. Dann ist
Ou=—AgF.(u)
eine Kontraktion und

0w = A Fe(u)
eine Expansion. Wahle

WD _ 4 ®

- =VyF.(u") - Vg F.(u+))
4

(d.h. konvexer Anteil ist implizit, konkave Anteil ist explizit).

Beispiel Gegeben sei eine Energie F'. Addiere und subtrahiere einen konvexen Term FE, sodass

F=(F—-c-E)+¢-E
—_— =

=:—F, =:F.

mit F, konvex (fiir ¢ hinreichend grof}). Wihle E so, dass Problem einfach invertierbar. Ziel:
Methode ist stabil.
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Beweis: Betrachte Taylor-Reihe fiir F,, dann

(D?F.£,€)
N————
>0

Fo(u®) = F(u) - (VHFC(U(KH))’U(@H) _ u(@)) +

N =

> Fc(u(z-i_l)) - (VHFC(U(€+1))u U(Z—H) - ’U,(Z)>
wegen Konvexitdt von F.. Betrachte Taylor-Reihe fiir F:
1
F () = F,(u®) + (VH Fu®), u@h — u(e)) +5 (D2F.€,¢)
> Fo(u®) + (Vi Fu(u®),u®D) - ®)

wegen F, konvex. Es gilt

F(u(£+l)) ( (£+1)) _ Fe(u(£+l))

= F.(u
< F.(u®) + (VHFc(u(Hl))’u(@-&-l))
~F(u®) - (VH Fo(u®),u+D) u(e))
= F) =k |Va F )P = k- Vi Fo ()]
2k (Vi Fow™), Vi Fo(u))
< F(u(l))
mit Cauchy-Schwartz fiir die letzte Abschatzung.

Beispiel (Allen-Cahn-Gleichung)
Ou = Au— f'(u)

ist Gradientenflufl der Energie
1 2
Fu)i= [ ~|Vu? + f(u)da
Q2
fiir f(u):= - (u*—1)% Es gilt

0w = =V 2 F(u)

Wiéhle F = (F —¢- E) + ¢+ E mit geeigneten F, z.B.

E := / 1 (|IVul® +u?) dz
02

und damit F,:=c- FE, F,:= F —c- E. Es folgt

WD O

- — Au® — PO — . Au® +cou® 4 e AuH) o D)

Lineares Problem, stabiles Verfahren.
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Assemblierung von 1D-Problemen

Sei Q = [a,b] C R ein Intervall. Gesucht ist u € V, := {v € H'(a,b);v(a) = g, }, sodass
a(u,v) = (F,v) (v e Vo)
wobei Vg := {u € H!(a,b);v(a) =0} und

b
a(u,v) := / (u'(z) - V' (%) + ¢ u(x) - v(x)) dz + o - u(b) - v(b)

b
(F,v) := / f(x)-v(x)de + ap - gy - v(b)
(die beiden zweiten Summanden entsprechen der Randbedingung v'(b) = v - (u(b) — gp); Robin-
Bedingung). Ubergang zu endlich-dimensionalen Problem:
e Funktionenraum mit endlicher Dimension
e Basisfunktionen mit moglichst kleinem Trager

Dazu zerlegt man €2 in n Teilintervalle, a = o < ... < z, = b. Setze h; = z;41 — x; und
T; := [xj,x;41]. Jedem Knoten z; (besser: jedem Freiheitsgrad) sei eine Funktion ¢, zugeordnet,
die nur im Intervall [x;_1,x;4+1] ungleich 0 ist, d.h. spt¢; C [zj_1,xj4+1] (z.B. Hiitchenfunktion).

Bemerkung Unterscheidung zwischen Gitterknoten x; und Freiheitsgraden aj, zum Beispiel

Pk Pr42
\ /e /

Zj Tj+1

Die Funktionen (p;) spannen einen linearen Raum V;, := lin{y;; j} auf. {¢;; j} ist sogar Basis von
V. Elemente von Vj, lassen sich als lineare Kombination der Basiselemente zuordnen

Vi 2 up(x) = Zuj ()

Im Beispiel gilt up(x;) = u; bzw. up(ar) = us.

Bemerkung Betrachte die V-Projektion up := IIu von u € V. Dann gilt im Allgemeinen nicht
un(x;) = u(z;).

Denn: Betrachte Variationsformel der V-Projektion (upn,vn) = (u,vp) fir v, € Vi mit up =
Zj Uj-Qj, Vp = Zj vj- ;. Man erhélt ein lineare Gleichungssystem M -U = b fiir U := (ug, ..., up)
und

b
M = (on, 03))1s b= (/ u(z) - pi(z) dx)

%

10



Betrachte zum Beispiel € = [0, 1] mit linearen finiten Elementen, d.h. g =1 —z, p1(x) = 2. Sei

u(r) := 2%, Dann gilt
1 1
=1 ) = (%)
3 1

Es ergibt sich U = (=1/6,5/6) # (u(xo),u(z1)) = (0,1).

[N M

Zur Warmeleitungsgleichung ergibt sich das folgende endlich-dimensionale Ersatzproblem: Gesucht
ist up, € Vg := {vn;vn(x) = 201 vj - @5 + ga + po(x)}, sodass

a(uh,vh) = <F, Uh> (Uh S VOh)
mit Vop, := {op; op(x) = 2?21 v; - p;(2)}. Aquivalent dazu:
Vk € Nz a(un, ¢r) = (F,¢r) — alga - ¢o, k)

Betrachte k-te Gleichung;:

a

n b
a(uh,gok):Zuj~/ @5 (x) - i () + ¢ pi(x) - pr(2) de + ap - up - (D)

b
(F,on) = / £(2) - on(@) dz + o, - gy - o (D)

b
e / (@) - Pu(@) + ¢ pole) - i(x)) da

Mit ¢k (z;) = d;1 und b = x,, ergibt sich das Gleichungssystem Kj - U = fj, fiir U = (uq,...,un)
wobei

b
(Kn)k,j = / (©5(@) - i (@) + ¢ 9j(@) () do + djn - Opn -

b
(fnr = / (f (@) - r(x) = ga - (0 (x) - @ (@) + ¢ po() - pr(2))) dz + Opn - 0t - g
Matrix K, ist diinn besetzt: Wegen lokalen Tréger der Basisfunktionen gilt
int(spt ;) Nint(spt ;) #0 < i —j| <1

also (Kp);; = 0 fur |¢ — j| > 2, d.h. K}, hat Tridiagonalgestalt.

Tj-1 Tjt1

(Matrix auch ,,diinn“ speichern. Fiir tridiagonale Matrizen gibt es spezielle Algorithmen zum Lésen
von linearen Gleichungssystem, z.B. ,, Thomas-Algorithmus*.)

Bemerkung Besetztheitsstruktur der Matrix héngt direkt mit der Nummerierung der Knoten zu-
sammen. Ubungsaufgabe: Betrachte alternative Knotennummerierung, a = zg < z, < 1 <
Tn—1 < ....

11
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Zur Berechnung der Matrixeintrége K;; (nur die Nicht-Null-Eintrége), zum Beispiel mit linearen
finiten Elementen:

0 x € [a,xj_1]U[z;41,b]
pj(x) = =2 @€ [z,
T € fwgain]
also
0 x € a,xj_1]U[xj41,b]
pia)={ s @€l
_1#114]‘ T € [xj,7)41]

Damit ergibt sich fiir die Diagonaleintréige

IR 2
Kj; :/ apj(:v) +c-pj(x)de
Tj—-1
]wj IoN2 2 AR 2
:/ gaj(x) +c-pj(z) dx+/ cpj(x) +c-pj(z)?da
Tj—1 Zj
. 1 hfj—l 1 hj
T 9T T3

fiir 1 < j <n — 1. Weiterhin

P —
+c'n1

b 1 5 T

Km:/ ol ()2 + e pp(x)de+ap =
Tn—1

n—

Nebendiagonaleintrige:
Tjt1
/ /
Kyis =Ko = [ 6@) @ (@) ¢ 3(a) - proale) do =

(In der Praxis: Nutze Quadraturformeln um die Integrale zu berechnen. Hier z.B. GauB-Quadratur
moglich.)

Bemerkung Integrale gehen nur iiber einzelne Elemente, d.h. elementweiser Aufbau der Matrix
und des Lastvektors moglich.

Definiere dazu Elementmatrix ' 4
KT = <K§éi K%)
Kiy  Ki
mit
KS) = /T Cira(®)  @liip(@) + piral@)  @jep(z)do
b

K75 auf K} aufaddieren gibt hier

1 1
K(E(f; <1>Kél) @) %)
Kn=|K)y Kp "~(‘2)[(00 (2)1(01 )
0 Ky K3+ Ky

Randbedingungen im Nachhinein hinzufiigen. Steifigkeitsmatrix:

-1 fi—jl=1
Qi = 2 lgz:jgn—l
1 i=je{l,n}

12
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Bemerkung (Ubungsaufgabe) Warum Steifigkeitsmatrix singulér bei homogenen Neumann-Randbedingungen?

Betrachte Referenzelement T, Intervall [0, 1] mit Koordinate £, und darauf definieren wir ,,Form-
funktionen*, zum Beispiel:

(). lineare Lagrange-Formfunktionen:
Po(€) =1—&vi(§) =¢
(ii). quadratische Lagrange-Formfunktionen:

Yo(€) =1-3¢2+¢€
Ui(€) = 4€ - 3¢°
Va(€) = —€ +2€°

Intervalle in R konnen affin linear aufeinander abgebildet werden:
Fr,(§) = 4A; {+z; =215,
-~
Tjt1—T;
Weiterhin konnen auch die Freiheitsgrade aufeinander abgebildet werden:
Fry(s)) = an,p)

wobei 3 lokaler Index und k(j,3) globaler Index. Hier kann leicht Inverse von Fr, angegeben
werden,

T —
Fi! =" ¢
T; (2) Tir1— 7 ¢y ()

Bemerkung Sei T ein Geradenstiick in R?, d.h. Zj,Tjy1 € R?, dann
Fr,(§) = (zj41 — ;) {5
mit Inverse

|z — |2

g — a2
fir = (zj41 — x;) - € +2; mit £ € [0,1].

Damit konnen globale Ansatzfunktionen definiert werden:

k=
v sonst

{wﬁ@mx» v €Ty, j € By
0

wobei

e T}: globales Element, das den Knoten a, enthélt

13
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e B;: Indizes der Elemente, die den Knoten aj enthalten
o 5= [(j,k): lokale Knotennummer, die zu globaler Knotennumer & im Element T); gehort

Zum Beispiel fiir quadratische finite Elemente:

ap aip a2

A Gkl Akt2 k rg 0

e o o k+151
Ij Ij+1 k + 2 Iﬁ) 2
o &1

Betrachte die Elementmatrizen K gg:
K = [ #hval@) Fripla) + ¢ 0y0(0) By 1p(o)do

= [ vl () Fien, @)+ valer, (2) - T(er, () do

- ' .dwa(g)_d%(g) c- A (i1 — x5
_/T<(1'j+1—xj)2 df df + wa(f) w,@(f)) ( j+1 ])df

(@ bzw. : Die Ansatzfunktion muss nicht notwendigerweise aus dem gleichen Ansatzraum stam-
men wie ¢ bzw. 1.) Dabei genutzt:

dr
s Tjt1 — X
U (6r, (a)) = Wels gj(x))) . d«sgx(x)
———

1
Tjp1—T

und Yo (&1, (27, (€)))) = a(§)-

Bemerkung  (i). Wie sieht Transformation fiir 7; Geradenstiick in R? aus? £ — xr, (€) ist Para-

metrisierung von 7T},
1
/T Sy = /O Flen, (€) -

dx T;

dg

dg

2

(Kurvenintegral)

(ii). Auch Integration auf (gekriimmten) Kurven ist durchfiithrbar, z.B.

<x) (N _ o ecp

Y sin 57”)

Dann
dy —5 -sin STTF) dy T
dffz g~cos(%r) ’d§2:2

Beziehung zwischen lokalen und globalen Indizes kann mittels Elementzusammenhangstabelle be-
reitgestellt werden. Zum Beispiel fiir quadratische Elemente:

ap a1 as an ap Gy = a2
—@ 0@ 00— ’ —@
T T T = &x
0 1 n g() 51 fn
Ty Th1
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Elementnummer | globale Knotennummer k(j, 5) des Knotens mit lokaler Nummer 3
0 1 2

0 0 1 2

1 2 3 4

2 4 5 6

n-1 2n-2 2n-1 2n=N

Es lidsst sich also ablesen:
k(1,2) =4 B(1,4) =2

also lokal — global und global — lokal.
Aufdatierung der Elementmatrizen zu Kéjczz Sei U := (ug,...,un)?, V= (vg,...,vn)T. Definiere

Matrix CU) := (ngz)azo,...,ﬁ,k:o,...,N durch

k ist die globale Knotennummer des Knotens mit lokaler

cgﬁ = 1 Knotennummer « im j-ten Element
0 sonst
1 k=k(ia)
|0 sonst
Damit
Uk (3,0)
cW .U = :

Uk (.77 N)

Beispiel (Lineare finite Elemente) Fiir lineare finite Elemente ergibt sich

cO — < U >
Uj+1

Damit

7=0
n—1
-V Z(C(j))T KTi.cW | .U
j=0
n—1
= K = Z(O(j))T KT . oW
§=0
Analoges Vorgehen fiir Lastvektor:
n—1
fn = Z(C(J‘))T T
j=0
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2.1 Algorithmus (Assemblierungsalgorithmus)

Kp = zeros(0...N,0...N)
fn = zeros(0...N,1)

FOR j=0...n—1
E =zeros(0...N,0...N)
e =zeros(0...N,1)
h=zj41 —x;

FOR 8=0...N
FORa=0...N

Ego = [ (G500 () - ¥h(€) + ¢ va(€) - 15(€)) hdE
END «

ep = [7 flar; () -1bs(€) - hdE
END 3

FOR 8=0,...,N
FORa=0,...,N

Ky(,8),k0,00F = Ega
END «

feGey+ =es
END 8
END j

Dann SOLVE KU = f;,. Bestimmt damit u;, = Zj U+ Py
Bemerkung (Abstraktion des Assemblierungsprozesses) (i). Initialisierung
(ii). Gitter traversieren

(iii). VT € T: Elementmatrix(/-vektor) assemblieren. Bereitstellen:

o I'r/Xr(§)
e k(j,0)

e Jacobimatrix JFr

Quadratur (Terme/Ableitungen von Termen, Formfunktionen)

2.1 Randbedingungen

e Dirichlet Randbedingungen (wesentliche Randbedingung)
e Robin-Randbedingung/Neumann-Randbedingung (natiirliche Randbedingung)

e periodische Randbedingungen

Es gebe eine Abbildung b: {0,...,n—1} x{0,...,7} = Z, (4, 8) — b(j,~), die einer Facette eines
Elements 7} eine Randnummer zuweist. Dabei hat die Facette am Knoten § die Nummer 3. Ist
eine Facette kein Rand, dann gilt b(j, 8) = 0.

Beispiel
b(O, O) =A
— @ @ *—0— b(n — 1, 1) =B
To T Ty sonst 0

16
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Beispiel (Robin-Randbedingung) Gesucht u € Vi, mit
a(u,v) = (F,v) (v e Vo)

mit
a(u,v):/u’-v’+c-u-v+/ ap-u-v
Q 'y

<F,v>/ﬂf.v+/mab~gb~v

Ziel: Randintegrale mit in System einfiigen.

2.2 Algorithmus (Robin-Randbedingung)

Annahme: Assemblierungsalgorithmus 2.1 schon durchlaufen. Dann

FOR j=0,....,n—1
FOR v =0,...,7
IF b(j,7) = B THEN
Kk(g,6(0).k(G66)T =
JeGpent =ab-g
END IF
END(y)
END(j)

Bemerkung Hier nur einfacher Fall. Kann eine Kante (hier: Knoten) mehr als einen Freiheits-
grad, bendtigt man eine weitere Schleife. Im mehrdimensionalen Fall héitte man zudem eigentlich
Integrale iber den Rand (keine Punktauswertung).

Beispiel (Dirichlet-Randbedingung) Ziel: u(a) = g,. Dazu: Fiige Einheitszeile in Systemmatrix ein.

2.3 Algorithmus (Dirichlet-Randbedingung V1)

Annahme: Assemblierungsalgorithmus 2.1 schon durchlaufen. Dann
FOR j=0,...,n—1
FOR~y=0,...,n
IF b(j,7) = A THEN
Kigpen)« =0
Ki(g,600).kG600) =1

fre(i.8(v) = Ya
END IF

END(7)
END(j)

Alternativ: Betrachte Optimierungsaufgabe
1
J = Ea(u,u) —(f,u) > min mitu(a) = g,

Definiere

T = galue) = (f)+ 5 - (0(@) = g2)?

mit 0 < ¢ < 1 (Bestrafung der Nichterfiillung der Randbedingungen). Damit

() + © - (ula) — g) - vla) — (f,) =0

Statt einen Strafterm einzufiigen konnte man auch einen Lagrange-Multiplikator nutzen, um die
Nebenbedingung zu implementieren (— Lagrangefunktion). Aber eher uniiblich.

17
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Bemerkung Bei Systemen von PDE’s kénnen unterschiedliche Randbedingungen fiir unterschied-
liche Komponenten gesetzt werden. Zum Beispiel

Oic— Ap =0 p+e*-Ac—f'(c)=0

mit ¢|p = 1, %

= g. Gesucht sind also ¢ € Vq, p € V5 mit
r

(8750’ U) + (V/.L, VU) - (gvv)F =0
(p,w) — €2 - (Ve, V) — (f’(c),w) =0

fiir v e V, w € Vi. Man erhilt als Systemmatrix (Rickwdrts-Euler-Zeitdiskretisierung)

%Dh Ap ) ekt . %Dh *+B.C
—52 -Ah —F Dh uk+1 - f(]k

(Neumann-Randbedingung: 1.Zeile, Dirichlet-Randbedingung: 2.Zeile)
Beispiel (Periodische Randbedingung) Gesucht ist u € V' mit

u(a) = u(b) u'(a) = u'(b)
(So nicht ganz richtig!) Verschiedene Implementierungsmoglichkeiten:

(i). Man kann die (Rand)Knoten miteinander identifizieren, d.h. in diesem Fall muss die Abbil-
dung (4, 8) — k(j, 8) modifiziert werden.

ag an ag Qg
o o oo o o Kkn—1LN):=k00
zo  T1 T &o &n
TO Tnfl

—p
(ii). Nach dem Assemblieren wird die Systemmatrix modifiziert. Der Knoten k k , wird den
Knoten k, zugeordnet. Hier zum Beispiel

0
N
{0, N}

R
Ol

p(j) =

2.4 Algorithmus (Periodische Randbedingungen)

Annahme: Assemblierungsalgorithmus 2.1 schon durchlaufen. Dann
FOR k=0,...,N

kp := p(k)
FOR ¢=0,...,N
Ly = p(£)

IF((k < k) OR (k = k, AND ¢ < £,)) THEN
=5 (Kie + Kipe,)
Kkg = Kkpep =m
END IF
END(¢)
END(k)

m:

//Analog Lastvektor
FOR k=0,...,N
kp == p(k)
IF(k < kp) THEN
m = % . (Fk -I—ka)
Fk = ka =m
END IF
END(k)
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(iii). Fordere uy — ug = 0. Aber auch Ableitungen miissen iibereinstimmen... s. Ubung

Beispiel (Poisson-Gleichung mit periodischen Randbedingungen)

®
099999‘@
@

Betrachte Poisson-Gleichung —Awu = f, Assemblierung mit linearen finiten Elementen.

(i). Durch Identifizierung der Knoten hat man nur noch 4 Freiheitsgrade, man erhilt als System-
matrix dann

2 -1 0 -1 Uy F
-1 2 -1 0 uy | | By
0 -1 2 1| |us| | B
-1 0 -1 2 Uy Fy

(ii). Assemblierung ohne Randbedingungen gibt

1 -1 0 0 0 uy F!
-1 2 -1 0 0 us F2
0 -1 2 -1 | us = F3
0 0 -1 2 -1 Ug F4
0 0 0 -1 1 Uus F5

Nach Algorithmus 2.4 ergibt sich

1 -+ 0 -3 o0 uy 2 (F{ + Fy)
-2 2 -1 -3 ug F
0 -1 2 -1 0 ug | = Fj
- 0 -1 2 -1 Uy Fy
0 -3 0 -1 1 us 3 (F] + F5)

Symmetrie wurde erhalten. Ziehe erste Zeile von letzer Zeile ab, dann erhélt man gerade die
Bedingung us — u; = 0.

Man kann zeigen, dass beide Varianten identische Ergebnisse liefern.
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Mehrdimensionales FEM - Assemblierung

3.1 Simplizes
Definition (i). Seien zg,...,xq4 € R™, sodass 1 — xg,...,2q4 — Zo linear unabhéngig sind. Die
konvexe Menge T := co{xq, ..., x4} wird d-Simplex in R™ genannt.

Fir k < d sei T' := co{zg,...,x},} C OT ein k-Simplex mit {zo,...,z}} C {zo,..., 24},
dann wird T ein k-Sub-Simplex (Facette) von T' genannt.

(ii). Ein 0-Sub-Simplex heifit Knoten. Ein 1-Sub-Simplex heifit Kanten. Ein 2-Sub-Simplex heifit
Flache.

(iii). Ein ,Standard-Simplex“ in R? ist definiert als
T = Co{é-O = 0761 =l 7§d = Cd}
mit e; Einheitsvektoren des R<.

(iv). Sei Fr : T — T C R eine invertierbare differenzierbare Abbildung, dann wird T auch
parametrischer d-Simplex in R™ genannt.

Beispiel (i). Ein Tetraeder ist ein 3-Simplex in R3. Die Kanten sind jeweils 1-Sub-Simplizes.
(ii). Ein Rechteck ist ein 3-Simplex in R2. Die Rénder sind Sub-Simplizes.

Bemerkung  (i). Sei T ein parametrischer d-Simplex in R". Die k-Sub-Simplizes 7" von T ergeben
sich aus den Bildern der k-Sub-Simplizes 7’ von T. Damit sind insbesondere die Knoten
Zo,-..,xq von T gegeben durch die Punkte Frr(&),..., Fr(&q).

(ii). Jeder d-Simplex in R™ ist ein parametrischer Simplex. Definiere dazu die Matrix Ay € R"*4
als
ATZ:(1‘1—Z‘0 ﬂid—l‘o)

dann ist A invertiertbar und es ergibt sich die Parametrisierung Fr durch
FT(f) = AT . f + Zg

Offenbar ist Frr differenzierbar (da affin-linear). Man kann leicht zeigen, dass Fr auch inver-
tierbar ist und dass Fr(e;) = x; fiir i =0,...,d.

Bemerkung Sei  C R¢ trianguliert mit Elementen aus 7. Um finite Elemente auf Gittern aus
Simplizes zu beschreiben, werden d + 1 baryzentrische Koordinaten als lokales Koordinatensystem
auf den Elementen der Triangulierung verwendet.

Definition Die Menge T := {(Ag,...,\q) € R*LVE : )\, > O,ZZZO Ar = 1} heifit Referenz-
Simplex und beschreibt die Menge der baryzentrischen Koordinaten.

Bemerkung (Zusammenhang zwischen T, T, T)

20



N

X2 51 T
Va };
Xo 1 €

T sei ein Element der Triangulierung 7 mit Knoten xq,...,x4. Fr: T — T sei eine Parametrisie-
rung von 7' iiber T mit invertierbarer Jacobi-Matrix DFr, sodass F (&) = xj, gilt. Fiir ein Simplex
T sind die baryzentrischen Koordinaten A(z) = (Ao, ..., Aq)(z) € R4*! fiir einen Punkt x € RY
eindeutig bestimmt durch die (d 4+ 1) Gleichungen

0

=
Il &
<]

d
Ao(x) -z = Z)\k(x)zl
k=0

Es gilt

T €T & VEk=0,....,d: \(x) €[0,1] & \x) €T

Was, wenn ¢ € R™, z; € R"™ mit n > d? Dann Bestimmung der A\, X,
durch Flidchenverhéltnisse: Sei A := |T'| das Volumen von T, dann A,
ergeben sich die Ay als

M= (k=0,....4)

(Dann gilt offenbar ZZ:O Ar = 1). Andererseits definiert jedes A € T X3
einen eindeutig bestimmten Punkt x(\) € T durch

d
k=0
(Ist invertierbar.) Damit folgt: Jede Abbildung f : T — V kann auf zweierlei Weise parametrisiert
werden:

T:T = VA fz(N) f:T =V, & f(Fr(6))

Somit kénnen auch Funktionenrdume auf T, T, T definiert werden, wenn fiir ein Simplex aus
{T,T,T} gegeben.

Beispiel (Polynome vom Grad < r) Sei P := ?T(T) der Raum der Polynome vom Grad < r auf T.
Sei nun {¢y,...,¥y} eine Basis vom Funktionenraum P und sei {o, ..., N} eine Basis von V},
mit dim Vj, = N + 1, sodass fiir alle T € T und ¢y, mit sptox N'T # 0 gilt:

VYA ET : gilr(z(N) = vs(N)

fiir ein 8 = B(T, k) € {0, ..., N}. Die Umkehrabbildung von § sei k : 7 x{0,...,N} = {0,...,N}.
Dann gilt

VA e T7 ke {0, ceey N} : (,Dk(.’l,'()\)) = /(/)ﬁ(T,k) ()\)
VAET,B€{0,..., N} : operp(@(N) = ¢5(N)

Darstellung von u, € Vj, als

N
up(z) = Z Up - or(x) (xeQ)
k=0
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bzw.

N
un(z(N) =Y UF -¢s()  (Ae€T)
B=0

mit Ug = Uk(T,ﬂ)-

Bemerkung (Transformation der Ableitungen) Zur Transformation der (Bi-)Linearform a(-,-) bzw.
(F,-y werden Ableitungen benétigt bzgl. eines Koordinatensystems, d.h. Koordinatenwechsel und
Transformation der Ableitungen notwendig. Dazu wird die Jacobimatrix A = Ap € R(+)*" der

Transformationsabbildung T' AT der baryzentrischen Koordinaten bendttigt. Es gilt

(Vo ()"
A =|
(VAa(z))"
Fiir jede Funktion ¢ € P(T) ergibt sich
d
Vila) = V@) = 3 S0 - Thila)
=0
= AT(2) - Vag(A(x))
fiir x € T. Analog folgt fiir die Hesse-Matrix:
d
D?p(z) = A" - DX (¥ (M(2))) - Ax) + Y D3 (Ne(x)) - d%wm)
=0

fiir x € T. Damit ergibt sich

N
Vup(z) = AT () - Z UﬂT -V (A(z))
B=0

fir x € T bzw. im Umkehrschluss
N
Vun(A(x)) = AT(x(\) - > UJ - Varhs()
B=0

fir A € T. Analog fiir D?uy,.

3.2 Quadraturformeln

Betrachte das Problem
a(u,v) =(f,v)  (veV)

mit
a(u,v) := /QVu(x) -A(z) - Vo(z) dx + /Q b(x) - Vu(z) - v(z) + /Q c(z) - u(z) -v(x)dx
() = [ @) vl do

mit A(z) € R™*", b(z) € R™.

Bemerkung  (i). Integrale iiber Polynome kénnen einfach ausgewertet werden, zum Beispiel sym-
bolisch (symbolic C++) oder generisch (d.h. zur Compilezeit, beispielsweise GSSE).
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(ii). Wenn A, b oder ¢ projiziert sind, dann wie oben; sonst numerische Quadratur.

Definition FEine numerische Quadratur Q auf T ist eine Menge von Paaren {(wg, \k) € R x
R E =0,... ,ng — 1} von Gewichten wy und Quadraturpunkten A\, € T (gegeben in bary-
zentrischen Koordinaten), sodass

ng—1

/ FE)de ~ Q) = S wi - FEOW)
T k=0

Definition Eine numerische Quadratur Q heifit

(i). exakt vom Grad p (fiir p € N)

5 Vg € Py (1) : / a(€) de = O(q)

T
(ii). stabil ;& Vk=0,...,ng —1:wy > 0.

Bemerkung Eine gegebene Quadratur Q auf T definiert fiir alle T € T eine Quadratur Q7. Unter
Verwendung der Transformationsregel definiert man ()7 auf einem Element 7', parametrisiert durch
Fr: T — T, fiir eine Funktion f: T — R als

ng—1

/Tf(x) dr ~ Qr(f) == Q((f o Fr) - |det DFp|) = Y wi- f(x(\)) - [ det DFp(£(Ar))]
k=0

Allgemeiner gilt fiir T C R?, T C R™ mit n > d die Transformation

ng—1

Qr(f):==Q((foFr)-vg) = Y wi- fla(\) - V()
k=0

mit der Gramschen Determinante

9(€) = det(DFr(€)" - DFr(€))
Fiir einen Simplex T mit T C R4 ergibt sich

ng—1

Qr(f)y=d - |T|- Y wi- f(z(\))
k=0

Beispiel (GauB-Quadratur (1D)) Es gibt genau eine Quadraturformel zu n¢g paarweise verschiedenen
Stiitzstellen iiber dem Intervall [—1, 1], die exakt ist vom Grad 2-ng. Ihre Stiitzstellen sind gerade
die Nullstellen &o,...,&n,—1 € (—1,1) des ng-ten Legendre-Polynoms L, € P,,. Damit lassen

sich die Gewichte wy, ableiten,
1 nQ—1 2
xr — fj )
wg = dxr >0
/_1 H (fk =&

j=0
J#k

(Es handelt sich also um eine stabile Quadratur.) Alternativ:

e 2 1 ’
-\ L, (&)

Bemerkung Hier Stiitzstellen von Gewichten fiir ,Standardintervall* [—1, 1], eventuell Transfor-
mation auf [0, 1] nétig.
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Bemerkung (Legendre-Polynome) Die Legendre-Polynome sind gegeben durch

1 ar

In(@) = 5o Gam

((@*=1)")
(Rodrigues-Formel) und geniigen den Rekursionsformeln

m+1) Lpti(z)=2n+1) -z Ly(x) —n- Ly_1(z)
mit Lo := 0, Ly(z) :==x

d

(332—1)'%

Lp(x)=n-x-Ly(x) —n-Ly_1(x)

Die Nullstellen lassen sich mit Newton-Verfahren und den beiden Rekursionsformeln fiir Wert von
Ableitungen bestimmen. Dazu kann man als Startwert fiir die k-te Nullstelle von L,, den Wert

— cos 4k — 1
Th = T 4n + 2

verwenden.

Beispiel

mit

=5 (13 (1-7) (3 (14 3)))
e G RORE )

In baryzentrischen Koordinaten kann man Symmetrie der Formel ausgenutzt bzw. erzwungen wer-
den. Baryzentrische Koordinaten sind zudem invariant unter affinen Transformationen (Ubung
DIY).

1
2
8
9

Definition FEine Quadratur Q wird symmetrisch genannt, wenn sie invariant unter Permutationen
der baryzentrischen Koordinaten ist, d.h. fiir jede Quadraturstelle A = (Ao, ..., Aq) von ) bzgl. des
Gewichtes w ist fiir jede Permutation 7 der Indizes auch (A (o), - - - , Ax(q)) auch eine Quadraturstelle

von () bzgl. des Gewichts w.

Beispiel

mit Permutationsstern S, (%) = (%, %)

- (f(a,0) + f(b,a))

mit @ := 5 - (1 + %), b:=1 — a, Permutationsstern S11(a) = (a,1 — a).

Q) = g5 ) + 10 + 557 (515

mit Permutationssternen S; (1) und Sy1(a’) = (a/,1 — a’) wobei o’ = £ - (1+ ), V=1-d.

S
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Bemerkung Unter Ausnutzung folgender Beziehung lassen sich die Formeln fiir Dreiecke und Te-
traeder herleiten:

ko! - kq!
kld 0! K1
/g 51 50351) (2+k0+k1)'
fiir Standarddreick mit kg < kq,
kol - k1! - ko!

ko | ¢k1 | gko _
/T€O 1 62 d(§0a§15€2) - (3+k0+k1 +k2)[

fiir Standardtetraeder wobei kg < k1 < ko. Fiir Dreiecke ergeben sich folgende Formeln:

ng Ordnung Gewichte Permutationssterne
I T 11
Lo 1 S (5) = (53 3)
3 2 3 Sgl(a):(a,a,l—Qa),a:%
- . . 8—/10+/38—44-1/2
6 4 620:|:\/W§2752053320 V10 Sy1(as) mit ax = k NE

Fiir Tetraeder ergeben sich folgende Formeln:

ng Ordnung Gewichte Permutationssterne
T s
4 2 i 531(a)=(a,a,a,1—3a),a:5—T

S

Fiir Rechtecke/Quader: Tensorproduktformeln. Beispielsweise

1 1
/T F(€o.61) d(6o. €1) = / / F(60.61) déo déy

0
/ Z w(o) [k, &) dé

1 k=0
(1) (0)
ng —1 ng —1

~ D Y e e flan)
=0 k=0

ng—1

= Y w fla 2f?)
k=0

fiir T = [—1,1] x [-1,1].

Literatur:

e A set of symmetric quadrature rules on triangles and tetraedra“, L. Zhang, T. Lui, A. Liu,
Journal of Computational Mathematics 2009

e A compendium of FEM integration rules“, Felippa
3.2.1 Assemblierung

Zur Assemblierung des Problems -
a(un,vn) = (f,vn)
mit
a(up,vp) = (AVup,vp) + (b Vup,vp) + (¢ - up, vp)
<f7vh> = (f?vh)
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werden analog zu 1D (siehe Algorithmus 2.1) die Elementmatrix-/vektor aufgebaut:
E(B,a) = /T (A-Veor;s)"  Vorga) T 0 Voria) - 9ris) + ¢ PhG.8) - Pria) 4o
j
e(B) = . f(@) - enp) (@) do

Einsetzen der Transformationen ergibt

+ [ (M=) - (A=) - b(2)) - Vaa(2) dx+/T‘ (@) - (M) - Ya(A(z)) dz

mit
A) = [det JEp(EA)]- Az(V) - A(z(N) AT (z(N))
b(A) = [det JFr(§(N))] - A(z(A)) - b(x(N))
¢(A) = [det JPr(E(N))] - c(z(N))

Einsetzen der Quadraturformeln
E(8,a) = Q2(Vats(N) - AN) - Vata(N))
+Q1(Ws(N) -b(A) - Vata (V)
+Qo(EN) - ¥s(\) - ¢a(N)
wobei Q; Quadratur exakt fiir Terme i-ter Ordnung. Analog fiir e.

3.2.2 Mass-Lumping

Fiir einige Probleme ist es vorteilhaft, wenn die Massematrix eine Diagonalmatrix ist, zum Beispiel
im Hinblick auf

e explizites Euler-Verfahren fiir parabolische Differentialgleichungen
DU = (Dy, — k- Ap)U*
(Diagonalmatrix ermdoglicht einfaches Invertieren.)
e insbesondere ist D, i.A. keine M-Matrix, auch (D, + k - Ap) nicht zwingend M-Matrix.

Mass-Lumping: ,, Approximation von Dj, durch Diagonalmatrix®. Idee: Approximiere (-, -) so, dass
Basis {¢;}; von V}, Orthogonalsystem bildet bzgl. neuem Skalarprodukt (-,-),,

(,0)), =Y wen - ulde) - v(d) (3.1)

¢
mit £, Quadraturstellen, w, , Quadraturgewichte.
3.1 Lemma

Fiir Lagrange-FE gilt: Wenn die Knoten aj, des FE-Raumes V}, und die Quadraturstellen &, zu-
sammenfallen (d.h. {#,;¢} = {ax;k}), dann handelt es sich um ein Orthogonalsystem bzgl. (-,-),
aus (3.1).
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Bemerkung Damit feste Quadraturstellen. Gewichte wy ;, kénnen so bestimmt werden, dass moglichst

hohe Quadraturordnung erreicht wird.

Beispiel (Regulire Dreiecksgitter mit P'-Elementen)
m |T| R
QU (f) = Y f(an)

Entspricht Trapezregel. Integrationsfehler O(h?).

Bemerkung Problem: Bei einigen FE-Raumen fiithrt Quadraturansatz zu nicht positiven-definiten
Matrizen oder negativen Quadraturgewichten. Idee: Hinzunahme einer zusétzlicher Basisfunktion
(z.B. Bubble-Funktion).

Literatur: ,Higher Order Triangular Finite Elements with Mass-Lumping for the Wave equation,
S. Cohen, P. Joly, E. Roberts, N. Tordjman (2001)

3.3 Randbedingungen

Betrachte Variationsproblem

a(u,v) = (f,v)  (veV)

mit Randtermen:

a(u,v) zd(u,v)—l—/ weu-vdS
I'p

<f,v>=<f,v>+/P p-gg-vdS

Betrachte zunéchst einen Sub-Simplex ¢ eines Simplizes 7.

VAN 40

(1,0,0) (0,1,0)

(0,0,1)

Jeder Randkante wird eine Nummer zugeordnet. Vorteilhaft: Verwendung von baryzentrischen
Koordinaten. Baryzentrische Koordinaten haben am Rand eine Komponente = 0, diese gehore zu
dem gegeniiberliegenden Gitterknoten.

Beispiel (Tetraeder)

(0,0,0,1)

(0,0,1,0)

(0,0.5,0.5,0)

(1,0,0,0)
(0,1,0,0)

Betrachte Standardelement 7" mit (vorgegebener) Standardnummerierung der Freiheitsgrade. Ana-
log wie k(-,-) einer lokalen Knotennummer auf T eine globale Nummer in §2 zuweist, definiert man
B :{0,...,n} x {0,.. .,N’} — {O,...,N} als Abbildung, die einen Knoten aus {0, ... ,N’} auf
t; mit i € {0,...,7} auf eine Knotennummer {0, ..., N} in T abbildet, d.h. 3(~,d) ist die lokale
Freiheitsgradnummer des J-ten Knotens auf der Kante ¢.,.
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Beispiel

2
B£(2,1) =3 lokale Nummerierung
to £(0,0) =1 Nummerierung der Kanten
t1 5 4
0 1
0 1

Analog wie in 1D wird auch eine Randbedingungsnummer zugewiesen, mittels der Abbildung

0 t,keine Randkante
b Randbedingungsnummer von Kantet,

b:Tx{O,...,ﬁ}%Z,(T,V)H{

3.2 Algorithmus

FOR j =0,...,n— 1 (Elemente traversieren)
FOR v=0,...,n (Elementkanten durchlaufen)
IF b(T;,~) = B THEN
E=zeros(0...N’,0...N")
e=zeros(0...N', 1)

FOR 8’ =0,..., N’
e(B") = J,, 1 98(x) - Prijp(r.00) (x) dS()

FOR o/ =0,..., N’
E(B'a') = [, 1 #r,801.0m (&) - i 80,8m) (2) dS (@)
END(a)
END(8')
END IF
END(7)
END(j)

Analog wie Fr kann F; : R4 — R?! definiert werden, fiir Transformation der Randkante ¢ auf
das Standardelement bzw. Referenzelement (d.h. Transformation des Integrals mittels Gramscher
Determinante).

Bemerkung Bei polygonal (oder polyhedral) berandeten Gebiet €2 sind die Randelemente ¢ Sim-
plizes, |det JF;| beschreibt das Volumen des Simplex ¢ (siehe Ubung 10, Aufgabe 2).

/t f(x) dS(x):/fﬂ‘df,@(fy,a’)()\(f))'wﬁ(%ﬁ’)(A(g))’f(Z(f))‘\/gt(f) 3
= Qr(1t- PYa(y,an(N) - Vagr,en (N - F(2) - /G2)

mit Qp Quadraturformel auf ¢ exakt fiir Randterme.

Beispiel Fiir Seite eines Dreiecks/Vierecks ergibt sich die Transformation

L L L
_ (%10~ To 0> 20,0
Ty é‘ = 5 > . g + < 3 )
© <~”’71L1 — a1 01
wobei g, 1 Begrenzungspunkte von ¢. Weiterhin gilt

V9= \/(xf',o - 37(1)',0)2 + (xfl —x5,)?
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Gittergenerierung

4.1 Verfeinerung

Idee: Nutze Simplizes. Einfacher Geometrietyp, geeignet fiir komplizierte Geometrien. (Wiederho-
lung Definition Simplex, Untersimplez, Standardelement)

Bemerkung (Notationen)
hs = diam(S) 0s :=sup{2r;3x € S: B(x,r) C S}

Definition Sei 2 C R" offen. Eine Triangulierung ist eine Menge S von d-Simplizes mit

.y

S heifit eine konforme Triangulierung, wenn fiir S1,Sy € S mit S; # Sy gilt S; NSy = @ oder
S1 NSy ist ein k-Sub-Simplex fiir beide Simplizes.

Beispiel

x

Definition Sei (Sk)r>0 eine Folge von konformen Triangulierungen. Sie heifit regulér, falls

sup sup maxcond(DFZ (&) - DF,(1)) < 0o
keNg SeSk €S

wobei DF; die Jacobi-Matrix von F : § — S mit Fg(2) = Ag - &+ ao und cond(A) = || A||-|| A~

Bemerkung Dies ist dquivalent zu

S
sup sup — <
kENy SESy, 08

hs

Beispiel (Nichtkonforme Triangulierung) Immer weitere Verfeinerung der einen Kante fithrt zu o=
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Bemerkung Eine Folge von Triangulierungen kann aus Grobgitter durch Verfeinerung erzeugt
werden. Es gibt unterschiedliche Verfeinerungsstrategien:

e reguliire Verfeinerung (,,red“-Refinement): zum Beispiel 2D gibt 4 neue Teildreiecke, 3D 8
neue Teiltetraeder.

Vorteil: Elemente sind #hnlich. Nachteil: keine einfache lokale Verfeinerung moglich. Entste-
hende héngende Knoten miissen durch Bisektion aufgelost werden ( ,,green“-Refinement).

Red refinement Red green refinement

e Bisektion: Benotigt wird eine ,, Verfeinerungskante®,

S

Alle Elemente, die auch die Verfeinerungskante beinhalten, miissen auch verfeinert werden.

zum Beispiel

(i). lingste Kante

(ii). neueste Kante

Beispiel Verfeinerung mit Bisektion, wéhle lingste Kante als Verfeinerungskante. Ziel: A, B verfei-
nern. A unproblematisch. um B zu verfeinern, muss zuniichst C' und D verfeinert werden. (Orange
Simplizes sollen/miissen verfeinert werden, die griine Kante ist die Verfeinerungskante.)

A
B

C

4.1 Algorithmus (Verfeinerung)

subroutine recursive_refine (5, S)
A= {9 € 8;5 kann nicht gemeinsam mit S geteilt werden}
do
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for all S’ € Ado
recursive_refine (S, S)
end for

A:={8" € §; 5 kann nicht gemeinsam mit S geteilt werden}
until A =0

A={9" €8; 9 ist Element an Verfeinerungskante von S}

for all S'€ A
bisect S into Sp, S]
S§=8\{s"}u {8, 51}

end for

subroutine refine (S)
for all S €S do
if S ist markiert fuer Verfeinerung
recursive_refine (S, S)
end if
end for

Was muss gemacht werden bei Verfeinerung?
e Verfeinerung des Gitters
e Administration der Freiheitsgrade (an Ecken, Kanten, Seiten,...)
e geometrische Information fiir neue Freiheitsgrade

e Transformation der Finite Elemente Informationen auf neue Gitter, z.B. durch Interpolation

1
up, (midpoint) = 3 (up (vertex 0) + up(vertex 1))

Bemerkung (Wie speichert man Gitter?) (i). Elemente als Vektoren, alle Informationen im Element

gespeichert

(ii). Informationen iiber Hierarchie der Gitterverfeinerung, geometrische Informationen nur auf
Grobgitter. Speziell fiir Bisektion erhdlt man einen Bindrbaum. Speicherung z.B. mit pre-
order traverse oder mesh-structure-code.

3 3
G
0 4
2 2 /2

Der Bindrbaum ist hier gegeben durch

Beispiel

refine

O leaf

0
d
1

N
& Vo
Speicherung:

(i). pre-oder traverse: 0134562

(ii). mesh-structure-code (leaf =0, refine =1): 1101000. Entspricht dem Dezimalwert 104.
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Bemerkung Weiterer Ansatz: Setze beliebig viele Punkte in die gegebene Menge. Diese seien iiber
Federn miteinander verbunden. Finde physikalisches Gleichgewicht. Fiihrt zu einem Gitter. Matlab:
Dist Mesh. ,,A simple Mesh Generator in Matlab“, P.-O. Persson, G. Strang, SITAM Review 46
(2004) 329

4.2 Verbindung zwischen geometrischen und Finite Elemente Daten

Bemerkung Geometrische Informationen (Koordinaten) sind nur auf Makro-Ebene (grobstes Git-
ter) gespeichert und werden fiir verfeinerte Elemente berechnet. Vorteil: wenig Speicherbedarf.
Nachteil: groBlerer Rechenaufwand, um Nachbarn eines Elementes zu ermitteln.

Beispiel Stetige stiickweise lineare FE Funktionen sind durch Wert in den Knoten beschrieben.
Freiheitsgrade konnen sich aber auch auf Kanten, auf Flichen oder im Inneren der Elemente
definiert werden. Freiheitsgrade werden somit zum Teil zwischen mehreren Elementen geteilt.

Lo <> & 7

Bemerkung Eventuell sind unterschiedliche Ansatzfunktionen auf einer Triangulierung zu verwen-
den, zum Beispiel Navier-Stokes-Gleichung: stiickweise quadratische Elemente fiir Geschwindigkeit,
stiickweise lineare Elemente fiir Druck.

Beispiel (Speicherbedarf)  (i). stiickweise quadratische Elemente (links im Bild)
(ii). stiickweise quadratisch und stiickweise linear (Mitte)

(iil). stiickweise kubisch und stiickweise 4. Ordnung (rechts im Bild)

O QX [ X]

XXX
XX

X

Ol O X0l X XK OIX

4.3 Generierung einer Makrotriangulierung

Gegeben sei ein Gebiet €2, gesucht geeignete Makrotriangulierung.
Beispiel
(i). Diskretisiere Rand.

(ii). Fiige weitere Punkte ins Innere (oder verbinde Punkte) hinzu, so-
dass die Absténde zwischen den Punkten ungefihr gleich grof3 sind
und die Winkel ~ 60° sind.

(iii). Wiederhole den Vorgang bis Gebiet vollstéindig trianguliert. (Fasse dazu den entstandenen
Rand als neuen &ufieren Rand auf.)

Problem: Approximation von krummlinigen Réndern. Statt Dreiecken kénnen deshalb zum Bei-
spiel auch isoparametrische Dreiecke zur Triangulierung verwendet werden (— isogeometrische
Analysis). Basisfunktionen sind NURBS (non-uniform radional B-splines).

Beispiel (Delauney-Triangulierung)
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(1). Diskretisiere den Rand.

(ii). Gegeben sei eine Menge von Punkten im Inneren. Wihle Tri-
angulierung so, dass kein Punkt innerhalb der einhiillenden
Kreise liegt.

Damit kleinste Winkel in den Dreieck maximiert. Probleme: Funktionier 7 wenn mehrere
Punkte auf einer Linie liegen bzw. wenn 4 oder mehr Punkte auf einem Kreis-liegen. Die Triangu-
lierung ist nicht eindeutig.

Beispiel (Dist Mesh)  (i). Definiere Geometrie durch signierte Distanzfunktion.
(ii). Verteile Punkte im Inneren.

(iii). Bewege Punkte so, dass Kriftegleichgewicht vorliegt.

(iv). Abbruchkriterium

Definition (signierte Distanzfunktion)

d>0
<0 z€Q d=0
dz)s =0 z e
>0 xze)F

mit Metrik in geeigneter Norm, z.B. euklidische Norm.

Beispiel

| =7

Bemerkung Geometrie wird implizit durch d beschrieben. Es gilt z.B.

O O A

mln d1,d2 max d1: max d], d2

Bemerkung Idee: Bette (zu tgianguherendes) Gebiet Q in ,einfaches“ Gebiet Q ein. Definiere
Grobgitter-Triangulierung fiir {2 und verefeinere lokal, sodass 92 méglichst gut approximiert wird.
Gegebenfalls ist eine Anpassung der Differentialgleichung auf Q2 notwendig.

Beispiel
Au=f inQ)

mit Randbedingungen
(i). u =g auf 9N
(ii). Vu-n =g auf 09
(iii). Vu-n = k(u — g) auf 02

Dann entsprechende Anpassung:
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(i)

(iii)

Die Gleichung

~[vuvor [ govas= [ g
*/lez’vu'vlb+/ﬁ5asz'g'lb:/sjlsz'f‘ﬁj

wird zu

wobeil dgq die Deltadistribution bezeichnet. Partielle Integration gibt (Voraussetzungen ei-

gentlich nicht erfiillt...)

/Q(V(lﬂ -Vu) 4+ dogag — lof) -9 =0

also starke Formulierung -
V(lQ . VU) +dp0g9 = lof inQ

Analog.

Schwache Formulierung ist gegeben durch

Erneute partielle Integration (vorausgesetzt alles hinreichend glatt) gibt

firsen B0 ) - e

Analoges Vorgehen wie in (ii):

/19 u- A¢+/5aﬂ(gz¢—g'§i)=/ﬂlﬂ'f'¢

Es gilt V1 = —dgq7i. Annahme: g ist konstant in Normalenrichtung. Damit

/569 Y =- /¢ Vig-Vu
/5899 an /w g-VVlg

/Qlﬁ(v(lﬂw) +(u=g)VVig—la- f) =0

Man erhéilt somit

und damit die starke Formulierung
V(lQ . VU) + (u - g)VVlg =f-1q

Approximiere 1g und dgq durch glatte Funktionen

p(x) = % : (1 ~ tanh > i(z)>

mit d signierte Abstandfunktion (und e klein).

4%

~
N
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Es gilt ¢ ~ 1q, |Vp| ~ dgq. (siche auch Li et al. ,Solving PDE’s in complex geometrics: a
diffuse domain approach” Comm. Math. Sei 7(2009) 81)

Bemerkung (Algorithmen zur Berechnung von Distanzfunktionen) ~Gegeben: Interface. Gesucht: fiir Punkt
z € Q Abstand zum Interface. Das Interface sei gegeben durch eine Funktion 1, sodass 0§} = {z €
Q; 9 (x) = 0}. Lose Level-Set-Gleichung

oY+ |V =1 (*)

bis stationirer Zustand erreicht ist (dann |Vi| = 1). Problem hierbei: {z € Q;¢(z) = 0} &ndert
sich. Dieses Problem kann durch eine Modifikation von (x) behoben werden:

O+ S(tho) - (VY[ = 1) =0

mit
1 z e
S(to)(z):=¢0 x€0Q
100
Numerisch besser ist
S(t) = ——2 S(0) = v

Allgemein lautet die Level-Set-Gleichung

VR 2

oY +v-Vip=Ff

Euler-Formulierung fiir die Bewegung eines Interfaces 1(z) = 0 mit der Geschwindigkeit ¢. Gilt
¥ =a-n, dann

v
IVl

Der gleiche Algorithmus kann auch benutzt werden, um g auf Q fortzusetzen. Lose dazu

-V = -V = |V

Og+SW)-n-Vg=0

Dies extrapoliert g in die Normalenrichtung.
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Differentialgleichungen auf gekriimmten
Oberflachen

Beispiel  (i). 1D: Ubertrage die 1D-Gleichung
Ozzu = f in0,1]
auf 1D-Oberfliche I’

Ossu = f aufl’
wobei s die Bogenlédnge bezeichnet.
(ii). 2D-Oberflidche (z.B. Sphire):
Au=f inQ
wird zu
Aru=f aufl’

wobei Ar den Laplace-Beltrami-Operator bezeichnet. Es gilt

1 ..
Arf:=Vr -Vrfi=— 0i(/lg|l- g7 - 9;f)

Vgl

wobei |g| = | det(g;;)],

9i; - 9% = 6y 0; =

(FE-Diskretisierung)

Annahme: alle bekannten Sétze gelten auch hier.

—/vau-vrw:/Ffw

Diskretisiere I' durch Polygonzug I';,. Damit FE-Formulierung:

- Vo un - Vo, ¥ = f-vn

Tn Tn

fiir ¢y, € V3. Summation gibt

- Z /TVrh’uh'Vrhl/Jh: Z /Tf'ilih

TeTy TeTy

und up, = Zf\il U; - ;. Assemblierung erfolgt analog zu 1D- bzw. 2D-Problem mit der folgenden

Modifikation:
—
BNV
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5.1 Gittererzeugung

Beispiel (Sphiare)  (i). Wiirfel mit Rechteckgitter — Gitter auf Sphére durch Aufblasen des Wiirfels
- Entartete Vierecke

y

(ii). weiteres Vierecksgitter - Singularitéiten in den Polen

(iii). geeignete Transformation

(iv). Dreiecksgitter, vgl. Fufiball

12 Dreiecke mit 5 Nachbarn, N — 12 Dreiecke mit 6 Nachbarn. Theorem von Euler: N Anzahl
der Punkte (Knoten), £ Anzahl der Kanten, E = %ZZ]\LI ¢; wobel ¢; die Koordinationszahl
(Anzahl der Nachbarn), F' Anzahl der Dreiecke, F = %E Es gilt

F-E+V =2

Fiir Sphére ergibt sich durch Einsetzen
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Bemerkung Offenes Problem (eines der Hilbert-Probleme des 21. Jahrhunderts): Gegeben seien
N Punkte auf Sphire. Verteile Punkte so, dass
Yo

7“1_ P — min B>=1)

i,j=1

i#]
(In der Physik: Thomson Problem, 8 = 2)
(Implizite Beschreibung der Geometrie)

Ein anderer Zugang beschreibt Oberfliiche T' implizit (bette T' in ein 3d-Gebiet ) ein):

Vriu = PV Aru = V(PVa)

mitu:F%R,ﬂ:Q—)R,ﬂ\p:u,P::I—vlsg%‘z“’,F:{wGQ;go(x):O}fﬁrein¢:Q—>R.

Analog gilt auch

—AFU =

/
:»—/vawvrw:/rf-w

—‘/(2(5FV'L7LV’(/J:/Q(SF‘]"1/)
:>/7(V(5FV7:L)—5F]?)"(ZJ:0
Q
iV((SFVfL):(SFfT inQ

Approximiere ér durch Phasenfeldapproximation dr & |Vn| mit

n(x) = % - tanh (1 a 3d($)>

g

Wiéhle fiir Numerik |Vn| +d mit 0 < 6 < 1.
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Adaptive Finite Elemente Methode

Bisher

yes
assemble v solve v estimate done
no
mesh-

adapt

Noch offen: h-Adaptivitéit. Ziel: ,optimales® Gitter fiir Problem, um gegebenes Toleranzkriterium
mit minimalem Aufwand zu erfiillen. Alternativen zu h-Adaptivitit:

(i). p-Adaptivitéit (lokal Polynomgrad der Ansatzfunktionen erhéhen). Kombination: hp-Adaptivitét.
(ii). Modell-Adaptivitit (lokal genaueres Modell wiihlen)

6.1 Stationdre Probleme

Es sei § eine Triangulierung von 2, uy € Vj, eine finite Elemente Losung. Weiterhin sei ein a-
posteriori Fehlerschétzer gegeben, d.h.

= unll < n(ur) = (Z (ns<un>)”> p

ses

fiir ein p € [1,00). tol sei die gegebene Fehlertoleranz. Falls n(uy) > tol sind die folgenden Fragen
zu kléren:

e Wo muss das Gitter verfeinert werden, um den Fehler zu reduzieren?
e Wie kann das realisiert werden, ohne die Anzahl der Freiheitsgrade drastisch zu erhthen?

Die Strategie der globalen Verfeinerung ist beste Losung im Hinblick auf Fehlerreduktion, aber zu
teuer. Auch ein ,optimales Gitter ist ein sehr schwieriges Optimierungsproblem und haufig teurer
als Losung des Ausgangsproblems.

Folgerung: Wihle heuristische Argumente, sodass Gitter nah an ,optimalem* Gitter und Aufwand
gering. Alle Strategien haben eine Gleichverteilung des Fehlers zum Ziel.

6.1 Algorithmus
Start mit Sp und tol
k=0

Loese auf Sk
Berechne 7 und ns fuer S € Sk
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while 1 > tol do

mark element fuer Verfeinerung/Vergroeberung
adapt Gitter Sy — Sk41

k—=k+1

Loese auf Sk

Berechne 7 und ns fuer S € S

end while

Verschiedene Strategien:

(i).

(ii).

(ii).

(iv).

globale Verfeinerung: Strategie konvergiert falls a-priori Abschétzung mit Gitterweite h exis-
tiert.

Maximumstrategie: v € (0, 1), alle Elemente mit ng > v - maxg/es, ns: werden verfeinert.
Je kleiner v gewihlt wird, desto mehr Verfeinerungen werden durchgefiihrt. Typischer Wert:

v=73
6.2 Algorithmus (Maximumstrategie)

7€ (0,1)
Nmax = max(ns; S € Sk)

for all S €8y do
if ms > 7 - Nmax then
mark S for refinement
end if
end for

Gleichverteilungsstrategie: Sei Ny die Anzahl der Elemente in Si. Annahme: ng = ng fiir
alle S, 8" € Si. Dann gilt

1
P 1 |
77=<Z77§> = N/ -ns = tol

SESk
also g = +°L. Versuche dies zu erreichen durch Verfeinerung aller Elemente fiir die ng > -
NP Ny
gilt.
Stabiler ist Variante mit ng > © - 2L mit © € (0,1), typisch © = 0.9.
NP

6.3 Algorithmus (Gleichverteilungsstrategie)

0e(0,1),0=1
for all S €S8y do
if ns >@-t—°i then
Ny
mark for refinement
end if
end for

Problem: Eine Fehlerreduktion kann nicht garantiert werden (auch bei Maximumstrategie).
Fehlerreduktionsstrategie: Die folgenden Annahmen seien erfiillt:

e Daten (z.B. die rechte Seite) sind durch Sy hinreichend gut aufgelsst, d.h. ,,Fehler durch
Quadraturformel ist vernachléssigbar®.
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o Alle Kanten der markierten Elemente werden verfeinert.

Idee: Verfeinere den Teil der Triangulierung, deren Elemente einen bestimmten (fixen) Teil
des Fehlers ausmachen. Wihle ©* € (0, 1). Wihle eine Menge A C Sk, sodass

Doz (1—0 )P
SeA

Fehler wird um Faktor x < 1 reduziert. Um A zu bestimmen, wihle v in der Maximum-
strategie und setze v = v — v fiir v € (0,1), v < 1, bis geniigend grofie Menge erreicht
ist.

6.4 Algorithmus

0" € (0,1), v € (0,1)
Nmax = max(ns; S € Sk)
sum =0,v=1

while sum < (1 —0*)?-n? do
y=y-—v
for all S € Sk do
if S is not marked
if 7S > 7Y * Nmax
mark S for refinement
sum = sum + 7%
end if
end if
end for
end while

Bemerkung (Modifikation des Algorithmus)  Erlaube auch Verfeinerung, falls Daten nicht geniigend
aufgelost (Morin, Nochetto, Siebert: SITAM Review 44(2002) 631).

Bemerkung Fiir lineare Probleme (elliptisch) ist Verfeinerung ausreichend, fiir nichtlineare und
zeitabhingige Probleme wird auch Vergroberung benotigt.

Verwende dhnliche Strategien wie fiir Verfeinerung. Einschrinkung: Elemente werden nur dann
vergrobert, wenn alle Nachbarelemente, die beeintrichtigt sind, auch vergrébert werden sollen.
Idee ist auch Gleichverteilung des Fehlers.

. Maximumstratagie: Wihle v > ~.. Verfeinere S, falls n% > ~ - maxgcs, n%,. Vergrobere S,

falls 1% + 7% g < 7e - maxsies, 7

. Gleichverteilungsstrategie: Annahme 7, ~ ‘L. Verfeinere S, falls ng > © - 2L Vergrobere

NP Ny

S, falls ns +ne.s < O, - 9.

1
NP
garantierte Fehlerreduktion: Markiere Menge B C Sy so, dass

Dok tuls <Oy
SeB

d.h. wihle Menge B so, dass Fehler nicht grofler wird als fester Anteil der Fehlertoleranz.

Bemerkung Information geht durch Vergroberung verloren. Mogliche Strategien:

(i).
(ii).

erst am Ende vergrobern

nur dann Informationen 16schen, wenn Fehler nicht gréfier wird
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6.2 Zeitabhdngige Probleme

Benutze adaptive Gitteranpassung in jedem Zeitschritt, kombiniert mit einer adaptiven Zeitschritt-
weitensteuerung. Mogliche Strategien:

(i). explizite Strategie: Zeitschritt wird einmal auf Gitter des alten Zeitschritts gelost (— FE-
Loésung uy, ). Berechne Fehlerindikatoren ng und adaptiere das Gitter. Keine erneute Berech-
nung von up! Notwendige Voraussetzungen:

e kleine Zeitschritte

e nah an stationérer Losung

(ii). semi-implizite Strategie: Zeitschritt wird auf Gitter des alten Zeitschritts gelost (— FE-
Loésung 4y, ). Berechne Fehlerindikatoren g und adaptiere das Gitter. Lose erneut auf neuem
Gitter (— up). Notwendige Voraussetzungen:

e kleine Zeitschritte

e funktioniert i.A. gut

(iii). implizite Strategie A: adaptive Strategie in jedem Zeitschritt bis Fehlertoleranz erreicht (be-
ginne jeweils mit Gitter des letzten Zeitschrittes). Fiir kleine Zeitschritte werden nur wenige
Iterationen benotigt.

(iv). implizite Strategie B: adaptive Strategie in jedem Zeitschritt bis Fehlertoleranz erreicht (be-
ginne jeweils mit Makrotriangulierung). Mehr Iterationen notwendig, eventuell konvergiert
iterativer Loser besser, da Losung auf Grobgitter hiufig bessere Startlosungen liefern.

6.2.1 Strategien fiir adaptive Zeitschrittweitensteuerung

Gegeben sei eine Toleranz tol (z.B. zum Zeitpunkt 7" im Intervall [0, 7] oder in geeigneter Norm
iiber [0,77).

Annahme: T'j, - tol ist Fehlertoleranz fiir Ort, I'; - tol ist Fehlertoleranz fiir Zeit mit I'y, + ' < 1.
Wahle Zeitschritt so, dass 7, =~ I'; - tol und Ortsauflosung so, dass n, + 1. =~ I'j, - tol. Zeitschritt
kann wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen gesteuert werden, z.B. Extrapolationsverfahren.

Bemerkung Vermeide zuviele Losungsschritte, z.B. erst Zeitschrittweitensteuerung, dann adaptive
Gitteranpassung, am Ende iiberpriifen, ob Zeitschritt okay.

6.5 Algorithmus (implizit A)

tol, 61 € (0,1), 02 > 1, ©1 € (0,1), ©2 € (0,04)

un auf S, zum Zeitpunkt ¢, bekannt, 7, war letzte Zeitschritt.
Sn+1 = Sn

Tn+1 = Tn

tn+1 = tn -+ Tn+1

solve un4+1 auf Sp4+1 mit uy,
berechne Fehlerschaetzer auf S,41

while n, > ©; -['; - tol
Tn4+1 = 51 *Tn+1
tpt1 = tn + Tnt1
solve un4+1 auf Sp4+1 mit u,
berechne Fehlerschaetzer auf Sp41

end while
do

mark elements for refinement/coarsening
if elements are marked then

42

Vorlesung: “FEM-Methode” von Axel Voigt, Technische Universitdt Dresden, Wintersemester 2012/13



adapt mesh S,41

solve up+1 auf Sp41 mit uy,

berechne Fehlerschaetzer auf Sp41
end if

while 7 > 61 - I'; - tol
Tn+1 = 51 *Tn+1
tpt1 = tn + Tnt1
solve up4+1 auf Sp41 mit uy,
berechne Fehlerschaetzer auf S,41
end while
while np > I['y, - tol

if n < ©2-I'; - tol then

Tn+1 = 02 * Tn+1
end if

Bemerkung Gegebenenfalls muss im Algorithmus die Losung u, vom Gitter S, auf das Gitter
Sn41 interpoliert werden.

Bemerkung (Multi-Mesh Methode) Oft ist es notwendig, Systeme von Differentialgleichungen zu
lésen (,,multiphysics“). Das geschieht hiufig auf einem adaptiv angepassten Gitter. Dies ist ineffi-
zient. ,,Optimales* Gitter fiir eine Komponente muss nicht ,,optimal® fiir die anderen Komponenten
sein. Wihle deshalb unabhingig verfeinerte Gitter fiir jede Komponente. (A. Voigt, T. Witkowski,
J. Comput. Science (in press)).

Beispiel

_ Ou

Ay =0 _Ju
u UBQ an

=0
90

Gemischte Formulierung: Gesucht ist u,v € H(Q) x H'(Q) mit
/Vu-Vgodas—!—/ v-pdr=0 (pc HY(Q))
Q Q
/ Vou-Vipder =0 (Y € HY(Q))
Q

Sy und §), seien unterschiedliche Triangulierungen fiir €, die aus der gleichen Makrotriangulierung
resultieren. Es seien

Ve = {v, € HYVT € S5 : vyl € P}
Vi = {v, € H;VT € S}, : vp|r € P}

Gesucht ist (up,vy) mit
/Vuh-Vap—&—/vhwp:O (peVy)
Q Q
/Wh-w:o (Y eV
Q

Es sel up =Y ,_ 1™u; - i, v = Y 1oy v; - ;. Dann

>y Z/V%'V% +> o[ Y /#’j'% =0
j=1 T j=1 T

TeSy TeSpus),
m
E vj - E / v¢j . sz =0
j=1 Tes; T
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firi=1,...,nbzw.i=1,...,m.

Fiir Kopplungsterm muss Vereinigung der Triangulierungen betrachtet werden. Es gilt: T° € Sy
ist Subelement von 7" € S} oder umgekehrt (da beide Triangulierungen aus der gleichen Makro-
triangulierung resultieren). Sy U S} bezeichne die Triangulierung der lokal feinsten Elemente.

Se Sh

Idee: Definiere lokale Basisfunktionen v, als Linearkombinationen der lokalen Basisfunktionen
@i j, wobei T; € 8§ und Ty, € S; mit T; C Ty, 1y, lokale Basisfunktion des Elementes T, und ¢; ;
des Elements T;.

©i2  Vk2

Damit:

m
/ Vit - Pig = Z/ (Cka * Pira) * i
T;€Sy a=1"YTi€S;,

Die Berechnung von Sy US;, erfolgt durch eine gemeinsame Traversierung der Gitter, zum Beispiel:
Traverse:

(1) 4,0 2

(6) 3,3 2 2
Unterscheide die folgenden Félle: 3 1 3
(i). T" C T, kleineres Element ist in Gitter fiir Testfunktion. 4|5 0

fT/wO'SDO fT/wO'QDn

My = : :
fod)n"PO fT/wn'QDn

S 2ileoi-wi) ~po oo [ 2i(coi i)
S 2ileni-pi) =00 oo [ 2oi(Cni - 0i) - o
fT/<P0'<P0 fT/<P0'<Pn

_c. . .

fT/‘Pn'(PO fT/QOn"Pn

wobei C' Transformationsmatrix.
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(ii). T C T, das kleinere Element ist in Gitter fiir Ansatzfunktionen. Dann folgt analog
fT/SDO'sﬁo fT/SOO'SOn
My =...= . CT
ITIQOTL'SOO fT/(pTL'@n

wobei C' Transformationsmatrix, die aus Verfeinerungssequenz resultiert, vgl. Mesh Structure
Code.

Damit geringer Implementierungsaufwand, Gleichungssysteme werden kleiner. Zeitersparnis bis zu
50 %.
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Fehleranalysis

Sei Q C R? ein polynomial berandetes Gebiet. Betrachte das Problem

Lu:=—-V(A-Vu)+b-Vu+c-u=f inQ
u|aQ:0

wobei A symmetrische positiv definite Matrix, b divergenzfrei (divd = 0) und ¢ > 0. (Bisher meist
A =1, ¢c=b=0.) Die schwache Formulierung ist gegeben durch

a(u,v) := (AVu, Vv) + (b- Vu + ¢ u,v) = (f,v)
fiir v € V. Ziel: ||u — up|| abschitzen.

Bemerkung (Analogie zu linearen Gleichungssystemen) Seien A, A, € R™*™ regulér, b, by, € R™. Ge-
sucht sind zj, ) € R™ mit

Axr=b Apzxp = by
Es gelte A, — A, by, — b fiir h — 0.
e Approximationsfehler ey, := x — xp,
e _truncation error® 75, := Apx — by,
e Residuum ¢y, := b — Axy,
Verschiedene Fehlerschétzer:
e a priori Fehleranalysis: Basiert auf truncation error.

Aheh = Ahx — Ah(ﬂh = AhIE — bh = Th
= lleall < en - [Iall

mit ¢, := || 4, "|| (,diskrete Stabilititskonstante®).
e a posteriori Fehleranalysis: Basiert auf dem Residuum.

Aep, = Ax — Axp, = b — Axy, = op
= [len|l < dn - |lonll

mit dj, := ||A7Y| (,kontinuierliche Stabilitéitskonstante®).

Ziel: Ubertragung dieser Uberlegungen auf Finite Elemente Losungen. Abschiitzung des Fehlers
u — up, in der Energienorm.

7.1 Lemma (A priori Fehlerschitzer)

of |lu—o|

inf [lu—olly < | v <2 i
1mn. u —v u—u — 1
eVy V= hV_CQ v €Vh
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Beweis: Fiir v € V;, gilt auf Grund der Koerzitivitat
co - lu—un|? < alu —up,u—up) = alu —up,u—v) <ep - |lu—uplly - lu—ovly
wobei in (%) die Galerkin-Orthogonalitidt benutzt wurde. O

Bemerkung FE-Losung ist beste Approximation an u in V. Liefert aber keine quantitative Infor-
mation iiber ||u — up]|.

Definition (Residuum) Definiere das Residuum g(up) € V'’ durch
<Q(Uh), U> = <f7 ’l)> - G(Uh, U)

Bemerkung  (i). Es gilt

<Q(Uh); U>

o\up)||v’ = Sup
lo(un)lvr = sup 2570

(ii). o(up) hingt nur von den Daten und wy;, ab und ist somit eine berechenbare Grofie.

7.1 A posteriori Fehlerschitzer

7.2 Lemma (A posteriori Fehlerschitzer)

2 flu—unllv < llo(un)llv: < 1 [lu = unllv
Beweis: Nach Definition gilt
alu —up,v) = (f,v) — alup,v) = (o(ur), v)
Nutze Koerzitivitat und Stetigkeit. O

Bemerkung Idee: Schiitze || o(up)||v: statt ||u — up|yv ab. Dafiir benstigen wir eine praktische
Mbéglichkeit um die Norm in V' zu berechnen. (Zum Beispiel V = H}, V/ = H71))

Bemerkung (Interpolation in Sobolev -Riumen - Clement-Interpolation) Sei k£ > 1 der Polynomgrad. Sei
ve W (Q) und S € Sy, Element der konformen Triangulierung Sy, dann gilt

D' (v = 1) || Les) < ¢ hG - 1Dl Locn(sy)

fir 0 <t < s < min{m,1 + k} wobei N(S) die Menge der Nachbarelemente von S in S, mit
nichtleerer Schnittmenge mit .S bezeichnet. Somit gilt fiir p = 2:

(fiv) = (fiv— Iy < ||h- fllrz) - IR (0 = Iho)|l 20
<c- b fllee - 1Dl 2@

Beispiel Glatte Losung u € H?(Q2). Sj, sei uniform mit hg = h fiir alle S € Sj. Dann fiir d = 2,
N = h? Freiheitsgrade,

1
Hu — uh||V <c- h- ||D27.Lh||L2(Q) =c-N"2
ist optimale Abklingrate fiir stiickweise lineare Ansatzfunktionen.
(A posteriori Fehlerschitzer)

Es sei S, ein Gitter und U die Menge aller inneren Kanten und Seiten. Es sei e := u — up.
Berechne a(ep, v) elementweise und integriere partiell:

alep,v) = (o(up),v) = Z /SRS(uh)-v—i— Z /UJu(uh)-v

Sesy Uely,
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wobel

Rs(up) :=f+V(A-Vup) —b-Vup, —c-up
Ju(up) == —AVuS v — A-Vu, vy = [[A- V)] vy

Rg heifit Elementresiduum und Jy Sprungresiduum.

U

Sei

M (S)? = 0% - I1Bs(un) 1>+ D ho - 9o (un) 720
Ueos

Fiir w C Q definiere

mn(w)? =Y nn(S)’
SeSy,
SCw

7.3 Lemma

Es existiert ¢ > 0 abhéngig nur von der Regularitidt de Gitters und ¢y, co sodass
lu—up|* < ¢ (2)?

Beweis: Sei ¢ := e — Ipep. Dann

lenll* = alen, en) = (o(un), en) = (o(un),¢)

:Z/SRS“H'Z/UJU@

SES), Ueuy,
csu
< Z [Rsllr2(s) - [lellr2cs) + Z vz - el )
SES Uel,

In (%): Galerkin-Orthogonalitit. Es gilt aus Interpolationsabschitzung, dass

Z Rsllr2cs) - llellzsy < e Z A Rsllzz(s) - IVenllL2(v(s))
Ses, Ses,

1
<c- (Z ||h‘RS|%2(S)> el

SESH

Aus dem Spursatz folgt fir U € Uy, Sy € Sp:

1 _ 1
lellzzwy < c-hg|Veolrzsy) + e hy? - el sy
Damit
1
> ollzzwy - leliewy < e D I1h2 - Jullew) - IVenll vy

Uely Ueuy,

2

<ec: ( > ln2 'JU||L2(U)> - lenll

Ueuy,
O

Bemerkung Dies ist der einfachste Fehlerschitzer, fiir lineare Probleme. Schranken sind nicht
optimal. Bemerke: Die Abschéitzung gilt nicht elementweise!
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7.2 Duale Fehlerschitzer (goal-oriented Fehlerschétzer)

Bemerkung (Motivation)  (i). lineare Gleichungssysteme: Sei Az = b, Apxp, = by. Definiere g :=
b— Axy, e, :=x — xp. Fiur j € R” sei J(y) := (e, 7). Dann

(en,J) = J(en) = J(z) — J(zn)
Betrachte Losung z € R™ Losung der dualen Gleichung A*z = j. Damit
J(eh) = (eh7j) = (eh»A*Z) = (Aehvz) = (Qh?z)

= (el <D lonl - |l

=1

Um die Gewichte z; zu bestimmen, muss das adjungierte Problem gelost werden. Sie be-
schreiben den Einfluss der ,lokalen“ Residuen auf die Grofie J(ep).

(ii). nichtlineare Probleme: Das Konzept kann auf nichtlineare Probleme iibertragen werden. Seien
dazu A, Ay, : R™ — R" differenzierbar und betrachte

A(CL‘) =b Ah(ach) = bh

A'(x) sei die Jacobi-Matrix in  und gp, := b — A(x)) das (nichtlinear) Residuum.
1
(A(.’I}) - A(fL’h), y) = / (A/(.’Eh +s- eh) : eh7y) ds = (Beh7y)
0

mit B = B(z,zy) = fol A'(zp, +s-ep)ds. Sei J := (-, j). Gesucht ist z € R™ mit B*z = j.
J(en) = (en, j) = (en, B*2) = (Ben, 2) = (A(z) — A(zn), 2) = (on, 2)

= |T(en)| <D lonl - |zl

i=1
Problem: Berechnung von z héngt von e;, ab. Ausweg: Approximiere B durch

1
B := B(zp,zp) = /0 Al(zp)ds = A'(xp,)

Lose approximiertes duales Problem (A’(x))*Z = j. Der hierdurch entstandene zusétzliche
Fehler kann abgeschétzt werden.

Beispiel (Ubertragung auf FE-Methode) Betrachte
—Au=f uloo =0

Fehlerfunktional J(u) ist die gesuchte Grofe. Ziel: Wihle Gitter so, dass J(u) — J(up) < tol. Zum
Beispiel:

(1). J(u) :=u(a) oder J(u) := d;u(a) mit a € Q (,Punktfehler)
(ii). J(u):= [5q OnudS (,gemittelter Normalenfluss*)
Fiir ein lineares Funktional J gilt J(en) = J(u) — J(up,). Das duale Problem ist gegeben durch
Vo e V,on € Vi alp, 2) = (), alen, 2) = J(on)

Damit

J(en) = alen, z) = alen, z — Yp) = (fy 2 — ) — alup, 2 — Pp)
= o(un)(z — ¥n)
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fiir ¢, € Vi, wobei o(uy) das Residuum der FE-Approximation u;, bezeichnet. Analoges Vorgehen
wie bei bereits bekanntem a posteriori Fehlerschétzer: Elementweise partielle Integration gibt

o(un)(z —vn) = > ((f + Dun,z =) g — (Vup - v, 2 — ¥n) yg)

SeSy,
1
=y ((f + Aup,z = n)s + 5 (Vun - v], 2~ ¢h)65\an)
SESH ; —
=:Rp,s =:Jn,08

Ry, s heifit Elementresiduum, Jj g5 Sprungresiduum.

7.4 Lemma
Aus
J(en) = Z (Rn,s.2 — ¥n)g + (Jnos:2 — ¥n)yg)
SeSy,
folgt
[T(en) < Y 05 ws
SESh
mit

1

0s = (IRn.sll3 +hs" - [ Tnosll3s)

ws = (12 = ¥ulls + hs - |z — vnlds)

N|=

Bemerkung Dies benétigt 2z als Losung des dualen Problems. Funktioniert gut fiir elliptische Pro-
bleme.

Bemerkung (Zienkiewicz-Zhu-Fehlerschitzer) Idee: Berechne in jedem Knoten eine verbesserte Losung
und vergleiche mit urspriinglicher FE-Losung, zum Beispiel durch geeignete Mittelung iiber alle
Nachbarelemente in Quadraturpunkten mit Superkonvergenzeigenschaften.

Beispiel Stiickweise lineare Elemente (orange: Quadraturpunkt mit Superkonvergenzeigenschaft)

Links: Mittelung iiber Losung in diesen Punkten liefert ,bessere Losung“ als in Knoten. Nutze
dies, um Entscheidung zu treffen, ob Gitter an der Stelle verfeinert werden muss.
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Anwendungen

8.1 Lineare Elastizitatstheorie

Hier liegt Ursprung der FE Theorie. Man ist an relativen Deformationen
interessiert. Deformationen kénnen durch einen Verschiebungsvektor u =
(ug,uy,uy)T beschrieben werden. Ve
Eine weitere wichtige Grofle ist die Verzerrung |

6225'((VOU)T+(VOU))

wobei o das dyadische Produkt bezeichnet.
Fiir den Gleichgewichtszustand gilt (wegen Erhaltung der linearen Momente)

_v.o'::—g.v:f

mit Spannung ¢ und den Volumenkriften f. Weiterhin gilt o = o7, dies folgt aus der Drehmo-
menterhaltung.
Konstitutive Gleichung zur Beschreibung des Materials liefern Zusammenhang zwischen o und e,
z.B. durch Hook’sches Gesetz 0 = £ : € mit £ Elastizitdtstensor. £ ist Tensor 4. Ordnung, z.B. fiir
ein isotropes Material

Eijke = X+ 05 - Ok + - (Sige - S5 + i - Ijn)

mit A, p Lamé-Koeflizienten. Dann gilt fiir
Oij = Cijke " €kt
= 0ij = A+ 04 - Oke - €k + - (Sik + Gje + Gie - Ojk) - Ene
=N Epk * 5ij + 2pe;;

und somit
o= M\-trace(()e) - I +2u-¢

Alles zusammen liefert eine elliptische Differentialgleichung fiir u,
“A-V(V-u)—p-V-(Vou) ' +Vou)=f inQ
mit Randbedingungen
p— 7 nlyy =
Komponentenweise liefert das

fm - _()\ + 2”)6wzux - >\ : (aa:yuy + 6zzuz) — M (5wmuy + 6zyua; + 5zwuz + 61:2“1:)
fy == +21)0yyu, — A+ (Oyatiz + Oyzuz) — pi - (Oyya + Oyatty + Oyyuz + Oyt
fz = _()\ + 2M)azzuz - )\ : (azzux + azyuy) — M- (8zzu:v + azzuz + azzuy + azyuz)
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Bemerkung (Diffuse-Domain Ansatz) (vgl. Kaktus-Beispiel)
A= V(p(@) - Vu) = p- V- (p(z) - (Vou) +Vou)) = p(z) - f(x)

in , ggf. noch Randbedingungen, wobei ¢ die Phasenfeldfunktion fiir die Beschreibung der Geo-
metrie bezeichnet.

Bemerkung H#ufig ist man nicht an u, sondern an o interessiert. Wéahle deshalb eine Formulierung,
die beides direkt berechnet.

Problem kann als Variationsproblem beschrieben werden. Sei

F::/Q(;-E:a—f-u)%-/mvg-u

E.0 = Zaik * Ok
i,k

Unbekannte sind nun u, €, 0. Verschiedene Ansétze:

mit

(i). Verschiebungsansatz: Eliminiere ¢, o.

e [ (et e+ Jiawva—pou) + [ g

Q N

fiir ug = 0 auf I'p. Sei
H%N ={ve (Hl(Q))3;v|FD =0}

Schwache Formulierung: Gesucht ist u € Hp. & sodass

/Q(/i‘&?(u):E(v)+/\«divu~divv)/Qf.v/FNg.v

fiir alle v € H%N. Die klassische Formulierung lautet
—X-graddivu — p - dive(u) = f
in 2 mit Randbedingungen

u|FD =0 U(u)‘n|pN =g

(ii). gemischte Methode nach Hellinger und Reissner: Gesucht sind Verschiebung « und Spannung
o, Verzerrung € wird eliminiert.

—dive = f o=E&:e(u) nQ
u’FD:O g~n‘FN:g
Es sei X := L*(Q2), M := H{_(Q). Seien dazu
a(o,7) = (€7 'o,7) b(r,v) := —(1,e(v))

Bemerkung FEinfache stabile Elemente fiir die gemischte Formulierung sind schwierig. Zum
Beispiel moglich (2005):

e stiickweise Polynome 4. Ordnung fiir Spannung o (— 162 Freiheitsgrade pro Element)

e stiickweise lineare Ansatzfunktionen fiir Verschiebung u
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(iii). gemischte Formulierung nach Hu und Washizu: Hier werden alle drei Groflen u, €, o erhalten.

(Ee—on)=0  (neL*)
(e —¢e(u),7)=0 (r € L3(Q))

—(0,e)) = — (f,v) +/ gv (ve ()

I'n
Sei X := L2(Q) x L3(Q), M := H%N ().
ale,o,n,7) = (E€,m) b(n, 7, v) := (1,6(v) — &)
Bemerkung Numerische Umsetzung ist noch komplizierter ...
8.1 Satz

Sei  C R3? ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand. Der Dirichletrand I'p habe ein positives
(zweidimensionales) Mafl. Dann hat die Variationsaufgabe der linearen Elastizitdtstheorie genau
eine Losung.

Beweis: Anwenden des Lax-Milgram-Lemmas. Zu zeigen ist dazu, dass das Variationsproblem el-
liptisch ist. Dies folgt aus der Kornschen Ungleichung

/Q W) e) > e ol (ve Hb ()

mit ¢ = ¢(Q,Tp) > 0. O

8.2 Navier-Stokes-Gleichung - Inkompressible Fliissigkeiten

Es gilt %V(t) = 0 wobei V(t) das Volumen bezeichnet, d.h. V' = V(¢) ist konstant. Aus dem
Transporttheorem folgt dann
[ 950
1%

mit ¥ Geschwindigkeit. Somit V - ¥ = 0. Auflerdem gelten
e Kontinuitéitsgleichung (Massenerhaltung):
Owo+v-Vo=0
mit o Dichte

e Impulslgleichung:
0-0v+o0-v-Vo—p-Av+Vp=op-f

wobei p Druck, p Viskositét, f Kraft.
In homogenen Medien ist die Dichte ¢ konstant, damit erhéilt man die Gleichungen
1
8w+v-Vv—yAv+E-Vp:f (8.1)
dive =0 (8.2)

in Q mit v := %. Im weiteren sei o = 1. Es gelte
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(1) aQ - Fcin U chst U Faus

v° I-fest ra us

(ii)- ”|chst =0, =

(iii). v(t=10) =wvo

Spezialfille:
o 1> 1 (,Honig"): Vernachléssige die ersten beiden Termine in (8.1). Dann
—v-Av+Vp=f dive =10
(Stokes-Problem)
o 1 =0 (ideale Fliissigkeit):
Ov+v-Vo+Vp=f divo =0
(inkompressible Euler-Gleichungen)
Bemerkung (Theorie fiir stationdre Navier-Stokes-Gleichung (0;v = 0)) Es seien
H = (HY(Q.T D) i= (v € HY(Q);vla,, = 0}
L= L§(Q) == {q € L*(®); (¢, 1) = 0}
Schwache Formulierung von (8.1) ist dann gegeben durch

v (Vu, V) + (v-Vou,0) — (p,dive) = (f,¢)
(dive,x) =0

fir ¢ € H, x € L. Unter der Annahme geniigender Regularitiit (an die schwache Losung) erhiilt
man mit partieller Integration

/(—V-AU+U~VU+Vp—f)~<p—|—/ (v-Opv—p-n) pdS
o

Taus

=0.

Natiirliche Randbedingung an I', ist daher v - d,v —p-n ro

8.2 Satz

Das stationire Navier-Stokes-Problem besitzt im Feld 99 = I'gst eine Losung (v,p) € H x L.
Fiir hinreichend glatte Daten ¢ - v=2 - || f||-1 < 1 ist die Lésung auch eindeutig. (c ist Konstante
abhdngig von gegebenen Daten. Nicht frei wihlbar .. .)

Bemerkung Fiir die instationire Navier-Stokes-Gleichung (8.1), (8.2) mit Randbedingungen

e

0 v =0° (v-Opv—p-n)

=0 v(t=0)=uv (8.3)

o, =
Dest PCein TCaus

erhiilt man analoge Ergebnisse. Existenz fiir T',,s = 0. Eindeutigkeit erfordert strengere Bedingun-
gen an Problemdaten.

e 2D: Schwache Losung ist eindeutig, fiir hinreichend glatte Daten auch klassische Losung.
e 3D: Hier ist die Regularitidt der Losung ein offenes Problem.

Fiir numerische Losung wihle Stromfunktionsformulierung (in 2D). Seien ¥ Stromfunktion und w
Wirbelstérke definiert durch
_ [ 0¥
v =rot(¥) := (—61\If>

w = rot(v) := O1ve — Dav; = —AV
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Es gilt
(rot(v), ®) = (v, 0t (®))

fir v € (H}(Q))?, ® € HI(Q). Einsetzen in Navier-Stokes-Gleichung (8.1) mit ;v = 0 (d.h.
stationdre Navier-Stokes-Gleichung) und Anwenden des Rotationsoperators gibt

—v - 10t (Av) + rot(v - V) 4 rot(Vp) = rot(f) (8.4)

Es gilt

rot(v - Vov) =rotv-dive + (v- V) - rotw
Damit folgt in (8.4):

—v-Aw + (rot(P) - V) - w = rot(f)

Analoges Vorgehen durch Anwenden des Divergenzoperators gibt

Ap=V-f—2-((0:0,0) — 0?0 - 93)
Fiir ¥ ergibt sich somit

AV — (1ot(V) - V)AY = v+ A2 + 05(01 ¥ - AV) — 01 (0¥ - AV) = rot(f)

d.h. skalare Gleichung 4. Ordnung. Mit v = rot ¥ erhélt man hieraus auch wieder Geschwindigkeit.
Schwache Formulierung dieser Gleichung: Finde ¥ € HZ({2) mit

v (AT, Ap) — (010 - AW, 0y0) — (02W - AV, 91¢p) = (rot(f), )
fiir p € H3 ().

Bemerkung Dies erfordert Elemente, deren 2. Ableitung stetig ist. Fiir Lagrange-Elemente nicht
erfiillt. Daher neue Formulierung.

Gesucht ist (w, ¥) € L*(Q) x HZ(Q) mit

(w,¥) + (AV,9) =0 (8.5)
v (Vw, V) + (017 - w, dap) — (02T - w, 1) = (rot(f), @) (8.6)

fiir » € L3(Q), p € HE(Q). Diese Formulierung ist ebenfalls nicht brauchbar, da ¥ € HZ(Q). Aber:
Partielle Integration in (8.5) gibt

(@,9) = (V¥, V) =0 (v € H'(Q))
Gesucht ist also nun (w, ¥) € H(Q) x H}(Q). Wihle

Vi = {n € H'(Q);VT € T s | € P(T)}
Vi o= {¥n € Hy (VT € Ty : |, € PO(T)}

z.B. P(T) = P°(T) = P1(T) lineare Dreieckselemente.

Betrachte nun den linearen Fall:

(wn, Un) — (Y, Viby) =0
v+ (Vwn, Vion) = (f,10t(¢n))

(o 5)(7) =)
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mit
= ( wz:wi))i,jzl,...,N

= ((
B := ((VSD;'WV(P‘}jl))i:l,...,NO,jzl,‘..,N
b= ((

M ist regulir, somit P, = —M~'- B - W}, und

BT . M™'.B-W, =0
—_—
=X

¥ heit Schur-Komplement. Damit

M BT\ (M o0 (I M -1.B
-BT 0 ) \BT % 0 I
Die Matrix auf der linken Seite ist genau dann reguldr, wenn ¥ regulér ist bzw. wenn B injektiv

ist. Dies ist erfiillt, falls

(Veon, Viy)

inf sup —————=—— >0
oneV2 yrevi Vel - [[Vnll

(Babuska-Brezzi-Bedingung).

Anwendet auf stationires Stokes-Problem:

v (Vo, Vo) = (p,dive) = (f, )
(x,dive) =0

fir ¢ € H = (H}(Q)?, x € L = L*Q). Wihle H,, C H, L, C L, sodass Babuska-Brezzi-
Bedingung erfiillt ist, zum Beispiel Taylor-Hood-Element.

v,p

Nun Anwendung auf stationdre Navier-Stokes-Gleichung:

v (Vo, V) + (v Vo,¢) — (p,dive) = (f,¢)
(x,dive) =0

fiir p € H, x € L. Erfordert iterative Lésung wobei der Term (v - Vv, ¢) linearisiert wird.

(i). Stokes-Linearisierung fiir 1 < 1:

_U.Avé_i_vp@:f_,u@—l_vvﬁ—l
V-ut=0
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(ii). Oseen-Linearisierung:
—v-Av' + - Vo' + Vp' = f
V-u'=0
mit z.B. ¥ = vy, o = v*~! oder v = 2v*~! — v*~2 (Extrapolation)
(iii). Newton-Linearisierung:
—v- At 0LVt 40t VT 4 Ut = f ot et
Vot=0

Dies entspricht Newton-Verfahren zur Berechnung einer Nullstelle in der stationédren Navier-
Stokes-Gleichung.
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