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1.1

Affine Geometrie & Abbildungen

Affine Raume

Sei V ein Vektorraum iiber K und s € V. Dann ist die Translation zum Vektor s erklart
durch
s VoaViz—ax+s VeeV

Fiir Teilmengen M C V: s + M = 7,(M)

Setze
T(v) :={7s|s € V}

dann bildet (T'(V),o) mit der Komposition o eine abelsche Gruppe (Translationsgruppe).
Elemente von (T'(V'), o) werden Translationen (Schiebungen genannt).

Tsomp s+ (t+x)=s+t+z
Zu zeigen: Assoziativitit, Existenz neutrales und inverses Element. Gruppenisomorphismus:
(V,4) = (T(V),0) mit s > 7
Ist U C V ein Untervektorraum und s € V, so bildet (T'(U), o) einen Normalteiler von
(T'(V),0) und 75 o T(U) eine Nebenklasse von T(U) in T(V), s+U.
Bezeichnung: s+U ist Nebenklasse, affiner Unterraum (spéter).
Beispiel: V, {z} fiir # € V sind Nebenklassen.

Ist t € V, so gilt:
s+U=t+Us(t—s)cUstes+U

Satz 1.1 Ist N’ Nebenklasse eines Unterraums U C V, so ist U durch die Menge A eindeutig
festgelegt.

Beweis:

e N # () als Nebenklasse eines Unterraums, also existiert ¢ € N' mit N = ¢+ U und

T—iN)={z—tlreN}=U

Definiton 1.1 Es sei U ein Unterraum eines Vektorraumes V iiber dem Korper K sowie s € V.
Dann heifit die Nebenklasse s+U ein affiner Raum von V iiber K.

Bezeichnungen:

e p € (s+ U): Punkte
e 1 € U: Richtungsvektoren

e dim(s+U) :=dimU



e aber: Fiir Punkte und Vektoren verwenden wir gleiche Symbole, ein Richtungsvektor ldsst
sich als Differenz zweier Punkte darstellen.

Satz 1.2 Es seien A; = s1+U; und Ay = so+Us zwei in V liegende affine Raume. Es gilt A; C A,
genau dann, falls s; € Ay und U; C Us. A; heifit in diesem Fall affiner Unterraum von As.

Beweis:
1. ,,<“: Sei 81 € Ay und Uy C Us,. Dann folgt:
Ap=51+U; Cs1+Ug=383+Uy = Ay
2. ,=“: Sei A; C Ay. Da A1, As als Nebenklasse von Uy, Us nicht leer sind, existieren u,v € A;

und u,v € Ay mit u — v € Uy bzw. Us. (Es existieren auch 4,0 € Ay mit 4,0 ¢ A;) Nach
Satz 1.1 folgt Uy C Us.

Bemerkungen:

e Jeder Vektorraum bestimmt den affinen Raum A = V. Der Unterschied zwischen beiden
besteht in der ausgezeichneten Stellung von 0 € v als neutrales Element.

e Die Losungsmenge eines linearen inhomogenen Gleichungssystems bildet einen affinen Raum,
falls sie # leere Menge.

A={z e K"A -2 =b0A€ K™ " be K™}
Die Dimension berechnet sich durch
dim A =n — RangA
Insbesondere bilden alle x € K™
ai - x1+...an T, =1
mit (ag,...,a,) # 0 eine affine Hyperebene von K™.

Definition 1.2 Zwei affine Unterrdume s, + Uy, s + Us eines affinen Raumes A heiflen parallel,
falls Uy € Uy oder Uy C Us.

Bemerkung;:

e Besitzen zwei parallele Unterrdume s; + Uy, so + Us einen nichtleeren Durchschnitt, so ist
einer im anderen enthalten, wenn etwa Uy C Us

s1+Ui=a+U; Ca+U;=5,+Us

mit a € Uy N Us. Speziell {a} = {a} + [0] und A sind zu allen affinen Unterrdumen von A
parallel.

1.2 Affine Linearkombinationen

Definition 2.1 Sei (z;);c; eine Familie von Vektoren in V sowie A; € K. Eine Linearkombination

Z)\i-ximit Z)\’Zl

icl el

heifit eine affine Linearkombination. (Wegen >_ \; = 1 gilt I # (0.) Eigenschaft: Invarianz unter

Translation 7g:

icl iel
5 = Z Ai-s
iel
=T14(x) = s+ax= Z)\i-(s—ka:i)
icl
= ) Nira(zi)
iel
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Die Menge aller affinen Linearkombinationen von (z;);c; bildet die affine Hiille aff((x;)icr). Es
folgt:
aff (s (wi)ier) = 7s(aff ((2:)icr))

fir alle s € V.

Satz 2.1 Sei (z;);cs eine nichtleere Familie von Punkten eines affinen Raumes A. Dann stimmd
die affine Hiille aff ((x;);ecr) mit

.A/ =Ty + hn((xt — xj)ie[\{j})
itberein. Der Indexwert j kann willkiirlich gewé#hlt werden.

Beweis:

e Schreibe die affine Linearkombination:

Z)\Zl‘l = l‘j')\j—i- Z i - T

i€l i€I\{j}
ieI\{j} i€I\{j}
= xz;+ Z )\i-(xi—xj)
ie€I\{j}

Satz 2.2 Der Durchschnitt einer nichtleeren Familie (s; + U;);er von affinen Unterrdumen eines
affinen Raumes A ist entweder leer oder wieder ein affiner Unterraum von A.

Beweis:
e Existiert a € ()., si + Us, so gilt:

((si + i) ((a+U:) = (V)

i€l iel iel

T <ﬂUi> =a+ (U

i€l icl

Satz 2.3 Sei (z;)ics eine nichtleere Familie von Punkten eines affinen Raumes 4. Dann ist die
affine Hiille gleich dem Durchschnitt jener affinen Unterrdume, welche {z;|i € I} enthalten.

Beweis:
e Sei M die Menge aller affinen Unterrdume in A, die {z;|i € I} enthalten. Da A € M, gilt:
X= (] A #0
A;eM

Nach Satz 2.2 ist X wieder ein affiner Unterraum. Nach Satz 2.1 ist aff((z;);er) ein affiner
Unterraum, d.h. in M enthalten.
aff ((2:)ier) 2 X

e Samtliche Punkte in {x;|¢ € I} liegen in allen affinen Unterrdumen A; € M, daher auch in
X. Da X ein affiner Unterraum ist, liegen auch alle Linearkombinationen in X.

aff((zi)ier) € X
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Definition 2.2 Eine nichtleere Familie (z;);c; von Punkten heift dann affin abhéngig, falls sich
fir mindestens ein j € I der Punkt z; als affine Linearkombination der anderen z; (i € I\{j})

darstellen lasst:
Tj = Z )\le mit Z )\i:1
iel\{5} iel\{5}

Eine nicht affin abhéngige Familie von Punkten heifit affin unabhéngig.
Bemerkung:

e Analog zur Theorie der Vektorrdume: affines Erzeugendensystem, affine Basis
Beispiele:

o affine Gerade (dim.A =1)

A= {$|{E:>\0~b0+>\1 b1 Ao, M1 €K Mg+ A = 1}
{bo, b1} affine Basis
e affine Ebene (dim.A = 2)

2 2
=0 =0

{bo, b1, bz} affine Basis.

e Eine Basis eines affinen Raumes der Dimension n besteht aus (n+1) affin unabhingigen
Punkten.

Definition 2.3 Der affine Verbindungsraum einer Familie (A;);c; affiner Unterrdume aus A ist
die affine Hiille von | J,.; A; und wird mit \/,_; A; bezeichnet.

il i€l
Satz 2.4 Sind Ay = s; + Uy und Ay = s5 + Us affine Unterrdume eines affinen Raumes A, so ist
A1V Ay =51+ (Ur + Uz)

fir A; N Ay # 0. Fiir Ay N Ay = 0:
A1V Ay = s+ (lin(se — s1) & (U + Us))
Dabei:
o W+ W' =1lin(WUW’) ist die Summe der Untervektorrdume (wieder ein Untervektorraum).
e WoW =W+ W mit WNW’' = {0} heifit direkte Summe.

Beweis:

e Sei A3 NAs # 0, d.h. es existiert s € A; N Ay. Dann spannen alle (x-s) fiir alle z € (A; U.Az)
den Unterraum U = Uy + U, auf.

e Sei A1 N Az =0, d.h. 81+ a1 # so + as fiir alle a; € Uy, ag € Us, also (sg — s1) ¢ Uy + Us.

Es folgt:
hn(SQ - 81) (&) (Ul + Ug) cU
Auflerdem
U=lin{z —s1|z € A; UA}
Es gilt:
Ve e Ay : (x—s1) €l
Vo e As: (x—s81)=(s2—51) + (x — s2) €lin(s2 — s1) ® U3
Damit:

U Clin(sy — s1) @ (Uy + Uy)
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Satz 2.5 Sind A; = s; +U; und Ay = 59+ U, endlich dimensionale affine Unterrdume eines affinen
Raumes A, so gilt:
dim A; + dim Ay = dim(A4; N Az) + dim(A; V Ay)

fiir A3 N Ay # 0 und
dim A; +dim Ay = d1m(U1 N Ug) + dlm(.A1 \Y .Ag) —1
falls A3 N Ay = 0. (Affiner Dimensionssatz)

Beweis:

o Fiir A1 N Ay 75 0:
dlm(.A1 N ./42) = lel(U1 N UQ)

wegen Satz 2.2. Weiter gilt:
d1m(.A1 vV ./42) = d1m(U1 + UQ)
wegen Satz 2.4.

o Fiir A1 N Ay =0:
dim(.A1 V Ag) = dim(U; + Uz) +1

nach Satz 2.4.
1.3 Semiaffine Abbildungen

Definiton 3.1 Seien A =s+U C V und A’ = s/ + U’ C V' affine Rdume, so heifit o : 4 — A’
eine semiaffine Abbildung, falls es einen Automorphismus ¢ € Aut(K) gibt mit

Z)\"xl mitZ)\i=1 NEK €A
il icl
! <Z A x1> = Z (i) - o)
i€l i€l

Ist ¢ = idg: affine Abbildung. Ist « bijektiv: o Affinitét

Lemma 3.1 Jeder Restklassenkorper Z,,, der Kérpr Q der rationalen Zahlen, der Kérper R der
reellen Zahlen gestatten nur den trivialen Automorphismus.

Beweis: Ubung (1)

Beispiel:

e Die Konjugation ~ : C — C ist ein (nicht-trivialer) involutorischer Kérperautomorphismus.

Satz 3.2 Die Menge aller semiaffinen Bijektionen eines affinen Raumes A bilden bzgl. der Hinter-
einanderausfiihrung eine Gruppe, die semi-affine Gruppe von A. Sie enthilt die aus allen Affinitidten
gebildete Gruppe als Normalteiler.

Beweis:

e Die Komposition zweier semiaffiner Abbildungen o : A — A und o’ : A — A ist gegeben
durch:

(o o) (Z /\imi>

icl

o (Z (A a(mn)

icl

D¢ pN) o (ala)  (x)

icl
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Wegen ¢, ¢’ € Aut(K) ist " = ¢’ 0o ¢ € Aut(K), woraus folgt:

((5))-

d.h. o/ o v ist erneut semiaffin. Fiir ¢’ = ¢ = idx ist o’ o « sogar affin.
e o =idy ist sicherlich eine affine Abbildung. Fiir a bijektiv semiaffin ist auch o'
atoa=idy
semiaffin.

e Damit bilden die semiaffinen und affinen Bijektionen bzgl. der Komposition Gruppen, letztere
sogar eine Untergruppe der ersten.

e Gilt in (*) zusitzlich ¢’ = idk, so ldsst sich hieraus die Eigenschaft des Normalteilers folgen.
Satz 3.3 Es seien A = s+ U und A" = ¢’ + U’ affine Réume.
1. Sind a : A — A’ eine semiaffine Abbildung und ¢ € A, so ist
[:U—=U x—t a(z) —at)
mit x € A eine semilineare Abbildung.
2. Sind umgekehrt eine semilineare Abbildung f: U — U’ und t € A,t' € A’ gegeben, so ist
a:tpoforyixz flx—t)+t
eine semiaffine Abbildung mit ¢ = «(t).
Beweis:
1. Sei zunéchst ¢ € A fest. Die Abbildung f ist dann wohldefiniert, da sich jeder Vektor aus

U eindeutig als x — ¢ mit = € A darstellen ldsst. Des weiteren ist (a(x) — «(t)) € U’. Sei
(x—1t),(y—t)eUund k € K.

Fa—t) k1) = F(lothy—H) 1)
= a(z Jrk:y kt) — a(t)

(

(

z) —k-aly) — k- aft) — at)
= fle— )+k fly=1)

I
Q

Daher ist f semilinear (1), also

fir alle z € A (2). Demnach:
= Ta(t) 0 f 0T

Sei 7 € A beliebig, so folgt:
afe) —a(7) = fla—t)+al) - (f(t-7)+al))
= flx—t+t—7)
— fla—7

2. Jede Abbildung 7y : A - U, f: U - U, 7, : U — A’ ist semiaffin, daher auch ihre
Komposition. Es gilt offenbar:

alt)y=ft—t)+t' =t
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Beispiele:

1. Sei A = s+ U C V ein affiner Raum. Des weiteren f :=k -idg mit k¥ € K\{0} und z € A.
Die Affinitdt o mit
a:mo(kidg)oT_,:x—k-(x—2)+2

ist Streckung mit Zentrum z und Streckfaktor k. Eigenschaften:

e Punkt z ist Fixpunkt.
e Affine Geraden durch z werden unter o auf sich abgebildet.

e Parallele Unterrdume haben parallele Bilder.

Punktspiegelung an z fiir k = —1, falls char (K) # 2.

a:x— —r+ 22

2. Sei a* € V* eine Linearform, d.h.
z—a(z)=a-x

mit @ = (a1 ...a,) und = (21 ...2,)T. Des weiteren v € V und s € A. Sei vorausgesetzt
a-v#0.
H = s+ ker(a™)

ist eine affine Hyperebene. Die Abbildung

a: A=Az — (x—s)+(k—1)~%~v+s
= m—i—(k—l)-%-

mit k € K eine affine Abbildung, welche H punktweise fest ldsst. Affine Geraen parallel zu
[v] sind Fixgeraden unter «, falls k # 0, da:

o Zerlegex =c-v+hmit ce K,h € H.
e Firzxeg:y=h+ X v, A € K. Damit:

hdX-v—
aly) = h+)\.v+(/€_1).w.v
a-v
= h+Xv+(k=1)-X-v
= h+k-(A-v)
Fiir k # 0 ist « bijektiv,
av+ (k—=1)-a1-vy (k—1)-az-v; ... (k—1)-ap-v;
. . z1
a:z 1 (k=1)-ar- v,
a-v : - :
(k—1)-ay v, av+ (k—1) an, v,
=:A
as
(k—1).-2
(k—=1). — v

falls det A # 0. (Fiir n = 3: det A = (av)? - k). AuBerdem:
e Fiir k # 0 heifit a perspektivische Affinitat mit Achse A.
e Fir k=1: a =idy
e Fiir k = —1: Affinspiegelung (char (K) # 2) an H in Richtung v.
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e Fiir £ = 0 ist « eine Parallelprojektion von A auf H in Richtung [v], da a(y) = h fiir
alle x € K.

Bemerkung: (Darstellende Geometrie— Computergraphik)

e Im technischen und naturwissenschaftlichen Disziplinen werden Parallelprojektionen verwen-
det fiir

1. Analyse und Konstruktionen an realen raumlichen Objekten.

2. Herstellen von Abbildungen (technische Zeichnungen) der rdumlichen Objekte ist wich-
tiges Speichermedium und Verstéindigungsmittel.

Eigenschaften fiir semiaffine Abbildungen o : A4 — A’
1. Parallele Unterrdume werden unter o auf parallele Unterrdume abgebildet. (Ubung)

2. Jeder affiner Unterraum s + U C A wird unter o abgebildet auf

3.3

a(s+U) Ta(s) © fa 0 T_s(s +U)

= 04(8) + fa(U)

Speziell: Affine Gerade ¢ := s + [r]. Ist r € ker(fy), gilt:

Ist r ¢ ker(f,), dann
a(g) = als) + [fa(r)]

Satz 3.4: (Angabe einer semiaffinen Abbildung) Seien (p;);cr eine Basis eines affinen Raumes
A=s+UCV, A =5 +U" CV ein affiner Raum, ¢ € Aut(K) und 8 : (p;)icr — A’ eine
beliebige Abbildung. Dann gibt es genau eine semiaffine Abbildung (bzgl. ) « : A — A’ mit
a(p;) = B(p;) fur alle i € 1.

Beweis:
e Sei j € I beliebig, aber fest gewihlt. Definiere:

9: i = pjienyy = U’

durch
9(pi — ;) = Bp:) — B(p;)

Diese bestimmt f : U — U’ mit g(p; —p;) = f(p; —p;) fir alle ¢ € I\{j} eindeutig. Dann ist

Q= Tgp, o foTp,
eine semiaffine Abbildung.

e Fiir & gilt nach Satz 3.3: B
Q= Tppy) 0 foTp,
und mit f = f (Basisbilder bestimmmen f eindeutig) ist o = @.

Beispiele:

e Jedem Paar A € K™*™ b € K™ ist genau eine affine Abbildung o : K™ — K™ : x — A-x+b
zugeordnet. « bijektiv < det A #£ 0.

10
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1.4

e Koordinatisierungsabbildung:

Sei A = s+ U ein n-dimensionaler affiner Raum (n < oco) und (p;)i=o,... n eine Basis von A.
Dann ist B = (pj — po)j=1,...,n eine Basis in U und die Affinitét

kK = Bfor_, :A— K"
n

= x—po=>_ XN(pj —po)
j=1

— ()\1 - )\n)T

heifit Koordinatisierung von A bzgl. des affinen Koordinatensystems (po, ..., pn). Dabei: pg
Ursprung, p; j-ter Einheitspunkt, po V p; j-te Koordinatenachse. Dabei ist (0,eq,...,€,) in
K™ das zugeordnete Koordinatensystem, denn

(pj=po) = Y M- (m—po)
=1

= 0-(pr—po)+...+0-(pj—1 —po) +1-(pj —po) +...

+0- (pj+1 —po) +...+0-(pn — o)
T

B*(pj—po) = (0 ... 01 0 ... 0) =g
Koordinatendarstellung semiaffiner Abbildungen:
Seien k, k' Koordinatisierungen von A, A’ zu affinen Koordinatensystemen (py, ..., p,) in A,

PG - -+, Ph,) in A" und « eine semiaffine Abbildung. Dann

Koaor = (B* oT,p(/)) oao (B* OT,Z,O)_1 K" — K™

wieder semiaffin zwischen K™ und K™ und heifit Koordinatendarstellung von « bzgl. affiner
Koordinatensysteme in A und A’.

Teilverhéltnis:

Sei A ein affiner Raum mit dim.A = 1 sowie Koordinatisierung A — K'. Wihle in A ein
po als Ursprung sowie p; # pg. Dann ist « € A durch eine einzige Koordinaten beschrieben,
denn

r = po+A-(p1—po)
= (I1=X)-po+A-m
A1 = TV(%PMPO)
heifit Teilverhéltnis. Es gilt:
TV(pOaplapO) = 0

TV (p1,p1,p0)

Isometrie und normale Endomorphismen

Es sei V ausgestattet mit einem Skalarprodukt
c:VxV=K:(z,y)—olx,y =<z,y>
einer radikalfreien p-symmetrischen Sesquilinearform.

Ist K =R, o positiv definite symmetrische Bilinearform o(z,y) = o(y, x): V euklidisch

Ist K = C, o positiv definite hermitesche Sesquilinearform o(z,y) = o(y, z): V unitéir

Beispiel:

11
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1. Natiirliches (kanonisches) Skalarprodukt in R™

n
o(z,y) = leyz
i=1

fir z = (z1,...,2,) und y = (Y1, -, Yn)-
2. Skalarprodukt fiir C™:
i=1

Definition 4.1 Sei V ein euklidischer bzw. unitéirer Vektorraum. Eine lineare Abbildung f heifit
Isometrie, falls

<,y >=<f(z),f(y) >
fiir alle z,y € V.

Definition 4.2 Seien V,W euklidische bzw. unitidre Vektorrdume mit dim V,dimW < oo und
f:V — W eine lineare Abbildung. Eine Abbildung g : W — V heifit zu f adjungiert, falls

<z,9(y) >v=<f(2),y >w
fir alle x € V,y € W.
Bemerkung:
e Linearform x —< y, f(z) >: g ordnet jedem y € W den Gradienten in V zu.
c=g(y) »<c,z>

Proposition 4.1

1. Zujeder linearen Abbildung f : V' — W existiert die adjungierte Abbildung g. Falls (bq,...,b,)
eine Orthonormalbasis von V ist, gilt:

g(y) =>_ <y, f(bi) > -b;
=1

2. Falls A die Darstellungsmatrix von f bzgl. einer Orthonormalbasis von V und W ist, dann ist
B=A"
die Matrix von g bzgl. derselben Basis.

Satz 4.2 Eine bijektive lineare Abbildung f : V — W ist genau dann isometrisch, falls f~! zu f
adjungiert ist.

Definition 4.3 Sei V ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum. Eine lineare Abbildung f : V — V
heifit normal, falls f eine adjungierte Abbildung f* besitzt und mit dieser kommutiert:

foff=[f"of
Eine Matrix A € K"*", K € {R, C} heifit normal, falls
A-A*=A%. A

Satz 4.3 (Normalformensatz fiir normale Endomorphismen in unitéren Rdumen) Sei V ein unitérer
Vektorraum mit dimV < oo und f : V — V ein normaler Endomorphismus. Dann gibt es eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

12
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Folgerung 4.4 Jeder normale Endomorphismus f : V' — V (unitér (?77)) mit dimV < oo ist
diagonalisierbar und besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren, d.h.

A-AT = A A
& 3ImitS =54 = S*-D-S(=S"'-D-9)
<D = S§-A.5

mit Aq,..., A\, € C als Eigenwerte von A.

Folgerung 4.5 Jeder normale Endomorphismus f : R® — R™ eines Vektorraumes V besitzt eine
Darstellung
A-AT = AT . A

mit A € R"*". Dann existiert S mit S~! = S7, sodass

1 0

ST A.S= _ 0

0 A
mit P € KP*P,Q € K979, A € K2™*2™ obe

A = ( Cos ; smai> € 50(2)

—sina; cosq;
mit o € (0,27), a # 7.

Beispiele:

1. Seien A, B € R3*3 orthogonal bzgl. einer Orthonormalbasis (d.h. AT = A~1),

AT . A=A AT
Sei
1 0 0
A=10 cosa —sina

0 sina cosa

A beschreibt Drehung um x-Achse mit Winkel a.

(a) a=0:idgs
(b) a = m: Geradenspiegelung
Sei
-1 0 0
B=|0 120
0 01

B beschreibt Spiegelung an (y-z)-Ebene.
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2. Sei A € R*** orthogonal bzgl. einer Orthonormalbasis

1 0 0 0

0 1 0 0
A= 0 0 cosa —sina

0 0 sina cosa

Drehung um (z1 — x2)-Ebene mit «

3. Sei A € C*! unitér mit
A= (cosa + - sina)

Drehung um 0 mit a.

1.5 Kongruente Abbildungen

Sei V ein euklidischer K-Vektorraum mit n = dimV < oo, < .,. >: V x V — K bezeichne das
erkldrte Skalarprodukt.

Definition 5.1 Sei M C V.
M+ :={z eV <z,y>=0¥yec M}
M heifit Orthogonalraum zu M.

Bemerkung;:

e VL = {0} (gilt fiir radikalfreie Sesquilinearformen mi x Ly < yLx)
Satz 5.1 (Rechenregeln fiir L) Sei M CV (M # 0). Es gilt:

1. M+ ist linearer Unterraum von V.

2. M+ =[M]*+

3. (MYt =[M]

4. Aus M; C M, folgt Mf- D MQJ-

5.V = [M]® M+t mit My ® My = My + My mit M; N My = {0}
Beweis:

1. Wegen 0 € M=+ ist M+ # (. Sei y € M*. Dann

<ym> = 0
sm (y) = 0
Sy € m ker(m™)
meM

mit
m'im—=<m,. >

2. ,=*“ Mit Eigenschaften des Skalarprodukts folgen
<ym>=0 A <ym>=<y,A-m>=0
fiir alle A € K*. Auflerdem:
<ym; >=0A<y,mo>=0=<y,mi >+ <y me >=<y,mi+me >=0
,<=* folgt aus my, mg € [M] fiir alle my,ma € M, also

<y,mi >=<y,mg >=10
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3. siehe Ubung
4. siche Ubung

5. Es gilt:
(M) 0 M- = [M] 0 [M] = {0}

denn angenommen m € [M] N [M]*+, dann
<mm>=0&m=0

Also [M] + M+ orthogonale (direkte) Summe. Wihle in [M] eine Orthonormalbasis B =
(b1,...,bg). Dann spannen < b;,. >= b} einen Unterraum in V* auf mit

bj(bi) = 0i;
Es gilt: (;;  kerb; = M+ (siehe 1.) ist Unterraum mit
dim m kerb; =n—k
=1,k
Nach Dimensionssatz fiir lineare Untervektorrdume:

dim(M]@ M) =k+(n—k)=n

Bemerkung;:

e Satz 5.1.5 sichert, dass sich jeder Vektor € V eindeutig als z = u + v mit u € [M],v € M+
darstellen lasst.

Definition 5.2 Sei A ein affiner Raum als Nebenklasse zum linearen Unterraum U C V. U sei
euklidisch vorausgesetzt mit < .,. > als Skalarprodukt. (A4, < .,. >) heifit metrisch affiner Raum
(euklidischer Raum).

Definition 5.3 Es seien (A, < .,. >) und (A, < .,. >') metrische affine Réume tiber demselben
Koérper. Dann heifit « : 4 — A’ eine Kongruenzabbildung, falls die lineare Abbildung f : U — U’
zwischen den zugehorigen Untervektorrdumen eine Isometrie ist.

Fixpunktmenge einer Kongruenzabbildung

e Sei a: V — V eine Kongruenzabbildung mit
a(@) = f(z) +t
mit f(x) als lineare Abbildung, ¢ = a(0). Sei desweiteren
U :=ker(f —idy)

Fixraum von f. Nach Satz 5.1 lisst sich t aufspalten als t = t; +to, mit ¢, € U, ty € U*.
Damit:
afr) = f(z —t2) +t2 + 1,
mit
—f(t2) +t2 = ta2(& (idy —f)t2 = t2)

Das lineare Gleichungssystem ist l6sbar, da

ty € UL = (ker(f —idy))t = Im(f —idy)
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e Bestimmung der Fixpunktmenge von a: Sei & — t5 = u + v mit v € U, v € U*. Dann gilt:

a(z) = flutv)+ta+t
= u+tfv)+t+h

alz) —x = f(v)—v—I—\tL/
cUt v

salr)=r & t1=0Av=0
Also ist die Fixpunktmenge von « entweder

1. affiner Unterraum #o + U fiir t; = 0
2. 0, falls t; # 0.

Eigenschaften
1. Der Abstand d zwischen affinen Riumen A, A> C A ist
d := min{||la; — azl|;a1 € A1,a2 € Az}
Seien Ay = 81 + Uy, Ay = 5 + Us, dann

d = min{||s; +u1 — s2 — us||;us € Ur,us € Us}
= |[[s1 —s2 — Hw(s1 —s2)}
mit W = U; + Us und IIyy als Orthogonalprojektion von A auf W.

2. Der Winkel zwischen zwei Geraden g = s1 + [r1], g2 = 2 + [ro] in A ist

<7y, >
Z(g1,g2) = arccos <|7“17“2|> elo,
[l - [l72

w\_ﬂ

Der Winkel zwischen zwei Hyperebenen H; = {z € V :< u;, & >= b;} ist durch den Winkel
der Geraden g; = H;- mit g; = [u;] bestimmt.

Geometrische Analyse der Isometrien/Kongruenzabbildungen
e Sei a: V — V eine Kongruenzabbildung und
a(r) = f(x) +t
mit f : V — V orthogonale Abbildung und ¢ = «(0).
e Zerlege V in direkte Summe von paarweise orthogonalen Unterrdumen

V=U+W+Di+...+Dy

mit
dmV =n+N-24+2k=n
mit ny =dimU, ng =dim W, dim D; = 2 fiir j = 1,..., k. Mit Normalformensatz sei
flo = idu
flw = —idw
fp, = Drehung um orthogonales Komplement von D;

Spalte t5 in die Komponenten auf
to=w—+s81+ ...+ sk we W,s; € D;

Dann ldsst sich zeigen: « darstellbar als Komposition von Drehungen (n-2)dimensionalen
affinen Unterrdumen D]J»- + s, der Spiegelungen (n — ng)-dimensionale Unterrdumen Wt +w
und der Translation ¢;.
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e Bemerkung: Spiegelung an (affinen) Unerrdumen, siehe Ubung

Satz 5.2 Eine Kongruenzabbildung o : V' — V mit dim V' = n l4sst sich darstellen als Komposition
von Spiegelungen an 2k + ny = n — ny (affinen) Hyperebenen, falls ¢; = 0. Sie ldsst sich als
Spiegelungsprodukt an (2k + ns +2) = n + 2 — n; (affinen) Hyperebenen darstellen, falls ¢; # 0.

Beweis:

1. Es gilt: (Blockschreibweise)

1

mit 1 als Einheitsmatrix. Also no Spiegelungen an Hyperebenen H; mit Stellungsvektor

2. Vereinfachte Schreibweise: o = o;. Dann:

cosa —sina) _ fcosa sina \ (1 0
sina  cosa /  \sina —cosa 0 -1
mit o, (Spiegelung an a):

€2

oaler) = (cos2a sin2a)~(el>
= (sin2« cos2a).(21>

2
N 200 sin2a
“  \sin2a —cos2«

kann jede Drehung um (n-2)-dimensionalen affinen Unterraum DJJ»- + s; durch das Spiege-
lungsprodukt an Hyperebenen H;, NHy = Dj‘ + s; ersetzt werden kann.

3. Ist t; # 0, so lasst sich die Translation 7; als Produkt zweier Hyperebenenspiegelungen
darstellen mit Stellungsvektor ¢; und Abstand @
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Projektive Geometrie

2.1 Projektiver Raum iiber einem Vektorraum

Motivation:

1. In einem affinen Raum der Dimension n sind nichtwindschiefe Unterrdume entweder parallel
oder schneidend. Die Ausnahmestellung der Parallelitit soll im Folgenden aufgehoben sein.

2. Die affinen Abbildungen werden durch homogene und inhomogene lineare Gleichungen be-
schrieben, die projektiven Abbildungen durch homogene lineare Gleichungen.

3. Der affine Raum lésst sich in einen projektiven Raum ,einbauen®.

Definition 1.1 Gegeben seien eine Punktmenge P"(V" ! K) und X,Y,Z € P" Punkte, V"*!
ein Vektorraum (mit —1 < n, dim V"1 =n + 1) iiber K (kommutativ) mit Vektoren z,y, z. Eine
durch eine bijektive Abbildung

P" — {[z]: 2 € V"TIN\{0}} : X s [7]
in P" induzierte Struktur heift n-dimensionaler projektiver Raum iiber V"1,

Bezeichnungen:
e n = dim P™ Dimension des projektiven Raums.
e n = 0: projektiver Punkt
e n = 1: projektive Gerade
e n = 2: projektive Ebene
Bemerkung:

e Als zu P (V" K) gehorende Vektorriume kommen alle zu V" *! isomorphen Vektorrdume
in Frage. Es kann daher 0.B.d.A. von K"! als zugehériger (arithmetischer) Vektorraum
verwendet werden.

Beispiele:

1. PP(V™L K) heift fiir K = R ein reeller projektiver Raum und fiir K = C ein komplexer
projektiver Raum.

2. Komplexe Erweiterung P*(V"*+1,C) zu P*(V"1 R)

e Paarbildung in V7!
(r,y)=z+1-y=:z i?=-1

fir 7,y € V" mit

z+7 = (z+ay+y)
Az = (a+w)-(x,y) = (ax — by, ay + bx)
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e Es gilt:
PVt C) = {[2] : 2 € V{01

heifit komplexe Erweiterung zu P"(V"! R). Dieser ist mit
P (V"L R) = {[2] : [] = [2]}
als reeller Ausschnitt (v. Staudtsche Kette) eingebettet.
Bemerkung;:
e Betrachte P"(R"*!). Wihle Reprisentanten aus [z],
S" ={zx eR"": ||z| =1}
Dann mit S7 ;4 eindeutiger Représentant aus [z].

Definition 1.2 Die Menge der 1-dimensionalen Untervektorrdume von UFt! C V™1 mit der
durch U**! induzierten Struktur heit k-dimensionaler projektiver Unterraum von P"(V"+1) |

QY (UM, K) = {[a] : w € UM\{0}}

und —1 < k < n. (0 ist fiir
()¢ ] € (0], dimfa] = 1} = 0

ebenfalls projektiver Raum mit dim ) = —1. ) Bemerkung:

e Jeder k-dimensionale projektive Unterraum ist selbst ein k-dimensioaner projektiver Raum.
Bezeichnungen:

e Q°: projektiver Punkt

o Q': projektive Gerade

e Q" 2: projektive Hypergerade

e Q" !: projektive Hyperebene
Satz 1.1 Sei I # 0, k; € Z mit —1 < k; < n. Dann gilt:

Qr="icrQf ={X:Viel: X € Q}

ist wieder ein projektiver Unterraum der Dimension k (—1 < k < n).

Beweis:
e Mit den zu in zugehorigen Untervektorrdumen UZ-I’“"'1 folgt:
XeQ" e z]e (U = UM
iel
Uk+1 ist wieder Untervektorraum.

1. Fiir k = —1: UK = [0], also Q% = 0.

2. k > 0: Die Menge aller eindimensionalen Untervektorriume in U**! stimmt mit Q"
iiberein. (Definition 1.2)

Satz 1.2 Sei I # () endlich, k; € Z mit —1 < k; < n. Dann gilt:

Qr=> Qf ={X:2=>) g.qcU""}

icl el

ist wieder ein k-dimensionaler projektiver Unterraum von P"(V"*1) der Verbindungsraum aller
Qf Er ist der kleinste projektive Unterraum, der alle Qf enthalt.

Beweis:
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e Theorie der Vektorrdume: Die Menge aller
fU:ZQi g € U
icl

ist selbst wieder ein Untervektorraum, namlich ), ; UFitt = UF+1. Nach Definition 1.2 ist

die Menge aller 1-dimensionalen Untervektorraume aus U*+! wieder ein projektiver Raum.

e Sei R™ projektiver Unterraum, der alle Qf enthélt, d.h. fiir den zugehorigen Untervektor-
raum W™+l gilt:

wmtlh o yktt o vier
:>ZQ7 c W’m+1

i€l
Suf < owm
i€l
ST
i€l

=k < m

Beispiele:

1. P%(Z3) mit

1 0 0 1 1 0 1
PXzy=<(o],l1],l0]),1],|0o],{1],[1
0 0 1 0 1 1 1

Minimalebene mit 7 projektiven Punkten, Geraden
2. Verbindungsraum G' = X + Y zweier verschiedener Punkte X,Y € P™:

G' = {Z:iz=Xa+p-y;\pcK (\p)#(0,0)}
= Al S (e + W)}

Folgerung Der Verbindungsraum

Q=) Qi

il
lésst sich als Vereinigung aller Verbindungsgeraden X +Y mit X € in, Y € ij (j € I) erzeugen.

Definition 1.3 Im P” heiflen (k+1) Punkte xo, ...,z (Hyperebenen Hy, ..., Hy) projektiv un-

abhéngig, wenn ihr Verbindungsraum (Schnittraum) k-dimensional ist, anderenfalls projektiv abhéingig.

Satz 1.4 In P" sind (k+1) projektive Punkte genau dann projektiv unabhéngig, falls die zugehori-
gen Vektoren in X; — [z;] linear unabhiingig sind. (Anderenfalls projektiv abhingig)

Beweis:

o {Xo,..., Xy} projektiv unabhéngig < dim([zo] + ...+ [2x]) = k+ 1 < zg,..., 2 linear
unabhéangig.

Bemerkung;:
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e In V™! spannen (k+1) linear unabhingige Vektoren einen (k+1)-dimensionalen Unterraum
auf. Hierdurch ist ein k-dimensionaler projektiver Unterraum bestimmt,

QF=Xv...vXF=[X,,...,X"
Speziell spannen (n+1) projektiv unabhéingige Punkte P™ auf.

Satz 1.5 In P™ ist jeder k-dimensional projektive Unterraum der Schnitt von (n-k) projektiv
unabhéngigen Hyperebenen.

Beweis:
e Sei QF := X( V...V X} mit projektiv unabhiingigen Xo, ..., X,. Erginze diese zu
Xoy -y X Xiotts -+ s Xon
(projektiv unabhéngig in P™). Dann bestimmen

XoV..VXpVXgr1 V... VXy1
XoV. .. VX VX1 V... VX, o VX,

XoV...VXpVXpi2V... VX,

(n-k) Hyperebenen, die nach Definition 1.3 projektiv unabhingig sind.

Definition 1.4 In P" heifien Q¥ ¢ P", R' C P™ windschief zueinander, falls Q¥ N R! = (). Sie
heiflen komplementir, falls Q* N R = () und Q* v R! = P™.

Satz 1.6 Seien P" projektiver Raum und Q* bzw. R' projektive Unterrdume mit dim Q*
dim R! = I. Es gilt:

k,

k+1=dim(Q"NR" + dim(Q* v R")
Beweis:
e Seien UFH! bzw. W1 die zu QF bzw. R' zugehorigen Unterrdume in V7,
dim U+ dim W = dim(UF T n W) + dim(UFF + Wit
Wird jede Dimension um eins verringert, folgt die Behauptung.
Beispiele:

1. In P? besitzen zwei verschiedene projektive Geraden genau einen gemeinsamen projektiven
Punkt, da mit Satz 1.6 gilt:

dimQ' +dimR' = dim(Q'NR') +dim(Q' v RY)
1+1 dim(Q' N RY) + 2
=dim(Q'NRY) = 0

2. In P3 besitzen zwei verschiedene projektive Ebenen genau eine gemeinsame Gerade.
Bemerkung;:

e Aussage von Beispiel 1 wird in einem axiomatischen Zugang zum projektiven Raum als Axiom
verwendet.
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2.2 Projektive Koordinaten

Sei P*(V"*1 K) gegeben. Wihle in V" *! eine Basis B = {by,...,b,}, dann ist

B*;Vn+1—>Kn+1:x:Z)\i-bil—}()\0,..-,/\n)T:£
1=0

die Koordinatisierungsabbildung.

Satz 2.1 Sein P"(V"*tl K) gegeben. Beziiglich einer Basis B = {bo,...,b,} beschreibt jeder
Vektor z # 0 in K™*! eindeutig ein X € P". Umgekehrt ist X € P™ durch [z]\{0} beschrieben
bis auf einen Faktor, d.h. z,2’ € K""1\{0} beschrieben X € P, falls 2’ = A -z mit A\ € K\{0}.

Beweis:

e Durch B* ist jedem X € P" ein Untervektorraum U' C K"*! zugeordnet, z € U'\{0}
bestimmt U?! eindeutig. Weiter sind alle z € U'\{0} durch 2’ = X - z darstellbar.

Definition 2.1 In P*(V"*! K) heiflen (n+2) Punkte in allgemeiner Lage, falls je (n+1) Punkte
projektiv unabhéngig sind.

Satz 2.2 In P"(V"! K) seien (n+2) Punkte {P,..., P,, P} in allgemeiner Lage; die Repriisen-
tanten p; € V™" in P; — [p;] mit ¢ = 0(1)n so gew#hlt, dass p = > . p;.

Dann gilt: Jedes X € P™ ist bzgl. {Fy,..., Py, P} bis auf A € K\{0} eindeutig bestimmt, d.h.
X € P [z] € KM

Beweis:

o {Py,...,P,, P} in allgemeiner Lage, dann {P,,..., P,} Basis in V"*!, Damit p darstellbar
(eindeutig) bzgl. {po,...,pn}, d.h.
p= Z Qi - Pi
i=0

mit «; # 0 fiir ¢ = 0(1)n. Dann kann wegen P; — [p;] nun «; - p; = p); gesetzt werden
(Reprisentantenwechsel). Dann

e Sei {p,...,p!'} eine weitere Basis von V" *1 mit p/ = \; - p, und

n n
Dopl=Ad pi=Ap
=0 =0

Dann folgt:

z”: Ai -} zn: A D)
1=0 1=0
=Y (=X =0
=0

Wegen linearer Unabhéngigkeit der p; folgen A; = A fiir alle i und somit p = X - pl.
Bemerkung;:
e {po,...,pn} Basis von V"' & {Py,..., P,, P} mit P(p;) P(3>_1_, \i-p;) in allgemeiner Lage

Bezeichnungen:
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{Py,...,P,, P}: projektives Koordinatensystem

P: Einheitspunkt

= (Ao :...: Ap): projektive (homogene) Koordinaten zu X € P™

P;: Grundpunkte
Beispiel:

1. Koordinatisieren einer projektiven Geraden P!

Projektives Koordinatensystem:

Py—1[p]  Piepi] P [pl=[po+pi]

Fiir X € P:
T = Ao Do+ A1-p1 mit ()\07>\1) % (0,0)

Damit:
X:(Mo:A:1 Py:(1:0) P :(0:1) P:(1:1)

Definiton 2.2 Sei {Py, P1, P} ein projektives Koordinatensystem auf einer projektiven Geraden

sowie X € P! mit projektiven Koordinaten (A : A;). Der Wert

DV(X,P, Py, P) = % € KU {oo} (/t)l = oo)
0

heifit Doppelverhéltnis des Punktequadrupels X, P, Py, P;. Insbesondere sind

DV(POaPaPOapl) 0

DV(Pl,P,P(),Pl) = o0

DV(P,P,Py,P) = 1
Doppelverhiiltnis von 4 verschiedenen kollinearen Punkten

e Doppelverhiltnis von 4 verschiedenen kollinearen Punkten in P" (n > 1) P~ [p], Q — [q],
X[z, Y = [y].
DV(P,Q,X,Y)=(c:T)

projektive Koordinaten von P im Koordinatensystem {X,Y, Q},
q=p-x+y-y  py €K (n,7) #(0,0)
i-te (k-te) Koordinate:
4% = P Tity Y
QG = M- Tk +7 Yk

Gramersche Regel (Determinantenmethode):

qi Yi T qi
k. Yk uw Tk Gk ~
M = = ’y = =
T Yk T Yk Tk Yk Tk Yk
Auflerdem:
p = oty
=p = v zi+79 Y
pk frng U'MI'$k+T"YI'yk
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Damit:

bi Y T; Pi

’ P gk , Tr Pk

o[ =7 Ty = 1—

Ti  Yi Ti  Yi

T Yk Tk Yk

Somit:
Zi Pi qi Yi
T

DV(P,Q, X, Y) _ T _ 1%k Pk ) qk Yk
a Ti 4 Di Y
Ty gk Pt Yk

Satz 2.3 Fiir vier verschiedene kollineare Punkte gilt:

1. Das Doppelverhiiltnis ist unabhiingig von der Auswahl der Repriisentanten, aber wohldefi-
niert.

2. Das Doppelverhiltnis geniigt den Vertauschungsregeln:
DV(X,P, Py, 1) = DV(P,X, P, P)=DV(F,P,X, P)
= DV(P,Py,P,X)=DV(X,P,P,P)" "
1-DV(X, Py, P, P)

3. Wird DV (X, P, Py, P;) = w gesetzt, so ergeben die 24 Permutationen einen der 6 verschiede-
nen Doppelverhiltniswerte

1 1
R S

1
v w w 1—w w—1

Beweis: Ubung

Bemerkung;:

e Gilt fiir vier verschiedene Punkte einer Geraden P' C P"(V"*! K) mit char K # 2
DV(X,P, Py, P) =—1
so heiflen diese in harmonischer Lage. ((X,P) tennt (P, P;) harmonisch.)

e LAAG: In einer Basis {po,...,pn} € V"*! wird jeder Untervektorraum U**! C V"*+! durch
die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems C-x = 0 mit Rang C' = n—k beschrieben,
C € K"~Fn+1 ((n-k) linear unabhingige Gleichungen in (n+1) Variablen.)

Folgerung 2.4 In P*"(V"*! K) wird jeder k-dimensionale projektive Unterraum Q*(U**1!) im
projektiven Koordinatensystem beschrieben durch die Losungsmenge eines homogenen linearen
Gleichungssystem C -2 = 0, Rang C =n — k, C € K"~kn+l,

Beispiel:

1. Jede Hyperebene H"~! C P™(V"*! K) wird durch eine homogene lineare Gleichung be-
schrieben
Cy=Xo-yot+. ...+ yn

mit y = (yo,...,yn)’, C = (Ag...\,), Rang C = 1.

2. Ein k-dimensionaler projektiver Unterraum ist Schnitt von (n-k) projektiv unabhingigen
Hyperebenen.

Cr'y = A%+ .-+ Yn

Chogpy = Agik-yo-l—...%-)\ﬁ_k-yn
mit Rang C = (Cy...Cp_p)T =n—k.
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Bemerkung;:
e Fiir das Enthaltensein (Inzidenz) eines Punktes X € P™ im Q% C P" gilt:
Xe@QtaeC - 2=0

Die Losungsmenge C -z = 0 hat (k+1) linear unabhingige Losungsvektoren x, ...,z und
damit die allgemeine Losung
k
i=0

(Parameterdarstellung von Q%).

2.3 Kollineare Abbildungen

Seien P*(V"*! K), Q¥(W**+1 K) projektive Riéume. Die semilineare Abbildung f : V™l —
Wk+1 induziert eine Abbildung
[z] = [f(z)]

falls x ¢ ker(f), [z] — [0]
x|

falls z € ker(f). Ausnahmeregel: ker f = U™+ c v+t
Definition 3.1 Die durch eine semilineare Abbildung f : V! — Wk+! erzeugte Abbildung

k: P VL KN\R™(U™MK) — Q¥(WHH K)
[x] cVPNU™ s [f(2)]

heifit kollineare Abbildung. Ist f linear, so heifit x eine projektive Abbildung. Eine bijektive Abbil-
dung heiit Kollineation (n =k, m = —1).

Satz 3.1 Zwei semilineare Abbildungen f; : V! — W*+! (; = 1,2) mit dim Im(f;) # 1 erzeugen
dieselbe kollineare Abbildung genau dann, wenn sie proportional sind, d.h.

fgz)vfl )\EK\{O}
Beweis:

1. ,=¢

Sei A € K\{0} und fo = \- f1. Dann folgt:
(a)

z€ker(fi) = filz)=0= fa(x) = (A f1)(z) =0
= z € ker(f2)
z ¢ker(f1) = x¢ker(fo)
= ker(fl) = ker f2

(b) Fiir z ¢ ker(f1) gilt:

[fo(@)] = [N fi@)] = [f1(@)]
re(X) = m1(X)

fiir alle X € P* (V" K)\R™ (ker f1).
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2. &=~

Seien k1 = kg auf P*(V™"H K)\R™(U™*!, K). Dann folgt ker f; = ker fa.

(a) Fiir Rang f1 = 0 folgt Rang fo =0, also f1 = fa.
(b) Fiir dimIm(f;) > 2: Es existieren z,y € V™! mit x,y linear unabhiingig und fi(z),
f1(y) linear unabhiingig. Sei z € V"™ !\ ker fi:

rilz]) = ma(lz])
& f2(2) = Az fi(?)
Zu zeigen: A\, = \ fiir alle z € V" 1\ ker f;.
i. fi(z) und fi(x) seien linear unabhéngig. Dann:
falz+2) = Aege - (filz +2))
= Aatz - ([i(@) + f1(2))
falw +2) = fao(a) + fa(2)
= A fil@) + A f1(2)
=X = A=A
wegen linearer Unabhiingigkeit von fi(x) und f1(2).
ii. Falls fi(x), fi(2) linear abhéngig. Ersetze fi(z) durch fi(y). Dann:
Az =y = A,
Bemerkung;:

e Besitzen k1 = kg genau einen Bildpunkt, so kénnen die zugehorigen fi, f2 bzgl. verschiedenen
Korperautomorphismen gebildet sein und miissen daher nicht proportional sind.

Beispiel:
1. Seia* : V"1 — K eine Linearform, z € V"' mit
a*(z)=a-2#0
mit a = (ag,...,an), 2 = (20,...,2,) 7. Fiir festes k € K ist
f.yntl %V"+1,x»—>z+(k71)'zzz -z

eine lineare Abbildung. Fiir k = 1 ist f = idy»+1, fiir k£ # 1 Fixpunktmenge: x € ker a*, also
U™ c Vi AuBerdem:
k(lz]) = [f(2)] = [k 2]

also
(a) fir k #0: k(Z)=Z
(b) Z besitzt kein Bild fiir k =0

Fixgeraden:

e G!' C H" 1(U™) projektiver Unterraum
e K(XVZ)=XVZ
(a) fur k=0:

Ax+p-z — Ax+p-z—

a-z
S N W
A
a-T a-T
o A (m_a-z Z)_{x_a-z Z}
=k(XVZ) = (XvZ)nH"!

& ist Projektion auf H" ! von Z, Z ist Projektionszentrum.
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(b) fiir k # 0: f bijektiv, H"~1 U Z fix unter x (Ausnahmemenge {0} € V" *1). Speziell
fiir k = —1 mit char K # 2 ist:

T o r—2—" .z
a-z
g — 2az
I L szG ( &z )z
a-z a-z
= x4 (4-4) 8T =z
a-z

Also f = f=1 k: PPV K)\U7L([0]) — P™ mit k = k! ist Projektivspiege-
lung.

Eigenschaften kollinearer Abbildungen Sei x : P*(V"*! K) — R™(W™*1) eine kollineare
Abbildung. Nach Satz 3.1 erzeugt von einer (Klasse proportionaler) semilinearer Abbildung f :
yntl o ppymtt

1. Unter & geht der projektive Unterraum Q*(U**1) C P™ iiber in den projektiven Unterraum
k(QF) = RY(f(U*)). Fiir k = 1:
(a) dim(ker fNU?) =0
k(Q1) ist Gerade.
(b) dim(ker fNU?) =1
k(Q) ist Gerade, geschlitzt in Z.
(c) dim(ker fNU?) =0
f(U?) =0, also k(Q') = 0.

2. Erhalt kollinearer Lage von Punkten unter kollinearer Abbildung .

Sei M = (x;);cs eine Familie von Punkten in P™. Dann gilt:
k(proj(M)) = proj(xk(M))
— proj({(wi)li € I, ¢ ker f})
mit proj(M) als projektive Hiille (Menge aller Linearkombinationen).

3. Speziell Kollineationen, also bijektive kollineare Abbildungen, fithren projektive Koordina-
tensysteme auf projektive Koordinatensysteme {iber.

4. Werden unter £ kollineare Punkte A,B,C,D (voneinander verschieden) auf kollineare Punkte
abgebildet, so gilt:

DV (k(A), k(B),x(C), k(D)) = p(DV(4, B,C, D))

sofern das Doppelverhéltnis erklart ist und ¢ ist dabei ein Kérperautomorphismus von K.
Speziell projektive kollineare Abbildungen sind doppelverhiltnis-treu (-erhaltend). Fiir char
K # 2 gilt auerdem ¢(—1) = —1, daher erhalten kollineare Abbildungen die harmonische
Lage von Punktquadrupeln (falls diese verschieden sind).

Beispiel:

1. Projektivspiegelung mit Z als Zentrum und F = H" "1 N (X V 2)

w:=DV(Z,F,X,X") = DV(Z F, X" X)
1
w o= —
w
w? = 1=w=-1

Bei einer Projektivspiegelung (harmonische Homologie) trennt jedes Paar (X, X*) mit X, X" #
Z und X ¢ H" ! das Paar (Z, F') harmonisch.
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Bemerkung;:

e Sei V ein Vektorraum. Dann sind

TL(V) = {f:V — V;fsemilinear und bijektiv}
GL(V) := {f:V — V;flinear und bijektiv}

die Gruppen der semilinearen Automorphismen von V bzw. lineare Gruppe. Die Gruppe
GL(V) ist ein Normalteiler von I'L(V).

Sei dimV = n < oo und f € I'L(V) beschrieben durch A € K™*" mit A = (a;;), Rang
A =n und p € Aut(K). Die inverse Abbildung zu f ist beschrieben durch B := ¢~1(A~1)
mit ¢(A) := (¢(asj)), denn:

BopTi(A) = oA (A
P A) =g (B) = B

Satz 3.3 Sei V™! ein K-Vektorraum. Dann bilden alle Kollineationen in P™(V" 1 K) bzgl. der
Komposition eine Gruppe,

PTL(V) :={k: P" — P" : kkollinear, bijektiv}

die Kollineationsgruppe.
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Beweis:

e Nach Satz 3.1 werden Kollineationen durch proportionale bijektive semilineare Abbildungen
erzeugt. Mit T'L(V') wird in PT'L(V) eine Gruppenstruktur erzeugt. Dabei werden A - idy
(A € K\{0}) dem neutralen Element in PI'L(V') zugeordnet, des weiteren folgt aus

Af ol f) = ApTiwf e f
= A-p H(p)idy
mit A, u € K\{0}, ¢ € Aut(K) das inverse Element in PT'L(V).
Bemerkung:

e ) : TL(V) — PTL(V) : f — k(f) ist nach Satz 3.1 ein Gruppenhomomorphismus, dessen
Kern

{A-idy : A € K\{0}}
entspricht. Die Nebenklasse von ker ) bilden die Fasern von 1.

Satz 3.3 Die Projektivitiiten (projektive Kollineationen) des P*(V"*!, K) bilden bzgl. der Kom-
position eine Gruppe,

PGL(V) :={x: P" — P" : kprojektiv, bijektiv}
(die Normalteiler von PT'L(V) ist).
Beweis: analog zu Satz 3.2

Satz 3.4 Seien P*"(V"T! K) und Q"(W"*tl, K) projektive Riume und {Py,...,P,, P} sowie
{Qo,...,Qn,Q} projektive Koordinatensysteme, ¢ € Aut(K). Dann gibt es genau eine durch
semilineare Abbildung f : V™1 — WnF! (bzgl. ) bestimmte Kollineation x mit

k:P" = Q" X — k(X)

wobel

Beweis:

e Seien {po,...,pn} mit P; — [p;] sowie {qo, ..., q,} mit Q; — [g;] Basen in V" *! bzw. Wn+1,

Des weiteren gelten
n n
Zpi} Q— [Z ql]
i=0 i=0

Dann gibt es genau eine semilineare Abbildung

P

fovrtt Wt g g 1=0,...,n
Dann gilt auch:
(Sn) 2
i=0 i=0
Die durch f erzeugte Kollineation x besitzt die geforderten Eigenschaften.

e Fiir f: V"t — W7+l die & mit gleichen Eigenschaften festlegt, gelten f(p¢)~: Gi- Dabei
existiert nach Satz 3.1 ein A € K\{0} mit ¢; = A ¢; fiir i = 0,...,n, woraus f = X - f fiir
semilineare f bzgl. gleichem ¢ folgt.
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Definition 3.2 Eine projektive Kollineation « : P*(V"+1 K) — P*(V"+1 K) heifit perspektive
Kollineation, falls es eine Hyperebene Q" 1(H™) C P™ (Achse) und einen Punkt Z € P" (Zentrum)
gibt mit den folgenden Eigenschaften:

1. Jeder Punkt X € Q™! ist Fixpunkt unter .
2. Jede Gerade durch Z ist eine Fixgerade unter k.
Bemerkung;:

e Eine perspektive Kollineation mit dem Zentrum auf der Achse heif3t Elation ; eine perspektive
Kollineation mit dem Zentrum nicht auf der Achse hei3t Homologie.

e Konstruktive Behandlung fiir Z € Q" 1: gegeben sei Q"1 C P" (Achse), Z ¢ Q" (Zen-
trum), X ¢ Q"L X #£Z, X' e (ZVX)\{ZU((ZVvX)NnQ" 1)}, X' = k(X). Dann:

Y=(X'VF)N(ZVvX)=kY) (F=(XVvY)nQ"™)

(Z,Q" 1, (X, X)) eine Angabe einer perspektiven Kollineation.

Satz 3.5 Sei P"(V"T! K) ein projektiver Raum iiber dem K-Vektorraum V™! mit dimV =
n + 1 < oco. Dann ist jede projektive Kollineation x : P* — P™ die Komposition von hochstens
(n+1) perspektiven Kollineationen.

Beweis:

e Sei f € GL(V) eine lineare bijektive Abbildung, die x erzeugt. Wihle Basis {po, ..., pn} von
V, sei k = dim fix f, wobei
fixf:={zeV: f(z) =1z}

e Es ist durch vollstindige Induktion nach (n+1-k) zu zeigen, dass sich f als Komposition von
(n+1-k) linearen Abbildungen darstellen lisst, die jeweils eine Hyperebene fest lassen. Diese
induzieren perspektive Kollineationen.

e Falls k = n ist die Behauptung erfiillt. Anderenfalls: Sei y € V\ fix f, dann ist f(y) ¢ fix(f).
Sei 1 eine lineare Abbildung mit ¢(f(y)) = y und die des weiteren eine Hyperebene H D fix f
fest lasst. Dann folgt:

fix(f o) = [fix fU{f(y)}]
denn mit [HU{f(y)}] =V und h € H, X € K gilt:
fow(h+A-f(y))=f(h+A-y)=f(h)+X-f(y)

also
h+ X f(y) efix(foyy) & hefixf

e Also lisst sich (fot) nach Induktionsvoraussetzung von (n+1)—(k+1) linearen Abbildungen

darstellen, die eine Hyperebene fest lassen. Damit f als Komposition von (n+1)-k solchen
Abbildungen.
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2.4 Zusammenhang zwischen affinen und projektiven Rdumen
Seien V"1 ein K-Vektorraum mit dimV =n+1 > 0 und H" C V™! eine Hyperebene. Wihle
s € VAH", V =[s] ® H", d.h. fiir beliebige v € V gilt:
v = A-s+h (Ae K,he H")
VoKxH:v — (\h)
ist bijektive Abbildung. (K x H) ist sogar zu V isomorph, da
U1 +vy = (>\1+)\2,h1+h2)
ve H" — (0,v)
se VAH" — (1,0)
Satz 4.1 Sei P"(K x H", K) projektiver Raum und Q" (H™) eine projektive Hyperebene in P".
Die Abbildung
1
5:P”\Q"‘1—>H":()\:h)l—>x-h
ist wohldefinierte Bijektion auf A = H™. Die Umkehrabbildung;:

e:H" = P"\Q" ' iz (1: 1)
Beweis:

o ¢ liefert fiir verschiedene Représentanten in X — [z] mit = A - s+ h, also (k- A\, k- s) mit
A € K\{0} denselben Punkt in A = H", ndmlich

1 1
mk ~h= Y h
Wihle aus allen Repriisentanten zu X den mit (1,y) € [(\, h)], also y = % - h. Daher gilt:
[,y =y
Des weiteren:
Eoe = idy
gof = idpn\gn-1

¢ ist daher Bijektion und weiterhin ¢ = ¢~1.
Bezeichnungen:
e X € Q" 1(0 x H™): uneigentliche Punkte (Fernpunkte)
o X € P"\Q"!: eigentliche Punkte
e Q" !: Fernhyperebene
P™\Q"!: affiner Ausschnitt

e £(A): Einbettung von A in projektiven Abschnitt
Beispiele:

1. PP(K™) mit Q"1 : 2o = 0,

E:i(zo:...ian)t = (m’.“’%)

A= K" in P*"(K""1) vermittels

g (x1,..., %)
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2. P%(Z3) mit Q' : 29 = 0,

(1,1,0 (1,07

01,0 0,1,1)
a1.1)
(1,00 0,01 1,01) 0,0 ©1)
projektive Ebene S affiner Ausschnitt

3. PY(K?) mit Q¥ : 2y = 0: projektive Gerade mit uneigentlichem Punkt — affine Gerade

4. Fiir K = R: PY(R?) mit Q° : xp = 0: projektiver Abschluss der reellen Zahlengerade (/
R U {00, 00})
Fiir K = C: P}(C?) mit Q° : zp = 0: projektiver Abschluss der Gaufischen Zahlenebene (=
projektiv abgeschlossene komplexe Zahlengerade)

Abbildung von Unterrdumen:

1. Sei H™ C V™*! eine Hyperebene. Des weiteren sei s € H®, W* C H™ ein Unterraum, s + W
affiner Unterraum. Dann ist

e(s+W)=A{l(l,s4+a)]:aeW}={[(1,s)+ (0,a)] :a € W}

die Menge aller eigentlichen Punkte des projektiven Unterraums R*(T) mit T := (1 : 5) @
(0 x W) und
RM(T) =e(s + W)U {[0,a] : a € W}

ist der projektive Abschluss von s+ W.

2. Sei R*(T) projektiver Unterraum mit 7 C K x H fiir den gilt TN (0 x H) # 0, T N (K x
H)\{0 x H} # 0. Dann ist
(OxW)=TnN(0x H)

mit W C H und (1,s) € T. Also fiir (\,t) € T
(Mt = A-(1,8)+(0,a) a=t—XA-seW
=T = [(1,9)] x(0x W)

Somit:

1 1
§(A.t)—x~t—s+x~a€s+W

fiir eigentliche Punkte in R¥(T'), also den affinen Ausschnitt.
Parallelitét:

o Al Az in H, falls Uy C Uz oder Uy 2 Us. Also R;(T;) mit T; = [(1, ;)] @ (0 x U;) fir ¢ = 1, 2.
Dann
RiNQ" Y0 x H)C R,NQ™ (0 x H)

(oder D). (Menge der Fernpunkte eines R;(T;) ist in der Fernpunktmenge des anderen ent-
halten.)

e Beispiel: Parallele affine Geraden besitzen im projektiven Abschluss denselben uneigentlichen
Punkt.
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Bemerkung;:

e Je nach Sperzifikation der Fernhyperebene koénnen Figuren im projektiven Raum in einem
affinen Ausschnitt ganz unterschiedlich gedeutet werden.

Konstruktion des vierten harmonischen Punktes D zu kollinearen paarweise verschiedenen
Punkten A B,C auf zwei Wegen. Fiir TV(C, B, A) = %:

Satz 4.2 Sei H ein K-Vektorraum, e die Einbettung des affinen Raumes H in P(K x H). Es gelten:

1. Fiir drei kollineare Punkte x, p, u von H mit p # u ist

TV(:v,p, u) = DV(E(‘%)7 e(p), E(U)ﬂ (O ip—u))

2. Seien a,b,c,d € H kollinear mit b, ¢, d paarweise verschieden, so ist

DV(e(a),(b),£(c), £(d)) = m
Beweis:
1. Sei
TV(z,p,u) = A
d.h.

z=(1-XA)-u+A-p (AEK)

Es folgt fiir (1 : z) bzgl. des projektiven Koordinatensystems {e(u) = (1 : u), (0 : p—u),e(p) =
(1:p)} mit
(1:p) =[(Lu)+(0:p—u)

der Doppelverhéltniswert A, da
(Liz)=[1-(Lu)+A-(0,p—u)]

= DV(e(x), (p),2(u), (0:p—w)) = > = A
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2. Seien
a=(1=X-c+X-d b=(1—-p)-c+u-d

Es sind nach Voraussetzung b # ¢, d, also u # 0, 1. Es folgt:

1-A A
(1:a)] = m'(l—u)'(lvc)Jr;'u'(Ld)
_ oA (—p)
= DV(e(a),e(b),e(c),e(d)) = PRTESY] € KU {0}
Auflerdem folgt mit p # 0:
a = (1—/\)-c—|—%~(b—(l—,u)-c)

(1-3)+2
w)
A
= TV(a,b,c) = -—
W

Ebenso fiir g # 1:

2.5 Dualer projektiver Raum und Korrelation

e Dualer Vektorraum,
V*={f:V — K; flinear}

mit f € V*: dualer Vektor. Definiere
(f +9)(@) = fz) + g(z)
fir f,geV*5zeV.Fir \e K, feV* zeV:

A @) =A- fx)

e Untervektorraum:

Ul+1* = {f c Vn+1* . f(UkJrl) _ 0}
mit U = [bg, ... be], 0 <k <n, V =bo,...,bnl,

VI = (fo, ..., fal duale Basis
mit fz(b]) = 61] Also

Ul+1* = [fk)+17"-afn]
Si4+1 = (D) —(k+1)=n—k

(n — k) heiBt Codimension von U¥*! C V"1, Definiere
S V’n+1 - VnJrl* . Uk+1 — Ul+1*
ist bijektiv.

Definition 5.1 Seien V ein K-Vektorraum mit dim V' < oo, P(V, K) projektiver Raum zu V. Des
weiteren sei V* der zu V isomorphe K-Dualvektorraum. Der projektive Raum P*(V*, K) heif}t
dualer projektiver Raum zu P(V, K).

Bemerkung;:
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e § erzeugt Bijektion d der zugehorigen projektiven Unterrdume,
d: P" — pn* . Qk(Uk+1) — Rn—k—l(Un—k*)

Diese heiflen zueinander dual.

Beispiel:
d
|_>
Punkt X W Hyperebene R"~1*
Gerade Q! W% Hypergerade R"~2*
Hypergerade Q™2 v Gerade R
Hypereben Q™! W Punkt X*
pr )
Dualitétsprinzip:

e Seien U{Hl, U2m+1 C V™t Untervektorrdume. Dann gelten:
L S(UFT + Ut = 6(UFT) N (Ut = W R gy
2. S(UETI AU = S(UER) + S = W
3. U{f-‘rl C Um+1 = 5(Uk+1) ) 6(U2m+1)
e Seien Q¥(UFY), Qu (U1 ¢ P*(V"™H1) projektive Unterriume. Dann folgt:
L d(QF v Qp) =d(@) nd(@F) = Ry~ n Ry
2. d(Qf NQY) =d(QY) v d(Q) = Ry~ v Ry~
3. Qllc C an = R?_k_l* ) R;—m—l*

Beispiele:

1. k projektiv unabhingige Punkte X, ..., X} 2k projektiv unabhéngige Hyperebenen HY, ..., H;.

2. Q* als Verbindung von (k+1) projektiv unabhiingigen Punkten — R"~*~=1* als Schnitt von
(k+1) projektiv unabhingigen Hyperebenen.

3. l-parametrige Punktmenge — einparametrige Hyperebenenmenge

4. Aussage von Pappos in P?(V3 K),

7\\
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R=(1v2)Nn(4Vv5) S=(2v3)Nn((5V6) T=03v4nN(6VI
R,S,T sind kollinear. Duale Aussage:

r=(1N2)Vv(4n5) s=(2N3)V(5N6) t=3BN4)v (6Nl
r,s,t sind kopunktal.

Definition 5.2 Eine Korrelation ist eine Kollineation in den Dualraum |,
Kk PV K) — P (VT K
Sie ist durch eine bijektive semilineare Abbildung f : V"1 — VnH* mit » € Aut(K) beschrieben.
Koordinatendarstellung:
e Sei r: PM(V"TL K) — P (V¥ K) Korrelation, Aut K = idg,
X — Qn—l*
K sel bzgl. projektiver Koordinatensysteme { Py, ..., P,, P} und {Gy,...,G,, G} mit
Pi — [pz] C Vn+1
c A
P — Z Di
Li=0
Gi — [g]cvrth
G — Z gi
Li=0 |

und B = {p;} Basis in V"' B"* = {g;} Basis in V""!*. Seien

n
r = Zmi-pi (z; € K)
i=0
n
y = > vi-g (i€K)
i=0
B(x) = (0,...,7n)"
B/*(y) = (y07"'7yn)T
Dann:
Zo Zo
kprokorg [ 1 | o (aiy)-
Ln Tn

mit o € K\{0}, Rang (a;;) = n+ 1. (Beschreibung mittels regulérer Matrizen A = (a;;) €
Knthntl die bis auf Proportionalititen bestimmt sind.)
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Definition 5.3 Eine regulire projektive Abbildung «* : P™ — P™ heifit zur Korrelation x : P™ —
P™* assoziiert, falls VX, Q"1 C P gilt:

Xe@"'=r"(Q" ) e r(X)

Seien im Folgenden V,V* auf adjungierte Basen bezogen, d.h. B = {pg,...,p,} in V und B* =
{fo, . ,fn} in V* mit fz(p]) = (52]

Satz 5.1 Wird eine projektive Korrelation x : P — P™* durch eine Matrix A beschrieben, so ist
die assoziierte Korrelation * durch C' = (A7)~ festgelegt.

Beweis:

e Sei k: P" — P™,

und k* : P™ — P",

Dann:

XeQv! & a'@)=d" =z

Also folgt die Behauptung;:
CH At=FEeC=(4a")"
Definition 5.4 Eine projektive Korrelation heiflt involutorisch :< x* o k = idpn

Satz 5.2 Eine regulire Matrix A € K*+1"+1 beschreibt eine involutorische projektive Korrelation
& A =4AT. (A symmetrisch oder schiefsymmetrisch)

Beweis:

e & ist involutorisch < £*(k(X)) = X, also nach Satz 5.1:

(AT)y"' (Az) = Xz (Ae K\{0})
(A4 = \NE
AT . A1 = X.FE
AT A A
Also
A = AT =X AT =)2.4

s\ = 41

Definition 5.5 Eine involutorische projektive Korrelation nach Definition 5.1 und 5.4 heifit fiir
A = AT Polaritét und fiir A = —A” Nullkorrelation.

Bemerkung;:
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e Eine Matrix A € K17+l mit char K # 2 kann nur fiir n = 2k — 1, & € N, regulir und
schiefsymmetrisch sein, da

det A = det(AT) = det(—A)
(=1)"t! . det A
N——
L1

Nullkorrelationen existieren demnach nur in P™ mit ungerader Dimension.

Definition 5.6 Sei « eine projektive Korrelation nach Definition 5.1. Ein Punkt X heifit konjugiert
zu einem Punkt Y
e Xer(Y)eal A y=0

X heifit selbstkonjugiert
:@XGN(X)@@T'A'QZO

Bemerkung;:

e Fiir Polaritdten und Nullkorrelationen gilt:

X er(lY)eY er(X)

Satz 5.3 Bei einer Nullkorrelation ist jeder Punkt selbstkonjugiert (falls char K # 2), d.h. 27 - A-
x =0 fur alle X € P".

Beweis:

e indirekt: Angenommen es gibt z # 0 mit 27 - A-z = r # 0. Dann:

,],,T = r:(lT.A.l)T
= 27 AT . ¢
2T A z=—r

Also r = 0. Widerspruch! Daraus folgt fiir alle « # 0:

£T~A~§:O

Bezeichnung:

e Fiir Polaritdten (Nullkorrelationen) k : X — k(X) heifit X Pol (Nullpunkt) und x(X) Po-
larhyperebene (Nullhyperebene).

Beispiel:

e In projektiv abgeschlossenen euklidischen 3-Raum E3 kann in jedem Augenblick einer kon-
tinuerlichen Schraubung jedem X die Ebene x(X) zugeordnet werden, die mit X indiziert
und orthogonal zur Bahntangente von X steht. Diese Zuordnung ist eine Nullkorrelation.
(Bedeutung fiir die Momentankinematik)

e Frage nach selbstkonjugierten Punkten bei einer Polaritdt « fithrt nach Definition 5.6 auf

fir k:2' =A-z mit A= AT ¢ R*tbn+l Rang A = n + 1. Die Berechnung ergibt:

n

n
OZE E aij~x¢oxj
=0 j

=0

fir = (z0,...,7,)7 und aij = aji.
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Definition 5.7 Die Menge aller X € P™ mit (1) heifit eine Hyperquadrik des P™. (Fiir n = 2:
Kegelschnitt, fiir n = 3: Quadrik).
Falls (1) erfiillt ist und A = AT, det A # 0, dann heifit x die Polaritit an der Hyperquadrik.

Beispiel:

1. Polaritiit an einem Kegelschnitt in E2 (projektiv abgeschlossene euklidische Ebene)

-1 0 0
A= 0 a2 0 e==41
0 0 e-b2
Damit:
T 2 33% x%

Dies ergibt einen Kegelschnitt, der im affinen Ausschnitt (bzgl. 2o = 0)

Yy ! L2
— = =0 =y = —
a? te b2 . xo’y T
Fiir € = 1: Ellipse, fiir ¢ = —1: Hyperbel. Die Polarhyperebene X’ von X hat den Koordina-
tenvektor
’ Ty T2
T = (—3307(72,5 ) bﬁ)

2.6 Gruppentheoretische Beschreibung von Geometrien

Geometrische Eigenschaften sind durch ihre Unverdnderlichkeit gegeniiber Transformationen der
Hauptgruppe charakterisiert. (Felix Klein, 1872)

Beispiel:
Raum Gruppe Invariante
Affiner Raum Affine Gruppe affine Unterrdume, Parallelitédt, Teil-
verhéltnis
Kongruenzen Winkel, Abstand, Volumen
Projektiver Raum Kollineationsgruppe  projektive Unterrdume, Doppelverhélt-

nis (proj. Kollineationen)

Definition 6.1 Sei M # () eine Menge. Eine bijektive Selbstabbildung f : M — M heifit Trans-
formation. (Ist M endlich, so heifit f Permutation.)

Satz 6.1 Die Menge aller Transformationen bilden bzgl. der Komposition eine Gruppe, die Au-
tomorphismengruppe Sj; von M. Eine Untergruppe G C Sj; heifit Transformationsgruppe auf
M.

Definition 6.2 Die Invariantentheorie bzgl. des Paares (M,G) heifit ein Geometriemodell, darin M

ein Raum, dessen Elemente Punkte, jede Menge F' = {F;} von Teilmengen F; (j € J) eine Figur
und jede unter G invariante Begriff ein geometrischer Begriff.
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3.1 Quadratische Formen

Quadriken

Definition 1.1 Sei V ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung o : V' — K heifit eine quadratische
Form, falls fiir alle z,y € V, A € K\{0}:

L o(A-2) = A2 - o(a)

2. (z,y) = oz +y) — o(z) — o(y) ist eine Bilinearform V x V — K

Bemerkung;:

e Fiir eine Bilinearform o : V x V — K ist g iiber

o(z,x) = o(x)

erkliart. Mit den Rechenregeln fiir o folgt:

L oA-x)=cX-2,\-2) =X 0(x,2) = \? - o(2)
2. Es gilt:

o(z +y)

o(x+y,x+y)
o(z,x) +o(z,y) +o(y,z) + o(y,y)
o(z) +o(z,y) +o(y,z) + o(y)

Fiir char K # 2 definiert man vermoge

UQ:VXV—>K:(:17,y)r—>%(g(l‘-i-y)—g(x)_@(y))

eine symmetrische Bilinearform. Fiir char K = 2 ist in Definition 1.1.2:

VeeV:(x,z) = o(z+x)—ox) —o(x) =0

Im Folgenden setzen wir char K # 2 voraus.

Beispiele:

1. 0: K = K : 2+ 22 erzeugt

2. 0: K2 5 K,

erzeugt

1
op=5(@+y? -’ —y) =y

(21, 22) > 221 - X9

1
5(2(1’1 +uy1) - (w2 +y2) — 221 - 22 — 2y1 - Y2)
T1-Y2+ Y1 X2
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In Matrixschreibweise:
T\ (Y1) _ (0 1\ (i
() (2) =t (o) ()

Satz 1.1 Jede symmetrische Matrix A = AT iiber K mit char K # 2 ist zu einer Diagonalmatrix
D kongruent, d.h. es gibt eine regulire Matrix S € K"*" mit

D=ST.4.8

Beweis: Lineare Algebra

3.2 Projektive Quadriken

e Sei P"(V) ein n-dimensionaler projektiver Raum iiber K mit char K # 2. Des weiteren eine
quadratische Form ¢ : V' — K verschieden von der Nullform. Die projektive Quadrik ¢(p)
lasst sich beschreiben als

p(0) = {[z] € P"(V) : o(z) = 0}
e Bezeichnung: o(z) = 0: Gleichung der Quadrik (Nullstellenmenge der quadratischen Form)

e Koordinatendarstellung:

Nach Auszeichnung eines projektiven Koordinatensystems {Qo, . .., Qn, Q} in P, {qo,...,qn} C
Vntl zugehorige Basis mit
n
Z 4 =4q
i=0

gilt:

n

X:xzzgczwqi (x; € K)
i=0

Unter Verwendung der zu p zugehérigen symmetrischen Bilinearform o, und

aij = 04(gi» q5)

folgt:
n n
oo(z,y) = 0, ZQi'xiaZQj'yj
i=0 j=0
n n
= DD wiya
i=0 j=0
also

mit A = AT. Demnach

Satz 2.1 Die Begriffe Bilinearform und Quadrik sind projektiv invariant, d.h. sie gehen unter
projektiven Kollineationen wieder in Begriffe gleichen Typs iiber. Die beschreibende Matrix in der
Gleichung von ¢ geht iiber in eine ranggleiche Matrix.

Beweis:
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e Wende auf 27 - A-y und 27 - A - z = 0 eine projektive Kollineation & : & — S - & = x, Rang

S= n+1. Es folgt:

gT~A~§ = QT~ST'A~S~@ Bilinearform
2T Az = QT ST A-8-% Quadrikgleichung
N———
=:B

Die Matrizen A und B sind ranggleich, da kongruent (Satz 1.1)

Definition 2.1 Zwei Quadriken, die sich nur um eine projektive Kollineation unterscheiden, heifflen
projektivaquivalent.

Zwei Quadrikgleichungen heiflen dquivalent, falls sie ineinander iibergehen durch projektive Koor-
dinatentransformation und Multiplikation mit einem Skalar A € K\{0}.

Satz 2.2 Jede Quadrikgleichung in P" {iber K mit char K # 2

QT “A-z=0
mit A = AT # 0 besitzt die projektive Invariante Rang A und ist dquivalent zur Normalform
2

2
Qoo gt .ot Qr1 10Ty

mit r = Rang A, 1 <r <n+1.

Beweis:

e Erste Aussage folgt direkt aus Satz 2.1 mit Definition 2.1, mit der durch S vermittelten
Koordinatentransformation folgt auch die zweite.

Folgerung 2.3 Projektiviquivalente Quadriken besitzen die gleiche Normalform.

Definition 2.2 Zwei Korperelemente a,a’ € K\{0} heien quadratisch dquivalent, wenn es ein
Element b € K\{0} gibt, sodass a’ = a - b*.

Beispiel:
1. Fir K = C ist jede Zahl a # 0 mit 1 quadratisch dquivalent:
a=1-(Va)?

also Normalform:

I
o

(20 ... scn)(% 8)

n  Gleichung r Bezeichnung
1 23 =0 1 Doppelpunkt
3 +23=0 2 Punktepaar
2 23=0 1 Doppelgerade
23+ 23 =0 2 Geradenpaar
@+t +ai=0 3 reguldrer Kegelschnitt
3 22=0 1 Doppelebene
34+ 23=0 2 Ebenenpaar
3 +a3+23=0 3 Kegel
r3+ai+a34+23=0 4  regulire Quadrik
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Satz 2.4 In P™ iiber C gibt es genau (n+1) verschiedene Klassen von projektiviiquivalenten Qua-
driken. Der Rang einer Matrix einer Quadrikgleichung ist die einzige individuelle Gréfle der Nor-

malform.

Bezeichnung:

e Rang einer Quadrik: Fiir r = n + 1 regulidre Quadrik, fiir 7 < n + 1 singuldre Quadrik

Beispiel:

1. Fiir K = R gelten a = 1 - (y/a)? fir a > 0 bzw. a = —1 - (ya)? fiir a < 0, also ist jede
symmetrische (n + 1,n + 1)-Matrix kongruent zu

E,
—-F; m+l+k=n+1
0

n  Gleichung Rang m 1 Bezeichnung
1 x3 1 1 0  Doppelpunkt

23+ a3 =0 2 2 0

3 —23=0 2 1 1  reelles Punktepaar
2 23=0 1 1 0  Doppelgerade

23+ 22 =0 2 2 0  Doppelpunkt

23— 23 =0 2 1 1  Geradenpaar

342 +23=0 3 3 0 0

422 —-22=0 3 2 1  regulérer Kegelschnitt

Fiir n=3:

()

(% -z)

dualer bzw. ringartiger Typ einer reguliren Quadrik
Fiir n = 4:

(" )

2 Typen regulirer Quadriken in P*(R®)

Gy

Satz 2.5 (Triigheitssatz von Sylvester) In der Normalform

1’%+...+£L’m

2

2
- merl

2
- ‘rerl

mit r = m + [ einer quadratischen Form ¢ : V™ — R sind die Anzahlen m,] der Koeffizienten 1, -1

gegen regulére lineare Transformationen invariant.

Beweis:

e (indirekt) Betrachte die quadratische Form

2T Az =:p(x)

mit 7 = Rang A und A = AT Des weiteren z =T -y, z = T” -y’ mit Rang T = Rang T’=n
regulédre Transformationen, sodass
L2 2 2 2 .
0 : yi+.. .+ Y —Ymy1 — .- — ¥, fiir Transformation T

o : y12+...+y,,2l,fy,3/+17...
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mit (0.B.d.A) m > m/ gelten. Betrachte homogenes lineares Gleichungssystem mit (m-+n-m’)

Gleichungen:
n(z1,...,zn) = 0,.00,Ym =0 m Gleichungen
Ym+1(T1, . xn) = 0,...,y. =0 n-m’ Gleichungen

Wegen n + m — m’ < n folgen nichttriviale Losungen z1,...,z,, also existiert y, # 0 mit
re{l,...,m}.

o) = a'-Aw=yi+. .. Ay Y1~ Y <0

%0,_/
o@) = 2" A z=y’+. . Ay Y~y <0
0

Widerspruch! Analog fiir m > m/. Also m =m/.

3.3 Affine Quadriken

Sei A" ein affiner Raum mit zugehorigen Vektorraum V"™ der Dimension n iiber Kérper K mit char
K # 2. Wihle in A™ einen Ursprung u € A™.

Definition 3.1 Sei p: V"™ — K (von Nullform verschieden) eine quadratische Form und f: V" —
K eine Linearform und b € K. Die Punktmenge ® C A",

D(p, f,b) :={x e A" : p(x —u) +2f(x —u) + b =0}

heifit affine Hyperquadrik.
Bezeichnung:

e o(x —u)+2f(x —u) + b heiit quadratische Funktion.

o o(z —u)+2f(x —u) + b =0 heiit Gleichung der Quadrik

o & C A?%: affiner Kegelschnitt
Bemerkung;:

e Fir k€ K\{0} und o' = k-9, f'=k- f, b =k b beschreibt

dx—u)+2f(x—u)+b =0

diesselbe Quadrik. Die quadratische Gleichung von ®(p, f,b) ist bis auf Proportionalitéiten
bestimmt.

Koordinatendarstellung

e Sei in A" ein affines Koordinatensystem {u,by,...,b,} mit b; € A™ fiir : = 1,...,n, so ldsst
sich ® beschreiben:
n n n
(I):ZZaij-xi-xj—i—Zai-xi—i—b:O
i=1 j=1 i=1
(bzgl. des Koordinatensystems {u,by,...,by}, 2 = (x1,...,2,)T, a = (a1,...,a,)7, a;; =

aji>7
b:z" A-xz+2" z+b=0

Setze 7 = (1,7)T, dann lisst sich ® schreiben als

b al Qg 1
al ai1 A1n X1 T -~

(1 ... xn) . . . . : . =2 -A-2=0
Ap Ap1 ... Qpp In

(Matrixschreibweise, erweiterte Darstellung, A = A7)

Satz 3.1 Der Begriff ,Quadrik® ist affin invariant, d.h. er geht unter Affinitéiten in Quadrik iiber.
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Beweis:

e Untersuche Verhalten unter Affinitit o : A" — A™ mit
=T ' +t=12

und Rang T = n. Dann:

0 = 2" A z+2" -2+b
= (T-2Z+0)7 A (T-2/+t)+2a" - (T-2' +1)+0
= 2T 1T A T2 +tT AT -2/ +(T-2)7 - A-t+

= 2T A 20" A+ a2+ (T A+2dT) -t + b

T =:b’

mit A’ :=TT . AT kongruent zu A (also ranggleich) und A’ = (A4’)7.
Bemerkung:

e Zum Beweis fiir erweiterte Schreibweise: Schreibe o’ — T -z’ +t als

() ) ()= 0) -

Satz 3.2 Unter a geht die erweiterte Darstelluyg von @, @A =0 iiber in - A -2 =0, A geht
iiber in eine kongruente symmetrische Matrix A’. Es gilt: Rang A = Rang A’. (Zweite Aussage gilt
nach Beweis von Satz 3.1 auch fiir A)

Definition 3.2 Zwei Quadriken heiflen affiniquivalent, falls sie durch eine Affinitdt auseinander
hervorgehen, d.h. a(®) = @'

Zwei Quadrikengleichungen heiflen affindiquivalent, falls sie durch eine (inhomogene) regulire Koor-
dinatentransformation und Multiplikation mit einem Skalar A € K\{0} auseinander hervorgehen.

Klassifikation bzgl. Rang A = r und Rang A =7 Es gilt:
r<r<r+2

Damit drei Typen:

1. r =7 (1 <r < n): kegelige Quadrik

N
<

1=

<

(1 <r < n): Mittelpunktquadrik
(1

+ o+

3. r+2

IN

r < n — 1): parabolische Quadrik

I
=
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Normalform (konstruktiv)

e Mit Satz 1.2 folgt:

b a an,
~ ay a1 0 . Qi ) <r
A = . . mit an, = .
: . 0 >
a, O Ann
il Az = 0

also
2

a11-331—|—...—|—a”-x§+2a1~x1—|—...—|—an-xn—|—b:0
(nur rein quadratische Glieder im quadratischen Teil)

o Wihle Transformation

T, = T;—a;-a; 1=1,...,7r

T, = Zy i=r+1,....n

dann folgt mit

die Gleichung

a1 B2+ Ay B2 420041 g o+ 20y By + D=0

Drei Falle:
1. Typl(T:f):ar+1:,,,:an:l3:();
all-x?+...+am~x§:0
2. Typ2 (r+1=7): a1 =...=ay, =0,b0:

a11~x%+...+awoxﬁ+1:0

3. Typ 3 (r +2 = 7): Es existiert a; # 0 fir j € {r+1,...,n}, o.B.dA. j =r+ 1.

Zuséatzliche Transformation

. b
:CT+1:ar+1~$r+1+...+an-xn+§

Dann:
2 2
ajp-x]+ ...+ ap -z + 22,41 =0

Satz 3.3 Affingleiche Quadriken besitzen diesselbe Normalform. (Folgt aus Satz 3.2)

Beispiel:
1. K = C: Normalform fiir Quadriken in A™:

(a) 22 +...+22=0

(b) 3 +...+224+1=0

() 23 +...+ 22+ 22,11, =0
2. Fir K =R:

(a) #f+...+22, —a22,, —22=0

() ei+...+2? —a% ,—...—2241=0
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() af+...+a2 —a2 —22+2z,4, =0

Speziell n=2:

—
<
B

—

Typ Gleichung Bezeichnung

a) xi4+23=0 2 2 2 0 reeller Punkt
23— 23 =0 2 2 1 1 Paar schneidender Geraden
22 =0 1 1 1 0  Doppelgerade
b) 2?+a234+1=0 2 3 2 0 0
23 —23+1=0 2 3 1 1 Hyperbel
—2? —234+1=0 2 3 0 2 Ellipse
z34+1=0 1 2 1 0 0
—234+1=0 1 2 0 1 Geradenpaar
c) 23+212=0 1 3 1 0 Parabel

3.4 Quadriken im R"

e Im Folgenden fasse R™ auf als euklidischen Raum, in dem das natiirliche Skalarprodukt
< .,. > erklart ist.

Betrachte die quadratische Funktion
x— o(x) +2g(x) +b
mit ¢ : R” — R quadratische Form, g : R™ — R Linearform (g(z) =< a,2 >) und b € R.

Sei 0, : R” x R" — R die zu g gehoérende symmetrische Bilinearform mit der Darstellungs-
matrix A € R**" mit A = AT bzgl. des kanonischen Koordinatensystems. Offenbar gilt:

0y i<y, f(z) >=<z, f(y) >

fiir die zu A zugeordnete lineare Abbildung f (selbstadjungiert). Nach Satz 4.3 bzw. 4.4
aus Kapitel 1 existiert zu f eine Orthonormalbasis B = {b1,...,b,} aus Eigenvektoren mit
bi,..., by zu Eigenwerten Ay, ..., A, > 0und b,,41, ..., b, zu Eigenwerten Ap41,..., A, <O.
Also existiert S mit S~! = ST mit

A A1 )\erl
D=ST-A.5= B mit A = , B= .
0 A Ar
(Hauptachsentransformation) Wéhle B so, dass g : R* = R, 2 =< a,z > mit < a,b; >=0
fir j=7r+1,...,n — 1 entsprechend affiner Klassifikation gilt. Also:
1. Hauptachsentransformation
2. Quadratische Ergiinzung (Translation)

3. Falls noch vorhandene Variablen quadratisch vorkommen, kénnen beide Seiten der Glei-
chung geteilt werden, sodass die Konstante 0 oder 1 ist.

Falls es eine Variable gibt, die nur linear vorkommt, kénnen diese Variablen zusammen-
gefasst werden und dann geteilt.

Beispiele:
1. Firn=2:
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Gleichung Bezeichnung Merkmale

24 = 0

§—§ + ‘Z—j = Ellipse a,b: Halbachsenldngen
a=b: Kreis

i—z — g—j = Hyperbel a,b: Halbachsenldngen
a=b: gleichseitige Hyperbel

z—z =1 Paar paralleler Geraden

% — bLj = Paar schneidender Geraden

y? =0 Doppelgerade

2. Fiirn=3:
Gleichung Bezeichnung

2 2 2
z Yy 2 _
St tE=1

gml S-ZM
_|_
T
I
°m| w
Il
—_

Ellipsoid

einschaliges Hyperboloid
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Gleichung Bezeichnung

i—i — bLz — ‘Z—z =1 zweischaliges Hyperboloid
2 2 2 . .

St —-%Z=0 elliptischer Kegel

g—i - bij - ’z—z =0 elliptischer Kegel (?) [Keine

Normalform!]

22 i :
L+ =2 elliptisches Paraboloid

%2 - %;i =2z hyperbolisches Paraboloid
%2 4 %;i =1 elliptischer Zylinder
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Gleichung Bezeichnung
i—z — g—z =1 hyperbolischer Zylinder
y? = 2px parabolischer Zylinder

Einbettung in A"

e Betrachte (A", < .,. >) mit A" = R", < .,.

> natiirliches Skalarprodukt, des weiteren

die Einbettung von A" in den projektiv abgeschlossenen (euklidischen) A" := P"(R x R")

vermoge

et A" w5 A x s (1 2)T

(vgl. Satz 4.1 in Kapitel 2)

e Jede quadratische Form X : R™ — R bestimmt eine quadratische Form ¢ : (R x R") — R und
umgekehrt (erweiterte Darstellung). Dabei geht die affine Quadrik ®()) iiber in die eigentliche
Punktmenge einer projektiven Quadrik ¢(g). Umgekehrt erhiilt man aus ¢(g) unter Wegfall
der uneigentlichen Punkte (in Fernhyperebene) ®(\).

Beispiele:

1. Hyperbel C RZ:

ZC2 y2

a? b2

Projektiv eingebettet: regulirer Kegelschnitt

(a,b #0)

a? - b? -t bt +a® 22 =0

mit uneigentlichen Punkten

U1/2 = [ul/ﬂ = [(Oaavib)T]
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2. Parabel c R2: )

2—2 +2y=20
Projektiv eingebettet: regulirer Kegelschnitt ¢/ C R2,
$%+2a2-x0-x2:0
mit uneigentlichen Punkten

U =[u] =[(0,0,1)"]

3. Ellipse C R2,

$2 y2 g
ZTrT

Projektiv eingebettet: regulirer Kegelschnitt ¢ C R2,
a’ b ad -2t —a? 23 =0

ohne uneigentlichen Punkte iiber R.

Ellipse

Ferngerade

Hyperbel

Parabel

Nach Einbettung in projektiv abgeschlossene Ebene iiber C:
[u1 /2] = [(0, a, :I:zb)T]

fiir Ellipse. Jeder Kreis in R? enthilt unabhingig von seiner Lage und seinem Radius nach
projektiver Erweiterung und Einbettung in C die uneigentlichen Punkte

[u1 /2] = [(0,1, £2)7]
bezogen auf das gewiihlte Koordinatensystem (,,absolute Kreispunkte*).

Satz 4.1 (Geradenscharen auf dem einschaligen Hyperboloid bzw. hyperbolischen Paraboloid)
Seien ® C R? einschaliger Hyperboloid, ¢» C R? hyperbolisches Paraboloid. Es gelten:

1. Durch jeden Punkt von ® (¢) verlaufen genau zwei Geraden, die in ® (1) enthalten sind.

2. Die Menge der Geraden auf ® (i) kann in zwei Teilmengen G, G’ zerlegt werden, sodass
durch jeden Punkt von ® (1) genau eine Gerade aus jeder Schar verlduft.

Ferner gilt:

e Je zwei Geraden ¢1,¢92 € G bzw. ¢, g5 € G’ sind zueinander windschief.

e Je zwei Geraden g € G, ¢’ € G’ schneiden sich oder sind parallel.

Beweis: (hier fiir einschaligen Hyperbololoid)
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e Verwende Koordinatentransformation, sodass ® in Normalform:

I2 y2 22

? b72_072 = 1 (a7b,c%0)
I2 22 y2
2 2 - TR

s (Z45)(2-5) = (1+Y).(1-Y)
a c a c b b
Damit die zu ermitteltenden Geradenscharen als Schnitt zweier Hyperebenen:

— G: Es existiert A mit

ol o
V@) - - e

(-l o
e - 0] e

(fiir feste A, p: Geraden als Schnitt von Ebenen)

— G’: Es existiert p mit

e Seien g1(A1),g2(A2) € G. Dann gilt mit (1):

fd s ()
A
SR RN

Entsprechend aus (2):

AuBerdem gilt fiir go(A2) aus (1) und (2):

rooz\ y
(G+e) = 2 (1+5)
rooz\ Y
o (o-o) = (-F)
Also muss gelten i—f = 1 flir Schnittpunkt.
e Seien g(A\) € G, ¢'(u) € G'. Dann folgt aus (1)=(3):
v = 4. (1-Y
d(1ey) = e (0-7)
Yy A—p
J A o A —
> N (A # —n)
in (1):
x 1+X-p
a A p
z Ap—1
c A+ p
Fiir A = —p folgt aus (3),(4):
r oz y
a c A (b 1)
x oz Yy
(222 = Y
(a c) b

Vgl. mit (1),(2): gllg".
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e Jeder Punkt in ® liegt genau auf einer g € G, ¢’ € G’ (Einsetzen, lineares Gleichungssystem
fiir A, ). Damit folgt, dass ® durch eine Schar vollstindig erzeugt wird.

Satz 4.2 Sei @ einschaliges Hyperboloid, ¥ hyperbolisches Paraboloid.

1. Je zwei Tripel windschiefer Geraden mit linear unabhéngigen Richtungsvektroen sind af-
findquivalent.

Die Vereinigung der Menge aller Geraden, die drei paarweise windschiefe Geraden trifft, ist

e ... & falls die Richtungsvektoren linear unabhéingig sind.

o ... ¢ falls die Richtungsvektoren linear abhéingig sind.

2. Es gibt eine Schar von Affinitédten, welche jede Gerade aus den beiden Geradenscharen kon-
gruent abbildet, d.h. die Einschriankung auf jeder der Geraden aus G und G’ ist eine Kon-
gruenzabbildung (bewegliches Stangenmodell).

Beweis:

1. Nach Satz 4.1.1 liegt jeder Punkt von ® auf genau einer Geraden aus G und G’, also ist ®
durch eine Schar beschrieben. Durch beliebigen Punkt z € g (g9 € G) berlduft genau eine
Gerade ¢’ € G, die alle Geraden g € G schneidet:

o Existenz:
2y 2 ()

atE @ o OFEH

e Eindeutigkeit: Falls zwei Geraden existieren, kénnen diese nicht windschief sein.
® als Menge aller Treffgeraden von drei paarweise verschiedenen Geraden eindeutig festgelegt.
2. Ubung
Schnitte einer Quadrik im R3 mit einer Schar paralleler Geraden

e Sei ® C R? ein Ellipsoid oder einschaliges Hyperboloid oder zweischaliges Hyperboloid oder
eine Kegelfliche mit Rang A = 3, A # (), A # Punkt.

e Betrachte Schnitt von ® mit Schar paralleler Ebenen ¢,
{z < z,u>=a}
mit [Ju|| =1 fest. Durch kongruente Verlagerung kann erreicht werden, dass
u=e;=(0 0 1)T
ist und dass ® Negg (neue x-y-Ebene) in Normalform ist.
— 1. Fall:
a1 -x2+a22-y2+a33-22+2a13~x2+2a23-yz+2a3-z+b:0

mit a1 # 0, a0 # 0 (wegen gewiihlten @)
— 2. Fall:
a1 -x2—|—a33~z2+2a13-xz—|—2a23-yz+2a2-y+2a3-z=O

mit a1 75 0, aszs — a§3 7é 0
e zum 1. Fall: Setze z=a:

2 2 2 2
a a a a
0=ay - (Hm.a) 4 g, - <y+23) +(a33_13_23) @’ 20y ath
a1 a22 a11 a22

b

Quadrik in z=a. Es sind méglich:
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— (homothetische) Ellipsen fiir aq1 - age > 0, age -/ >0

— Punkt fiir a11 - a9 > 0,0’ =0

— 0 fiir a1 - age > 0,a9 -0 >0

— Hyperbeln mit festen Offnungswinkel der Asymptote fiir aiq - azg < 0,0’ =0

— Paar schneidender Geraden mit gleichem Winkelmaf fiir aq1 - as2 < 0,0’ =0

o zum 2.Fall: Setze z=a:
0=ay 2%+ a13-ax + (asz - a® + 2a3 - a) + 2(azs - a + az) - y

Quadrik in z=a. Es sind méglich:

Parabeln fiir ag3 - a + as # 0

Paar paralleler Geraden fiir ass - @ + as = 0, quadratischer Rest besitzt 2 positive
Losungen

— 1 Geraden fiir as3 - @ + az = 0, quadratischer Rest besitzt 1 positive Losung

— (0 fiir as3 - a + a2 = 0, quadratischer Rest besitzt keine positiven Losungen
Satz 4.3
1. ® Kegelfliche. Dann ist {® Ne,} mit Schar paralleler Ebenen entweder

e Schar homothetischer Ellipsen bzw. 1 Punkt
e Schar von Parabeln bzw. eine Gerade

e Schar von Hyperbeln mit festen Winkel ihrer Asymptoten bzw. ein Paar schneidender
Geraden mit gleichem Winkel.

2. ® Ellipsoid: Schar homothetischer Ellipsen bzw. Punkt bzw. 0
3. ® einschaliges Hyperboloid. {® N¢e,} ist entweder

e Schar von Hyperpeln bzw. 2 Paare schneidender Geraden
e Schar von Parabeln bzw. Paar paralleler Geraden

e Schar homothetischer Ellipsen
4. zweischaliges Hyperboloid: Ubungsaufgabe
Bemerkung;:

1. Die Mittelpunkte der im Fall 1 beschriebenen Ellipsen

M,=(-%.a -2 .q a)

aiil a22

liegen auf einer Geraden.

2. Die Scheitel der Parabeln S, im zweiten Fall

2 2 2
S = (—-as. __asz-a”+2az-a ajz-a | 1
@ ail a 2(a23-a+az) + a1l 2(a23-a+as) a

liegen auf einem Kegelschnitt.
3. Ist ® speziell eine Drehkegelfliche mit halbem Offnungswinek o, dann ist ® Ne:

e Ellipse bzw. Punkt fiir 8 > «
e Parabel bzw. Doppelgerade fiir § = «
e Hyperbel bzw. schneidendes Geradenpaar fiir 8 < «

mit 5 als Winkel zwischen Drehachse und Ebene. (Fiihrt zur Figur von Dandelin)
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Satz 4.4 Auf den Quadriken ® C R? mit ® als Ellipsoid, einschaliges (zweischaliges) Hyperboloid,
elliptisches Paraboloid, elliptischer Zylinder, elliptischer Kegel, aber nicht drehsymmetrisch, exis-
tieren zwei Scharen paralleler Kreise, sodass durch jeden Punkt z € ® genau ein Kreis jeder Schar
verlauft.

Beweis: (Hier fiir Ellipsoid)

e & wird beschrieben durch

IL’2 y2 22

? + be + 072 =1
mit a < b < ¢ als Halbachsenléngen. Betrachte ®N x-z-Ebene (y = 0):

2 22

also Ellipse mit Halbachsenldngen a,c um 0.

e Der Kreis um 0 in ¥ = 0 mit Radius b schneidet die Ellipse in 4 Punkten 4u, +v. Der Schnitt
des Ellipsoids ® mit jeder Ebene &, welche die y-Achse und ein Paar dieser Schnittpunkte
enthélt, ist eine Ellipse, fiir die gilt:

ull =b=lb- ez <u,ey >0

Sie ist symmetrisch bzgl. der Gerade durch 0 in Richtung u, daher ein Kreis. Nach Satz 4.3
existieren 2 Scharen von Kreisen.

Satz 4.5 Die beiden Scharen von Kreisen auf den Quadriken ® C R? in Satz 4.4 sind beweglich,
d.h. es gibt eine einparametrige Familie von Affinitédten, welche jeden Kreis der beiden Scharen
kongruent (isometrisch) abbildet (bewegliches Modell).

Beweis: Ubung
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Flachen und Kurven

4.1 Elementare Kurven
Beispiel: Kurven in R? (E?)
1. Graph einer Funktion y = f(x),
c={(z, f(x)) eR*a <z <b}
2. (implizite) Gleichung F(z,y) = 0 mit (x,y) € B C R?

c={(z,y) € B;F(x,y) = 0}

speziell: Nullstellenmenge eines Polynoms (algebraische Kurven)
Fn('ray) = Zaik : xi : yk
ik

mit n := max(i + k) fiir a;x # 0. n heifit Ordnung von ¢,,.

e n=1: Gerade
o n=2: Kegelschnitt
e n=3: Kubik
3. Parametrisierte Darstellung 2 = z(u) = (2(u), y(u))T mit u € U C R offen (u: Kurvenpara-

meter),
c={(x(u),y(u) € R*u € U}

Definition 1.1 Es sei z : (a,b) — R"™ eine stetige Funktion auf dem offenen Intervall (a,b) C R,

z1(u)

u— z(u) =

x heiflt stetig differenzierbar von der Ordnung k, falls es fiir alle Koordinatenfunktionen gilt
(r; € C*((a,b))). z heiBit stiickweise differenzierbar, falls z;(u) stiickweise differenzierbar sind
(i=1,...,n).

~

Definition 1.2 Ein Kurvenstiick ist eine (stetige) Abbildung der Differenzierbarkeitsklasse C*
(k > 0) iiber einem offenen Intervall (a,b) C R. Eine Kurve ist die Vereinigung von Kurvenstiicken.
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Bemerkungen:

1. Eine Kurve ist ihrer Natur nach eine Abbildung, sie ist von der durch sie beschriebenen
Punktmenge, dem Triger der Kurve, zu unterscheiden. Eine Teilmenge S C R"™ heifit durch
2 parametrisiert, falls I C R offen existiert, sodass x : I — R™ Kurvenstiick mit z(I) = S.

2. In der Differentialgeometrie wird oft folgende Definition verwendet: Eine parametrisierte
Kurve ist eine beliebig oft differenzierbare Abbildung.

Geschwindigkeit und Tangente:
Beispiele:

1. Kreis ¢ um 0 mit Radius r

r-sint
. —r-sint
i) = ( r-cost )
mit &(t) L z(t) fir alle ¢ € [0, 27). Bahngeschwindigkeit:

z(t) = (T'C05t> reR*,te0,2n)

i) =r

Tangente:
YN =2(t) + A-ilt)  teo,2m)

2. Ellipse um 0 mit Halbachsenléngen a,b

__fa-cost +
z(t) = <b~sint) o,b€R

Tangente (iiber Polarsystem):

—a?- 0 0 1
(lzy)~ 0 ¥ 0]-[(z]=0
0 0 a2 Y
also
b-cost-x+a-sint-y—ab=0
Geschwindigkeit:
. —a-sint
i(t) = ( b-cost )
Bahngeschwindigkeit:

lz(@®)| = Va2 -sin®t + b2 - cos? t

3. Schraubenlinie ¢
r-cost

z(t) = | r-sint teR,reRt
p-t

mit p # 0 fest. Es gilt:

22+ =r% . cos?t+r? -sin’t =r?

Also liegt fiir alle t der Grundriss von z(¢) in der xy-Ebene auf Kreis k(0,r). Aulerdem:
2(t)=p-t

lineare Funktion von t. Der Proportionalitédtsfaktor heifit Schraubparameter. Damit:
. . z
y(t) =r-sint =r - sin ()
p
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Kurvensekante in z(tg) =: zo:
y=zo+A (z(t)—zo) t=tot+h
Kurventangente in z, mit

. l(t0+h)_§0 d . .
}lLll}rb f - a&(t)‘t:to = E(to) = QO

Damit Kurventangente
Yy=z0+ A i

fiir &, # 0.

Definition 1.3 Es sei z : (a,b) — R" eine Kurve mit 2(t) = (21(t),...,2,(t))?. Dann ist die
Geschwindigkeitskurve von x die durch

Z1(t)

i (t)

gegebene Abbildung. Die verméoge

o(t) = [lz()]]
definierte Abbildung heifit Bahngeschwindigkeit. Fiir v(tg) # 0 heifit z(¢g) regulir (&(¢g) # 0), falls
v(tg) = 0 heiit z(to) singulér (£(to) = 0). Gilt v(t) # 0 fiir alle t, dann heifit z(¢) regulir.

zu Beispiel 3)

o Es gilt:
—r-sint
&(t) = T - cost
p
cost —sint 0 0
= sint cost O -|r
0 0 1 P

#(t) geht bei Drehung um z-Achse mit t aus 4(0) = (0,7, p)” hervor. Alle Tangenten haben
den gleichen Neigungswinkel a mit tana = £ gegeniiber der x-y-Ebene (Boschungslinien).

o(t) = @) = Vr? +p?

Definition 1.4 Es sei z : (a,b) — R™ eine regulidre Kurve. Ist ||Z(¢)|| = v(t) = 1 fiir alle ¢ € (a,b),
so heiBt z(t) Kurve der Geschwindigkeit eins oder auf Bogenldnge parametrisiert.

zu Beispiel 1)

e Kreis ¢ mit Radius r in R%2. Wihle Parametrisierung:

Q(S) - (risin(f)
=) = 1

Definiton 1.5 Es seien z : (a,b) — R" und y : (¢,d) — R™ reguldre Kurven. y(u) heifit positive
(negative) Reparametrisierung von z(t), falls es eine differenzierbare Funktion h : (¢,d) — (a,b)
mit h’ > 0 (b < 0) fiir alle ¢ < u < d mit

y(u) = (zoh)(u)

60

“Geometrie” von Marco Hamann, Technische Universitat Dresden, Sommersemester 2010

Vorlesung:



gibt.

Lemma 1 Es sei y(u) eine Reparametrisierung von z(t). Gilt y(u) = (zoh)(u) mit differenzierbarer

Funktion A : (¢,d) — (a,b), so folgt:

Beweis:

e Seien z(t) = (x1,...,2zn)", y(t) = (y1,-..,yn)". Es gilt:

fir j =1,...,n. Dann gilt nach Kettenregel:

y;(u) = x5 (h(w)) - h'(u)
also folgt die Behauptung.

Definition 1.6 Es sei z : (a,b) — R™ eine regulidre Kurve, die auf I D (a,b) definiert ist. Dann ist
die Lange der Kurve definiert durch

b
s(ab) == / ()] dt

(Bogenlinge)
Satz 1.2 Es sei y(u) eine Reparametrisierung von z(t). Dann ist

Sﬁ(av b) = Sg(ca d)
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Beweis:

e Es sei hier zunéchst
y(u) = (zoh)(u)
mit h : (¢,d) — (a,b) mit h’'(u) > 0 fiir alle u € (¢,d). Mit Lemma 1.1 folgt:
[y ()l = [2"(h(w)) - B ()| = l|l2"(~(w))] - |B ()]
2" (h(w)| - B (u)

Mit Substitutionsformel der Integralrechnung:

b
sz(a,0) = I&(E)]| dt &= h(u)
d
= (R (u))]] - 1 (w) du
= sy(c,d)

Fiir y(u) als negative Parametrisierung, betrachte

lim h(u) = a lim h(u) =b

u—d u—c

Bemerkung:

e Betrachte die regulire Kurve z : (a,b) — R™. Sei ¢ € (a,b) fest. Dann

4w:/mmMT

Bogenlidngenfunktion.

Satz 1.3 Es sei z : (a,b) — R™ eine regulire C'-Kurve. Dann existiert eine Reparametrisierung y
durch die Bogenldnge von z.

Beweis:
e Nach Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung erfiillt jede Bogenléngenfunktion s(t):

d . ;
750 = 5(1) = |£)]

z ist reguldr nach Voraussetzung, also ||| > 0 und damit $(¢) > 0. Dem Satz iiber inverse

Funktionen zufolge besitzt ¢ — s(t) eine Umkehrfunktion s — #(s) mit

Cdt 1

V)= 3 = 5y = IEOI7 >0

Es folgt:
d d a .. -1
Lt(s)) = () — = [l2(t)]
also nach Bogenldnge parametrisiert.

Beispiel:
1. Sei

Ist z regulér?

8-
Il

(Zetd)
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Fiir to = 0: [|2(0)|| = 0, also z in 0 nicht regulér. Fiir ¢ € R\{0} entstehen zwei reguliire
Teilkurven. Fir ¢ = 1:

st = / i (7)]| dr

= / 2rdr = [7'2}2:15271 (t>1)
1
=t = Vs+1

Damit:

Bemerkungen:

1. Eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve

T = Q(S) = i(t(s))

heifit natiirliche Darstellung, da s eine von der Kurve (Triger) abhingige natiirliche Grofie
ist, d.h. invariant gegeniiber Transformation des Koordinatensystems und zuléssigen Para-
metertransformationen.

2. s(t) lasst sich nicht immer explizit berechnen.

4.2 Kriimmung und Windung in R3

Im Abschnitt 1 sind mit Geschwindigkeit, Bahngeschwindigkeit und Bogenlédnge Gréfien angegeben,
die eine Kurve in 1. Differentialordnung beschreiben. Hier werden Eigenschaften der Kurve von
hoherer Ordnung besprochen, die nach ihrer Bogenlédnge parametrisiert sein soll.

Hohere invariante Ableitungen:

e Sei z = z(s) = z(t(s)) € C? eine regulire Kurve in R3. Es ist nach Satz 1.3:

dt 1
i =< &,d&>"2
ds (s) LI
Es folgen weiter:
d2t t//() 1 < >7% 2 < . > dt
JR— — S) = —— a’:’x A g,g —_
ds? ds
B < I, x>
< g,E>2
&Pt A< P> - <@g >(<EE>+<3,E>)
ds3 <@ E >3
Damit sind:
p dt T
€T = ==
h —ods ||zl
. . (dt 2+. 2t i <ii>
= I | — X —=——3.—"
a — \ds 1| |
,,, o [t 3+3,, dt d2t+_ d3t
= . —_— xaiai m.i
- — \ds ~ ds ds?2 T ds3

2" heifft Kriimmungsvektor.
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e Frenetsches Bezugssystem : Verhafte mit dem Tréger in jedem Kurvenpunkt ein Koordinaten-
system, dessen Koordinatenachsen geometrisch der Kurve angepasst sind. Fiir Kurvenpunkt

z(s0):

— Tangentenvektor z'(sg) =: t(sp) mit < z’, 2’ >= 1. Hieraus folgt:

— Hauptnormalenvektor:

— Binomalenvektor:

b(s0) = (t x 1) (s0)
Damit: (t,n,b) bilden ein orthonormiertes Bezugssystem in z(sg) mit Schmiegebene

yp)=z+X-t+pu- (A, ) € R?

I3

und Normalebene
yApw)=z+Xn+p-b  (\p) R

und Streckebene
yAp)=z+X-b+p-t  (A\p) eR?

e Bemerkung: Fiir 2”(sg) = 0 existiert kein solches begleitendes Bezugssystem.
Definition 2.1 Es sei z : (a,b) — R? eine Kurve der Geschwindigkeit Eins. Wird
k(s) = [z (s)]

gesetzt, so heifit k : (a,b) - R die Kriimmung von z. Kurvenpunkt z(sg) mit x(sg) = 0 heifit
Wendepunkt.

Definition 2.2 Es sei z : (a,b) — R3 eine Kurve der Geschwindigkeit Eins mit x(s) > 0 fiir alle
s € (a,b). Die Vektorfelder

t s+ t(s) Tangentialeinheitsvektorfeld
n : s n(s) Hauptnormalenvektorfeld
b s b(s) Binomalenvektorfeld

bilden das Frenetsche Bezugssystem (t, n,b).

Satz 2.1 Es sei z : (a,b) — R? eine Kurve der Geschwindigkeit Eins mit x(s) > 0 mit fiir s € (a, b).
Dann gilt:

L it =b] =] =1und < t,n >=<t,b>=<n,b>=0.

2. Es gelten die Frenetschen Formeln (Ableitungsgleichungen):

/

t 0 k 0 t
n|l =1-~ 0 71 n
b 0O -7 0 b

mit x = ||z”||. Die Funktion 7 : (a,b) — R heifit Windung (Torsion) von z mit

r=1(s)=<bn >=—-<b,n>

Beweis:
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1. Gilt nach Konstruktion bzw. wegen tln, da

1£]/?
=><tt >

2. Multipliziere ¢, n/, b’ skalar mit t, n, b.

a1 a2
a21 Aa22
asi as2

Wegen 1) folgt:

Nach Konstruktion:

a13
a3 | =
a33

<tt'> <nt' >
<tn' > <nn >
<tb >

<n,b

<t,t >=<n,n >=<bt >=0

=<
<

)
)

IS

tl
S
">

IS S

K-n

K

=<bn-k>=0

AuBerdem folgt aus der Orthogonalitit des Bezugssystems:

<t,n>+<tn >

=><t,n =

Entsprechend a3 = —aso, a13 = —as;:.

Bemerkung: Berechnung von x und 7:

= a2 =

1. Parametrisierung nach Bogenlinge s, z = z(¢(s))

mit

Damit:

K=z

//”

T=<-b,n>
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2. Umrechnung auf allgemeine Parameter t:

= sz Ss=|z
T 8-@’—&-&2-7//
= s §+ 32 KN
TXI = ég-ﬁ'(LXQ)
= &.kb
L lexd
= —
[E|
T o= §-2+5-5-2"425-5-2"+8 2" 5
- 5 £/+35 3 I"Jrég 7///
det(23%) = <ixi, >
_ <é3 K QIXQH 3 ///>
1z’ -
— det( / // I//)
= det(z2 ) - 71
T = det(2Z
I A
det(i & ) 1
= det(zi?) ———=
T e x E?
Beispiel:
1. Getwistete Kubik
t
z:(a,b) =Rt — |2
t3

t
s(t) = / V144712 + 974 dr
0

Berechnung in allgemeinem Parameter t giinstig.

1 0 0
i = 2 =12 T=10
3t2 6t 6
—6t2
=>IT XTI = —6t
2

V36t* 4 3612 + 4

(1+ 42 + 9t4)3
3

9tt + 912 + 1

4.3 Kanonische Entwicklung einer Raumkurve in R?

e Seiz = z(s) € C™ mit n > 4 vorausgesetzt. Mit Hilfe der Taylorentwicklung in der Umgebung
von z(sg) folgt:

z(s) = 2® (s9) - (s — s0)" + Rs(s)

1.
k!

8 =
= w
Vo)

o) +/(50) (5 = 50) + 52" (50) - (s = 50)” + 52" (50) - (5 — 50)° + Rs)
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Es ist:

z(s0) = 1z
z'(s0) = t(s0)
z"(so) = k-n(so)
2" (s0) = K -n(so)+r-n'(s0)
= K n(so)+k-(—k-t+7-b)(s0)
(=K% t4+ K n+r-7-b)(s0)

Wiéhle sop = 0, (¢,1,b) als angepasstes Koordinatensystem in z:

x(s) s — ’“2653
H’$2+%~I€"S3 + Rs(s)

7..~3
G R-T:S

<
—
»
S~—
|
IS
N~
» »
e
|
N[

-

(kanonische Entwicklung)

Bemerkung:

1. Je zwei der Koordinatenfunktionen beschreiben das Bild des Trégers von x in der Schmiege-
bene, der Normalebene und Streckebene unter Normalprojektion.

Satz 3.1 Sei y(s) die kanonische Entwicklung einer Raumkurve z in der Umgebung von z, fiir
die k, 7 # 0 vorausgesetzt sind. Der Normalriss auf die

1. Schmiegebene besitzt in x, reguldren Punkt mit Tangentenrichtung ¢,
2. Normalebene besitzt in zy Spitze 1.Art mit Grenztangente ng

3. Streckebene besitzt in x, Wendepunkt mit Tangentenrichtung ¢,

Beweis:
1. Sei (&)
z(s
<y(s)> = 1:(s)
Dann:
, 1—1.42.42
El(s) = </{ Silli/ 2>
2
1
r(0) = <0) #0
2. Spéter

3. Analog (1)
Bemerkung:

1. Wird die Taylorentwicklung nach der k-ten Stelle abgebrochen, so beschreibt das Taylorpo-
lynom k-ter Ordnung eine Néherungskurve Z; von z in z,. Eigenschaften:

(a) &; = 2y + s -ty beschreibt Tangente in z.
(b) &y =zy+ -ty + 5 - k- s ny beschreibt Kurve mit Tréger in Schmiegebene.

(¢) Erst in Z5 taucht 7 von z in z, auf, die damit ein Maf} fiir die Abweichung von z aus
der Schmiegebene ist.

Satz 3.2 Es sei z : (a,b) — R3 eine regulire C%-Kurve. Es gilt x = 0 genau dann, wenn z((a, b))
auf einer Geraden liegt. Es gilt 7 = 0 genau dann, wenn z((a, b)) in einer Ebene liegt.

Beweis:
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4.4

o Ist Kk =0, so ist

d
—t=0
ds™

und somit ¢t = ¢, = const. Fiir beliebigen Parameter u ist
() = v(w) - £,

mit Bahngeschwindigkeit v.

z(u) = +/uv(7') dr - t,

also z((a,b)) C (zy + [to]). Die Umkehrung folgt offensichtlich.

2. Aussage: siche Ubung

Ebene Kurven in R?2

Betrachte zuniichst die Ebene z=0 in R? als Trigerebene der zu betrachteten Kurve, d.h.

fasse diese als Spezialfall einer Raumkurve auf.

Parameterdarstellung einer Kurve in z=0:

Tangentenvektor:

PO S € (A WIS R
Hw) @(u)? + §(u)? <y(u)) [ &)

s

Normalenvektor (Drehung um % von t(uq))

= - ()

Fiir die vorzeichenbehaftete Kriimmung k9 folgt mit z=0 aus der Berechnung von x:

— s (W)
[1Z]]®

(Y= ) ()

fiir z = z(s) Kurve der Geschwindigkeit Eins.

Ko(u) :=

Frenet-Ableitungsgleichungen:

e Kriimmungskreis (Schmiegkreis) einer ebenen Kurve:

Schmiegkreis

Tangente

Kurve
Normale
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Definition 4.1 Sei z : (a,b) — R? eine regulire Kurve mit ks # 0 fiir u € (a,b). Dann heifit |o]

mit 1
o(w) = —(u)
Kriimmungsradius,
m = z(u) + o(u) - n(u)

der Mittelpunkt des Kriimmungskreises k(m, |g|) zu z in u.

Bemerkung:

1. Tatséchlich gilt in ©v = ug:

E:r(e) = m0+go-(cow>

sin ¢
. sin ¢
i) = o (%)
.. o [cose
=ip) = e <Siw)
joi—i-y 1
= ralp) = T =

Il feol

Der Kriimmungskreis approximiert die Kurve x in ug: dieser besitzt die gleiche Tangente,
Normale sowie Kriimmung k.

Beispiel:

1. Ellipse: Konstruktion der Kriimmungskreise in den Scheiteln

>

k1(Mc, McC), ko(My, MaA) sind die Kritmmungskreise in C,A.

Definition 4.2 Die Menge der Kriimmungsmittelpunkte einer reguldren ebenen Kurve heif3t Evo-
lute c¢*. Fiir ko # 0 ldsst sich diese parametrisieren:

Lemma 4.1 Es sei z : (a,b) — R? eine reguliire Kurve und y : (¢,d) — R? eine Reparametrisierung
von z, y =z o h mit h: (¢,d) = (a,b) differenzierbar. Dann gilt:

ray(u) = sgn(h'(u)) - Koz (h(u))

Beweis:
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e Es ist

"= /(b)) W (u)
y' = 2"(h(w) W (W) + 2 (h(w)) - b (u)

l<

Somit folgt fiir r2, mit y = (y1,y2)""

! 1 1 /
Y1-Y2 =Y "Y1
Iigy —_—

L ly'lI°
W (@ WPl W) —ah W (R )b
- AR F I
21 (h(w)) - 75 (hlw)) = 25(h(w)) - 27 (h(W) 2
[P () - llz']®

(
= sgu(h'(u)) - k2, (h(u))
Satz 4.2 Die Tangenten an m fallen mit den Kurvennormalen von x zusammen.

Beweis:

e Wegen Lemma 4.1 verwende z(s) nach Bogenlinge s, da Evolute unabhéngig von der Para-
metrisierung ist.

m(s) = '(s)— ka(s)"% - kh(s) - m(s) + izt - (5)
— s - <> ) @1(8) - a(3) - £(5)

Definition 4.3 Eine Parallelkurve y zu einer reguliren ebenen Kurve z : (a,b) — R? ist durch

y(u) = z(u) +r-n(w)  (r#0)

definiert.

Bemerkung;:

e Die Parallelkurven zu einer gegebenen Kurve z kann Spitzen aufweisen und muss nicht not-
wendigerweise den Abstand r zu z besitzen.

Lemma 4.3 Es sei z : (a,b) — R? eine reguliire ebene Kurve und 4 : (c,d) — (a, b) differenzierbar,
dann gilt fiir die Parallelkurve

y(z,7,u) = y(z o h,sgn(h’(u)),t)

Satz 4.4 Es sei z : (a,b) — R? eine regulire ebene Kurve. Dann berechnet sich die Kriimmung
der Parallelkurve y(r):

1
Koy (u) = kKo - m(u)
3L

Beweis:

e Sei x = z(s) eine Kurve der Geschwindigkeit Eins. Mit den Ableitungsgleichungen gilt:

"
L =Hh2 N
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Fiir die Parallelkurve zu z gilt:

y z47-1m
Ql _ gl—‘rT-ﬂl
= 2 +r-(—kg)-2'=2"-(1—7r- k)

= nzyy(u) =

4.5 Computergestiitzter Kurvenentwurf (CAD)

e Aufgabenstellung: klassische Polynominterpolation mit gegebeben (x;,y;) fir i = 0,...,n
paarweise verschiedene Stiitzstellen

gesucht: eindeutig bestimmtes Polynom p(z) mit p(z;) = y;.

Losung:

n
p(x) = Zak - P
k=0

mit
1 xp ... al ao Y1
1 =z, ... a2} ay, Yn

Beachte: Wahl des Koordinatensystems beeinflusst Interpolationsergebnis.
Hier sollen Sequenzen von Punkten aus R? interpoliert werden. Vorgegeben werden kénnen:

— Stiitzpunkte:
Bi:(zivyiazi)T 7;:0,...,7’7,

— Stiitztangentenvektoren:

3

— Stiitzkriitmmungsvektoren:

2

_ 2.2 2
P-—(%ﬂm%

v, )

A .. 2.1
il =:ri  pilp;
Die Zusammenfassung (Bi’ le) heifit Stiitztangentenelement, (Bi’ p;,gf) heifit Stiitzkriimmungs-

element. -

Bestimmung einer interpolierenden Vektorfunktion, = z(u), sodass zu vorgegebenen ug <
coe < uy gilt:

z(w)=p, ~ i=0,...,n

eventuell:

z"(u;) = B? © i +B; <A

Bemerkung: Die Wahl der Stiitzparameter wu; ist im obigen Ansatz geometrisch nicht festge-
legt. Es sind jedoch denkbar:

1. dquidistante Parameter a < up < ... < u, < b mit u; —uj_1 = const. fiir j =1,...,n
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2. akkumulierte Sehnenlédnge:
i
wi=y lp,—p,_,
j=1

(chordale Parametrisierung)

3. Soll eine vorhandene reguldre Kurve p = p(t) mit p, = p(¢;) in diesen Punkten interpo-
liert werden, ist eine Parametrisierung nach Bogenldnge moglich.

m=4m=[1@ﬂw7

e Damit liegt in jeder Komponente eine klassische Interpolationsaufgabe vor, welche giinsti-
gerweise mit dem gleichen Verfahren fiir alle Komponenten gelést werden sollten.

Lagrange Interpolationskurve
e gegeben: Stiitzpunkte P, fir i =0,...,n zu Stiitzstellen uyg, ..., u,.

e Die Lagrange-Polynome lauten:

L) = Hj;éi(t - uj)
ij&i(ui - uj)
mit L} (u;) = 6;;. Wird gesetzt
H(0) = 100,
i=0
erfiillt dies die Interpolationsbedingungen.
e Beispiel:

1. In R? soll interpoliert werden:

wp |01 2
z |0 1 2
yi |3 2 3
Lagrange-Polynome:
(t—1)-(t—2)
L) = ———
L3t) = —t-(t—2)
t-(t—1
e = HE2Y

Damit:

= DD, (0) 1 ()40 )

e Bemerkung: Das Berechnen einer Lagrange-Interpolationskurve ist fiir grofe Anzahlen von
Stiitzstellen nicht zu empfehlen, da

— Verénderungen eines Stiitzpunktes die Neuberechnung von allen L (¢) nétig machen

— starke Oszillationen des Kurvenverlaufs zwischen Stiitzstellen (die glatten Verlauf sug-
gerieren)
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C"- und G"-Verbindungen von Kurvenstiicken

Betrachtet werden im Folgenden aus Kurvenstiicken zusammengesetzte (segmentierte) Kurven.
Von besonderem Interesse (fiir CAD) ist die Gestaltung in einem gemeinsamen Kurvenpunkt.

Definition 5.1 Zwei Kurvenstiicken z = z(t), y = y(u) bilden im gemeinsamen Punkt z(tg) =
y(ug) eine C"-Verbindung, falls 2 € CF, y € C™, r = min{m, k},

d! d
@i(tO) = WQ(UO)

fir allel=0,...,r.

Bemerkung;:

e Die Bedingungen in Definition 5.1 sind hinreichend fiir eine C"-Verbindung in Umgebung
eines Kurvenpunktes x(tg) = y(uo), héingen aber von der Parametrisierung ab.

Beispiel:
1. Zwei Viertelkreisbéen mit verschiedenem Radius mit gemeinsamen Punkt P, dort gemeinsame
Tangente.
cost i
krz=a(t) = b (Sint) te [_§’ﬂ
cost 0 m

ciy=yl) = (b+e)'<sint>_<e) we [0’5}

Es gelten:

=i(5) = 0+e): (—01)

Es liegt also fiir diese Parametrisierung keine C''-Verbindung im Punkt P vor. Weiterhin:

sp(t) = b-t
se(t) (b+e)-t

Parametrisierung nach Bogenlénge:

(@ oh)(s)

RS
@ g
=

—~~

[SA VRS

SN—"

~__

(yog)(s) = (b+e): Singbje _(0>

é(@oh)’(%-b)

(oo (5-(b+e) = (-()1)

Damit fiir diese Parametrisierung C*-Verbindung in P.

I
N
o |

—
~_
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Definition 5.2 Zwei Kurvenstiicke z = z(t), y = y(u) besitzen in einem gemeinsamen Punkt
z(to) = y(up) eine G"-Verbindung - sie schlieBen geometrisch stetig von der Ordnung r aneinander
-, falls ihre invarianten Ableitungen nach Bogenlédnge bis zur r-ten Ableitung iibereinstimmen, d.h.

d* dr
@z(to) = dfsgy(to)
fir k=0,...,r.
Beispiel:

1. gegeben: (A,t4), (B,tp) mit ta, tp als Stiitztangenten in A bzw. B. Gesucht: Kreisbogen zu
Stiitztangentenelementen, dass Verbindung dieser G mit tp und tp||AB.

Fiir z = z(t), y = y(u) die auf allgemeine Parameter bezogen sind, ergeben sich unter Verwendung
der invarianten Ableitungen:
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Satz 5.1 Zwei Kurven z, y in R?® besitzen im gemeinsamen Punkt z(to) = y(uo)

1. eine G'-Verbindung genau dann, wenn mit o > 0:

Y(uo) = - (to)

2. eine G2-Verbindung genau dann, wenn zusitzlich mit 3 € R:

ij(uo) = o - E(to) + B - &(to)

3. eine G3-Verbindung genau dann, wenn zusitzlich mit v € R:

Y(ug) = a® - E(to) + 3aB - E(to) + v - &(to)

Beweis:
1. Es gilt:
, Codt 1
r = T =X 7
ds 1]
J = g du _y 1
- = ods = lgll
z, y besitzen in z(ty) = y(uo) eine G' Verbindung
e y'(uw) = z'(to)
[19(uo)
S yu) = = & (to)
= [l&(to) |
——
=
2. Entsprechend:
.13” _ i _ < ivg > i
h 121> & =
y// o g 7<y”g>.y
= lgl* gt =
" Lo iz <i,i> . <yy> .
=) Ll (e - SEEZ e SHE )
= = [EIR [Edl gl =

1=

a? - i(to) + B - i(to)

3. Analog

Folgerung 5.2 Eine G2-Verbindung in einem gemeinsamen Punkt liegt vor, wenn in diesem die
Frenet-Bezugssysteme und die Kriimmungen iibereinstimmen.

Beweis:

e Ergibt sich direkt aus der Konstruktion des Frenetschen Bezugssystems bzw. der Definition
von K.

Satz 5.3 Seien z, y zwei regulire C!'-Kurvenstiicke in R? mit sy # 0. Eine G2-Verbindung dieser
im gemeinsamen Punkt 2(t9) = y(uo) liegt genau dann vor, wenn eine G'-Verbindung vorliegt und
die Kritmmungsmittelpunkte von z, y in z(to) = y(uo) iibereinstimmen.

Hermite Interpolationskurven

e gegeben: Stiitztangentenelemente (QO,Q(I)), (}31,}3})

(0]
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e gesucht: Verbindungskurve z =

z(0) = p,
z(1) = p,

z(u) (mit u € [0,1]) mit beliebigen A\; € R\{0}, sodass gilt:

£(0) = p; - Ao

(1) = Bi A1

(Interpolationspolynom von moglich kleinem Grad)

e Wir setzen an:

z(u) = fo(u)-p,+ fr(u) - p, + go(u) - Xo - py + g1(w) - A1 - p;

Forderungen:

| folw) fi(uw) go(u) g1(u)

1
1 0

0 0 0
1 0 0

u | folw) fiw) go(w) g(w)

0
1 0

0 1 0
0 0 1

Mit den Lagrange-Polynomen
angegeben werden:

fi(w)

gi(u) =

Fir n =1 mit ug =0,u; = 1:
Ly =

L =

= fo(u) =

(u)
go(u) =
(u)

(Hermite-Polynome 3. Grades)

L?(u) kann eine Losung fiir (n+1) Stiitztangentenelemente

(=2 L) - (=) L7 ()
(u— i) - I} (u)?

l—u Li=-1

U I.&:l
(1-2-1-u)-(1—u)?=1-3u>+2u?
(1-2-1-(u—1)) u* = 3u? — 2u*
w4 u® — 2u?

’Z,L37u2

e Bezeichnung: Ag, Ay heiflen Formparameter. Fiir Ay = Ao = [|p, — p, [|: chordal parametrisiert

Satz 5.4 Eine Sequenz von (n+1) Stiitztangentenelementen (Bj’ ]3]1) kann fiir jede Wahl von A, , Ay,

fir i =0,...,n — 1 durch eine Hermi

z;(u) = folu) - p, + fr(u) -p,, +go(uw) o, -y +g1(u) - M, py,

te-Interpolationskurve 3. Grades

1

mit u € [0,1],4 € {0,...,n — 1} besteht, die an den Stiitzpunkten p, eine G'-Verbindung besitzen,

d.h.
z, (1) = L‘(O):Bi
) = 03
Bemerkung:

1. Bei ungiinstigen Vorgaben der Stiitztangentenelemente oder Formparameter kann die Inter-

polationskurve ungiinstige Eige

nschaften besitzen.
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Bézier-Kurven

Definition 5.3 Die in der binomischen Formel
" /n
0y =32 ()t

auftretenden Polynome n-ten Grades

B (t) == (’;) A (1-t" i=0,...,n

heiflen Bernstein-Polynome. Eigenschaften:

1. BM0)=B1)=0firi#0,i#n

2. By(0)=Br(1)=1, By(1)=Br(0)=0
> 0 fiir t € [0, 1]

)
4. Bt) = B'_,(1 — t) (Symmetrie)
)

5. Bt)=(1—t)- B ' +¢- B\ (t), wobei B(t) = 0 fiir i > n oder i < 0.

(L—1)- By~ (t) +t- B (1)
= ("21) A=) (1=t + (7,‘_11> N R L

2

(D))o

Definition 5.4 Eine polynomiale Funktion z : [0,1] — R3 mit

z(t) =Y B (t)-b;
1=0

heifit eine Bézier-Kurve, die Koeffizienten b, Kontrollpunkte. Die Sequenz by, ...,b, bildet das
Kontrollpolygon der Bézier-Kurve.

Satz 5.5 Sei z(t) eine Bézier-Kurve n-ten Grades, t € [0, 1]. Fiir die Differentiation nach t gilt:

(k) d” n! = k —k
z :ﬁg(t):7.ZOA b; - B "(t)

(n—k)!
fir k =1,...,n mit den rekursiv definierten Vorwéartsdifferenzen
Aobz‘ = b
Albi = b b
Ak:éi _ Ak71b¢+1 o Akrflbi

Beweis: (per Induktion nach Differentiationsordnung k)
e Induktionsanfang: k = 0, klar

e Induktionsvoraussetzung: Behauptung gelte fiir k
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e Induktionsschritt:

d
(k+1) S ¢))
(1) praQ)
n—k
n! k d n—k
= k) EEAQ'@Bi (t)
Mit
d n n < gi—1 n—i ) n—i—1
Spr) = () (1= ()
—n - By(t) i=0
= n-BITL(t) i=mn
ne (B = BPTH(t) i=1...n-1
folgt:
nl n—k n—k
g(’”l)(t) = m ZAk b - Bin—_lk_l(t) _ ZAkbi’Bin_k_l(t)>
) i=1 i=0
n—k—1
n! k k n—k—1
= ko 2 Blhn ATk BT
=0 R
n! n—k—1
_ N . k+1 . pn—k—1
= GoEoml X AT BT
i=0
Bemerkung:

1. Speziell fiir tg = 0, t; = 1 ergeben sich:

z(0) = by

2(0) = n-(by —by)

2(0) = n-(n—1)(by —2b; +by)

z(l) = b,

(1) = n-(b, —b,_1)

(1) = n-(n—=1)(by —2b,_1 +bp_s)

Folgerung 5.6 Eine Bézierkurve x = z(¢) mit ¢ € [0, 1] beginnt im Anfangspunkt b, des Kontroll-
polygons, endet im Endpunkt b,. Die Vektoren b; — b, bzw. b, — b,,_; sind Richtungsvektoren in
2(0) bzw. z(1).
Bemerkung;:

1. 2%(0) bzw. (¥ (1) hiingen nur von den Kontrollpunkten by, ..., b, bzw. b,,...,b, ; ab.
Beispiele:

1. Fiir n = 0: (Punkt)
T = bo

Fiir n = 1: (affine Gerade)
z(t) =(1—t)-by+1t-b

Fiir n = 2: ebene Kurve
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2. Zusammensetzen von Bézier-Kurvenstiicken: Bézier-Polygon by, ...,b, und ag,...,a

Yy

n

L = sz‘ - B'(t)
=0

y = a; - B]"(u)
7=0

Gilt:

(a) ag =b,, dann besitzen z,y in ay = b,, einen G°-Ubergang
(b) Liegen b, = ag, b,,_1,
besitzen z,y einen G'-Ubergang in ag=b,.

a, kollinear mit b a, auf verschiedenen Seiten von b,, = g, so

n—1»

(c) wie b), aber gleiche Seiten, dann Spitze mit gemeinsamer Spitztangente.
(d) Ubung: Schmiegebene
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De Casteljau-Algorithmus

e Berechnung von z(tg) einer Bézierkurve durch fortgesetzte Konvexkombinationen (affine Li-
nearkombinationen mit ¢ € [0, 1])

a(t) =3 BI(®) b,

Sei b := b;. Unter Verwendung der Eigenschaft 5 (Rekursion) der Bernsteinpolynome:

z(t) = By(t)-by+ Br(t) b + ...+ B(t) - by
= by- (BT (A=) + B 7N t) )+ b - (BY () - (L—t) + By () - 1)
+o + (Bt - (1—t) + BTL(t) - 1)
= Byl (=040 - ) +By (0] (1—t) + b5 1) +

—b} =0}
o BT (B (L) + by )
=,
n—1
= > Bihb()
j=0

j=0
mit
k k—1 k-1
bj = —t)- b5 +t-bi
e Fiir n =3, tozéz
Bemerkung:
1. Geometrische Interpretation: Die Seiten des k-ten Kontrollpolygons b, .. .,b% , werden im
festen Verhiltnis (Teilverhéltnis bzgl. affiner Koordinatensysteme) geteilt und ergeben das
(k+1)-te Polygon QS‘H, R b']:;t}cfl' Das Verfahren wird wiederholt bis nur noch eine Strecke

iibrigbleibt, deren Teilungspunkt der zu ¢y gehdrende Kurvenpunkt ist.

Satz 5.7 Ein Bézier-Kurvenstiick = z(¢) mit ¢ € [0, 1] liegt in der konvexen Hiille des Kontroll-
zugpolygons.

Satz 5.8 (Affine Invarianz) Das Bild einer Bézier-Kurve unter einer affinen Abbildung « : R® — R3
ist die Bézierkurve z® vom gleichen Grad zum Bild des Kontrollzugpolygons von x unter a.
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Beweis:

e affine Abbildung

Dann

4.6 Flachen und Tangentialebenen in R”

Definition 6.1 Ein (lokales) Flichenstiick ist eine differenzierbare Abbildung z € C™(U) mit
z:U — R”, U C R? offen,
(u,v) — z(u,v)

Die Jacobi-Matrix J(z) zu z : U — R™ ist fiir (u,v) € U die durch

aul1 aqﬁh
J(z) = = (iu lv)

gegebene matrixwertige Funktion.

Definition 6.2 Ein Flichenstiick z : U — R™ heifit in (ug, v9) € U regulér, wenn J(z) in (ug, vp)
den Rang 2 hat.
Bemerkung;:
e Gilt Rg J(z) = 2 fiir alle (u,v) € U, so heifit z regulér.
Lemma 6.1 Sei z : U — R” ein Fldchenstiick und (ug,vg) € U. Dann sind dquivalent:
1. z,(uo,v0), z,(uo,v) sind linear abhéngig.

2. Es gilt:

det <Zy,Z, > <Z,,T,>
<z, ,,x, > <z, T >

=) =u =v)=v
3. Rg J(z)(uo,vo) = 2.
Beweis:

1. 1=2:

Seien z,,, z, linear abhingig, d.h. es existiert ein A € R mit

Ly = A Ly,
Damit:
w = det (< T, %, > < Z,,T, >>
<Ly Ly > <Ly, Ty >

KTy Ty > A< 2,2, >
= det N<z,z > N<z,z >

Zu) =u Zu) =u

= N<z .,z >N <z .z >=0

Fur Hy Ly Zy
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2. 2=3:

0 = w=zl}-llzl3- <z, 2z, >
n pae ou = ov = ou Ov
- ¥ (6951‘.5%‘_6%.8%)2
< Tien ou Ov ov  Ou

Definition 6.3 Sei z : U — R” ein Flichenstiick und (ug, vp) € U. Die Kurven

u +—  z(u,vg) u-Koordinatenlinie

v = z(ug,v) v-Koordinatenlinie
heiflen Koordinatenlinien von z in z(ug, vp).

Bemerkung;:

e Das Flichenstiick sei hierfiir im Folgenden injektiv vorausgesetzt, d.h. aus (u1,v1) = z(uo, vo)
folgt (uy,v1) = (ug,vg).

Definition 6.4 Sei z = z(u,v) mit £ € C™ (m > 1) ein reguldres Flichenstiick sowie h : t —
(u(t),v(t)) eine Kurve im Parametergebiet U mit (ug,v9) = (u(to), v(tg)). Der an die Kurve

y(t) = (z o h)(t) = z(u(t), v(t))

in to gebildete Vektor

heifit Tangentialvektor an z in z(ug, vg).
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Bemerkung;:

z, bzw. z, sind Richtungsvektoren der Tangenten an Parameterlinie.

Lemma 6.2 Die Menge aller Tangentialvektoren an ein regulidres Fliachenstiick z : U — R”™ in
Zo = x(uo,vo) € z(U) bildet einen Vektorraum Ty , der von z, (ug, vo) und z,,(uo, vo) aufgespannt

wird.

Beweis:

Sei y(t) eine Kurve auf 2(U) wie in Definition 6.4 mit y(to) = z, und y(to) # 0. Es gilt:

(t) (z, -0 +z, - 0)(1)
= y(to) = z,(uo,v0) - u(to) + z,(uo,v0) - ¥(to)

[

mit (u(tg), 0(to)) # 0 fur reguldire Kurven im Parametergebiet.
Wihle umgekehrt (A1, A2) € R?\{(0,0)} mit
y' = A1z, (uo,v0) + A2 - 2, (uo, vo)

ho (ug+ A1t
he (Uo+/\2-t> €U

Sei auflerdem

dannn existiert y(t) = z(u(t),v(t)) mit

y(to) = z, (1o, v0) - M1 + z, (uo, v0) - A2 = y*

Definition 6.5 Sei z = z(u,v) mit (u,v) € U ein regulédres Flidchenstiick und (ug,vp) € U ein
Punkt im Parametergebiet. Dann heif}t

Tz, = z(uo,v0) + Ty, (uo,vo)

= z(ug,vo) + [z, 2,](ug,v0)

Tangentialebene an z in z(ug, vo).

Beispiel:

1.

Torus in R3, x = z(u,v) : [0,27] x [0, 27] — R3,

(o= 6) o ()

Kreis um (a,0) in x-z-Ebene mit Radius @ > b > 0. Rotation um z-Achse mit Winkelmaf} v:

x cosv —sinv 0 .
. a+b-sinu
y | (u,v) = |[sinv cosv 0 .(Ob-cosu)
z 0 0 1
(a+b-sinu) - cosv
= (a+b-sinu)-sinv
b-cosv
Es gilt z € C*°(U) mit
b-cosu-cosv —(a+b-sinu) - sinw
z,=|b-cosu-sinv z,=| (a+b-sinu)-cosv
—b-sinu 0

x reguldr, falls vermoge Lemma 6.1.2:

b? 0

2. i )2
0 (a+b-sinu)? =07 (atb-sinv)” #0
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nach Voraussetzungen. Tangentialebene:

b-(a+0b-sinu)-sinu - cosv
T, XT, = b-(a+0b-sinu)-sinu-sinv
b-(a+0b-sinu)-cosu
sinw - cosv
=>n = sinu - sin v
cosu

Bemerkung:

1. Um die Forderung nach einem injektiven Fléchenstiick fiir alle Punkte von z(U) zu betrach-
ten, wihle man zur Punktmenge Parametrisierung iiber Uberdeckung der Punktmenge eines
Torus mit injektiven Fldchenstiicken.

Definition 6.6 Es sei x : U — R™ ein reguldres Flichenstiick, z(ug,vo) € z(U) und w € R™ in
2(uo, vo). Dann heifit w normal zu z in x(ug,vy), falls fiir alle Tangentialvektoren z! in x(ug,vo)

gilt:
>=0

<w,T
Bemerkung;:

° T;(-) bezeichnet den Unterraum aller zu Tgo normalen Vektoren.

4.7 Metrik auf Flachenstiicken

e Abstand zweier Punkte p,q € R (euklidischer Raum)

n

s* = Z(Qi _pi)2

i=1

e Abstand zwischen p, ¢ € z(U) auf Flichenstiick vermoge Bogenlinge von Flachenkurven: Sei
z : U — R" reguliires, injektives Flichenstiick, t — (u,v) € U eine regulire C*-Kurve, also
y(t) := z(u(t),v(t)) reguldre Flichenkurve,

s(t) = / lg(r)ll dr

Bogenlédngenfunktion. Damit:

=

t
/ (<gu-u+gv-v,gu~n+gv-i}>) dr
c

s(t)

2
ds . Lo .
:><dt) = <Qu7§u>~u2+2<gu,§v>-u-v+<gv,gv>-02

Definition 7.1 Es sei z ein reguldres Flichenstiick. Die Funktionen E, F,G : U — R mit

E(u,v) = <Z,,T,>
Fu,v) = <z, x,>
Glu,v) = <zx,,z,>

heiflen Grundgréfien der ersten Fundamentalform auf T, von z,
ds? = Edu® + F dudv + Gdv?

Vorstellung: Fiir ein reguléres Flachenstiick x sowie y(t) = x(u(t),v(t)) reguldre Flichenkurve ist
infinitesimaler Abstand bzgl ¢ + dt:

z(u(t+ dt),v(t +dt)) = z(u(t),v(t)) + z(u(t), v(t)) dt

84

“Geometrie” von Marco Hamann, Technische Universitat Dresden, Sommersemester 2010

Vorlesung:



also
z(u,v)(t+dt) — z(u,v)(t) = z(u,v)(t)dt
= [lz(u, v)(t + dt) —z(u, )OI =z, @ +z,-0fd
= VE-@®+2F-0-0+G-%dt

Definition 7.2 Seien z : U — R"™ (reguléires) Fliichenstiick sowie ¢ : V — U mit V' C R? offen eine
Parametertransformation mit ¢ als Diffeomorphismus. ¢ heifit orientierungstreu, falls det J(¢) > 0.
© heiit orientierungsumkehrend, falls det J(¢) < 0.

Satz 7.1 Sei x : U — R™ ein (reguléres) Flidchenstiick.

1. Sei k : R® — R" eine Bewegung (Isometrie). Dann ist auch & = k x z ein (reguléres)
Fliachenstiick, fiir dessen 1. Fundamentalform gilt:

dss = ds

|8
|8 2o

2. Sei ¢ : U — U eine Parametertransformation und & = z x ¢, dann gilt fiir die 1. Fundamen-
talform:
dsg =ds

BN

Beweis:

1. Sei k : R™ — R" eine Bewegung, f(z) = k(z) — x(0) die zugehorige orthogonale Abbildung,.
Dann gilt mit zugehoriger Matrix A sowie

dt =2, -du+2,- dv
dass
d(k(z)) = d(f(z))
=ds2 = <didi>
= <d(f(2)),d(f(z)) >
= < Adz,Adx >=<dz,dzx >= dsi
2. Es gilt:
dsg =<dz,dz >
Mit
folgt:
ds3 = <d(zop),d(zop)>
= <dzodp,dxodp >
= <dz(dp),dz(dp) >
= ds;
Bemerkung;:

1. Winkel-und Liangenmessung bzgl Basis: Sei hierfir z : U — R™ ein C™-Flichenstiick (m > 1),
regulér, mit 1. Fundamentalform ds2 auf T’,. Des weiteren I 5 ¢ — (u,v) = h(t) eine reguléire
C™-Kurve, y(t) = (z o h)(t) eine Flidchenkurve.

i) = PEI 1) =y (010) # 0
= [lglto)l = (< day ) (B (t0)), dp o) (B (t0)) > )%
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Lénge von y:

J(a.h) / 9]l dt

Schnittwinkel zweier Kurven in y (to) = y, (t2):
<Y Y, >
o = arccos | — ,
19, B0 - (19, (E2)]]

4.8 Weingartenabbildung und Kriimmung

Ziel: Beschreibung der Kriimmung von Flichenstiicken in R?
Definition 8.1 Sei z : U — R3 ein regulires Flichenstiick. Es bezeichnet N : U — Sy die durch
folgende Bedingungen eindeutig definierte Abbildung (Gauf3-Bild)
1. Fir alle (u,v) € U : ||[N(u,v)|| =1
2. Fiir alle (u,v) € U : N(u,v) € Ty (u,v)
3. z, X z, und N(u,v) sind gleich orientiert.
Bemerkung:

1. Berechnung von N (Einheitsnormalenvektorfeld) mittels

M(,Lh ’U) — *“7*”” (u7 U)

2z Il - llz,

Fiir reguliire Flichenstiicken z mit z € C™ folgt N € C™~!, d.h. im Folgenden m > 2.

Betrachte nun die Anderung von N in Richtung eines Tangentialvektors als MaS fiir die Verbiegung
von z in diese Richtung.

Definition 8.2 Sei z : U — R? ein reguliires Flichenstiick mit z € C™ (m > 2) und N : U — Sy
das GauBbild. Fiir eine regulire C*-Kurve h(t) := (u(t),v(t)) € U in h(tg) = (ug,vo) setze

Lii(t) = —dN,,
ON du ON dv
= - <6u(uoavo) : E(tO) + 87;(%7”0) : dt(to))
L heifit die Weingartenabbildung von z in z,. Eigenschaften:
1. Es gilt:
ON
L = —=-N
(z,,) o N,
ON
L = —=-N
(z,) 5 N,

2. List in jedem z(uo,v0) € z(U) eine lineare Abbildung L : T, — T,
3. Fiir eine reguléire C2-Kurve h(t) = (u(t),v(t)) gilt mit y(t) = (z o h)(t):
<y, N >=<L(y),y >

Definition 8.3 Sei 2 ein regulires Flichenstiick, y = (z o h) eine Flachenkurve wie in Definition
8.2. AuBlerdem sei ||| = 1 (Bogenlingenparametrisierung). Dann ist

k(y) :=< L(y),y >

die Normalkriimmung von z in Richtung .

Satz 8.1 Seien 2,y = z o h wie zuvor, y(to) = z(ug,vo) sowie durch N(ug,vo) und y(to) ein
Normalschnitt von z, in dem y liegt. Dann gilt:

k(y(to)) = £k2,(to)
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