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Teil 1

Grundlagen der Topologie



Metrische und topologische Raume

Definition e Sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R, heifit Halbmetrik :<

(i). Va,y € X : d(x,y) = d(y,z) (Symmetrie)
(ii). Vz,y,z € X :d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecks-Ungleichung)
(iii). Vz € X : d(xz,2) =0

Gilt ferner
(iv). Va,y € X : d(x,y) = 0 = = = y (Trennungseigenschaft)
so heifit d Metrik. (X, d) heifit metrischer Raum.
e Sei (X, d) ein halbmetrischer Raum.
(i). Seiz € X, A C X. A heifit Umgebung von z :< Je > 0: B(z,e) C A. Dabei

B(z,e) :={y € X;d(z,y) < ¢}
Blz,e] :={y € X;d(x,y) <&}

(ii). Sei A C X. A offen :& Fiir alle z € A ist A Umgebung von x. A abgeschlossen & X\ A
offen.

e Sei X eine Menge, T C P(X). T heifit Topologie auf X :&

(i). V§C T :
UuveTt
UeS
(ii). VF C T, F endlich:
veT
UeF
Konvention: Fiir S = () sei
Ju:=0 U=X
Ues ves

(X, T) heiBt topologischer Raum. Die Elemente von 7 nennt man offen. A heifit abgeschlossen
& X\ A offen.

e Seien X Menge, 71, 7> Topologien auf X. 77 ist feiner als 75 (oder: T3 gréber als 71) 1< 71 2
Ts.
Feinste Topologie: P(X), grobste Topologie: {0, X }.

e (X, T) topologischer Raum, A C X, € X. A heifit Umgebung von 1< 3U € T : z €
U,U C A



e Das Mengensystem
U (T) :={A C X, AUmgebung von z}

heiffit Umgebungsfilter von x.

1.1 Proposition

Sei (X, d) ein halbmetrischer Raum. Sei ferner 7" das System der offenen Mengen (geméf Definition
in halbmetrischen Rdumen). Dann ist 7 eine Topologie auf X.

Beweis: Klar bzw. Ubung. O
Definition Sei (X, 7T) ein topologischer Raum, A C X.

(i). Dann heif3t
A=int(A) = JUC X;U e T, U C A}

Inneres (offener Kern) von A. Ubung:
int(A) = {z € X; AUmgebung vonx}
(ii). Die Menge
A=cl(A) = m{B C X; B D A, Babgeschlossen}
heiit Abschluf (abgeschlossene Hiille) von A. Ubung:
A={z e X;VU €U (T): UNA#0}

Offenbar ist A offen, da es Vereinigung offener Mengen ist.

1.2 Lemma

Sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann gilt:
(i). Sei § € P(X) ein System abgeschlossener Mengen. Dann ist

ﬂ A abgeschlossen
AeS

(ii). F C P(X) ein endliches System abgeschlossener Mengen. Dann ist

U A abgeschlossen
AeF

Beweis: Unter Verwendung der de Morgan’schen Regeln:

X\(ﬂ A) = |J X\4 offen

Aes Aes
X\(U A)zﬂX\A offen O
AeF AeF

Definition Sei (X, 7T) ein topologischer Raum.

e Seien U C P(X),z € X. U heifit Umgebungsbasis von z :< U C U, (T);VA € U, (T)3U €
U : U C A. Dies ist dquivalent zu:

{ACX;3UeU:UC A} =U(T)
Beispiel: (X, d) metrischer Raum, (&,,)nen Folge in (0, 00) mit €, — 0 fiir n — oco. Dann ist
{B(z,en);n € N}

Umgebungsbasis von z.
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e 7 (oder X) heifit separiert (oder Hausdorffsch) 1< Vo,y € X mit z # y U € U, (T),V €
U(T):UNV =0.

1.3 Proposition
Sei (X, d) halbmetrischer Raum. Dann:
X separiert < dist Metrik

Beweis: e =% Seien x,y € X mit  # y. Dann existieren U € U,(T),V € Uy,(T) mit
UNV =10. Somit y ¢ U. Es gibt § > 0 mit B(z,d) C U. Also d(z,y) > 9.

o <% Seien z,y € X mit x # y. Dann
0<d(z,y)=:9¢

Die Kugeln B (x, g) und B (y, %) erfiillen die Eigenschaften der Definition der Separiertheit:

0 0
(s 2) 5 (52) - g
—_——— —\—
eu, eu,

Definition Seien (X, 7T), (Y,S) topologische Riume, f: X — Y, z € X. f ist stetig in z
1 VV EUp)(S) - fHV) € Un(T)
S VYV eUp)(S)AU e U (T) : f(U)CV

Offenbar geniigt es statt Uy (,)(S) eine Umgebungsbasis von f(x) zu betrachten. f heifit stetig :<
f ist in jedem z € X stetig.

1.4 Satz

Sei (X, d) metrischer Raum, (Y,S) topologischer Raum, f : X — Y, z € X. Dann dquivalent:
(i). f stetig in z

(ii). f folgenstetig in x, d.h. fiir alle Folgen (z,,)nen mit 2, — @ (n — o00) gilt: f(z,) — f(x)
(n — o0). Hierbei:

Y = yinY :& VU € Uy(S)AIN e NVR > Ny, € U

Beweis: Ubung O

Bemerkung Ohne die Voraussetzung, dass (X, d) metrischer Raum ist, ist Satz 1.4 falsch. Hierfiir
fiihrt man sogenannte Netze ein (siche unten).

1.5 Satz

Seien (X, T), (Y,S) topologische Riume, f : X — Y. Dann sind #quivalent:
(i
(ii

). f ist stetig
).

(iii). B abgeschlossene Menge in Y = f~!(B) abgeschlossen in X
).
).

V offene Menge in Y = f~1(V) offen in X

(iv F(A)

VAC X : f(A) C f(A)
f

(v). VBCY: f~1(B)C f~4B)
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Beweis: o (i) = (ii)

Se1V€S,3:6
eu

f7H(V). Damn ist f(z) € V und daher V' € Up(,)(S). Da f stetig ist, ist
(7). Damit f~1(V) = int(f~1(V)) offen.

V)

o (i1) = (i)
Sei x € X, V € Upy)(S). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei V' offen. Damit ist
f71(V) offen und wegen x € f=1(V) folgt f~1(V) € U.(T).

o (ii) < (iii)
Fiir alle V C Y gilt:
TY\V) = X\fTH(V) O

Bemerkung Sei (X, d) halbmetrischer Raum, zo € X. Dann ist die Abbildung f : X — R,z —
d(z,xzg) stetig, denn
|d($7$0) - d(y7x0)| < d(l’,y)

Damit folgt fiir » > 0:
B(zo,7) := f~Y((=r,7)) offen
Blzo,r] := f~!([~r,7]) abgeschlossen

Definition  (i). Eine Menge I heifit gerichtet, falls (I, <) prigeordnet ist (quasi-geordnet) ist, d.h.

YViel: 1<y reflexiv
Vi,koAN€T : {t <K,k < A= 1<} transitiv

und fiir alle ¢q,19 € I existiert ¢t € I : 11 < 1,15 < 0.

(ii). Ein Netz (x,),es in einer Menge X ist eine Familie, wobei I gerichtet ist und x, € X (v € I).

Definition Seien (X, 7T) ein topologischer Raum, (x,),cr ein Netz, o € X.
(1). (x,).er konvergiert gegen g <= YU € Uy, (T)Jo € INe > 1912, €U
(ii). xo Haufungswert des Netzes (x,),er < YU € Uy (T)Vig € IF > 191z, €U

Bemerkung Ist (I, <) = (N, <), dann heifilen Netze mit Indexmenge N Folgen.

1.6 Satz

Sei (X, T) ein topologischer Raum, A C X, x € X. Dann dquivalent:
(). r€ A
(ii). Es existiert ein Netz (z,),er in A mit z, — .

Ist X halbmetrisch, so ist ferner dquivalent:

(iii). Es existiert eine Folge (2, )nen in A mit x,, — x.
Beweis: Ubung 2 O

1.7 Satz

Seien (X, T), (Y,S) topologische Rédume, f: X — Y,z € X. Dann sind dquivalent:
(i). f stetig in z

(i1). Fiir jedes Netz (z,),e7 in X mit z, — z gilt: f(z,) — f(z)
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Beweis: o (i) = (ii)
Sei (x,),er ein Netz in X mit 2, — 2. Sei V' € Up(,)(S). Dann ist f~1(V) € Uy(T) und
daher existiert (o € I, sodass x, € f~1(V) fiir alle ¢+ > g, d.h. f(x,) € V (¢ > 1g). Damit
flz) = f(z).
o (ii) = (i)
Annahme: f ist nicht stetig in . Also existiert V' € Up,)(S) mit f~1(V) ¢ Uy (T). Sei U
eine Umgebungsbasis von . Auf U definieren wir eine Ordnung < durch:

U<V:eUDV

(< ist gerichtet, denn U,V e U = UNV el (T)=IW eld - W CUNYV)

Fiir alle U € U existiert xy € U\ f~1(V). Dann gilt 2y — 2: Fiir A € U, (T) existiert U € U
mit x € U C A, damit fiir alle V€ Y mit U < Vist zy € V C U C A. Andererseits
flzy) ¢ V fir U € U, also konvergiert (f(xy))vey nicht gegen f(z). Widerspruch!

O
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Kompakte Mengen

Definition e Sei (X,T) topologischer Raum. X heifit kompakt, wenn zu jeder Uberdeckung
von X durch offene Mengen eine endliche Teiliiberdeckung existiert, d.h. zu jedem S C T

mit
Uv=x
vesS

Juv=x

UeF

existiert F C S endlich mit

2.1 Satz

Sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:
(i). X ist kompakt

(ii). Fiir jedes System R abgeschlossener Mengen in X mit der endlichen Durchschnittseigen-

schaft, d.h.
VF CR endlich: [ A#0
AeF
gilt:
[ A#0

AeR

(iii). Jedes Netz in X besitzt einen Haufungswert.

Beweis: e (i) & (il)

N A=(2)<:>X:X\<ﬂ A): U x\4

AER AER AER
o (ii) = (i)
Sei (x,),er ein Netz in X. Fiir ¢ € I sei
A, ={xgk >0}
Offenbar A, abgeschlossen. (A,),¢r erfiillt die endliche Durchschnittseigenschaft:
Sei F C I endlich. Dann existiert tg € I mit ¢ < (g fiir alle ¢« € F. Daher:
Vie F:{xgr >0} Cl{oe;r >0}
=0#A4,C[)A

LEF

Nach Voraussetzung gilt daher:
(A #0

el



Sei x € [, A Wir zeigen: 2 ist Haufungswert von (z,),er. Sei U € Uy (T), 10 € I. Wegen
v €A, = {2k > 1} folgt (mit Aufgabe 5, Ubung 1)

UN{zgk >} #0
Also existiert ¢ > 1o mit z, € U.
o (iii) = (ii)

Sei R ein System abgeschlossener Mengen in X mit der endlichen Durchschnittseigenschaft.
Sei

I:={F C R;F endlich}
F<F & FCF (F,F el

Offenbar ist (I, <) gerichtet. Fiir F € T sei

TF € ﬂA?é(Z)

AeF

Nach Voraussetzung besitzt das Netz (xr)rcr einen Hiufungswert x € X. Behauptung:
T € per A Sei A € R, U € U(T), 1o := {A}. Also existiert F € I mit {A} € F und
xzr € U. Wegen
zre (JCCA
CeF

ist UNA# 0. Demnach gilt 2 € A= A. Also x € (45 4.

Definition Sei (X, 7T) ein topologischer Raum.

(i). Fir M C X sei
MOT:={UNnM;U €T}

die sogenannte Spurtopologie. (Dann ist (M, M N T) ein topologischer Raum.)

(if). M C X heifit kompakt :< (M, T NM) kompakt. M C X heifit relativ kompakt :< M besitzt
kompakte Obermenge.

(iii). X heiit lokalkompakt :< Jeder Punkt von X besitzt eine Umgebungsbasis aus kompakten
Mengen.

2.2 Proposition
Sei (X, T) ein topologischer Raum, M C X.
(1). Ist X kompakt, M abgeschlossen, dann auch M kompakt.

(ii). Ist X separiert, M kompakt, dann M abgeschlossen.

Beweis:  (i). Ubung
(ii). Sei y € X\M. Zu jedem x € M gibt es eine offene Umgebung U, € U,(T),V, € Uy, (T) mit
U,NV, =0.Es gilt
Mc Ju,

xeM

Da M kompakt ist, existieren x1,...,x, € M mit

we (o
=1

“Funktionalanalysis” von Jiirgen Voigt, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2010/11

Vorlesung:



Sei .
V=)V, € Uy(T)
i=1
Dann gilt V N M = (). Somit ist X\ M offen, also M abgeschlossen.
O

Bemerkung Ist X separiert, so ist X lokalkompakt genau dann, wenn jeder Punkt in X eine
kompakte Umgebung besitzt.

Beweis: Seien x € X, U € U, (T). Dann exzistiert K C X kompakt, K € U,(T). O.B.d.A. U C K
(sonst betrachte U N K € U,(T)). K ist abgeschlossen (2.2(ii)), daher K\U abgeschlossen und
somit kompakt (2.2(i)). Firy € K\U existieren U, € U, (T), Vy € U(T) offen mit U, NV, = 0.
Es existiert eine endliche Teiliberdeckung {Uy,;j =1,...,n} von K\U. Setze

we=J U, 2 K\U Vi=Kn(]V,
i=1 =1
Dann gilt V.C X\W und somit VvV C X\W = X\W, da W offen. Es folgt V CU wegen V C K.
V st also kompakt (2.2(1)), V C U und V € U, (T). O
2.3 Satz

Seien (X, T), (Y,S) topologische Riaume, X kompakt. Sei f : X — Y stetig. Dann:

(i). f(X) kompakt

(ii). Ist Y separiert, f bijektiv, so ist f ein Homdomorphismus, d.h. f und f~! sind stetig.
Beweis:  (i). Sei R eine offene Uberdeckung von f(X). Dann ist {f~!(V);V € R} eine offene

I:Jberdeckung von X. Daher existiert F C R, F endlich, sodass {f~}(V);V € F} eine
Uberdeckung von X ist:

xX=J v

VeF
Deshalb:
s (U rw)e
VeF VeF

(ii). Zu zeigen: U C X offen = f(U) offen.

Sei U C X offen. Dann ist X\U abgeschlossen und daher kompakt (2.2(i)). Daher f(X\U)
kompakt nach (i), also insbesondere abgeschlossen (2.2(ii)), da Y separiert ist. Wegen Y\ f(U) =
F(X\U) (f bijektiv) ist f(U) offen.

O

Bemerkung Satz 2.3 ist wichtig, insbesondere in folgender Form: Seien 7,S Topologien auf X,
(X, T) kompakt, (X,S) separiert, T 2S. Dann T =S. (T 2 S <id: (X,T) — (X, S) ist stetig,
damit klar nach (ii)).

Definition Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(i). X heifit abzéhlbar kompakt :< Jede Folge in X hat einen Héufungswert. (& Jede abziihlbare
offene Uberdeckung von X besitzt eine endliche Teiliiberdeckung; Ubung).

(ii). X folgenkompakt :< Jede Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.

2.4 Proposition

Sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann:

11
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(i). X kompakt = X abzdhlbar kompakt

(ii). X folgenkompakt = X abzéhlbar kompakt

Beweis:  (i). Klar mit Satz 2.1.
(ii). Klar.

O

Definition Sei (X, d) metrischer Raum. Dann heifit X prikompakt (historisch: totalbeschrénkt)
& Ve > 03F C X endlich:

X = U B(z,¢)

zeF

2.5 Satz

Sei (X, d) metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

(i
(ii
(iii

(iv

).
).
).
).

X ist kompakt.
X ist abzéhlbar kompakt.
X ist folgenkompakt.

X ist prikompakt und vollstandig.

Beweis: (Teil 1)

(i) = (ii): Proposition 2.4

(ii) = (ii):

Sei (zn)nen eine Folge in X, x ein Haufungswert. Sei ng := 0. Fiir j € N seien ng,...,n;_1
mit z,, € B (x, %) und np—1 <ny fir k=1,...,75 — 1 schon bestimmt. Es gibt n; > n;_; :
Tn; € B, %) Dann z,,; — x (j — o0).

(iii) = (iv):

Annahme: X nicht prakompakt. Dann gibt es € > 0, (2 )nen in X mit

n—1
T ¢ U B(z;,¢)

j=1
Dann ist d(2y,, z,) > € fiir m,n € N,n # m. Daher besitzt (2, )nen keine Cauchy-Teilfolge.
Widerspruch!

Vollstandig: Jede Cauchy-Folge besitzt einen Haufungswert, also konvergent.

2.6 Proposition (Schachtelsatz)

Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Sei (B, )nen eine Folge abgeschlossener Mengen mit
By 2By D..., B, #0,diam B, — 0 (n — o0). Dann gilt:

() Bn #0

neN

Genauer:

ﬂ B, = {xz}

neN

Dabei ist der Durchmesser diam B,, definiert durch

diam B,, := sup{d(z,y);x,y € By}

12
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Beweis: Sei z,, € By, fiir n € N. Dann ist (zy,)nen eine Cauchy-Folge, denn fiir n < j < k:
zj,x € By, = d(z;,z;) < diam B,, — 0 (n — o0)

Also existiert lim, oo . Fiir j > n gilt: «; € B,, abgeschlossen, also € B, (n € N). Damit
T E ﬂ B,

Seien z, 2" € (1, cyy Bn. Dann d(z,2') < diam B, fiir alle n € N, damit d(z,z") =0 O
Beweis: (Teil 2 von 2.5)
e (iv) = (i):
Sei S eine offene Uberdeckung von X. Zu Zeigen: 3F C S, F endlich mit
x=vu

UeF

Angenommen nicht. Dann existieren abgeschlossene Mengen By D By D ..., diam B,, < %
(n € N) und zu B,, gibt es keine endliche Teiliiberdeckung von S:

Sei By := X. Seien By,..., B, schon gewihlt. B, lisst sich darstellen als Vereinigung von

endlich vielen abgeschlossenen Teilmengen vom Durchmesser < -7, da X priikompakt. Zu

einer von diesen Mengen gibt es keine endliche Teiliiberdeckung, wéhle diese als By, ;1.
Sei x € (| By, gemif 2.6. Es existiert U € S, € > 0:

x € Blx,e] CU
Dann gibt es n € N mit % <, also

1
B, CB {x,} C Blz,e] CU
n

Widerspruch!

2.7 Folgerung
Sei (X, d) vollstandiger metrischer Raum, M C X. Dann sind dquivalent:
(i). M ist relativ kompakt.
(ii). Jede Folge in M besitzt eine in X konvergente Teilfolge.
(iii). M ist prikompakt.
Beweis: e (i) = (ii): Satz 2.5 fiir M
e (ii) = (iii): wie in Beweis von Satz 2.5, (iii) = (iv)

e (iii) = (i): M prikompakt = M prikompakt (1), M vollstindig, also kompakt.

13
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Teil 11

Normierte Riume und lineare
Operatoren

14



Normierte Raume und Banachraume

Immer K € {R,C}

Definition (i). Sei X ein Vektorraum iiber K. Eine Halbnorm p auf X ist eine Abbildung p :
X — [0,00) mit

(1) absolut homogen: Vo € X, A € K: p(A-x) = |A| - p(x)
(2) Dreiecksungleichung: Va,y € X : p(z +y) < p(x) + p(y)

Gilt zusétzlich
B)VeeX:plz)=02=0
5o heifit p eine Norm auf X. (X, p) heifit (halb-)normierter Raum. Meist ||z| := p(z).
Ist (X, p) ein (halb-)normierter Raum, so wird durch
d(z,y) = p(x —y)
eine (Halb-)Metrik definiert. Damit ist X ein (halb-)metrischer Raum.
(ii). Ein Banachraum ist ein vollsténdiger normierter Raum.

Bemerkung  (i). Ist X ein Banachraum, L C X ein abgeschlossener Teilraum, dann ist auch L
ein Banachraum.

(ii). Ist X normierter Raum, L C X vollstdndiger Teilraum, dann ist L ein Banachraum und L

ist abgeschlossen.

3.1 Proposition
Sei (X, ]| -]|) ein normierter Raum. Dann sind dquivalent:
(i). X ist ein Banachraum.
(ii). Ist (p)nen in X mit
oo
Y llzall < oo
n=1
so existiert
9] k
D@m= Jlim >
n=1 n=1
d.h. die Reihe ) x,, ist konvergent.
Beweis: o (i) = (ii):

Sei € > 0. Dann gibt es NV € N, sodass fiir alle m > n > N:

m

Y el <e

k=n+1

15



Fiir m > n > N folgt:

m n m m
Dom= Y wel = > wk| < )l <e
k=1 k=1 k=n-+1 k=n+1

dh. X, ry),, ist eine Cauchy-Folge, damit konvergent.

o (ii) = (i):

Sei (zy,)nen eine Cauchy-Folge. Sei (€5, )nen in (0, 00) mit

o0
g Ep < OO
n=1

Es existiert ng € N, sodass fiir m,n > ng:
”xn - xm” S €1
Es gibt n1 € N, ny > nyg, sodass fiir m,n > n:

T — 20| < €2

Seien ng < ny < ... <ng_1 gewahlt. Es gibt ng > ng_1, sodass fiir m,n > ny:

|zm — 2] < €kt

Damit (z,, )ren definiert. Dann gilt:
k—1
Tp, = Tng + Z(mnhl — Tn,)
7=0

o0 oo
Z ||xnj+1 - an” < ZEjJrl < oo
j=0

=0

Also ist (z;)en konvergent nach Voraussetzung.

Beispiel (C,(S5)) Sei S ein topologischer Raum,

X :=Cp(S) :={f: S = K, fstetig und beschriankt}
IFIF:= [1f lsup := sup{[f(s)]; s € S}

Dann ist (X, || - ||) ein Banachraum.

Beweis: (i). f,g: 5 — K stetig = f + g stetig.

s € U= |f(s) = f(s0)| <

s € Uz = |g(s) — g(so)| <
Fir s € Uy NUs € Uy, (T) folgt:
I(f +9)(s) = (f +9)(s0)| < [f(s) — f(s0)| +]9(s) —g(s0)| <&

(ii). Vollstindigkeit: Ubungsblatt 3
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Falls (S, T) kompakt ist, dann
Cy(S)=C(S) :={f: S =K, fstetig}

Beispiel (¢,) Fiir 1 < p < oo sei

gp = {(‘rn)nGN =T € KN? Z |xn‘p < OO}
n=1
- 1
z]lp == <Z |$n|p>
n=1

Lo := {(Tn)nen € KN, (2,) beschrinkt}
[#]loo := sup{|zn];n € N}

Auch

Definiere Addition und Skalarmultiplikation durch
a () = (- xp)n
Dann (¢, || - ||,) Banachrdume fiir 1 < p < cc.
Beweis:  (i). Erinnerung an Minkowski-Ungleichung: Fiir z,y € K" gilt
lz+yllp < llzllp + llyllp
(siche Mafitheorie §12 oder Analysis 2). Seien 1 < p < 00, 2,y € {,. Dann:

(S]] + (S)

n=1 n=1

< llzllp + Nyl
= llz+yllp < llzllp + llylly

also (z 4+ y) € £, und Dreiecksungleichung erfiillt. Skalarmultiplikation klar.

(ii). Vollsténdigkeit fiir 1 < p < oo:

Sei (2" )nen eine Cauchy-Folge in £,,. Dann ist (2} ),en eine Cauchy-Folge in K fiir alle j € N,
denn

D=

o0
jaf — 23] < (Z |2k —kap> = [l2" = 2™ |,

k=1
damit (z7)nen konvergent. Sei
xj = nhﬁn;o x} z = (Zj)jen
Sei € > 0. Es gibt N € N, sodass fiir alle m,n > N:

[z — 2™, < e

Insbesondere fiir k£ € N:

Tl=

k
Do laf =Pl | <e
j=1

=

k
m—y o0
= g 2} —z;[P ] <e
Jj=1
k—00

= [la" — x|, <e
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also 2 — x € {,, somit & € (7. AuBlerdem 2" — x (n — 00)
Fiir p = 00: £oo = Cp(N)

Bemerkung Fiir 1 < p < ¢ < oo gilt: £, C £, stetig eingebettet (Ubung).

Beispiel (c, co)

w)nen € KY; (2,,) konvergent}
wnen € KN limz,, = 0}

{(

co == {(

mit Supremumnorm. Dabei ¢y C ¢ C {,, jeweils abgeschlossene Teilmengen, daher selbst auch
Banachriaume.

ZT
€T

(i). Abgeschlossenheit (¢ in £y): Sei f: oo — R,
f((zn)) := lim supf{|z; —zx|;j, k > n}

Dann f stetig:
[f(@) = f()l <2 [lz = ylloo

Némlich: fiir 7,k > n:

|5 — x| < oy =y — (@r — ye)| + ly; — yrl
< 2)|z = ylloo + [y — yxl
sup,lim
B @) <2 e —ylleo + fy)
Damit ¢ = f~1({0}) abgeschlossen.

(ii). Abgeschlossenheit (¢q in ¢): Sei g : ¢ = R, g(x) := lim,,_yo0 . Dann g stetig:

l9(x) = g(y)] < [l = ylloo
und ¢y = g~1(0) abgeschlossen.

Beispiel (C;'(1)) Sei () # I C R ein offenes Intervall, n € Ny.

Cy(I) :={f : I = K;f n-mal stetig differenzierbar, Ableitungen
bis zur Ordnung n beschrénkt}

n

1 .
[ flln,00 == Z ? ’ ||f(J)||oo

j=07"
Dann (CJ(I),]| - ||n.c0) ein Banachraum (Ubung?). Verallgemeinerung: Sobolev-Riume.

Beispiel (Produkt normierter Rdume) Seien X,Y normierte Riume. Dann wird auf X x Y (lineare
Struktur) durch
1z, y)|| -= max{|z|[x, lylly }

eine Norm definiert. X x {0} = X, {0} x Y 2V sind abgeschlossene Teilriume von X x Y. Es
gilt: X, Y vollstindig < X x Y vollstdndig. Aquivalente Normen:

1
1)l =zl + lyly)? (1 <p<oo)
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Stetige und kompakte Operatoren

Generell: X, Y, Z normierte Rdume in §4.
Definition A C X beschrinkt :< 3r > 0: A C B(0,7).

Bemerkung (i). A C X relativ kompakt = A beschrinkt.
(ii). A C X prikompakt = A beschriinkt. Folgt aus

AC U B(zj,1) C B <0, max ||lz;|| + 1>
. j=1,....n
Jj=1
Definition  (i). Ein Operator (linearer Operator) von X nach Y ist eine lineare Abbildung T :

D(T) — Y, wobei D(T) ein linearer Teilraum ist (Definitionsbereich von T').
(i). Ist D(T) = X, Y =K, so heifit T ein (lineares) Funktional.

4.1 Satz

Sei T : X — Y linear. Aquivalent:
(i
(i

). T stetig in 0
).

(iii). T beschrinkt, d.h. T(B(0, 1)) beschrénkt
).
).

T lipschitz-stetig (insbesondere gleichmiflig stetig)

IM >0:Vze X :||T(z)|]| <M - ||
1T == sup{[|T(2)[[;2 € X, [laf <1} < oo
Ist (i) erfiillt, so gilt

(iv
(v
Ve e X [T ()| < [T - ||l

Beweis: o (i) = (#i1)

Es existiert § > 0: T(B(0,0)) € B(0,1). Dann

T(B(0,1)) C B <0, (15>
e (iii) = (iv):
Es existiert » > 0 mit T'(B(0,1)) € B(0,r), d.h.

e <1=|T()] <7

(o)

T

a([z|

Firx € X,z #0,a > 1 ist

‘ < 1 und somit

= T(@)] = a- ||| -

<a-|zf-r

Somit | T(z)|| < - |z
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o (iv) = (v): [T < M

o (v) = (i1):
Fir x € X gilt ||T(z)|| < ||T|| - ||=]]: Klar fiir x = 0, sonst

xT

uwn=wﬂﬁ(wstW|

]|

Fir z,y € X:
IT(x) =TI =T - (= =yl <[IT]- = -yl

e (ii) = (i): Klar.

4.2 Folgerung

Sei Xy C X linearer Unterraum, X, dicht in X, Y vollstindig. Sei Ty : Xo — Y linear und stetig.
Dann gibt es eine eindeutige stetige Abbildung T : X — Y mit T'|x, = Tp. T ist linear, |T|| = ||To].

4.3 Lemma

Seien (X, d), (Y, e) metrische Ridume, Xy C X dicht in X, Y vollstédndig, fo : Xo — Y gleichmifig
stetig. Dann gibt es eine eindeutige stetige Fortsetzung f : X — Y von fy. f ist gleichméfig stetig.

Beweis:  (i). Vorbemerkung: A C X xY ist der Graph einer gleichmé#Big stetigen (nicht notwendig

auf ganz X definierten) Abbildung & Ve > 036 > 0 : (x1,41), (0, y0) € A mit d(z,z0) <
0 = e(y1,y0) <e. Dann fu zu A gehorende Abbildung f4 : D(fa) — Y mit

D(fa)={zeX;IyeY :(a,y) € A}

(ii). Existenz: gr(fo) =: A hat (x): Zue > 039 > 0 wie in (x) fiir gr(fo). Seien (z1,31), (o, yo) € A
mit d(x1,29) < 0. Es gibt Folgen ((z7,y7))nen, (2, 48))nen in gr(fo) mit (2F,9}) —
(x1,91), (28,98) — (zo,yo). Fiir groBe n:

d(xt,zg) <9

=e(yt,yp) <e

Es gilt D(fa) = X (wegen (x) fiir A).

(Sei (xn)nen in Xo mit x, — = € X. Dann insbesondere Cauchy-Folge und aus (x) folgt,
dass (Yn)nen Cauchy-Folge und daher konvergent, da'Y wollstindig.)

(iii). Eindeutigkeit: Ist g eine stetige Fortsetzung auf X, dann gr(g) 2 gr(fo), gr(g) abgeschlossen,

also gr(g) 2 A=gr(fa). Also g = fa wegen D(f4) = X.
O

Beweis: (Folgerung 4.2)
e Nach Satz 4.1 ist Tj gleichméfig stetig. Daher existiert T' eindeutig nach Lemma 4.3.

e Sind 2,y € X, (@n)nen, (Yn)nen Folgen in Xy mit z, — z,y, — y (n = 00), A € K. Dann:

To(zn + A yn) = To(zn) + X - To(yn)
"ET(@ 4 A y) =T(2) +A-T(y)

Damit T linear.
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o Klar: ||To|| < ||T||. Sei « € X, (n)nen in Xo mit x,, = = (n — 00). Dann:
. =1 < i .
172 = lim [To(e)]| < lim ([T5] - |
= [IToll - Il

d-h [T} < [ To]l-

Definition  (i). L(X,Y):={T: X = Y; T linear und stetig}. L(X) := L(X, X).
(ii). X’ := L(X,K) Dualraum (oder: der Dual von X)
4.4 Satz (i). L(X,Y) mit || - | aus Satz 4.1 ist normierter Raum.
(ii). Y vollstdndig = L(X,Y") vollstandig
Beweis: (i). Sei T € L(X,Y), A € K, dann gilt offensichtlich
ATl = .. = A [T
Seien S,T € L(X,Y). Fiir € X mit ||z <1
T+ S) (@) < [T@)] + IS@)] < IS+ 1T
Insbesondere: S+ 7T € L(X,Y).
(ii). Sei (T},)nen eine Cauchy-Folge in L(X,Y). Fiir z € X:
[T (2) = T (@) || < [T = Ton| - |||
also (T, (z))nen Cauchy-Folge in Y. Somit existiert

T(x):= lim T,(z)

n—oo
T ist linear: Fiir z,2' € X, A e K:
T,(A-x+2") =X T,(x)+ T,(z")
"INz 42) = N-T(x) + T(z))

T stetig, ||T — T),|| — 0: Sei € > 0. Es existiert N € N, sodass fiir alle m,n > N:

[T — Tall < e
Fir z € X:

[T () = T ()| < & - ]|

"= Tu(e) ~ T(@)l| < e |||

also ist T), — T € L(X,Y), T € L(X,Y), |T,, = T|| < & fiir n. > N.

Bemerkung Fiir anderen Beweis von 4.4(ii): Cy,(Bx(0,1);Y) ist vollstindig,

If1:= sup{[|f(x)|ly; = € Bx(0,1)}

Zeige, dass L(X,Y) isometrisch isomorph zu
L:={T|gy01);T € L(X,Y)} C Cy(Bx(0,1);Y)

und dass L abgeschlossen in Cy,(Bx(0,1);Y) ist.
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4.5 Satz

Sind §: X - Y, T:Y — Z linear und stetig, so gilt
TSI <718l

Beweis:
Vo € X :[[(T o S)(@)| < T - [1SC) < T - 1S}l O
Bemerkung Ist X ein Banachraum, so ist L(X) eine Banachalgebra mit 1, d.h.
(i). L(X) ist ein Banachraum.
(ii). Komposition erfiillt: | T o S|| < ||T]] - ||S]|

Definition Sei 7' : X — Y ein Operator. T heifit kompakt :< T(B(0,1)) ist relativ kompakt.
(Dann T stetig wegen relativ kompakt = beschrinkt)

Notation:
K(X,Y):={T € L(X,Y); T kompakt}

4.6 Satz (i). A,B C X kompakt = A+ B:={a+b;a € A,b € B} kompakt

(il). K(X,Y) ist linearer Teilraum von L(X,Y). Ist Y vollstiindig, dann ist K(X,Y") abgeschlos-
sen.

(iii). Seien T € L(X,Y), S € L(Y, Z) und einer der Operatoren T bzw. S sei kompakt. Dann SoT
kompakt. (Idealeigenschaft von K)

Beweis: (i). A+ B folgenkompakt. (Betrachte (z,)nen in A+ B, dann z, = a, + b, mit a,, €
A, b, € B. Wihle konvergente Teilfolge (an;)jen von (an)nen und dann konvergente Teilfolge
von (b, )jen-)

(ii). Teilraum folgt mit (i) aus
(T +5)(B(0,1)) € T(B(0,1)) + S(B((0,1)))
Sei Y vollsténdig, T,, — T, T,, € K(X,Y) fiir n € N. Zu zeigen: T(B(0,1)) ist prikompakt

(Folgerung 2.7, Satz 4.4(ii)). Sei € > 0. Dann existiert ein n € N: ||T,, — T|| < e. T,,(B(0,1))
ist prikompakt, d.h. es gibt F' C Bx(0,1) endlich mit

T,(B(0,1)) € | B(Tu(x),e)
zEF

Dann gilt:
T(B(0,1)) € To(B(0,1)) + By (0, ¢)
x),€) + By(0,¢))

¢ U BTu().2)
c U BT, 2)
el

(iii). T kompakt = T'(B(0,1)) kompakt = S(T(B(0,1))) D S o T(B(0,1)) kompakt. S kompakt
= S(T(B(0,1))) relativ kompakt wegen T'(B(0,1)) C By (0, ||T]|) U {0}.
O

4.7 Proposition

Sei X ein Vektorraum, dim X < oo, || - |1 und | - [|2 Normen auf X. Dann sind || - ||; und || - |2
dquivalent, d.h. es existieren 0 < ¢; < ¢o mit

Ve e X :er- [zl < lzfl2 < e [|z]lh

und X ist vollsténdig.
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Beweis: Sei n := dim X. Sei z1,...,x, eine Basis von X,
n
.
J:K" = X (a1,...,ap) — E oy - T
i=1

Dann ist j nach (X, || - ||1) stetig, also
0 <er = inf{[lj(@)[ls; o] =1}
< g = sup{[lj(@)[1;al =1} < oo

mit Satz vom Maximum. Mit ||z||o := [j 7! ()| fiir z € X folgt:

<cy (xeX,z#0)

llo 1

= cr-flzflo < flzfy < e -llzfo (2 € X)

c1 <

Somit || - ||o und || - |1 &quivalent. Auch: || - ||o, || - |2 dquivalent. Damit || - |1, || - [|2 dquivalent.
Wegen K" vollstandig folgt X vollstandig. O
4.8 Satz

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i). dim X < oo

(ii). idx ist kompakt, d.h. B(0,1) ist relativ kompakt

(iii). X ist lokalkompakt
).

(iv). B(0,1) ist prakompakt
Beweis: o (i) = (ii):
Klar, da X = K". (j,5=! sind stetig (lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen
Vektorraumen) und daher folgt die Behauptung wegen B(0,1) C j(j=%(B(0,1))) aus dem
Satz von Heine-Borel.)
o (i) = (iii):
Mit B(0,1) ist auch B(0,r) relativ kompakt fiir » > 0.
e (iii) = (iv):
Mit B(0,¢) ist auch B(0,1) relativ kompakt, also prikompakt. (Sei U € Uy kompakt. Dann
existiert € > 0 mit B(0,e) C U, also B(0,¢) relativ kompakt. Folglich B(0,1) relativ kompakt
und somit prikompakt nach Bemerkung Anfang §4.)
e (iv) = (4):
Es existiert F' C B(0,1) endlich, sodass

B, < |J B<x,;> F+B(O,;>

Sei L :=lin F. Dann dim L < oo, also L vollsténdig (4.7) und somit abgeschlossen in X.

1 1
B(071)CL+B<0,2> = L+ 5 B(0,1)

1 1
CL+B -)]C...CL+B —
crip(og)ccrin(oy)

1

Zu z € B(0,1) gibt es also z, € L mit |z — z,| < 55,

Damit ist L = X.

(Tn)nen in L, x, — x, also x € L.

O
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4.9 Satz (Arzela-Ascoli)

Sei S ein kompakter topologischer Raum, F' C C(S). Dann dquivalent:
(i). F relativ kompakt
(i1). F(z) :={f(x); f € F} beschrinkt fiir alle z € S und F gleichgradig stetig, d.h.
Voo € S:Ve> 03U €U, (T):VfeFoeeU:|f(x)— f(zg)| <€
Beweis: o (i) = (ii):
F(z) beschrinkt: Bekannt. F' gleichgradig stetig: Ubung.
e (i1) = (i):

Geniigt zu zeigen: F' prikompakt (Folgerung 2.7). Sei ¢ > 0. Fiir « € S existiert U, € U(T)
offen mit

|f(z) = f@)] <e
fir ' € Uy, f € F. Es gibt x1,...,x, mit

s=us,
j=1
da S kompakt ist. Die Menge
Fo={(f(z1),.... f(za)): f € F} CK"

ist beschrénkt (und somit relativ kompakt nach dem Satz von Heine-Borel), also prikompakt
(Folgerung 2.7). Daher gibt es f1,..., fx € F mit

k
Fg UBK"((fj(xl)w"7fj(mn))7€) (*)

Sei f € F. Es gibt j € {1,...,k}, sodass
|fi(zi) — f@i)] <e
fiir 1 <¢<mn wegen (%). Zuz € S gibt es i € {1,...,n} mit z € U, und daher:
[f(z) = fi(0)] < [f (@) = f@) + [ (@) = f3 (o) + |5 (@) = f5(@)]
< 3e

Somit
k

FC U Bes)(fj,3¢) H

j=1
4.10 Folgerung
Sei I C R ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall. Die Injektion
Cy(I) = Cy(I), f = f
ist kompakt.

Beweis: Zu zeigen:
{f € Gyl flloe + 1 o0 < 13
ist relativ kompakt in Cy(I). Beschréinkt ist klar. Fiir x, 2’ € I, x < 2’ gilt:

|ﬂ@—ﬂfﬂs/zwwwwsm—f|

fir f mit || f|loo + [|f']lc < 1, d.h. die Menge ist gleichgradig stetig. O

Bemerkung Ist I offen, f € Cy(I), dann lisst sich f stetig auf I fortsetzen.
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Separabilitat und Vervollstandigung

Definition Sei (X, T) topologischer Raum.

(i). AC T Basis von T
eWeT: U= |J V
VEAVCU

(ii). X heifit separabel :< 3A C X: A abzihlbar, A = X.
5.1 Satz

Sei (X, d) ein metrischer separabler Raum, M C X. Dann ist auch M (als Teilraum) separabel.

5.2 Lemma

Sei (X, d) metrischer Raum. Dann sind dquivalent:
(i). X separabel

(ii). X besitzt eine abzéhlbare Basis der Topologie.

Beweis: o (i) = (ii):
Sei A C X abzihlbar, dicht. Definiere

A= {B(m,i);xeA,neN}

dann ist A abzéhlbar und A ist Basis der Topologie: Sei U offen, z € U. Es existiert n € N
mit B (z,1) C U und es existiert y € AN B (2, 5 ). Dann

cen(nt)en(st)eu
o (ii) = (i):

Sei A eine abzihlbare Basis. Ohne Einschrinkung V # ) fir V € A. Fiir V € A sei zy € V.
Dann {xy;V € A} abzihlbar und dicht. (In jeder offenen Umgebung # ) von x liegen Punkte
von {zy;V € A}.)

O
Beweis: (Satz 5.1) X separabel, also existiert abzihlbare Basis des Topologie. Damit hat M abzéihl-
bare Basis, also separabel nach Lemma 5.2. O
5.3 Satz
Sei (X, | -||) ein normierter Raum. Dann #quivalent:

(i). X ist separabel.
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(ii). 3A C X abzihlbar, sodass lin A = X (:& A total)

Beweis: e (i) = (ii): Klar.

o (ii) = (i):
Ohne Einschrinkung K = R. (Im Fall K = C ersetze A durch AU+ - A.) Die Menge ling A
ist abz&hlbar und ling A D ling A = X, also ling A dicht in X.

O
Beispiel  (i). K" ist separabel.

(ii). ¢, ist separabel fir 1 < p < 0o. Sei e, := (0pk)ren € £p. lin{e,;n € N} ist dicht in £,. Dann
Satz 5.3.

(iii). foo ist nicht separabel: P(N) ist iiberabzdhlbar. Fiir A, B C N, A # B gilt |14 — 15|l = 1.

Also ) )
B(lA,Q)ﬂB(lB,2>=® (*)

{AQN;B(IA,;> ﬂ{x";nGN};ﬁ@}

Ist (™) nen C Loo, SO ist

abzéhlbar. (Firn € N gibt es mazimal ein A C N mit 2™ € B(1a, ). Sonst Widerspruch zu
(*).) Also gibt es A C N mit [|z" — 14]|oc > 3 fiir alle n € N.

5.4 Satz
Sei S ein kompakter metrischer Raum. Dann ist C'(S) separabel.

Beweis: e Fiir n € N gibt es eine Uberdeckung (A})j=1,..k, von S mit diam(A?) < - fiir

J=1,...,k,. Ohne Einschrinkung sei A7 N A} = (0 fiir ¢ # j. Dann ist

1
n

X, = lin{lA;;j =1,...,kn}

ein k,-dimensionaler Teilraum von £ (.5) (beschrinkte Funktionen, Supremumnorm). Daher
ist

separabel in £ (.5).

o Zeige: C(S) C X. Sei f € C(S5). Sei ¢ > 0. Dann gibt es n € N, sodass fiir 2,y € S mit
d(z,y) < 3
[f(z) = fly)l <e

(f gleichméBig stetig auf 5). Fiir j =1,...,k, wihle z; € A7 und definiere

g(z) = Zf(%‘) lan(z) € Xy

Jj=1
Fir v € A} (j € {1,...,ky}) folgt dann:
|f(z) —g(@)| = [f(x) = fz;)| < e

wegen diam A7 < 1. Somit ||f — g|| < e. Dann Satz 5.1.
O

Bemerkung  (i). Zu Satz 5.4 gilt ,,Umkehrung“: S kompakt, C'(S) separabel, dann S metrisierbar.
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(ii). Beispiel fiir S: S C R kompakt. C(S) separabel wegen Approximationssatz von Weierstraf.

Definition Sei (M, d) ein metrischer Raum. Ein metrischer Raum (M, d) heift Vervollstindigung
von M &

(i). M ist vollstéindig.
(ii). Es gibt eine isometrische Abbildung j : M — M, sodass j(M) dicht in M ist.
Genauer: (M .d, j) Vervollstindigung.

Bemerkung Sind M;, My Vervollstéindigung eines metrischen Raumes M, dann sind M; und M,
isometrisch isomorph.

5.5 Satz
Jeder metrische Raum M besitzt eine Vervollstdndigung.
5.6 Lemma
Sei (X, d) halbmetrischer Raum. Wir definieren ,,~“ auf X durch
x~y e dzy) =0

Dann ~ Aquivalenzrelation, X := X [y q: X — X Quotientenabbildung,

d: X x X —[0,00),d(q(x),q(y)) == d(z,y)  (z,y € X)
ist wohldefiniert und (X, d) ein metrischer Raum.

Beweis: Aquivalenzrelation: Klar. d ist wohldefiniert: Seien z ~ 2, y ~ vy, dann gilt
|d(z, y) — d(a,y)| < d(z,2) +d(y,y)
wegen

(z,2") +d(z',y") + d(y', )
(z,2") + d(y,y) O

S

5.7 Lemma

Sei (X, d) ein metrischer Raum, Xy C X dicht und jede Cauchy-Folge in X sei konvergent in X.
Dann ist X vollstdndig.

Beweis: Sei (z,,)nen Cauchy-Folge in X. Fiir n € N gibt es 2/, € Xy mit d(z,,2],) < . Dann
(2!, )nen Cauchy-Folge in X, also konvergent in X,

lim x:L = lim =z, O
n—oo n— oo

Beweis: (Satz 5.5)

e Sei M := Menge der Cauchy-Folgen in M. Fiir (2,,)nen, (Yn)nen sei

di((zn), (yn)) == lim d(zyn,yn)

n— oo

Existenz des Limes folgt aus

|d(mnayn) - d(xvm ym)| < d(xnvxm) + d(ynvym)

also (d(zy, yn))nen Cauchy-Folge in R.

27

“Funktionalanalysis” von Jiirgen Voigt, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2010/11

Vorlesung:



e d ist eine Halbmetrik (leicht). Sei M := M, /. mit Metrik d aus Lemma 5.6 und ¢ : M; — M.
Definiere
J1: M — Ml,jl(x) = (:v,as,. . )

Dann ist j := g o j; : M — M isometrisch, denn fiir z,y € M:
d(z,y) = di(j(),1(y)) = d(a(1(2)), 4(j1 (1))
Ist (y)nen in M eine Cauchy-Folge, dann ji(xg) — (zn)nen:
dy(j1(xk), (Tn)nen) = nh_}ngo d(xg,xn) — 0 (k — o0)
(k) = q(1(zr)) = q((Zn)nen)

Daraus: j(M) ist dicht in M. Cauchy-Folgen aus j(M) sind konvergent in M; nach Lemma
5.7 ist M vollstidndig.

O
5.8 Satz

Sei (X, || -[|) ein normierter Raum, X ydie® Vervollstindigung von X (als metrischer Raum) mit
Einbettung j : X — X. Dann besitzt X eine Banachraumstruktur, sodass j linear ist.

Beweis: e Ohne Einschrinkung X C X. Addition
XxX =X, (z,9) »z+y
ist gleichméBig stetig:
1@ +y) — (@1 + )| < [le =21l + [ly — ]
daher fortsetzbar (eindeutig) auf X x X (4.3).

e Sei A € K. Die Abbildung X — X, 2 — \ - z ist gleichmiiBig stetig
A=z =X = A |z — 2|
und daher fortsetzbar auf X. Mit diesen Operationen ist X ein Vektorraum iiber K.
e Die Abbildung X — [0,00),z — ||z| ist gleichmifig stetig:
Nzl = llylll < [l =yl
und daher fortsetzbar auf X. Leicht: (X, || - ||) normierter Raum, z.B. Dreiecksungleichung:
{(z,y) € X x X |l +yll < ]l + llyl1}

ist abgeschlossene Teilmenge von X x X und enthélt X x X, also {...} = X x X. || -|| erzeugt
Metrik d von X.
O

Beispiel Sei Q2 C R” offen, 1 < p < oco. Auf C(Q) := {f € C(R2);spt f kompakt} definiere Norm

Il dureh 1
= Pd '
T ( X )

(Dreiecksungleichung: Minkowski-Ungleichung, siche unten) (Cc(€2), | - [p) ist nicht vollstindig
(Ubung). Die Vervollstandigung: LP(f2); spéter.
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Bemerkung (zur Hélder-Ungleichung und Ungleichung von Minkowski) (). Seien p,q € (1,00) mit %Jr

(ii).

(iv).

% = 1. Dann gilt fiir alle z,y > 0:

p q
Beweis: Ohne Einschrinkung #,y > 0. In : (0,00) — R ist konkav, denn In‘® () = -5 <o.
1 1 1 1 11
In{--2+--y 27~lnx+7-lny:1n(xp-yq)
p q p q
Dann exp anwenden. O

. Holder-Ungleichung: Seien p, ¢ € (1,00) mit ;1) + % =1, Q CR"” offen, f,g € C(2). Dann:

[1-glde <151, - Lol

Beweis: Seien ¢; > || fllp, ¢g > lgllg, f = & f,§:= 2 g Dam £, <1, lglly < 1. Aus
(i) folgt:

Fgl _zpr agr IFP 0, [g)°
‘ |:|f|pp,|g|qqgu+u
Cy-Cq p q
1 L vz b oisng
= S fglde < = FIE A+ - flgllg <1
Cf-Cyqg p q
=>/|f~g|dx§cf~cg O

Sei p € (1,00). Fiir z,y > 0 gilt dann:

N N _ _l-p. 1-p,
¢@w%—@f+y) = nf (@ -t) "2+t y)

=:pe(z,y)

Beweis: Ohne Einschrinkung z > 0,y = 1 (mit Konstante multiplizieren). Rechte Seite mit
Differentialrechnung;:

A=t ot 8P D) = (L= p) - (—(1— )Pz +tP) L0

dt
() -G
r=|(— =(-—-1
t t

Mit diesem t:
1 p—1 1 1 P
oz, 1) = (wp + 1) : (xv + 1) = (J:P + 1) = p(z,1) O
Minkowski-Ungleichung: Sei p € (1,00), @ C R" offen, f,g € Cc(2). Dann

1f+gllp < 171+ llglls
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Beweis:

vtel0,1

Al
If +glp < /cp(lflp,lgl”) < /sot(lflp,lglp)
=@ =07 IR+ gl
= f + gl <mfe(I£15, l9l5) = LU LI15: lgll5)
= (I£1lp + llgll»)"”
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Satz von Baire und seine
Konsequenzen
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Satz von Baire

6.1 Satz (Baire)

Sei X ein vollstindiger metrischer Raum, (U, ),en Folge offener Teilmengen von X mit U, = X
fiir alle n € N. Dann ist
N,

neN
dicht in X.

Beweis: Sei xg € X. Zu zeigen: Vry > O:

33077“0 (mU) @
neN

Behauptung: Es existieren Folgen (z,,)nen, (7n)nen in (0, 00) mit r,, — 0, sodass
B[xna Tn] CU,N B(Ccn—la rn—l)

Seien Z1,...,%Tp—1,71,-..,Tn—1 bereits gewihlt. Es existiert x,, € U, N B(zp_1,7n—1) # 0 (da U,
dicht) und es existiert 0 < r, < T1:

B[xnarn] g B(xnflyrnfl) N Un

Dann insbesondere r,, — 0. Nach Proposition 2.6 (Schachtelsatz) existiert
T € ﬂ [Zn, 7]
neN

Somit © € Blxg, 7o), © € Bltn,ms] C U, (n € N), damit

x € Blxg,ro] N (ﬂU) ]

neN
Definition Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(i). X heifit Baire-Raum :¢ Ist (Uy)nen Folge offener dichter Mengen, dann ist (1, o U, dicht.

Nach Satz 6.1: Jeder vollsténdige metrische Raum ist ein Baire-Raum. Ubung 6: Jeder lokal-
kompakte separierte Raum ist ein Baire-Raum. Ubung 7: Jeder normierte Raum von zweiter
Bair’scher Kategorie ist ein Baire-Raum.

(ii). A € X heiBit nirgends dicht :& int(4) = (. A C X heiit mager (von erster Bair’scher
Kategorie) :< 3(A,)neny mit A, nirgends dicht und A C (J, ey An. A € X heifit von zweiter
Bair’scher Kategorie :< A nicht mager.

(iii). A € X heifit ein G5 (oder eine G5-Menge) :< 3(Up)nen, Uy, offen (n € N)und A =, .U,
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6.2 Satz

Sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann #iquivalent:
(i

). X Baire-Raum

(ii). (An)nen Folge dichter Gs-Mengen =
).
).

nen An dichtes G5

(iii). B, C X abgeschlossen, B, nirgends dicht (n € N) = int (U, ey Bn) =0

(iv). B C X mager = X\B dicht (< int B = ()

Beweis: o (i) = (ii):

Sind A,, Gs-Mengen, dann
A= (U}

JjEN
mit UJ € T dicht. Also
Na.=NNo
neN neNjeN

dicht nach (i).
o (ii) = (4): Klar.
o (i) & (ii):
Komplementbildung. Beachte: B nirgends dicht < int(B) = §)

& X = (int(B))° = B = int(B¢)
< int(B°) dicht.

e (iii) < (iv): Nur Umformulierung.
O

Bemerkung Baire-Eigenschaft oft so benutzt: X Baire-Raum, dann X nicht mager, d.h. gilt X =
UneN B, mit B,, C X abgeschlossen, dann existiert ein n € N mit int B,, # 0.

Beispiel (Nirgends stetige Funktionen) Die Menge A := {f € C[0,1]; f besitzt in keinem Punkt
von [0,1) eine rechtsseitige Ableitung } enthilt ein dichtes Gs (ist insbesondere # ) und sogar
iiberabzihlbar).

Beweis: e Firn € N sei

B, = {feC[O,l];H:ce {0,1—:&} Vh e (o;>‘f(fﬂ+h)—f(x>

Dann A° C | B,,. Somit:

neN

A—Q CWO7H\ LJ-Bn:: rW(CHOaU\f%J
neN neN
Nach Satz von Baire geniigt es zu zeigen, dass jedes B,, abgeschlossen und nirgends dicht ist.
e Abgeschlossenheit: Sei (fi)ren in By, f € C[0,1], [|fx — fll = 0 (k = o0). Fiir k € N existiert
ein x € [0, 1-— %], sodass fiir alle h € (0, %]

Fel@r +h) = fulz) | _
. <
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Ohne Einschrinkung existiert limg_, oo zx =: . (Man nimmt an, dass man die konvergente
Teilfolge gleich hatte.) Fiir h € (07 %]

Jr(xp +h) — fr(xy)
h

k—o00 f(x+h)_f(x)

=t 'h

<n

Doppelter Grenzwert okay, weil

[f (@) = fe(en)| < |f(@) = flzp)|+ | f@r) = feler)] = 0(k = o0)
<lIf=fell

e Nirgends dicht: Sei f € B,,e > 0. Zu zeigen: Es existiert g € B(f,¢) : g ¢ B,. Es gibt eine
stetige, stiickweise affin-lineare Funktion p mit || f —p[| < §. Sei M die (betraglich) maximale
Steigung von p. Sei s eine stetige, stiickweise affin-lineare Funktion, sodass [|s|| < § und die
Steigung sei betraglich > M +n + 1. Fiir g := p + s gilt dann:

If =gl <IIf =pl + sl <e
Fiir alle z € [0,1— 2] gibt es h € (0, 2] mit

s(x+ h) — s(x)

>M+n+1
daher
glet+h) —g@@)| _ |sx+h) —s(@)| |plz+h)—p)
h - h h
>M4+n+1—-M=n+1
also g ¢ B,.

Beispiel fiir eine nirgends differenzierbare Funktion:

f) =y 2

27
Jj=0

mit (x) = Abstand zu Z.

Beispiel (Uberabzihlbare Lebesgue-Nullmengen) Sei X = [0,1], {r,;n € N} eine Abzihlung von Q N
[0,1]. Sei (€n)nen in (0,00) eine Nullfolge. Fiir n € N definiere

U, = ((r; —sn'Q*j,rj +5n-2*j)ﬁ[0,1])

s

j=1

Dann U, offen, dicht und von Lebesgue-Maf3

o0

AU,) <262 Y 277 =2-2,

J=1

Nach Satz von Baire ist (), oy Un ein dichtes Gy, A (,,cy Un) = 0. Jedenfalls

(U, 2QNI0,1]

neN
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aber [, .y Un ist tiberabzéhlbar, sonst

() Un = {snin e N} = | J{sn}

neN neN

neN

mager und somit

[0,1] = ([O7 10\ ﬂ Un> U ﬂ U,, mager

neN neN
| S ——
=U,,en[0,1]\U, mager
Fiir Komplemente: [0, 1]\ (U, mager, A([0,1]\NU,) = 1, [0,1]\U,, dicht. Damit gezeigt: Es
gibt iberabzihlbare Lebesque-Nullmengen. (Zweiter Teil des Beweises zeigt auch: QN [0, 1] ist kein
Gs in [0,1].)
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Satz von der gleichmafligen Beschrianktheit

7.1 Satz (Satz von der gleichmiBigen Beschrinktheit/Satz von Banach-Steinhaus)

Seien X, Y normierte Rdume, X Baire-Raum. Sei F C L(X,Y) und
Vo e X :sup{||T(x)|; T € F} < o0

Dann
sup{||T|l;T € F} < o0

(& F gleichgradig stetig).
Beweis: (i). Voriiberlegung: Seien 7' € L(X,Y), x € X, r > 0. Dann

re|[T) < sup [T(y)
yEB(z,r)

Denn: Fiir £ € X, ||€]| < r:

1
1T < 5 - (T @+ N+ T = =)
——— ———
€B(z,r) €B(z,r)
< sup [T(y)ll
yEB(z,7)

(ii). Fir n € N sei
B, :={re X;VT € F: |T(z)|| <n} = () T""(By[0,n))
TeF

Dann B, abgeschlossen und (J,, .y B, = X nach Voraussetzung. Da X Baire-Raum ist,
existiert ein n € N : int B,, # (). Dann gibt es x € int B,,, r > 0 mit B(x,r) C int B,,. Dann

mit (i):
VI e Fir-|[T|| < sup [T(y)ll < sup [[T(y)ll <n
yEB(z,r) yeB,
und somit n
sup{[[TI;T € F} < —

Bemerkung Alternativbeweis von (ii): (ohne Satz von Baire, mit X Banachraum)
Beweis: Annahme: F unbeschrinkt. Nach (i) gilt fiir jede Kugel B:
sup{||T(z)|;z € B,T € F} = 0

Daraus: Es existiert Folge (T}, ),en in F, absteigende Folge (B[zp, 7n])nen, 7n — 0 mit || T3, (2)] > n
fir € Blzp,r,]). Da X Banachraum ist, folgt dann aber

() Blaw,mal = {2} |ITu@)|=n  (ne€N)
neN

Widerspruch! O
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7.2 Folgerung

Seien X, Y normierte Rdume, X Baire-Raum, F C L(X,Y). Sei sup{||T||;T € F} = oo, dann gibt
esz € X:
sup{||T(x)||; T € F} = o0

Beweis: Klar mit Satz 7.1. O

Bemerkung Aus sup{||T||;T € F} = oo folgt zuniichst: Es gibt Folgen (T},)nen € F und (2, )nen
in X mit ||,] <1 und
[Tn(zn)| =00 (n—o0)

In Folgerung 7.2 sogar (z,)nen konstant.

Definition Seien X,Y normierte Raume, (7j)jen in L(X,Y), T € L(X,Y). Dann konvergiert
(T;)jen gegen T in der starken Operatortopologie (oder punktweise/einfach) 1< Vz € X : Tj(z) —
T(z) fiir j — co. Notation: Tj = 7.

Ist X ein Baire-Raum, dann folgt, dass sup ||T;|| < oo nach Satz 7.1.

7.3 Proposition

Sei X ein normierter Raum, Y ein Banachraum, (7});en in L(X,Y). Es gelte:
(i). Es gibt D C X total (d.h. lin D dicht), sodass (T};(x));en konvergent fiir alle z € D.
(ii). M :=sup,ey [|T5]| < o0

Dann konvergiert (Tj(z));en fiir alle € X und durch

T(z) = lim Tj(x)

Jj—o0
ist T € L(X,Y) definiert mit
T[] < Tim inf [| 75|
j—oo
Beweis: e Ohne Einschréinkung D = lin D (dicht). Sei x € X. Sei ¢ > 0. Es gibt x; € D mit
|z — z1]| <e. Es gibt ng € N, sodass fiir alle 4,5 > no:
[T (z1) = Ti(z)|| < e
Fiir 4, 7 > ng folgt:
1T (2) = Ti()|| < ||Tj(x) = Ty ()| + ||T5 (1) — i) || + || Ts (1) — Ta()]|

SM-[lz—z1 || <e SM-||z—a1 ||
<2M - ||lz —z||+e<e-(2M +1)

d.h. (T)(x)),en ist eine Cauchy-Folge und somit konvergent, da ¥ ein Banachraum ist.

e T:X —Y ist linear (klar). Fiir z € X folgt:

[T (@)l = lim |[T;(2)]| < M - [l]
J—00

Fiir liminf wéhle Teilfolge, sodass Norm gegen lim inf konvergiert.
O

Beispiel X =Y = {, T;((n)nen) := (Tntj)nen. Dann ||T;|| = 1 fir j € N und fiir alle « € £5:
| T (z)|| — O fiir j — oo, d.h. Tj = 0.
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Beispiel (Quadraturformel) Approximative Berechnung bestimmter Integrale wie folgt:

/ £t dt ~ Zn:Ak ()
a k=1

wobei Ay € R, a <t <...<t, <b (zum Beispiel Trapezregel, Simpson’sche Formel). Betrachte
Folge solcher Formeln

b
/ () dt = Qu(f) + Ru(f)
mit
kn
Qu(f) ==Y Ap- f(t})
k=1

Frage: Finde Bedingungen, fiir die R, (f) — 0 fiir alle f € C[a,b] (mit K = R) gilt.
Literatur: vgl. Wloka- Funktionalanalysis und Anwendungen

Satz (Szegd)
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i). Vf € Cla,b] : R (f) = 0 (n — o0)
(ii). (a) Fir alle Polynome p gilt R, (p) — 0 fiir n — oo.

kn n
(b) M :=sup,en D 2y [AR] < 00

Beweis: Offenbar ist @y, : Cla, b] — R linear. Wir zeigen:

kn
1Qnll = AR

k=1

5<% ist klar. Sei f(t}) := sgn(Ap) fur k£ = 1,...,k, und f affin-linear auf (¢}_,,t}). Dann ist
1]l <1 und

kn
1Qu ()l =D 143
k=1

e (i) = (ii): (a) ist klar. (b) folgt mit Satz 7.1.

e (ii) = (4): Polynome dicht in C|a, b] (Approximationssatz von Weierstra}), dann Proposition
7.3.

O

Satz (Steklov)
Seien A} >0 fir n € N,k € {1,...,k,}. Dann dquivalent:
(i). Vf € Cla,b] : Ry(f) = 0 (n — o0)

(ii). Fiir alle Polynome p gilt R, (p) — 0 fiir n — oo.

Beweis: Zu zeigen ist, dass (ii) die Bedingung (ii)(b) von Satz 7 impliziert. Mit p(z) = 1:

kn kn b
Z|AZ|:ZAn=Qn(p)—>/ ldz < o0 (n — o0) 0
k=1 k=1 a
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Beispiel (Fourier-Reihen stetiger Funktionen) Sei
C(T) :={f € Cl=m,x]; f(=7) = f(m)}
Fiir f € C(T), k € Z sei
ck(f) ::/ e~ f(s)ds

—T

Fir n € Nt € [—m, 7] sei

n

Su(£)(t) = 5=+ > en(f)- et

k=—n

Sn(f) ist die n-te partielle Summe der Fourier-Reihe von f.

Bemerkung Fiir alle f € C(T) gilt ||S,,(f) — f|l2 — 0 fiir n — oo (sogar fiir alle f € L?((—m,m))).
Auch: Fiir f € CY(T) (d.h. f € C(T), f differenzierbar und f’ € C(T)) gilt S,,(f) — f gleichm#Big.

Frage: Gilt S, (f)(t) — f(¢) fiir alle t € [-7, 7|, f € C(T)? Antwort: Nein!
Beweis: Nimm ¢ = 0 und definiere
Eu(f) = 5u(£)(0)  (feC(T))

Dann F,, € C(T) = L(C(T),C) und || F,|| < 2n + 1. Angenommen F,,(f) — f(0) fiir n — oo fiir
alle f € C(T). Nach Satz 7.1 folgt dann

sup{||Fy||;n € N} < 00

Wir zeigen ||F,|| — oo fiir n — oc.

1 ™
:%/ f(s) Dyt —s)ds
—T
mit
- kt e — et - kt
Du(t):= ) et = JRE— >«
k=—n k=—n
B P E S o  sin (24 1)
B el — e1% © sin (%)

(Dirichlet-Kern). Zeige:

Es gilt
1 U
Fuf) =g+ [ 1) Dal=s) ds
™ —T
=D, (s)
also || F,|| < i || D ll1 wegen
DI < 5=+ [ 1D 1)l
" So ) (s s)|ds

<L ||f\|oo-/ 1D, ()] ds

27 o

Es gilt sogar ,=* nach Lemma 7. Nun zeige || D, |1 — .
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Aus |Sin (%)| < % folgt

und damit
™ ™ 1
/ | ()|dt>4-/ sin(<n+2>-t>‘ —dt
- 0
(’I’L—F%)ﬂ' . 1
:4-/ |sint|- - dt
0
n 1 k-m
>4- Zki./_l‘ | sint| dt Zk
k=1 (k—1)-m
=2
— 00 (n — o)
Es folgt: Es gibt f € C(T), sodass (S, (f)(0))nen nicht konvergent ist. O
Lemma

Sei k € C|0, 1] reellwertig, n € C[0, 1) definiert durch

)= / K(s) - f(s) ds
1
il = / Ik(s)] ds

(ii). ,>“: Kandidat ist f := sgn(k), allerdings f nicht stetig. Definiere
fni=Mm-kEAL)V(-1)

Dann

Beweis: (i). ,,<“: Analog wie oben.

Dann f, stetig und || f,|| <1,

0(fu) = / K(s) - fuls) ds
=/ k()] - (- [k(s)| A 1) ds

<[k(s)|,—=[k(s)] (n—o0)

dK
/ Ik(s)| ds = k]l

7.4 Satz (Satz von Banach-Steinhaus)

Seien X, Y normierte Ridume, X Baire-Raum. Sei 7 C L(X,Y),
D := {z € X; F(x)beschrankt}

wobei F(x) := {T(z); T € F}. Dann entweder D mager (< X\D enthilt dichtes Gs) oder D = X.
Im zweiten Fall ist F beschrénkt in L(X,Y).

Beweis: Fir n € N sei
={rxe X;VI € F:|T(x)| <n}

Dann ist B,, abgeschlossen, UnEN = D. Ist D nicht mager, so gibt es n € N mit int B,, # 0.
Wie im Beweis von Satz 7.1: F beschmnkt7 also D = X. O
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Tatséchlich ist

Bemerkung
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Satz von der offenen Abbildung und Graphensatz

Seien im Folgenden X und Y normierte Rdume tiber K.

Definition Seien (S7,71), (S2, T2) topologische Réume, f : S; — So. Dann heifit f offen :< VU €
Ti: f(U) € Ts.

8.1 Lemma

Sei T': X — Y linear. Dann T offen < Es existiert § > 0 mit
T(Bx(0,1)) 2 By (0,4)

Beweis:  (i). ,,=“: Klar nach Definition.

(ii). ,<=*
Sei U C X offen, x € U. Es gibt € > 0, sodass B(x,e) C U. Dann

T(U) 2 T(B(z,e)) = T(x + B(0,¢))
=T(z)+T(B(0,e)) 2 T(x) + B(0,6 - ¢)
= B(T(x),6-¢)

d.h. T(U) offen.

8.2 Satz (Satz von der offenen Abbildung)

Sei X ein Banachraum, T' € L(X,Y), R(T) := {T'(z);x € X} sei nicht mager in Y. Dann ist T
offen, R(T) =Y. (Grober: Y Banachraum, R(T) =Y = T offen)

8.3 Lemma

Sei T': X — Y linear, R(T) nicht mager in Y, dann gilt: T(B(0,1)) ist eine Nullumgebung, d.h. T
ist fast offen.

Beweis: Nach Voraussetzung ist

R(T)=T (U n - B(0, 1)) = (J 7(B(0,n))

neN neN

nicht mager, d.h. es existiert n € N mit

nt(T(B(0,n))) # 0
= int (T(B(O, %))) #0
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Somit existiert y € Y, d > 0 mit

Damit

O
Bemerkung Sei (M, d) ein metrischer Raum, A C M. Dann
A=y € M;B(y,e)nA#0}
e>0
= ﬂ{y e M;3x e A:y e B(zx,¢)}
e>0
= ﬂ U B(z,¢)
e>0zxcA
Insbesondere -
AC B(z,¢)
z€EA
fiir alle € > 0.
8.4 Lemma
Sei X ein Banachraum, T' € L(X,Y") fast offen. Dann ist T offen.
Beweis: e Es gibt 6 > 0 mit By (0,9) C T(Bx(0,1)). Wir zeigen, dass
B(0,6) € T(Bx(0,1)) ()

Sei dazu (ep,)nen, in (0,00) mit g9 = 1,

o0
a::E Ep < OO
n=0

Fiir alle n € N gilt dann B(0,6 - £,) C T(B(0,&,)). Sei y € B(0,d). Dann gibt es xg €
Bx(0,1),y1 € By (0,6 - 1) mit
y=T(x0) + 11

Es gibt 21 € Bx(0,e1), y2 € By (0,0 - €3) mit y; = T(x1) + y2 .... Dann existiert z,, €
BX(O,En)7 Yn+1 € B(0,5 . En+1) mit

Yn = T(20n) + Ynt1

Es folgt
y="T Z-Tj + Ynt1
§j=0

fiir alle n € N. Es existiert z := 372 2; € - B(0,1) wegen
o0 o0
Dol < e=a
=0 =0
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und X vollstéindig (3.1). Aus y, — 0 und Stetigkeit von T folgt T'(z) = y. Damit gezeigt,

dass
B(0,6) CT(B(0,«))

fiir « > 1, also T offen nach Lemma 8.1. Wegen
1
50.0) = 5 (0.5) € U 7(50.1) = 7(500.1)
a>1 a>1

folgt auch Behauptung (x).

Beweis: (Satz 8.2) Klar mit Lemma 8.3 und 8.4. O
Bemerkung In Satz 8.2 gilt R(T) =Y ist vollstindig. (Ubung, Aufgabe 39)

8.5 Folgerung (i). X,Y Banachrdume, T € L(X,Y), R(T) =Y = T offen

(ii). X,Y Banachriume, T € L(X,Y), T bijektiv = T~ stetig

(iil). Seien ||-||1, |- ||z Normen auf X, sodass (X, ||-|l1) und (X, ||-||2) Banachriume und es existiere
a > 0 mit
Vee X : |z <a-lz|:
(&id: (X, ] |lh) = (X,] - |l2) stetig), dann sind | - ||1, || - ||l2 dquivalent, d.h. es existiert
a’ > 0 mit

Ve e X |z <o |z
iv). Seien 1 < p < q < 0o, dann ist £, mager in £,.
P q

Beweis: (iv). ¢, C ¢, mit stetiger Inklusion. Wére ¢, nicht mager in ¢,, dann mit Satz 8.2: ¢, = £,,.
Widerspruch! (Fir £, C £, betrachte x,, = n"v .)
O

8.6 Proposition

Sei L C (C*0,1],] - ||1) ein Teilraum mit L abgeschlossen in (C[0,1],]| - [« ). Dann dim L < oo.

Beweis: Da die Abbildung id : C*[0,1] — C[0,1] stetig ist, ist L auch in der || - ||;-Norm abge-
schlossen. Also sind (L, || - [|eo) und (L, || - ||1) Banachriume. Aus

[lloe < 1Al =11 lloo + [1f lloo

und Folgerung 8.5(iii) folgt, dass || ||1, || ||cc auf L &quivalent sind. Damit id : (L, || |lcc) = (L, [|-]l1)
stetig. Wir wissen, dass id : C*[0, 1] — C[0, 1] kompakt ist (4.10), also id : (L, || - [[1) = (L, || - [[e0)
kompakt (4.6). Somit id auf (L, || - ||« ) kompakt und damit dim L < co (4.8). O

Bemerkung (Alternativbeweis mit Satz von Baire) Beweis: (L, || - || ) ist (wie oben) ein Banachraum.
Die Menge

Bi={f € Li[lfl + 1/ < 1)
- N {feL;IIfIIerMSl}

t—s
0<s<t<1

ist eine abgeschlossene Teilmenge von L. Es gilt L = J,,cy 7 - B und nach Satz von Baire gibt es
n € N mit int(n - B) # 0. Also int B # () (Inneres bzgl. || - |co-Norm). Nach Satz von Arzela-Ascoli
ist B kompakt. Da int B eine Kugel enthéilt, ist die Einheitskugel von L relativ kompakt und somit
dim L < oo. O

44

“Funktionalanalysis” von Jiirgen Voigt, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2010/11

Vorlesung:



Bemerkung Sei 7' € L(X,Y). Dann ist der Graph
GT):={(z,T(z));z € X}

eine abgeschlossene Teilmenge von X x Y, denn G(T) ist Urbild der Null unter der stetigen Ab-
bildung
XxY>s(z,y)—»y—-T()eY

8.7 Satz (Satz vom abgeschlossenen Graphen/Graphensatz)

Seien X,Y Banachridume, T': X — Y ein Operator mit abgeschlossenem Graphen (<: T abge-
schlossen). Dann ist T' € L(X,Y).

Beweis: Py : X XY — X, (z,y) » xund Py : X XY — Y, (z,y) — y sind stetige und lineare
Abbildungen. Da X x Y Banachraum ist, ist auch G(7T') ein Banachraum. PX|G(T) G(T) - X

ist stetig und bijektiv mit Inverser

(Pxlgny) (@) = (@.7()

Nach Folgerung 8.5(ii) ist <PX’G(T))_1 stetig. Damit

-1
= o (i)
stetig. O

Beispiel Seien 1 < p < ¢ < oo und sei A = (a;x);ren € KNVN. Fiir alle j € N sei (ajx)ken € 4,
(mit % + % =1). Fiir alle « € £, sei

T(z) := <Z ay - xk> €/,

keN jEN

Dann ist T : ¢, — ¢, linearer und abgeschlossener Operator. Nach Graphensatz folgt dann, dass
T € L(ty, Ly).

Beweis: T' abgeschlossener Operator: Sei (z")pen in €, 2™ — x in ¢, fir n — oo und y" =
T(z") — y in ¢, fiir n — oo. Zu zeigen: (z,y) € G(T), d.h. T(z) = y.
Sei § :=T'(z) mit § = (§;)jen. Fiir alle j € N gilt dann y — g; fiir n — oo

oo
lyj =951 = D> aji - (@f — )
k=1
0o 1
Holder ¢
< <Z |ajk|”> =™ =zl =0 (n—o0)
k=1
<oo
Auch: y? — y; (n — 00), also y; = 7. O

Beispiel  (i). Sei X = C[0,1]. Sei T definiert durch D(T) = C[0,1], T(f) := f’. Dann ist T
nicht stetig, aber G(T") abgeschlossen.

Beweis: T nicht stetig: Sei ¢ € C*[0,00), spty C [0, 1],

1
Fule) = - -
Dann f, = 0 in || - [|oo, aber f},(z) = ¢'(n - z) und || f},[loc = [l¢'[loc 7 0.
T abgeschlossen: Sei (f,)nen in D(T), fn — f, fi — g. Analysis 1: f € Ct, f' = g. O
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(ii). X =C10,1] mit || - ||eo-Norm, Y = C[0,1], T : X — Y, f + f’. T abgeschlossen, aber nicht
stetig. 8.7 nicht anwendbar, da (C[0,1], || - ||oc) kein Banachraum.

(iii). X = C°°[0,1] mit || - [|o-Norm, T : X — X; f — f’. T hat abgeschlossenen Graphen, aber T
nicht stetig.
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Satz von Hahn-Banach

Definition  (i). Sei X ein K-Vektorraum. Dann heiffit X* der algebraische Dual von X: K-Vektorraum
der linearen Funktionale (X* C K¥X).

(ii). Sei X ein C-Vektorraum. Dann bezeichne Xy den assoziierten R-Vektorraum, der durch
Beschrinkung der Multiplikation mit Skalaren aus R entsteht.

9.1 Lemma
Sei X ein C-Vektorraum. Die Abbildung
j: (X7 = (Xo)* () = Re
ist ein (R-linearer) Isomorphismus. Fiir f € X* gilt:
f(z) = Re f(x) —v-Re f(ur)
Ist zusétzlich X normiert, dann j((X')o) = (Xo)’.
Beweis: Ist f € X*, dann j(f) = Re f € (Xo)* (klar). j ist bijektiv: Mit Angabe der Inversen
B (X0)" = (X)o, k(9)(2) = g(x) — 1~ g(12)
Fiir g € (Xo)* ist f := k(g) € X*:

f@+y) = f(x)+ f(y)
flla+18) z)=g((a+18) -2) —1- gl 2 — - 2)
a-g(x)+ - g(w) —w-ghz)+18-g(x)
(a+18) - (9(x) —2-g(wx)) = (@ +13) - f(z)

j und k sind R-linear,

(Jok)(g) = Re(k(9)) = g
(ko j)(f)(x) = Re f(z) —1-Re f(ux) = Re f(x) +2- Im f(z)

Letzte Aussage klar mit dem vorherigen. O

9.2 Satz

Folgende Aussagen sind dquivalent:

(). Auswahlaxiom: Gegeben eine Familie (A, )aec.4 von Mengen mit A # () und fiir alle o € A sei
Ay #0und AyNAg =0 fiir « # . Dann existiert eine Menge S, sodass SN A, einelementig
ist fiir alle a € A.
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(ii). Zornsches Lemma: Sei X eine prigeordnete Menge, mit der Eigenschaft, dass jede Kette in
X eine obere Schranke besitzt. Dann besitzt X (mindestens) ein maximales Element. (m
maximales Element: Aus z € X, m < z folgt < m.)

(iii). Wohlordnungssatz von Zermelo: Jede Menge besitzt eine Wohlordnung. (X wohlgeordnet mit
»<“ X (total-)geordnet und jede nichtleere Teilmenge besitzt ein kleinstes Element.)

Bemerkung Auch dquivalent zu Auswahlaxiom sind
(iv). X Menge = 3f : P(X)\{0} — X mit f(A) € A fiir alle A € P(X)\{0}.
(v). (Aq;« € A) Familie von Mengen mit A # (), Ay # 0 fiir alle € A = [, c 4 Aa # 0, wobei

I Aa:={z: A= |J Au;Va € A1z, € Ay}
acA acA

Beweis: o (iii) = (¢): Einfach mit (iv)
e (i) = (ii): Kompliziert
o (ii) = (iii):

Sei X eine Menge. Sei Z := {(4,<); A C X mit < Wohlordnung auf A}. Definiere Ordnung
< auf Z durch A<B :&

(i). ACB
(ii). Ordnung von A ist induziert von der von B

(iii). A ist Anfangssegment von B, d.h. 3z € B mit A = {y € B;y < x} oder A = B.
fir A, B € Z. Sei K C Z eine Kette. Dann

C::UA

Aek

mit Wohlordnung =z < y :& Ist A aus K mit x,y € A, dann ist z < y in A. Dann existiert
nach Zornschen Lemma ein maximales Element B.

Zu zeigen: B = X. Annahme: B # X. Sei 29 € X\B. Auf BU {z(} definiere ,<*:

r<py fallsz,y € B
r<y:& .
x <z fir allex € BU {xo}

Somit (B U {zo}, <) wohlgeordnet, B C B U {zo}. Widerspruch zu B maximal.

9.3 Satz (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach, Version fiir Vektorraume)

Sei X ein K-Vektorraum, p : X — R sublinear, d.h. p positiv homogen (Voo > 0 : p(a-x) = - p(x))
und subadditiv (Vz,y € X : p(z +y) < p(x) + p(y)). Sei L C X linearer Teilraum, f € L* mit

Vo € L: Re f(x) < p(zx)
Dann gibt es F € X* mit F|, = f, Vo € X : Re F(z) < p(z).
Beweis: (i). K=R:

(1) Auf der Menge Z := {g; g Operator von X nach R, g Fortsetzung von f, g(z) < p(z)
fiir alle € D(g)} wird durch

g1 < g2 & g9 ist Fortsetzung von g;
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eine Ordnung definiert. Sei ) C Z eine Kette. Definiere

gey

Fiir x € D(h) : h(x) := g(z) falls x € D(g). Dann h wohldefiniert und h € Z: z €
D(g1) N D(g2), dann g < g5 oder go < g1 und somit g1 (z) = g2(x). Dann h > g fiir alle
g € Y. Nach Zornschen Lemma existiert ein maximales Element F' in Z. (Zu zeigen:
D(F) = X; es geniigt zu zeigen: Falls x € X\ D(F'), dann gibt es eine Fortsetzung g von
F auf lin(D(F) U {x}).

(2) Sei a € X\L. Setze f fort auf X; := lin(L U {a}) unter Erhaltung der geforderten
Ungleichung.
Fiir jedes y € X; gibt es eindeutige x € L, A € R mit y = x 4+ X - a. Die Fortsetzungen
F € X7 von f sind gegeben durch

Fz+X-a)=f(z)+v-A (re L, €ER)
und zwar mit 7y = F,(a). Zu zeigen: v kann so gewéhlt werden, dass
Vee LLAER: Fy(z+X-a) <plx+X\-a)
Es geniigt die Ungleichung fiir A = £1 zu haben. (Fiir A = 0 klar, fir X # 0:

T A x A
F(r+Xa)= |)\~F(+~a> < |)\|Op<+-a>
! Al (A Al A
=p(@+A-a)
Also zu zeigen: Es existiert v € R, sodass fiir alle x,y € L:
Fy(z+a)<plzx+a) F(y—a)<ply—a)
— —
=f(z)+~ =fy)—v
d.h. fiir alle z,y € L:
fy) —ply—a) <y <plz+a)— f(z)

Fiir alle x,y € L gilt:

@)+ fy) = fle+y) <plz+y) =p((z+a)+(y—a))

Damit
S :=sup{f(y) —p(y —a);y € L} <inf{p(z +a) — f(z);z € L} =2 1
Jedes v € [S, I] erfiillt die gewiinschte Ungleichung.
(il). K=C:
Auf fy := Re f und Xy wird der Fall ;K = R*“ angewendet. Man erhilt eine Fortsetzung
Fy € (Xo)* mit Fy(x) < p(z) fiir alle z € X. Nach Lemma 9.1 existiert eindeutiges F' € X*

mit Fy = Re F. Mit Lemma 9.1: F' auch Fortsetzung von f.
O

9.4 Folgerung (Folgerung: Satz von Hahn-Banach, Version fiir halbnormierte Riume)

Sei (X, p) ein halbnormierter Raum. Sei L C X linearer Teilraum, f € L* mit
Vo e L:|f(z)| <p(z)
Dann gibt es F € X* mit F|, = f und |F(z)| < p(z) fiir alle z € X.
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Beweis: p sublinear ist klar. Nach Satz 9.3 gibt es ' € X* : F|, = f und fiir alle z € X gilt
Re F(x) < p(z). Sei x € X. Dann gibt es v € K, |y| = 1 mit

|F()| =~ F(x)

Damit folgt:

[F(x)] =~ F(z) = F(y-z) =Re F(y - x)
<p(y-z)= 1l plx)=pz)
—~
O
Bemerkung Satz 9.4, falls X normiert und separabel, kann ohne Zornsches Lemma bewiesen wer-
den: Es gibt L =: Ly C Ly C ... Teilrdume mit codim L,, in L,_1 ist 1 und mit UneN L, dicht in

X. ((xn)nen dichte Folge in X, L,, :=1lin(Lo U {x1,...,2,}); mit Streichung).
[ fortsetzen auf Ly, Lo, ... mit Schritt (2) von Satz 9.3. Dann f zu Fy fortgesetzt auf | J, .y Ln

Vo € | L : |[Fo(x)| < |||
neN

Proposition 7.3: Fortsetzung F' auf X. Gegebenenfalls noch Komplexifizierung.
9.5 Folgerung

Sei X ein normierter Raum.
(i). Sei L C X ein Teilraum, f € L'. Dann gibt es 2’ € X":
=7, 21 =flle =sup{[f (@) 2 € L, [|] < 1}
Beweis: Fir z € L gilt |f(z)] < ||fllL - [|z||. Verwende Satz 9.4 mit p(z) := || f]|L - ||z|]. Das
liefert 2’ € X’ mit
=7 @) <l [l
Daher ||z/|| < || fl|z- »,=>* klar wegen L C X (und a’ Fortsetzung von f). O

(ii). Sei L C X Teilraum, 2o € X\L mit d := dist(zo,L) > 0 (automatisch erfiillt, falls L
abgeschlossen). Dann gibt es 2/ € X’ mit

w(xo) =d  alo=0 [l2] =1
Beweis: Auf Ly :=1lin(L U {z¢}) sei
fla+X-z9):=A-d (z e L, €K)

Dann f wohldefiniert, f(zo) =d, f|r =0. Fiir A e K, A # 0,2 € L gilt:

1
o - aoll = N+ |5+ 20

> [A] - |d|
=|f(z+ X x0)

Daher gilt || f|| < 1. Es gibt eine Folge (z,,)nen in L mit ||z, — xq]| — d. Damit

’f(m_m (xn—xo))‘zl-dél (n = 00)

[0 — ol

also || f|] > 1. Dann a’ aus (i). O
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(iif). Vo € X\{0}3/ € X":
d(z) =zl [2]=1 2'(0)=0

Beweis: (ii) mit L = {0}. O

(iv). Vo € X:
2]l = sup{|’(z)[; 2" € X", [l/]| < 1}

Beweis: ,,>“ ist klar wegen |2/ (x)| < ||2'|| - ||=]|. Aus (iii) folgt ,,<“.

Bemerkung: Sei € X. Dann ist X’ 5 2’ — 2/(z) € K linear, die Norm dieses Funktionals
ist ||| O

(v). Ist z € X, (x,2') := 2/(z) = 0 fiir alle 2’ € X', so gilt z = 0.
Beweis: Klar mit (iii). Folgerung: {( X, X') ist trennend in X. O
(vi). Seien x1,...,2, € X linear unabhingig. Dann gibt es «f,..., 2], € X"
()2} ) = jk
Beweis: Fiir j € {1,...,n} sei L; :=lin{zy;k # j}. Dann x; ¢ L;. Nach (ii) gibt es 2, € X’
mit
(zj,25) =1 2|, =0 O

Definition Sei X ein normierter Raum. Dann heifit X" := (X’)’ der Bidual und X" := (X")" der
Tridual von X.

9.6 Folgerung
Sei X ein normierter Raum. Sei x : X — X" definiert durch
k(x)(2') =2/ (z) = (z,2") (re X, 2’ e X')
Dann ist & linear (k(X) C X"), k: X — X" ist stetig,
Vo e X - (@)l = |z
Insbesondere ist x injektiv.

Beweis: (i). Fiir alle z € X ist k() linear auf X’ wegen Vektorraumstruktur. Fiir z € X, 2’ € X’
gilt
|k (2)(2)] = 2" ()] < [l - [|2"]]

somit k(x) € (X')".

(ii). & linear, da 2’ € X’ lineare Funktionale sind. Letzte Gleichheit ist Folgerung 9.5(iv). Damit
auch k stetig.
O

Definition Mittels x (kanonische Einbettung) kann man X als Teilraum von X" auffassen (Nota-
tion: X C X”). X heifit reflexiv, falls k surjektiv ist.

Bemerkung Jeder normierte reflexive Raum ist vollstindig: X' = (X')" ist vollstindig nach Satz
4.4. Daher auch X = X" wvollstindig.
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Beispiel  (i). ¢{, = ¢1. Bedeutung: j : £; — ¢ sei definiert durch

(iii).

@)=Yy (e

Dann ist j ein Normisomorphismus. Ubung: j(¢1) C cj, ||5(z)|| = ||=||. j ist linear (klar) und
surjektiv.

. ¥} = 0. Dabei j : £o, — £} definiert durch

(@) (y) = ij vy (v €L,y €4)

Dann ist j(z) : £ — K linear (klar), |5(z)(y)| < ||#]loo - [|yll1. Damit ||5(z)|| < [|z|lco. Wegen

17(2)]| = sup{lj(z)(en)|;n € N}
= sup{|zal;n € N} = |2/

folgt [|5(2)[| = [l

J ist linear (klar) und surjektiv: Sei n € ¢;. Definiere
zj=nle;) (G EN)

Dann [z;] = |n(e;)| < [In]], also (z;)jen C lo. Fiir j € N:
j(x)(ej) = xj = n(e;)

Damit folgt j(z)(y) = n(y) fir alle y € c.. Da j(z),n stetig sind und ¢, dicht in ¢; ist, folgt
jla) = .
Damit ¢j = ¢} = lo # co, also ¢y nicht reflexiv.

Sei 1 < p < oo und % + é = 1. Dann £, = ¢,, (¢;,)) = €, = £}, d.h. £, ist reflexiv (Ubung).

9.7 Folgerung

Sei X ein normierter Raum, D C X. Dann dquivalent:

(i).
(ii).

D total in X, d.h. linD = X.

Ist ' € X' 2'|p =0, s0ist 2’ =0.

Beweis: o (i) = (ii):

.T/|D:O:>$l|1in[):0:>$/:0

o (i) = (4):

Annahme D nicht total, d.h. L :=lin D # X, also gibt es zg € X\L und 2’ € X' mit
2L =0 ' (zg) #0

nach Folgerung 9.5(ii). Widerspruch!
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10

Die Raume L£P und LP

Sei (€2, A, i1) ein o-endlicher Mafiraum. Erinnerung: Fiir f : Q — R integrierbar gilt

plf = Foo] = p({w € Q; f(z) = +00}) =0

Definition  (i). Sei 1 < p < co. Wir definieren

£ i= £ ) = {150 K fr, [ 170 du(o) < 0

1= ([ |f<x>|pdu<x>)’l’

Fiir p = oo sei

L) = {f 1 Q5 K fmb,3e > 0: ullf] > ] =0}
| flloo :=inf{c > 0; u[| f| > ¢] = 0} =: esssup | f|

(ii). f heiBt messbar :« Fiir jede offene Mengen U C K gilt [f € U] € A < Re f,Im f messbar.
Fiir K = R ist im Allgemeinen f :  — R nicht zugelassen, sonst Problem mit Vektorraumstruktur.

10.1 Satz (i). Seien 1 < p, ¢ < oo mit %—i— % = 1. Fiir f € LP,g € L7 ist dann |f - g| € L},

/ - gldu < 1l - lglla

(Holdersche Ungleichung)
(ii). Sei 1 < p < co. Dann gilt fiir alle f,g € LP:

1+ gllp < [1£1lo + llgll

also insbesondere f + g € £LP (Minkowski-Ungleichung). || - ||, ist eine Halbnorm auf £P ().

Beweis: (i). (1) p=1,¢=oc:

: 1
llol > lgllo) = tim gt [lgl > gl + | =0

0
Damit folgt
/If-gldu=/ 1 gldu < llglloe - 111
[lgl<llglloo]

(2) 1 < p < g < oo: Dann Beweis wie fiir £, (vgl. §5), ausgehend von

b
+ - a,b>0
. ( )

Q=

1
ar -bas <

hSHRS

Beachte: || f||, = 0= f = 0 p-fast tiberall.
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[1s+gldu< [1f1du+ [1oldu

[f + 9" < (2 max{|f], [g]})" < 2" - max{[f[", [g]"}
<27-(If1P +19")

also f + g € LP(u). Weiter wie fiir £,,.
(3) p=oc: Fir z € Q\([|f] > [|flloc] U llg] > [lglloc]) gilt:

[f (@) + 9(@)] < [|flloc + lglloo
= 1f + glloo < [Iflloo + llglloo

(4) Dreiecksungleichung ist bewiesen, ||a - f[|, = |a| - || f]|, ist klar, also Halbnorm.

10.2 Lemma

Sei (X, p) ein halbnormierter Raum. Dann ist L := {z € X;p(z) = 0} ein Teilraum von X und auf
X/, wird durch ||Z|| := p(z) (z € X) eine Norm erklart.

Bemerkung Aquivalenzrelation auf X erklirt durchz ~y 1 v~y € L, X/ = X/ = {z+L;z €
X} mit Operationen

(x+L)+wy+L):=(x+y)+L
A{z+L):=X-z+L

(sind wohldefiniert).

Beweis: || - || ist wohldefiniert: Aus  ~ y folgt |p(z) — p(y)| < p(x —y) =0, also p(x) = p(y). Rest:
leicht. O

Definition Fiir 1 < p < oo sei N, := {f € LP(p); || f]|, = 0}. Dann ist
LP(u) = L2 (1) w,

ein normierter Raum.

10.3 Satz

L () ist vollsténdig.

Beweis: Ubung O
10.4 Satz

Sei 1 < p < oco. Sei (fp)nen in LP(u) mit Y || fullp < 0o. Dann ist

g::Z|fn|€ﬁp(M) ::{f:Q%R;fmb,/|f\pdu<oo}

n=1

und
f@) =" fal)

ist fast iiberall absolut konvergent; setze f(z) = 0, wo die Reihe nicht konvergent. Dann gilt

f—ij -0 (n — o0)
j=1

p
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Beweis: Fiir n € N gilt:
» »

/Zw an | =SS <SS < Sl < oo
j=1 j=1 , =1 j=1

P P
Wegen (Z?Zl | f]|> 0 (Z;‘;l | fj|) folgt aus dem Satz der monotonen Konvergenz:

/(iw)pdum

——
g9

Insbesondere ist g(z) < oo p-fast iiberall, fiir diese z ist

—0 (n—o00)

auf [g < oo]. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz:
/|f Zf] dp — 0 (n — o) O

10.5 Satz (Satz von Fischer-Riesz)

Sei 1 < p < 00. Sei (fn)nen in L£P(u) eine Cauchy-Folge bzgl. || - ||,. Dann existieren f,g € L£P(u)
und eine Teilfolge (fn,)jen sodass f,, () — f(z) fast iiberall und |f,,(z)] < g(x) fast {iberall
(j eN)und ||fn — fllp = 0 (n = 00). LP(u) ist ein Banachraum.

Beweis: Es gibt eine Teilfolge (fn,); en, sodass
S ingss = gl < 00
j=1

(vgl. 3.1). Setze fpn, :=0,g; := fn, — fn;_, fiir j € N. Dann

J
Z gk = fn_,»
k=1

und auf (g;)jen ist Satz 10.4 anwendbar. Mit g := >°72, |g;| und f(z) := 3272, g;(2) gilt die
Behauptung. O

Bemerkung Elemente von LP(u) werden im Allgemeinen als Funktionen aufgefasst.

10.6 Lemma

Seien 1 < p, ¢ < co mit % + % = 1. Fiir g € L9(p) sei j(g) € LP(u)’ definiert durch

=/f-gdu (f € LP (i)

Dann j: LY () — LP(p)’ linear und isometrisch.
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Beweis: e Aus der Holderschen Ungleichung folgt:

[ 1-ad <ol e
= [l7(9)l < llgllq
also j(g) € LP(u)’, da j(g) offenbar linear.
e j ist linear (klar). Zu zeigen: ||7(g)|| > ||gllq- Ohne Einschrankung g # 0.

(). Fir 1 < p < oo setze
f:=sgug- gl

Dann f messbar,

17 = gl =g} € L' (1)
= 17115 = gl

I 1 _ _
= d(9)) = —= - [ Seng- gl " - gdu
171 lgls

4 4
gl [ ot du =gl -1l

=

-
= llglla * = llgllg
(ii). Fiir p = 00,q = 1: Setze f :=35gng. Dann ist || f||ec = 1,
(£dl0)) = [ sEmg- g du= Il
——
=lgl
(iii). Firp=1,¢ = 00: Sei 0 < ¢ < ||¢||co- Dann ist
pllgl = ¢ >0

Man findet 0 < f € LY(p),||fl1 = 1,f = 0 auf [|g| < ¢]. (Es gibt (Gn)nen C Q mit
Gn 1T Q,u(Gy) < o fiir alle n € N. Dann

w(Gn N (gl > ¢]) = p(llgl > ¢]) >0
—_———

<o0,>0fiir groBen
Wiihle f1 := 1, n[g/>¢ fiir n hinreichend grof}, noch normieren.) Dann

<m-ﬁj(g)>=/f~m-g dp

=|g|

=/ Folgldu> e |flh=c
[lgl>c]

Also ||7(g)|| > ¢ fiir alle 0 < ¢ < ||g]|co-

Bemerkung  (i). Im Sinne der Abbildung j schreibt man L(u) C LP(u)'.

(ii). Im Folgenden sei

Agin == {A € A;pu(A) < oo}
S(Agn) = lin{14; A € Agn}
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10.7 Lemma

Seien p, g € [1, 00] mit %—i— % =1.

w|q=sup{L/f-gdu

(ii). Sei g : Q — [0, 00] messbar und fiir alle f € S(Agn) gelte f-g € L1(u). Es gebe ¢ € LP(p),
sodass

(1). Sei g € £(p). Dann

;fE&AmLfmﬁl}

Mﬂ=/fgmt (f € S(Asm))
Dann g € £9(), [lglly < lle]l

Beweis: (i). Fiir 1 < p < oo ist S(Agy) dicht in LP(p) (Sombrero-Lemma+Beppo-Levi). Dann
Aussage klar mit 10.6. Fiir ¢ = 1 beweisen wir den Fall g > 0 (nur dieser Fall wird spéiter
benutzt). Es gibt (Gp)nen C Aan mit G, 1. Dann

/ lg, -9dum—l></gdu (n — o0)
~—
—

€S (Agin), [I'[lo <1
llgllx

(ii). Es gibt (gn)nen in £2(p) mit g, > 0, g, T g, zum Beispiel g, := (gAn)-1g, . Fiir f € S(Agn),
£l <1 folgt:

‘/ﬂgndu‘é/ \I{I/ ~gndu§/|f\-gduéll<ﬂ\|

€8 (Ann) (7D

und aus (i) folgt
lgnllg < llell

Fiir ¢ < oo folgt ||g|l; < oo mit Satz von der monotonen Konvergenz. Fiir ¢ = oc:

wlg > llell) = p (U [9n > |<,0||]> = 1im plg > [l lonlillel

neN
= llgllee < lleoll O
Ziel: Fiir p € [1,00) gilt LI(p) = LP(p)’.

Definition  (i). v heiflt u-stetig (auch: absolut stetig) :< Fiir alle F' € A gilt: u(F) =0= v(F) =
0.

(ii). f heiBt Dichte von v bzgl. p < f: Q — [0, 00] A-messbar und fiir alle A € A:
o) = [ fau
A

10.8 Satz (Satz von Radon-Nikodym)

Sei (2, A, 1) ein o-endlicher Mafiraum, v ein p-stetiges Mafl auf A, dann besitzt v eine Dichte bzgl.
73

Beweis: Vergleich §14 oder Heinz Bauer, Maf$- und Integrationstheorie O
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Bemerkung Fiir f: Q — [0, 00] A-messbar ist durch

v(A) ¢=/Afdu

ein Maf} v erklirt. Notation: v = f p.

Fiir die Anwendung muss man Funktionale auf LP(u) als Linearkombination positiver Funktionale
darstellen.

Definition ¢ € LP(u)’ heifit positiv :< Vf € LP(u), f > 0: ¢(f) > 0. Notation: ¢ > 0.
10.9 Lemma
Sei 1 < p < oo, p € LP(u)". Dann gibt es ¢1,...,¢p4 € LP(p) mit ¢; >0 (j =1,...,4), sodass

=1 —p2+1(ps— pa)

(Fiir K = R entfallen @3, ¢q4.)

Beweis: (i). K=R:
Definiere p* € LP(u): Fiir f € LP(u), f > 0 sei

o (f) :=sup{e(g);g € LP(1),0 < g < f}

Dann ist ¢ ,positiv und linear* auf L% (n) := {f € LP(u); f > 0}: Fiir f € L% (n), X € [0,00)
gilt

et ) =A-0"(f)
Fir f,g € LY (p) gilt:

e (f) + ¢T(9) = sup{p(h1) + ©(h2); h1, hy € LP(11),0 < hy < f,0 < hy < g}
=sup{@(h1 + ha);hi,ho € LP(u),0 < hy < f,0 < hy < g}

*

=¢"(f+9)
(Zu (x): Ist 0 < h < f+ g, so gibt es hy,hy mit h = hy + h,0 < hy < f,0 < hy < g, zum
Beispiel h; := min{h, f}.)
Man kann ¢t linear auf LP(u) fortsetzen:
() = (fT) =" (f7)
mit fT :=max{f,0}, f~ = (—f)*. Fiir Linearitit beachte: Wenn f = f; — fo mit f1, fo >0,
dann o™ (f) = o™ (f1) — ¢T(f2) wegen
f==f=h-F

=0<fT+fo=fi+ [~

= o ([P + )= (i +fo)
= e () + et (f2) =" (f1) + 97 (f7)
=0 () =" (f) =" (f1) — 9" (f2)

et (f)

Damit ¢ € LP(pu)": Fiir f > 0 gilt

TN < llell - sup{llgllp; 0 < g < f} = llell - I £]
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und fiir f € LP(u) folgt somit

" (Al =1e"(f7) =" (f7) | < max{le™ (f )] [ (f )1}
>0 >0

< llll - max{|| £ lp, 1~ M} < llell - [1£]

also [™ | < [lell-
Weiterhin gilt fiir alle f > 0: p(f) < ot (f). Fiir ¢~ = ¢ — ¢ gilt daher ¢~ (f) > 0 fiir
f > 0. Damit Darstellung
p=¢" —¢”
(ii). K = C:

Beachte, dass
LP(u;C) = LP (s R) + 2 LP (13 R)

Auf LP(u; R) setze
(Re@)(f) := Rep(f) (Tm @) (f) := Tm o(f)

und zerlege Re ¢, Im ¢ wie in (i). Dann ¢, ..., ¢4 linear fortsetzen auf LP(u;C),

i (f) = ¢j(Re f) +2-p;(Im f)

10.10 Satz

Sei 1 < p < oco. Dann gilt LP(u)’ = L9(u), wobei £ + 1 =1.

Beweis: e Wegen Lemma 10.9 geniigt es zu zeigen: Fiir ¢ € LP(u)’, ¢ > 0 gibt es ein g € LI(p),
sodass

Ve I e(f) = [ £-gdu
e Sei also ¢ € LP(u)’, o > 0. Definiere fiir A € A:

n—0o0

v(A) = lim ¢(lang,,)
~——
eLp
wobei (Gp)nen C A, G TQ, u(G,) < oo (n € N). Dann ist v ein Maf}:
(i). v(P) = 0 ist klar.
(ii). Sei (Ax)ren C A paarweise disjunkt, A := ),y A Fiir n € N gilt:

LP
1( JE_ A)NG, Lang, (k — 00)
= Z@(lAmGn) = ¢v(lana,)
jEN

Satz von der monotonen Konvergenz fiir Summen:

> _v(4)) = lim ¢(lang,) = v(A)
jen

(In LY (N) : fn(j) == ¢(1a,nc,. ), dann f,, T f mit f(j) := v(A;). Satz von der monotonen
Konvergenz: [ f, — [ f (n = ).)

Ist insbesondere p(A) < oo, dann 1ang, = 14 (n = o0), daher v(A4) = p(14). AuBerdem
ist v p-stetig, denn p(A) =0= 1,4 =0, also v(A) = »(0) = 0.
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e Aus dem Satz von Radon-Nikodym: Es existiert g : 2 — [0, co] A-messbar, sodass
VA € Agn : p(14) = v(A) = /1A ~gdp
Ist f c S(.Aﬁn)a dann

so(f):/f-gdu

Aus Lemma 10.7(ii): g € L9(p). Dann folgt aus der Dichtheit von S(Agy) in LP:

erL%m:wu>=/j-mm

O

Bemerkung  (i). Fiir 1 < p < oo gilt LP(u)’ = L(u) auch ohne ,o-endlich“. Fiir p = 1 ist
dies genau dann richtig, wenn u ,lokalisierbar® ist und L*° leicht modifiziert wird. (vgl. E.
Behrends, MINT)

(ii). Sei (K, T) ein kompakter topologischer Raum, A eine o-Algebra der Baire-Mengen (=kleinste
o-Algebra, die alle f € C(K) messbar macht). Sei p ein endliches Maf} auf .A. Dann ist durch

wU%:ij (f € C(K).K = R)

ein ¢ € C(K)" definiert. Tatséchlich: Jedes ¢ € C(K)’ besitzt eine Zerlegung ¢ = @1 — @9
mit 1,92 > 0 und jedes ¢ € C(K)" mit ¢ > 0 wird von einem Mafi u wie oben erzeugt.
(Darstellungssatz von Riesz)
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Initialtopologie, topologische Vektorrdume &
schwache Topologie

Sei S eine Menge, S C P(S). Dann ist
T(S) = ﬂ{T’; T’ Topologie auf S : 7' 2 S}

die grobste Topologie, die S enthélt (die von S erzeugte Topologie). S ist die Subbasis der
Topologie T(S). (S Subbasis von 7 :& T(S) =T.)

Ist B eine Basis von T, dann ist B auch Subbasis von 7. Ist S eine Subbasis, dann ist

B:{ ﬂF;FgSmﬁm}
——

:nUGF U

eine Basis der Topologie. (Beachte: X € B, da fiir F =0 : (| F = X gilt.)

Beweis:  — Behauptung:
T = {UR,R - B}

ist eine Topologie.
— Sind Ry, R C B, so gilt

09 (47)2(407)-4 (40

UeR: VER, UeR1 VER,
= |J vnv= |J UnyeT
N—
UeR1,VER: UeR,1,VER, cB

Rest klar. Wegen S Subbasis folgt 7' = 7.

Es gilt: B Basis von T = {V € B;z € SNV} Umgebungsbasis von z.

Seien S eine Menge, I eine Indexmenge und fiir ¢« € I sei (S,,7,) ein topologischer Raum.
Seien f, : S — S, (v € I) Abbildungen. Die Topologie

T (U{fﬂ(UL); U, € 7:})
el
ist die grobste Topologie auf S, fiir die alle f, stetig sind. (Initialtopologie auf S bzgl. (f,).cr)

Ist I = {1} einelementig, so ist {f~}(U);U € T1} die Initialtopologie. Spezialfall: Spurtopo-
logie.
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e Seien (S,,7,) topologische Réume fiir » € I. Die Produkttopologie auf S := [],.; S, ist die
Initialtopologie bzgl. (P,).cr, wobei

,PL((QSR)HEI) =,
Basis der Produkttopologie:

B=<[JU. x [] SsF CIendlich,VoeF:U €T,
LEF LEI\F

e Beispiel: Sind (M, d;) und (Ma,ds) metrische Réume, so wird die Produkttopologie auf
My x My durch die Metrik

d((z,y), (x/’ y/)) = dy(, xl) + da(y, yl)

erzeugt.

11.1 Satz

Seien (So, 7o), (S, T), ((S.,T.)).er topologische Rédume, g : So — S, f,: S =S, (t€ ) und T die
Initialtopologie bzgl. (f,).,cr. Dann gilt fiir alle s € Sp:

(i). g stetigin sg < Vi € I : f, o g stetig in sq
(ii). g stetig < Ve € I: f, o g stetig
(iii). Die Initialtopologie T’ bzgl. g (auf Sy) ist gleich der Initialtopologie 7" bzgl. (f. o g).er-

Beweis:  (i). ,,=“: Klar (Komposition stetiger Funktionen)

77¢“:
Sei U eine Umgebung von g(sg). Es gibt F' C I endlich, U, € T, (v € F):

g(so) € [ F7HU) CU

LeF

S soe (Vo' U U = (o) ' (U) €T

el LeF 7o

ist Umgebung von sg und

Mo (W) =g (ﬂ f:l(U») g )
LEF LeF
Also g stetig in sq.
(ii). Klar.
(iii). e gist 7' —T stetig= f,og T' — T, stetig (L€ I) =T" C T’

o f,ogist T" —17, stetig (v € I) (i:Qg ist 7" — T stetig = T" CT".

O

Definition Sei X ein K-Vektorraum, 7 eine Topologie auf X. 7 heifit lineare Topologie (und
(X, T) topologischer Vektorraum), genau dann wenn die Abbildungen

KxX>W\a) B3 XNzeX
XxX3(@ySetyeX

stetig sind.

Beispiel: (halb-)normierte Rdume
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11.2 Satz
Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum. Dann gilt
(i). Fir A € K\{0} ist die Abbildung
A:X =X, NE) =Xz
ein Homoomorphismus.
(ii). Fir z € X ist die Abbildung
(2] X = X, [o)(y) = 5 +y

ein Homoéomorphismus. Die Topologie T ist durch die Angabe einer Nullumgebungsbasis
eindeutig bestimmt.

(iii). Ist U € Up(T), so ist U absolut absorbierend, d.h. Vo € X3a > 0: 2z € A- U fiir alle A € K
mit |A| > a.

Beweis: (i). Wegen [\]7! = [\71] geniigt es zu zeigen: [\] ist stetig.
Xax»i}()\,x)erX

ist stetig nach Satz 11.1. Daher [A\] = m o j stetig.

(ii). Analog wie (i). Ist U eine Nullumgebungsbasis, dann folgt, dass

(z+U;U €U}

eine Umgebungsbasis von z ist (z € X). Damit T bestimmt.

(ili). Wie in (i) folgt, dass K 2 A+ X - x stetig ist. Daher gibt es ag > 0:

VAeK N <ap:A-zelU

Fiir |[A| > ap ' =: « folgt

1

x:>\~x~xe/\~U O
——
€U

Definition Sei X ein normierter Raum mit Dual X’ und sei b: X x X’ — K eine Bilinearform,

b(z,z') = (z,2") = 2'()

Auf X definiere Initialtopologie bzgl. ({ -, 2" )). e x+ (schwache Topologie auf X, Notation: (X, X')).

Auf X’ definiere Initialtopologie bzgl. ((, - ))zecx (schwach*-Topologie auf X’, Notation: o(X’, X)))
Bemerkung  (i). o(X,X’),0(X’, X) sind gréber als Normtopologie (Satz 11.1 , wdhle fiir erste
Aussage g alsid : (X, ] -]|) = (X,0(X, X"))). AuBerdem gilt o(X’, X) C o(X’, X").
(ii). (X,0(X,X")) und (X', 0(X’, X)) sind topologische Vektorrdume (Satz 11.3).
11.3 Satz
Seien X ein Vektorraum und ((X,,7,)).cr eine Familie von topologischen Vektorrdumen, f, :

X — X, linear (¢ € I). Sei T die Initialtopologie bzgl. (f,),cr. Dann ist (X,T) ein topologischer
Vektorraum.
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Beweis: (i). Vorspann: Seien X,Y, X1,Y] topologische Rdume, f : X — X3,9: Y — Y; stetig.
Dann ist
[xg: X XY = X1 x Y, (z,y) = (f(x),9(y))

stetig. Zu zeigen: P x,xy, © (f X g) und Ps x, xy; © (f x g) sind stetig (Satz 11.1). Wegen

Prx,xv (F X 9)(2,y) = PLx, < (f(2),9(y) = f(z)

= fo P x,xv,(%,y)

Poxixn (f x 9)(@,y) = Poxoxvi (f(2),9(y) = g
=go P2 x,xv;(2,9)

(y)

folgt die Behauptung.
(ii). Stetigkeit von m : K x X — X. Es geniigt zu zeigen: Vi € I : f, o m stetig nach Satz 11.1.
from(X ) = fu(A-z) = X fu(x)
=m, o (idg X f,)(\, x)
d.h. f, om =m, o (idkg X f,), letzteres stetig mit (i) und Stetigkeit von m, : K x X, — X,.
(iii). Stetigkeit von a : X x X — X: Fiir alle ¢ € T ist

fLoa:aLo(fL X fb)
stetig. Dann Satz 11.1.

In Definition von o(X, X’),o(X’, X) sind X, X’ ,gleichberechtigt®. Allgemeiner:

Definition  (i). Seien X,Y Vektorrdume und b = (-,-) : X x Y — K bilinear. Dann heifit ( X,Y")
ein duales Paar (= (X,Y,b)) und man definiert o(X,Y") als Initialtopologie auf X bzgl.
((-,y))yey sowie o(Y, X) als Initialtopologie auf Y bzgl. ({z,))zex.

(if). (X,Y) heifit trennend in X :& {x € X,(z,y) =0firalley €Y = z =0}
(X,Y ) heift trennend in Y 1= {y € Y, (x,y) =0 fir alle x € X = y =0}.
(X,Y)

heifit trennend :< (X,Y) trennend in X und Y.

Beispiel  (i). Sei X ein Vektorraum, dann ist { X, X*) trennend.
(ii). Sei X ein normierter Vektorraum, dann ist (X, X’) trennend (fiir trennend in X siehe
9.5(iii)).

Bemerkung Nullumgebungsbasis in X fiir o(X,Y), wobei ( X,Y") ein duales Paar sei: Ist F C Y
endlich, € > 0, so ist

Upe = {o € X;Vy € F: |(z,y)| < e}
= N {z e X:|(zy) < = [ (~y) " (Bx(0,2))

yer yeF
eine o(X,Y)-Nullumgebung. Somit ist
U :={Upe; F CY endlich,e > 0}
={Upq; F C Y endlich}
—~—
=:Up

eine Nullumgebungsbasis. Wir definieren b, : X — Y™,

by ist linear. Es gilt: by injektiv < (X,Y) trennend in X. Dann ,X C Y*“. Entsprechend b, :
Y — X*.
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11.4 Satz

Sei (X,Y ) ein duales Paar und sei f € X* stetig bzgl. 0(X,Y). Dann gibt es y € Y mit f(z) =
(,y) (z € X), dh. f =by(y).

Bemerkung  (i). Ist (X, 7)) ein topologischer Vektorraum, so bezeichnet (X, 7)" den Vektorraum

(ii).

der stetigen Linearformen auf X. Damit Aussage von Satz 11.4: (X,0(X,Y)) = b2(Y).
Fiir f € X* definiert man N(f) := ker f := f~1{0} (Kern von f).

11.5 Lemma

Seien X ein Vektorraum und f,¢1,...,9, € X* mit

N(g;) € N(f)

n

J

Dann gibt es c1,...,¢, € K mit

n
f:ZCj " 9;
j=1

Beweis: (i). Vorbemerkung: Seien X, Y, Z Vektorrdume, f : X — Y, g:Y — Z linear, g surjektiv,

(ii).

N(f) 2 N(g). Dann gibt es f : Z — Y mit f = fog. (Setze f(g(z)) := f(z). Dann f
wohldefiniert: g(z1) = g(z2) = 21 — 22 € N(g) C N(f) = f(x1 —22) =0)

Anwendung von (i):

Sei g: X = g(X) CK", g(x) := (91(x),...,gn(x)). Dann

nach Voraussetzung. Nach (i) gibt es f : g(X) — K linear. Setze f auf K™ fort. Dann gilt
f=fog Esgibt cy,...,c, € K:

Damit

Beweis: (von 11.4)
Da f o(X,Y)-stetig ist, gibt es F' C Y endlich mit

f(UF) g BK(07 1)

Mit anderen Worten:

f@)| < max|(2y)|  (@EX)

Fiir z € X mit (z,y) =0 (y € F) folgt also f(x) = 0. Aus Lemma 11.5 folgt: Es gibt ¢1,...,¢, € K

mit

F@)=> ¢ (wy) = (2, ¢-y;)
Jj=1 j=1
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Weitere wichtige Weise der Definition topologischer Vektorrdume: Halbnormen

Definition Sei X ein Vektorraum, P eine Menge von Halbnormen auf X. Die Initialtopologie Tp
bzgl. der Abbildungen X Y (X,p) (p € P) heifit die von P erzeugte Topologie.

Beispiel  (i). Sei Q C R” offen, X = C(Q). Fiir K C Q kompakt sei pg : C(2) — K definiert

durch
pi(f) := sup |f(z)]
zeK
(pk Halbnorm ist klar.) Sei P := {px; K C Q kompakt}. Tp ist die Topologie der kompakten
Konvergenz.

Frage: Wird Tp durch eine Folge von Halbnormen bestimmt? Es existiert (€2;);eny mit €;

offene Mengen (j € N), Q1 € Q; C 0y C ... C Q, Q; kompakt (j € N) und U,y = O
wéahle zum Beispiel
1
Qj = {Z‘ S Q, |l‘| < j’d($7QC) > ]}
Sei pj = pg,. Dann Tp = T, jeny:
e D¢ ist klar wegen P D {p;;j € N}
id

o ,C“ Fir K C Q kompakt, gibt es j € N mit K C ;. Dann p; > pk, also (X,p;) =
(X, pK) stetig.

Bemerkung: Fiir alle j € N ist p; nur eine Halbnorm und keine Norm auf C(€2).
(ii). C°[0,1] = X, pm(f) == |/ (m € Ny), P := {pm;m € Ny} ist abzihlbar.
(ii). @ C R™ offen, X = C*°(9). Kombination von (i),(ii): Sei K C © kompakt, o € Nj}, dann
pr.a(f) = pK(9°f)
mit px aus (i). (Es geniigt eine Folge {pg, i € Ni,j € N}.)

11.6 Satz (Metrisierungssatz)

Sei X ein Vektorraum, P = {p,;n € N} ein (abzéhlbares) System von Halbnormen, dann wird 7p
von der Halbmetrik d erzeugt,

o0
d(z,y) = Z 27" - min{p, (z — y), 1}
n=1
Beweis: e Tp ist translationsinvariant (Satz 11.2) und d ist translationsinvariant. Daher zu

zeigen: Tp und d erzeugen die gleiche Nullumgebung.

o SeiU e Uy(T). Es gibt ne N, e > 0:
Oef{zeX;Vji=1,...,n:pj(x)<e} CU
Ohne Einschrinkung ¢ < 1. Mit ¢’ := 27" - ¢ gilt: Aus d(z,0) < & folgt fiir j =1,...,n:
min{p;(z), 1} <27-27". ¢ <e
=p;(z) <e

Somit B4(0,¢") C{x e X;Vj=1,...,n:pj(z) <e} CU.

e Sei andererseits € > 0. Dann existiert ng € N:

o0
Z 27" <

n=no+1

Dann {z € X;Vj =1,...,n9:p;j(x) <27 - 5=} C By(0,¢).

2?7,0

DO ™
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Zu obigen Beispielen: Mit der definierten Metrik sind diese Riume vollstindig (Halbmetrik ist
Metrik, (X, p) separiert.):

(). Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in C(). Ist K C Q kompakt, dann ist (fj|x)jen eine px-
Cauchy-Folge. Daher existiert fx € C(K) mit
sup |fj(x) = fr(z)| =0 (j = o0)
reEK
Also existiert f € C(Q), flx = fx fiir alle K C Q kompakt, pr(f; — f) = 0 (j — oo) fur alle
K. Damit f; — f in Tp.

Bemerkung  (i). Fiir vollstindige metrische topologische Rédume gelten Sétze mit Baire-Argumenten
mit geeigneten Modifikationen.

(ii). Ist (X,Y") ein duales Paar, p,(z) := |(z,y)| (z € X,y € Y), dann ist p, eine Halbnorm auf
X. Es gilt
o(X,Y) = Tip, yev)

(Fir y € Y ist die Initialtopologie bzgl. X 3 2 — (z,y) € K die von p, erzeugte Topologie.
Achtung: Ty, y ist nicht die Initialtopologie von X > z — p,(x) € R!)
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Satze von Tychonoff und Alaoglu

e Ist X ein separabler normierter Raum, dann ist Bx: := Bx [0,1] o(X’, X)-folgenkompakt
(Ubung). Im Allgemeinen falsch ohne separabel.

e Ziel: Bxs immer o(X’, X)-kompakt.
12.1 Satz (Satz von Tychonoff)

Sei (S,).er eine Familie von kompakten topologischen Rdumen. Dann ist J],.; S, kompakt in der
Produkttopologie.

Ohne Beweis

12.2 Satz (Satz von Alaoglu)

Sei X ein normierter Raum. Dann ist (Bx,o(X’, X) N Bx-) kompakt.

12.3 Lemma

Sei X ein K-Vektorraum. Dann ist X* eine abgeschlossene Teilmenge von KX bzgl. der Produkt-
topologie.
Bemerkung Initialtopologie bzgl. KX 3 f + f(x) € K (x € X) ist Produkttopologie auf KX.

Beweis: Fiir A e K,z,y € X ist
sz,y,)\:KX Bf’_> (f()‘x)_)‘f(x)_f(y)) ek

stetig. Daher

* —1
Xt = n S090,3/)\{0}
z,y€X, €K
abgeschlossen

abgeschlossen. O
Beweis: (Satz 12.2)

e Vorbemerkung: Es gilt
Bx' C X' C X* C KX

und die von der Produkttopologie auf X’ induzierte Topologie ist o(X’, X) nach Satz 11.1(iii)
(Wiihle dort g : X' — KX g =id und f, : KX = K, f.(h) := h(x) firx € X.)
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e Somit folgt:

Bxr ={a' € X'; ||l < 1}
={fekKX;Vze X:

f@)] <l n X~

= (H B0, I:UII]> nx-

zeX

()

(*) ist kompakt nach 12.1 in der Produkttopologie T (und daher insbesondere abgeschlossen
da KX separiert) Nach Lemma 12.3 ist Bx/ eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten
Menge, also kompakt (in der Topologie T N Bx: = o(X', X) N Bx/, siehe Vorbemerkung).

O

12.4 Folgerung

Sei X ein reflexiver normierter Raum. Dann ist Bx o(X, X')-kompakt. (Spéter: Aquivalent, siehe
Satz 13.10)

Beweis: Nach Satz 12.2 ist Bx» (X", X’)-kompakt. Die Abbildung
k(X 0(X, X)) = (X7, 0(X7, X))

ist ein Homdomorphismus, da X reflexiv ist. Daher ist x : Bx — Bx» ein Homdomorphismus bzgl.
der induzierten Topologie. Behauptung folgt mit Satz 2.3.

Zur Stetigkeit: k : (X,0(X,X")) = (X", 0(X",X")) ist nach Satz 11.1 genau dann stetig, wenn
x — (o' k(x)) = (@,2') stetig ist. Stetigkeit von k=1 : (X", 0(X", X)) — (X,0(X,X")) folgt
analog, beachte dazu (k=1 (2"),2’) = (2’ 2"). O

Bemerkung (zur Approximationstheorie) e Sei X ein normierter Raum, A C X. Fiir z € X heifit
To € A eine Bestapproximation von x in A, falls

|~ zoll = it 1z~ al

e A C X heifit proximinal, wenn jedes z € X eine Bestapproximation in A besitzt. (Zum
Beispiel A abgeschlossen und konvex in einem Hilbertraum; spéter)

Satz
Sei K =R und X ein normierter Raum. Fiir 2’ € X’ sind dquivalent:
(i). {z € X;2/(x) = 0} ist proximinal.
(ii). 2’ nimmt auf Bx sein Supremum an.
Beweis: Ubung O
Beispiel X = co: Fiir 2’ € ¢ = £y ist (ii) genau dann erfiillt, wenn {j; 2, # 0} endlich ist.

Bemerkung Allgemein: (ii) ist fiir alle 2’ € X" erfiillt, falls X reflexiv ist (Folgerung 12.4). Letzteres
auch hinreichend fiir Reflexivitét (s. 12)

Satz (Satz von James)

Sei X ein R-Banachraum. Sei A C X beschrinkt und o (X, X’)-abgeschlossen. Dann dquivalent:
(i). A ist o(X, X')-kompakt.

(ii). Jedes ' € X' nimmt auf A sein Supremum an.
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((i) = (i) ist klar mit Satz von Maximum, (i) = (i) schwierig.)
12.5 Folgerung

Sei X ein separabler normierter Raum. Dann ist (Bx/,o(X’, X) N Bx/) metrisierbar (also insbe-
sondere folgenkompakt nach Folgerung 12.4).

Beweis: e Sei (z,)nen eine dichte Folge in X . Sei T die Initialtopologie auf X’ bzgl. ({x,,- );n €
N). Dann ist 7 C o(X’, X). T ist halbmetrisierbar nach Satz 11.6. Es gilt

VneN:(z,,2')=0=2'(z) =0=2"=0
also ist d nach Satz 11.6 sogar eine Metrik, also 7T separiert.

e Auflerdem ist id : (Bx/,0(X’, X) N Bx/) = (Bx/,T N Bx/) stetig wegen T C o(X’, X), also
Homoomorphismus nach Satz 2.3(ii), d.h. o(X’, X)N Bx: =T N Bx.
O

Bemerkung Es gilt
(X', T) = (X' ,o(X" lin{z,;n € N}))" = lin{z,;n € N}
und (X', 0(X’, X)) = X, also

T=0(X" X)) lin{z,;n e N} =X
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13

Konvexitat, Trennungssitze & Reflexivitat

Definition Sei X ein K-Vektorraum.
(i). A C X heifit konvex
e Vr,ye AVte|0,1]:(1—t) - z+t-yeA
(ii). A C X heiit absorbierend
Ve XJa>0VAeK N >a:xer- A

13.1 Proposition

Sei X ein K-Vektorraum. Dann gilt:
(i). Ist p: X — [0, 00] sublinear, so sind
A, ={z e X;p(x) <1} A= {r e X;p(x) <1}
konvex und absorbierend.
(ii). Ist A C X konvex und absorbierend, so ist
pa X —[0,00),pa(x) :=1inf{\ € (0,00);2 € A+ A}
sublinear und es gilt A,, € A C A} . pa heiBt Eichfunktional (Minkowski-Funktional) von
A.

Beweis: (i). Seien 0 <t <1 und z,y € A,. Dann folgt aus der Sublinearitét von p

p((l—t)-a:+t~y)S(l—t)~@+t~p\(€2<l

also (1 —t)-z+t-y € A, Analog fiir Aj,. Also A, und A}, konvex. A, absorbierend:
(1) K=R: Sei z € X. Fur |A\| > max{p(x),p(—x)} gilt:

l - — i . m - < m — 1
PAXT) TIPS A
1
=5 €A,
(2) K=C: Sei x € X. Zeige zunichst:
¢ :=sup{p(y-x);|7] <1,7€ C} < oo
Firye C,y=a+1- 3 gilt:
p(y-z) <pla-z)+p(eB-x)=|a| plsgna-x)+ |8 plrsgnf-x)
< (la)* +181%)* - (max{p(x), p(~2)}* + max{p(rz), p(~12)}?)

/

Nl=

=:C
<

also ¢ < oo. Fiir |A| > ¢ weiter wie fiir K = R.
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Aj, ist absorbierend wegen A, C A7.

(ii). pa ist wohldefiniert, da A absorbierend ist. p4 ist sublinear: Es gilt p4(0) = 0 wegen 0 € A.
Seien z € X, a > 0, dann

pala-z) =inf{A > 0;(a-z) € \- A}

A
=inf{ A >0;ze—-A}
~~ a

o

=a-inf{u>0zepu A} =a-pa(z)

also p4 positiv homogen.

Seien z,y € A. Dann

1 1
pA(x)+pA(y):inf{/\1>0;)\-xeA}+inf{)\2>O;)\-y€A}
1 2

Es gilt

1 1 A konvex >\1 1 )\2 1
)\11‘6 7)\2yE AL+ A2 <)\1x)+)\1+)\2 <)\2y)

Sy (@)

Damit

inf{)\ > O;% (z+y) € A} <pa(x) +paly)

< palx+y) <palzr) +paly)

Ist pa(z) < 1, so gibt es A < 1 mit x € A+ A, d.h. es gilt %x € A. Aus Konvexitét folgt

x—(l—)\)~0+>\~(/1\x> €A

Aus z € A folgt offenbar pa(z) <1, also A C A;A.

13.2 Satz (Trennungssatz)

Sei X ein topologischer Vektorraum. Seien A, B C X mit A, B # () konvex, A offen, AN B = (.
Dann gibt es 2’ € X', sodass

Rez/(z) < v:=inf{Rea'(y);y € B}
fiir alle z € A. (Fiir K = R ist ,Re“ iiberfliissig.)

Bemerkung Die reelle ,affine* Hyperebene {z € X;Rez/(z) = 7} ,trennt* A und B, A C
(Rez’)~1((—00,7)) offener Halbraum, B C (Rez’)~*([y,00)) abgeschlossener Halbraum.

13.3 Lemma

Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum, A C X offen, * € X*\{0}. Dann ist *(A) offen.

Beweis: Es gibt zp € X mit 2*(x¢) # 0. Fiir x € A ist A — x absorbierend (0 € A —z und A — z
offen = A — x absorbierend nach Satz 11.2), also gibt es ¢ > 0:

Bk(0,e) -2 CA—x
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Daher

z+ Bg(0,e) - 290 C A
= 2" (z) + Bk (0,¢) - % (x0) C 2" (A4) O

=By (z*(z)e:|x*(z0)])

Beweis: (Satz 13.2) Wegen Lemma 9.1 geniigt es K = R zu betrachten.
(i). Spezialfall: B = {zo}
Ohne Einschriankung sei 0 € A (sonst verschieben). Dann ist A absorbierend nach Satz 11.2.
Sei ps4 das Eichfunktional. Sei f : lin{zo} — R mit f(xg) = 1 und f linear. Dann gilt
flxo) =1 < pa(xo), da zp ¢ A und A konvex, daher fiir A > 0:
fA o) =X f(zo) < A-pa(xo) =pa(A-x0)
und fiir A <0:
FA-20) =A<0<pa(A-x)

Nach Satz 9.3 gibt es ' € X* mit 2'(x¢) = 1,2'(x) < pa(x) fiir alle z € X, insbesondere
z'(z) <1 fir x € A nach Proposition 13.1. Da A offen ist, ist 2'(A) offen (Lemma 13.3),
somit #'(z) < 1 = a'(xp) fiir alle z € A.

Noch zu zeigen: z’ ist stetig. Es geniigt die Stetigkeit in 0 zu zeigen (2’ linear und 7T trans-
lationsinvariant). Fiir z € £ (AN (—A)), e > 0 ist +1 -z € A, daher ist

1 1
ta'(z)=c-2' (£- 2| <e-pa|E£--
€ £

—_—

13.1
<1

<e
= |2/ (z)] < e

(ii). Allgemein: Sei A; := A — B = J,.p A — 2. Dann A; offen und konvex (leicht), 0 ¢ A — B
wegen AN B = (). Nach (i): Es gibt 2/ € X', sodass fiir alle x € A,y € B gilt:

2 (x—y) <2'(0)=0
= a'(z) < 2'(y)

Da 2/(A) offen (Lemma 13.3) folgt die Behauptung.

13.4 Folgerung (Satz von Hahn-Banach, geometrische Form)

Seien (X, 7)) ein topologischer Vektorraum, L C X ein Teilraum, ) # A C X offen und konvex,
LN A=(. Dann gibt es eine abgeschlossene Hyperebene H (H = 2'~1({0}) mit 2’ € X’), sodass
LCHund HNA=0.

Beweis: B = L in Satz 13.2: Es existiert 2’ € X’ wie in Satz 13.2. Fiir € A gilt dann:
Rez'(z) < inf{Rez'(y);y € L} =0

(2'(y) = 0 fiir alle y € L, da L Vektorraum.) Fiir H := 2/~1(0) folgt somit L C H und HN A =
0. O

Bemerkung (0, 1) fiir p € (0,1): Sei

d(f.g) == / (@) — g(@)P da

dann ist d eine Metrik und (L?(0,1),d) ein topologischer Vektorraum. Zeige: Fiir alle ¢ > 0 ist
co B(0,e) = L?(0,1).
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Beweis: Sei f € LP(0,1). Fiir n € N gibt es f1,..., f, mit:

f=» fi== fi-n |fi(@)|Pde=—- [ |f(z)|Pdx
Yh-d (L) fisera= |

Damit folgt:

/|n~fj|"=d<o,n-fj) — P - d(0, f;) =n’°‘1~/\f|”
%

0 (n — o0)

Daher gibt es n € N, sodass

np_l-/\f|p<5

Somit f € coB(0,¢).

Damit: U C LP(0,1) konvex und offen = U = () oder U = LP(0,1). Daher L?(0,1)" = {0}.
(Ansonsten existiert ein Urbild, offen und konvex, das nicht trivial ist.) O

Definition Ein topologischer Vektorraum heifit lokalkonvex, wenn es eine Nullumgebungsbasis aus
konvexen Mengen besitzt. X heiffit lokalkonvexer Raum.

Beispiel  (i). (X, p) halbnormiert, dann X lokalkonvex, da B(0,¢) konvex fiir alle € > 0 (Propo-

(ii).

(ii).
(iv).

sition 12.1).

Seien (X,),cs eine Familie von lokalkonvexen Rdumen, X Vektorraum, f, : X — X, linear
(¢ € I). Dann ist X mit Initialtopologie bzgl. (f,).cr lokalkonvex.

Beweis: Ist U, eine Nullumgebungsbasis von X, (v € I), dann ist
U:= { ﬂ f7YU,); F C Iendlich,U, € U, (1 € F)}
LeF

Nullumgebungsbasis von X. Nach Voraussetzung kénnen alle U, € U, (v € I) konvex gewihlt
werden. Dann f,-}(U,) konvex, also
AED:

LEF

konvex. O

(X,Y) duales Paar = (X, 0(X,Y)) lokalkonvex

X Vektorraum, P Menge von Halbnormen auf X = (X, Tp) lokalkonvex. (,,Umkehrung® gilt
auch; spéter)

13.5 Satz (Trennungssatz fiir lokalkonvexe Riume)

Sei (X, T) ein lokalkonvexer Raum. Seien B C X konvex und abgeschlossen, zg € X\ B. Dann gibt
es ¢’ € X', sodass

Rex'(zg) < inf{Rez'(z);x € B}

13.6 Lemma

Seien (X, T) ein topologischer Vektorraum, C' C X konvex. Dann sind C' und int C' konvex.

Beweis: Ubung O
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Beweis: (Satz 13.5)
Aus zg ¢ B und B = B folgt, dass U € U existiert, sodass

20+ UNB =10
N—_——
=:A

Ohne Einschrankung U konvex und offen (Lemma 13.6). Dann Satz 13.2:
d2’ € X'Vx € 20+ U : Rez'(z) < inf{Rez'(y);y € B} O
13.7 Folgerung

Seien X lokalkonvex, L C X ein abgeschlossener Teilraum und zp € X\ L. Dann gibt es 2’ € X',
2’|, =0,2'(xg) #0.

Beweis: Nach Satz 13.5 existiert ' € X’ mit
Re'(z0) < inf{Re2'(y);y € L} =0
(x) folgt, da L ein Teilraum ist, also 2/(y) = 0 fiir alle y € L gelten muss. O

13.8 Folgerung

Seien (X, T) ein lokalkonvexer Raum und B C X konvex. Dann:
(i). B T-abgeschlossen < Bo (X, X')-abgeschlossen.

(ii). BT = Bo(X:X")

Beweis: (i). ,,<“: Klar, da o(X,X’) C T.

,=: Sel xg € X\B. Aus Satz 13.5 folgt: Es gibt 2’ € X’ mit
Rez'(xg) < inf{Re2’(y);y € B}

Es existiert € > 0:
By(x'(z0),e) N{Rea'(y);y € B} =0

Damit
a' "N (Bk (' (z0),e)) N B =10

also o ¢ Be(X.X") Eg folgt Be(X.X") ¢ B c BoX.X"),

(ii). ,C* folgt wegen T D (X, X’). Andererseits ist B7 konvex (Lemma 13.6), damit o (X, X')-
abgeschlossen, also ,, 0.
O

Bemerkung Folgerung 13.8 ist ohne , konvex* falsch. Zum Beispiel {e,,; n € N} in {5 abgeschlossen,
aber e, — 0 in o(f2, {s).

13.9 Folgerung (Satz von Goldstine)
Sei X ein normierter Raum. Dann gilt
70’(X”,X’)

BX = BX//

Beweis: o  C“ By ist o(X", X')-kompakt (Satz von Alaoglu, 13.2), also abgeschlossen. We-
gen Bx C Bx« folgt Behauptung.
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o (X" ;114

e D% Seiz) € X"\Bx ) Satz 13.5 und Lemma 13.6: Es existiert o/ € (X", 0(X", X))

X"

sup{Re (z,2" );z € Bx} < Re(z(, 2"y < ||lzg|| - |||

ll=1l

=1 <l

also x{) ¢ Bx.
O

Bemerkung  Aus Folgerung 13.9: (X, (X", X')) ist dicht in X”. Ist einfacher: 2’ € (X", o(X", X"))" =
X', 2'|x =0 folgt 2’/ = 0, dann Folgerung 13.7: XXX = x7/,

13.10 Satz

Sei X ein normierter Raum. Dann sind dquivalent:
(i). X reflexiv
(ii). Bx ist o(X, X’)-kompakt.

Beweis: e (i) = (ii): 12.4, Satz von Alaoglu

o(X", X') ist separiert, da { X", X" ) trennend in X" ist (Ubung 12), o(X, X’) = o(X", X")N
X. Damit: Bx ist o(X”, X')-kompakt (und daher (X", X")-abgeschlossen), Bx» = EU(X”’X/)
nach Folgerung 13.9, somit Bx» = EU(X”’X,) = By, also X" = X'.

O

13.11 Folgerung

Sei X ein reflexiver normierter Raum, L C X abgeschlossener Teilraum. Dann ist auch L reflexiv.

Beweis: By, = Bx N L und By ist o(X, X’)-kompakt, L ist o(X, X’)-abgeschlossen (Folgerung
13.8). Wegen

o(L, L)) 'E o(X, X')NL
folgt das Bro(L, L')-kompakt. Also L reflexiv nach 13.10. O

Bemerkung Direkter Beweis (xr, : L — L” ist surjektiv) moglich.
13.12 Folgerung

Sei X ein Banachraum. X reflexiv < X’ reflexiv.

Beweis: o =4 (X)) =X") =X

o <% X'reflexiv, dann ist X" reflexiv nach ,,=“. Da X C X" abgeschlossen (da x isometrisch

und X vollstindig) folgt X reflexiv nach Folgerung 13.11.
O

Beispiel (). £oo nicht reflexiv, sonst wire ¢y als abgeschlossene Teilmenge reflexiv, aber ¢ =
U =loo.

(ii). Fiir S kompakt ist C(S) nur in ausgearteten Fillen reflexiv. Zum Beispiel ist C([0,1]) nicht
reflexiv: Man kann ¢q in C(]0, 1]) einbetten,

Co 2 (xn)nEN = Z T - Pn € C([07 1])
neN
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Alternative Begrindung: C[0,1]" ist nicht separabel, denn fir die dberabzihlbar vielen §-
Funktionale gilt ||0, — 6yl = 2 fir  # y. Wire C[0,1] reflexiv, d.h. C[0,1]" = C[0,1],
dann miisste C[0,1]" separabel sein (X' separabel = X separabel).

Schlielich: Lokalkonvexe Réume sind (X, 7p) mit P Menge von Halbnormen.

13.13 Lemma

Sei X ein Vektorraum, A C X konvex, absorbierend und kreisformig (VA € K, JA| <1:A- A C A).
Dann ist p4 eine Halbnorm.

Beweis: Wegen 13.1 nur noch pa(A-z) = |\| - pa(z) zu zeigen.

A
pA()\~x):inf{u>0;)\~xG/L-A}:inf{u>0;|>\|~x€u-|-A}

A
——
A
=pa([Al-2) = [A] - pa(z)
(Beachte: Aus A kreisformig folgt ~ - A kreisformig fir |y| < 1. Damit
A=h|*A=73-7-ACy-A
fir ly] =1.) O

13.14 Lemma

Sei X ein topologischer Vektorraum, U konvex, absorbierend und offen. Dann U = {z € X; py(x) <

1}.
Beweis: Ubung, Aufgabe 69 O
13.15 Satz

Sei (X, T) lokalkonvex.

i). Dann gibt es eine Nullumgebungsbasis U aus kreisformigen, konvexen und offenen Nullum-
g g g g
gebungen.

(ii). Mit P:={p;U eU} gilt Tp =T.

Beweis: (i). Sei U eine Nullumgebung. Mit Aufgabe 56(b): Es existiert eine kreisférmige Nul-
lumgebung Vi C U. Sei zusétzlich U konvex (X lokalkonvex). Sei V5 := co V7 mit

n n
coVp = Z’yj~mj;n€N,7j 20,27]- =Lz eV

j=1 j=1

Dann V5 konvex und kreisformig, Vo C U. Somit ist V := int V5 konvex, kreisférmig, offen
und V CU,0€ V.

(if). 7 und Tp haben gleiche Nullumgebungsbasis (13.14).
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Teil V

Grundlagen der Hilbertraume
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Hilbertraume

Definition  (i). Sei H ein Vektorraum. Eine Abbildung (-|) : H x H — K heifit Skalarprodukt,

genau dann wenn
1) (|z) : H — K ist linear fiir alle x € H.

(1) (
(2) (z|y) = (y|z) fir alle z,y € H
(3) (z|x) >0 fir alle z € H, {(z|x) =0« 2 =0}

(H, (-]-)) heifit Prahilbertraum.
Bemerkung  (i). Aus (1), (2) folgt: (z|-) : H — K ist antilinear.

(ii). Eine Funktion mit den Eigenschaften (1),(2) heifit sesquilinear.

14.1 Satz

Sei H ein Prahilbertraum. Dann gilt

(). [(zy)]? < (z|z) - (y|y) fiir alle z,y € H; Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung. Gleichheit gilt
genau dann wenn z,y linear abhéngig.

(ii). Durch ||z|| := (z])? ist eine Norm auf H erklért.
(iii). Es gilt die Parallelogramm-Identitét:

lz +yl* + llz =yl = 2ll2|* + 2]yl

(iv). Es gilt die Polarisierungs-Identitét: Im Fall K = R

1

(zly) = (I +yl* = ll= = ylI*)

W~ |

Im Fall K =C

(e +yl1? = llo =y + ellz +2y)* = ollz — 2y]|?)

S

(zly) =
fur alle z,y € H.

Beweis:  (i). Seien z,y € H. Ohne Einschrinkung z,y # 0. Es gibt v € K, |y| =1 mit (v - z|y) =

|[(z|y)|- Setze & := 73,7 := iy Es folgt

0L 17— g1 = (& - 313 — ) = (1) + @l7) 2 (@l)

Hi) = — (e

= |(ly)] < [l - llyll
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,=%in CSU impliziert || — g|| =0, also & = §. Aus z = a - y folgt

@[y = lal - [(yly)l = |al - lyl] -llyll = Nl - lyll
——

=zl
(ii). Dreiecksungleichung:

=+ ylI* = [ll|* + 2 Re(zy) +ly||*
——
<I=ly)l
< l=l® +2fl2ll - lyll + Iy l1* = (el + llyl)*

(iii). Nachrechnen.

(iv). Nachrechnen.

Definition Ein Hilbertraum ist ein vollstéandiger Préhilbertraum.

Bemerkung Fiir Diskussion von (Semi-)Skalarprodukten und Sesquilinearformen siehe J. Weide-
mann, Lineare Operatoren in Hilbertrdumen.

14.2 Satz

Seien H ein Prihilbertraum, C' C H konvex und vollstindig, C' # (). Dann gilt: Fiir jedes x € H
gibt es genau ein y € C mit

—yl| = inf ||z — ¢|| =: di
|z =yl Clchx c|| =: dist(z, C)
(Insbesondere: C' ist proximinal.)

Beweis: Sei x € H.
(i). Fir ¢, y" € C gilt
Iy = "I =y —z) = (v — 2)|?

PI
Py’ — all? + 201y — 2| —4H

< 2|y’ —2l* +2lly" — «|* — 4 dist(x, C)”
—_———

=:d?

(ii). Eindeutigkeit: Seien y/,y"” € C mit ||y’ — x| = ||y” — z|| = d, dann folgt aus (i) ||y’ —y"|| = 0,
also y' =y

(iil). Existenz: Es existiert (yn)nen in C mit || — y,|| = d (n — 00). Dann
s @ 2 2 2
yn = yml® < 2[yn — z[I* + 2[|lym — z||° — 4d
—0 (m,n — o0)
Damit (y,)nen Cauchy-Folge, also existiert y := lim, o0 yn € C,
ly — 2| = lim |ly, —z| =d
n—oo
O

Definition  (i). Sei H ein Préhilbertraum, dann heien =,y € H orthogonal (zly) < (x|y) = 0.
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(ii). Sei H ein Prahilbertraum, M C H, x € H. Dann heifit « orthogonal zu M (xLM) & Vy €
M : (z|ly) =0.
Fiir M C H heifit M+ := {z € H;z1 M} der Orthogonalraum von M.

Bemerkung  (i). Wegen

M= ({y}*

yeM

ist der Orthogonalraum ein abgeschlossener Teilraum von H.
(ii). ,Satz des Pythagoras“: z ly = ||z + y|* = ||z]|® + ||y||*.
14.3 Satz (Projektionssatz)

Sei H ein Prahilbertraum, L C H ein vollstdndiger Teilraum. Dann gilt: Fiir alle x € H existiert
ein eindeutig bestimmtes Element Pz € L mit x— Pz € L+ und zwar ist Pz die Bestapproximation
zu x in L. Die Abbildung P : H — L ist linear, P2 = P, ||P|| < 1. Es folgt (L*+)* = L.

P heiit Orthogonalprojektion auf L.
Beweis: (i). Existenz: Da L konvex und vollstéindig ist, folgt aus Satz 14.2, dass Px € L existiert
mit
— Pz|| = inf ||z —y|| =:d
o = Pall = inf [}z y|
Sei y =z — Pz. Fiir alle z € L,a € K\{0} gilt dann

@ <|lz—Prta-z|*=ly—a 2|
——

€L
= |lyl* —2Re(a - 2ly) + la* - |||
——
42

= 0>2Re(a- (2|y)) — |a]*- ||2?

(zy>) a] - 2]

a
lal

Fiir a — 0 geeignet folgt 0 > |(z]y)|, also zLy. Damit (x — Px)LL.

:>022Re(

(ii). Eindeutigkeit: Sei x = 2’ + ¢ mit 2’ € L,y’ € L*. Dann

P —Pr)=3'+y & Pr—a' =y —(x—Pz)e LNL+ =
x+ (x z)=a'+y & Pr—2' =y —(z x) e LN {0}
eL cLL

=Pr=1y =x—-Px

(iii). P linear: Seien z,y € H, A € K. Dann

XNx+y=A-Pr+Py+X\-(x—Pzx)+ (y— Py)

el (Az+y)—(A\-Pz+Py)eL+
Aus Eindeutigkeit folgt P(A -z +y) = A - Pz + Py. Aus
1Pz|® + || — Pz|* = |l|*
folgt || Pz| < ||z||. P? = P ist klar.
(iv). L C (L1)* gilt immer, da LLLY. (L) C L: Sei z € (L*)+. Dann o — Px € L+, aber auch

)
Pr € L C (L*Y)*. Damit x — Px € (L)L, Es folgt x — Px =0, also = € L.
O
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14.4 Satz (Darstellungssatz von Riesz-Fréchet)
Sei H ein Hilbertraum. Fiir x € H definieren wir ¢, € H' durch

02 (y) = (Y, 02 ) := (ylz)

Es gilt ||¢.|| = ||z||. Die Abbildung H > z — ¢, € H’ ist bijektiv und antilinear.

Beweis: e Es gilt ¢, € H wegen |(y|z)| < |ly]| - ||z]| nach Cauchy-Schwarzscher Ungleichung,
also [|a|| < flz]l. Mit @ (z) = (z]z) = [|lz[|* folgt [[¢all = [l]-

e Antilinearitidt von H ist klar. Surjektivitit: Sei ' € H, 2’ # 0. Dann ist
N(z'):={z € H;(z,2") =0}
ein abgeschlossener Teilraum, N(2') # H wegen a’ # 0. Daher existiert nach Satz 14.3 ein
y € N(@')4, |ly|| = 1. Fiir z € H gilt dann
(z,2")y —(y,2") @ € N(2')
also insbesondere (x, 2’ ) -y — (y, 2’ ) -z Ly. Damit folgt:

0=((z,2")y—(y,2")zly) = (z,2") = (y,2") -(z]y)
= (x,2") = (2 (y,2") - y)
T

= (z,2") = (21§) = p5()

Injektivitét folgt aus ||z]| = ||¢z]|-

O
Bemerkung Es folgt: Hilbertrdume sind reflexiv.
Beweis: (Satz 10.8, Satz von Radon-Nikodym)
(i). Spezialfall: p endliches Maf}, d.h. p(Q) < co.
e Sei H := L?(ju +v) (reell), dann ist H ein Hilbertraum. Definiere p € H’ durch
plg) = / gdp
(Fiir g € L*(p + v) gilt
/\gl dp < Ulz2quy - l9llz2ge < (0(2))2 - llgllL2(usr) € R
also g € L' (), |¢]l < u(R2)?, somit o € H'.)
Nach Riesz-Fréchet gibt es h € L?(u + v):
Vo L2utv): [gdu= [ g ) 1)
©V96L2(,u+1/):/(l—h)-gdu:/g-hdu (2)

< 1.., _ 1=h
Ziel: v = =

1.
e Esgilt 0<h<1:Mit g=h" € H folgt

Og/h‘du@/h‘~hd(u+u)
<0
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also h > 0 p-fast iiberall. Mit g := (h — 1) € H gilt

02/(1—h)-(h—1)+du(i)/(h—l)Jr-hduzO
—_———
<0 >0

und somit h — 1 < 0 p-fast iiberall.
e Setze f:= % (wird Radon-Nikodym-Dichte).
(1) Auf[h > 0]: Seig: Q — [0,00) messbar, [g # 0] C [k # 0]. Dann (1—h)-(gA(n-h)) €
H, also folgt mit (2):

Ja-n-@n@-mdi= [grm-m)-nas

nﬁ%’mK/(l—h)-gdu:/g-hdu

Damit auch

Dies zeigt v = f p auf [h # 0].
(2) Auf [h = 0]: Behauptung: v = 0o - pu(= f - ). Sei A C [h = 0]. Im Fall v(A) = oo
ist pu(A) > 0 wegen v << p. Im Fall v(A) < oo ist 14 € H und somit

u(A):/lAdu@/lA~hd(u+V):0
0

=v(A) =0=o00-u(A)
(ii). Allgemeiner Fall: p ist o-endlich

Es existiert (Gpn)neny mit ),y Gn = Q,u(Grn) < oo (n € N), G, € A. Dann existieren
fn : G — [0,00], sodass v, = fp tin, wobei i, v, Einschrinkung von pu,v auf G,, (n € N).
f ist ,,Zusammensetzung® der f,.

O
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Orthonormalsysteme und -basen

Definition Sei (H, (+]-)) ein Prihilbertraum. Ein Orthonormalsystem ist eine Familie (e,;a € A)
in H, fiur die
VO&,ﬂ cA: (ea,eg) = 60¢B

gilt. Eine Orthonormalbasis ist ein totales Orthonormalsystem.

Bemerkung Jedes Orthonormalsystem ist linear unabhdngig: Sind aq,..., 0, € A, a; # ay fiir
j # k, dann

n
> Ajea, =0
j=1
n
= Z/\J " €qy
j=1

=Vk=1,...,n: X (ea,l€a,) =0
——

1

€a, | =0

Beispiel Sei M eine Menge, dann ist

(M) = {x M — K; Z lz(m)|? < oo}
(zly) = Y a(m)-y(m)

meM

ein Hilbertraum und durch (e,,)mear mit €,,(n) := dp,y ist eine Orthonormalbasis definiert.

15.1 Satz

Sei H ein Prihilbertraum, (eq;« € A) ein Orthonormalsystem in H.
(i). Sei z € H. Dann ist {« € A : (z]e,) # 0} abzihlbar und es gilt die Besselsche Ungleichung
D lalea)® <l
acA
(ii). Aquivalent sind:
(1) (eq;a € A) ist eine Orthonormalbasis.
(2) Fiir alle z € H gilt die Parsevalsche Ungleichung

> l(@lea)l? = Jlz]®

acA

Ist (1) erfiillt, so gilt
Vee H:x= Z(x|ea)-ea

acA
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Beweis:  (i). Sei F' C A endlich,

Y= Z($|6a) e

aEF

Dann ist z — y 1Ly, denn
Va € F: (z—ylea) =0

Dabher ist

21> = llz =yl + llyl* > lyll® = > I(2lea)?
acF

Fiir n € N ist somit

1
ani=fae lelen)] > 1}

endlich und daher ist
{a € A5|(zleq)* # 0} = | 4n

neN
abzihlbar (siehe Bemerkung nach Beweis).

(i) (1) = (2)

Sei x € H,e > 0. Nach Voraussetzung gibt es F' C A endlich mit
dist(x, lin{e,;a € F}) <e
Mity := > cp(z]ea)-eq gilt —y Le, fiir alle o € F. Nach Satz 14.3 ist y Bestapproximation

von z in lin{eq;a € F'}. Damit ||z — y|| < e und somit folgt aus (i), dass

(O]
0< =P = [wl?  =lz—yl* <&
——
ZaEFl zlea)|?

(2)=(1)
Sei z € H, ¢ > 0. Es gibt F' C A endlich, sodass

l2]> = l(lea)* < &

acl

Fiir jede Menge G C A endlich, F' C G folgt

T — Z(:z:|ea) Ceq

acG

2

=llz]® = Y I(zlea)* < &

acG

Damit (1) gezeigt und Zusatzaussage.
O

Bemerkung  (i). Sei X ein normierter Raum, (z4)aca eine Familie in X. Dann sind dquivalent:

(1) (za)aeca ist summierbar
F endlich @€ F

(2) Es gilt {a € Ajzq # 0} = {a;;j € N} abzihlbar mit N C N und } ..y Za, unbedingt
konvergent.
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Beweis: e ,=“: Fiir n € N ist

ani=fae aeal 2 1}
n

endlich. (Aus Summierbarkeit folgt nimlich: Ve > 03F C A endlich VF” C A\ F endlich:

T — E Toll < e
a€FUF’
daher
E Toll = E ma—g Toll < E To — || + E To — T
aEF’ a€eFUF’ aeF a€eFUF’ a€eF
< 2e

Wiéhle F’ als einelementige Mengen ...) Damit

{o€Aiza #£0} = | 4,

neN
abzéhlbar.
o  &“ Klar.
O
Beachte:
(1) Reihe unbedingt konvergent = (x,,)nen summierbar, vgl. Bemerkung (ii).
(2) unbedingt konvergent < absolut konvergent, Umkehrung gilt nicht (z.B. Y, .y 1 -€" in

0s).

- Y nen Tn unbedingt konvergent = (z,,)nen summierbar.

Beweis: Angenommen (z,)nen Wire nicht summierbar. Dann existiert € > 0, sodass fiir alle
F C N endlich ein F’ € N\F, F’ endlich, existiert mit

an > ¢

neF’

Dann existiert (F});jen in N mit Fj endlich (j € N), F; N F, =0 (j # k), mit

Zmn >¢€

neF;
Sei {n1,m2,...} = N\ U,y Fj, dann ist fiir F1,n1, Fo,na,...,=:n},n5,. .. die Reihe
o0
> o,
j=1
nicht konvergent. Widerspruch! O

15.2 Satz (Entwicklungssatz)

Seien H ein Hilbertraum und (eq; o € A) ein Orthonormalsystem in H.
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(). Sei (@a)aca eine Familie in K. Dann > , a4 - €, konvergent (d.h. (aq - €q)aca summierbar)

< (aa)aca € 2(A).
Fiir y := Y c 4 G - €o gilt dann

aa = (ylea) ||yH2 = Z ‘aozlg

a€cA

acA

(ii). Die Orthogonalprojektion P : H — lin{e,;a € A} ist fiir x € H gegeben durch

Pz = Z(m|ea) - eq

acA

Beweis: (). ,=“: Aus der Konvergenz erhilt man

sup < 00

FCA endlich

Qe * Co
acF

:EQEF |aa|2

also (aq)aca € f2(A).
»<*“: Ohne Einschrénkung ist A = N (siehe Bemerkung oben), (a;) en € ¢2(N). Fir m < k

folgt:
2
k m k
2
Yoajrei =y ajell = Y ajl
j=1 Jj=1 j=m+1
Daher (Z?Zl aj - ej>neN Cauchy-Folge und somit konvergent. Weiter: Fiir ¢ > 0 existiert
ko € N:
oo
> el <e
j=ko+1

Mit y =3 ya; - e; gilt fiir {1,...,ko} C F CN, I endlich:

Zaj-ej—y <e

JjeEF

Somit (a; - €;)jen summierbar. Es gilt

(vlea) = (J:n;oZak ~ek|ej> =, (Z o eklej>

k=1 k=1

Ilyl* =

|
J =
e
\'M
o
|
5
(]
QQ

(ii). Sei x € H. Wegen Besselscher Ungleichung folgt

D llea)® < o0

acA

Y= Z($|€a) *Cq

acA

und somit ist

clinfeq;acA}
konvergent nach (i). Es folgt x —y_Le, fir alle o € A, da (z|eg) = (yleg) fiir § € A. Aus Satz

14.3 folgt Pz = y.
O

88

“Funktionalanalysis” von Jiirgen Voigt, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2010/11

Vorlesung:



15.3 Satz (Gram-Schmidt-Verfahren)

Sei H ein Prahilbertraum. Sei M C H abzéhlbar, dann gibt es ein abz#ihlbares Orthonormalsystem
(ej;7 € A), sodass
lin M = lin{e;;j € A}
Ist M = {f;;j € N} linear unabhéngig, f; # fi (j # k), mit N = {1,...,n} oder N = N, so
erreicht man A = N,
Vk e N :linfey,...,ex} =lin{f1,..., fu}

Bemerkung Es existieren Prihilbertrdume, die keine Orthonormalbasis besitzen. Fiir separable
Préahilbertraume H folgt aus Satz 15.3, dass H eine abzdhlbare Orthonormalbasis besitzt.

Beweis: Ohne Einschréankung M = {f;;j € N} wie oben. Setze

e1 = h
1= 5,7
| £l
g2 = f2—(f2|61)'61 €2 1= 92
g2l
Im k-ten Schritt:
k-1
gk = fr— Y (files)-e;  Lfer,... en1}
j=1
1
er = 7 " gk
llgx

Alle g, # 0, da f, linear unabhéingig von ey, ..., ex_1. AuBlerdem gilt lin{ey,...,ex} Clin{f1,..., fx}
und wegen gleicher Dimension folgt die Gleichheit der Mengen. O

Bemerkung Das Orthonormalsystem wird eindeutig, wenn man in der Darstellung

k
=y a;-fj
i=1

verlangt, dass ag > 0 ist: Fiir das konstruierte e; aus 15.3 gilt dies. Ist

k
&= d;-fj
j=1
mit ag > 0, dann éx = v - e, mit |y| = 1 und es folgt

1= (exler) = ar - (ex[fr)
= (€xléx) = ak - (éxlfr) = 7 - ax -(ex|fr)
——
ak
also y = 1.
Beispiel  (i). In C[-1,1] C L'[-1,1] betrachte {fn;n € No} =1 M mit f,(z) := 2™. Dann M

linear unabhéngig und total. Gram-Schmidt-Verfahren liefert Orthonormalbasis (p,;n € Np)
mit

n
pn(z) = Za"j -l
=0

und @y, > 0 (Legendre-Polynome). Explizit:

o) = - (2
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(ii). In L*(R, e dx) definiere Skalarprodukt durch

(f9) = / ) 9@ e du

Sei M := {fn;n € No}, fu(x) := 2™ (n € Np). Orthonormalisierung liefert Hermite-Polynome
(Orthonormalbasis),
2 d" 2
Hy(z) = (—1)"- e . L e
()= (e

(iii). L2((0,00),e~* dr): Laguerre-Polynome
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Satz von Krein-Milman

e Jeder Punkt in [0, 1]* C R3 ist konvexe Linearkombination von den 8 Eckpunkten (0, 0,0)7, (1,0,0)7, .. .
e Frage: Ist ¢y ein Dual? Ist C0, 1] ein Dual?

Definition Sei X ein Vektorraum, K C X. Dann heift A C K extremal in K :& A # ), {Vx,y €
K,te(0,1)mit (1—¢t)-x+t-y € A: z,y € A}. € K heifit Extremalpunkt :& {x} ist extremal.

Beispiel In einem Kreis sind die Extremalpunkte die Randpunkte des Kreises.
Bemerkung Sei X ein R-Vektorraum, K C X.

(i). * € X* nach unten beschrénkt auf K, A := {z € K;(z,2*) = infx 2*} # () = A extremal
in K.

(ii). A C K extremal in K, A; C A extremal in A = A; extremal in K.
16.1 Proposition

Sei X ein separierter lokalkonvexer Raum und sei K C X, K # () kompakt. Dann besitzt K
(mindestens einen) Extremalpunkt.

Beweis: e Ohne Einschrinkung K = R. Sei A := {A C K; A abgeschlossen, extremal } mit
Ordnung A; < Ay :& A O As. Sei A eine Kette in A. Dann

A= [ A#0

AeA,

da A; die endliche Durchschnittseigenschaft besitzt und K kompakt ist. A; ist extremal
(leicht) und abgeschlossen. Nach Zornschen Lemma gibt es ein maximales Element Ag von
A. Es geniigt zu zeigen: Ay ist einelementig.

e Angenommen es existieren 1, z2 € Ag, x1 # 2. Dann gibt es 2’ € X', sodass
/ /
(x1,2") < (x9,2")

nach Satz 13.5 (wegen X separiert ist {z3} abgeschlossen). Sei
A= {x € Aoy (2" ) = i}\lfx'} #0
0

da Ap kompakt ist (Satz von Weierstraf). Dann A extremal in A, (sieche Bemerkung oben)
und daher auch in K. Wegen A C Ay ist dies ein Widerspruch zur Maximalitdt von Ag.
O

16.2 Satz (Satz von Krein-Milman)

Seien X ein separierter lokalkonvexer Raum, K C X kompakt, F die Menge der Extremalpunkte
von K. Dann K C coF. Ist K konvex, dann K = co E.

91



Beweis: e Ohne Einschrinkung K = R, K # (). Annahme: Es existiert g € K\co E. Satz 13.5:
Es gibt 2/ € X’ mit
(z0,2") < inf 2’
coE

o Sei
K, = {xeK;(m,x')— i%fac’ }

~——
<(zo,z")

dann K7 # @ (K kompakt), extremal und abgeschlossene Teilmenge von K, K1NFE = (). Nach
Propositon 16.1 besitzt K; einen Extremalpunkt z; € K;. Dieser ist auch Extremalpunkt
von K. Widerspruch zu K1 N E = (!

e Ist K konvex, dann ist

KCccwFECcoK=K
O

——o (X', X
Bemerkung  (i). Ist X normiert, so ist Bxs o(X’, X)-kompakt und konvex, somit Bx: = co E (X°-%)
mit F Extremalpunkte von Bx.

(ii). Ist X ein Banachraum mit zu wenig Extremalpunkten von By, so ist X kein Dualraum.

Beispiel  (i). B, besitzt keine Extremalpunkte, damit ist ¢o kein Dual.
(Fir z € B, existiert n € N: |z,| < 1. Dann ist

1 1
xzi(m+t-en)+§(x—t-en)

€Be, €Be,
fiir ¢ > 0 hinreichend klein.)
(ii). C([0,1;R) =: X, dann +1jo;} Extremalpunkte von Bx. Somit Bx # coF, also X kein
Dualraum.
Beweis analog zu (i)

(iii). L'((0,1),dx) =: X: Bx besitzt keine Extremalpunkte.

(Fiirr f € X, f#0 gibt es ty € (0,1):
[10,60) - Il = Ipto,1) - £l

Dann

f=2(2 Yo f+2 1) f)

N |

Damit L! kein Dual.

Beispiel  (i). Sei Q@ = B¢(0,1). Dann ist X = H(Q) (Menge der holomorphen Funktionen) mit
kompakter Konvergenz ein vollstdndiger metrischer topologischer lokalkonvexer Vektorraum.

Sei K :={f € H(); | fllc <1}. Dann ist K kompakt (Satz von Montel) und konvex. Zum
Beispiel sind f,,(z) := 2™ Extremalpunkte.

Seien (¢ )nen in (0,00), ¢, T 0o und

Kie,y = {F € ROl pfo,1-1) < ea ]

dann ist K., ) kompakt. Sogar: K beschrénkt in H(2) = 3(cp)nen in (0,00),¢, T 00 mit
K C K,

(if). C°°(Q2) mit Q@ C R™ offen ist Montelraum, d.h. jede beschrénkte Menge ist relativ kompakt.
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