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Einleitung

Partielle Differentialgleichung

2
F(Lu, 9 9 g . ):0

— U, Uy ooy Uy ...
6.231 76.%2 ’ ’61‘181‘1 ’

fiir u = u(a) fiir x € R"™. Damit keine Theorie méglich! Betrachtung spezieller Typen notwendig.
Einige Beispiele:

(i).

(iii).

Warmeleitungsgleichung:

ur = Au
mit v =u(t,z),u: R xR" > R,
20 0
U = —u = 0gu Aui=) ——u
K ot K i=1 8;10]- 8xj
Problem: Gegeben ug : R™ — R stetig, .... Gesucht u : [0,00) x R" > R stetig,... mit

2
) (g 00y n € C%

Vi >0,z eR™: %u(w,t) = Au(z,t)
U(O, ) = Uo

Physikalischer Hintergrund: u(¢,-) ist Temperaturverteilung zur Zeit ¢ > 0, unendlich ausge-
dehntes homogenes Medium.

. Wellengleichung;:

Ut = Au

Problem: Gegeben ug,u; : R® - R stetig, .... Gesucht v : R x R” - R zweimal stetig
differenzierbar mit 07u(t,r) = Au(t,x) fiir alle (t,z) e R x R, u(0,-) = ug, u(0,) = uy.

Physikalischer Hintergrund:

(1) n =1: schwingende Saite (fiir kleine Auslenkungen)

(2) n =2: schwingende Membran (fiir kleine Auslenkungen)

(3) n = 3: schwingendes Medium (fiir kleine Auslenkungen), z.B. Schallwellen, elektroma-

gnetische Wellen (— Maxwell-Gleichungen)
Potentialgleichung:
Au=0

Problem: Q ¢ R™ offen, ,schéner Rand“. Gegeben f: 92 — R stetig. Gesucht u: Q — R stetig
mit u|Q e C?, Au(z) =0 fiir z € Q, u|8Q = f. (Dirichlet-Problem)

Physikalischer Hintergrund: stationérer Fall von (i), (ii)

Folland: (i)-(iii) ,,great trinity“. Typen:

(i)
(i).
(iif).

parabolische Gleichungen
hyperbolische Gleichungen

elliptische Gleichungen

Nicht von diesem Typ:



(iv).

Schrédinger-Gleichung:

up = =1 (-Au+V -u)
wobei V' : R™ - R Potential.
Problem: Gegeben f : R"™ — C. Gesucht v : RxR"™ - C ... mit u; = = (Au+V -u) und
U(O, ) = f
Physikalisch: [u(t,-)|* ist Wahrscheinlichkeitsverteilung eines quantenmechanischen Teilchens
zur Zeit t, das sich im Potential V' bewegt. Behandlung in L?(R™), Funktionalanalysis

Drei Forderungen an Losungstheorien:

. Eindeutigkeit der Losung

. Existenz der Losung

Stabilitit der Losung, d.h. kleine Anderungen der Daten fithren zu kleinen Anderungen der
Losungen.
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Transportgleichung und Wellengleichung in einer
Raumdimension

Zwei explizit 16sbare Gleichungen!

1.1 Lineare Transportgleichung

Ou+b(t,x) Opu=0

(1. Ordnung, zwei unabhéngige Variablen) wobei b : R x R - R stetig, vorgegeben. Gesucht u €
CH(R xR), u =u(t,z). (b: Geschwindigkeit)

(i). Einfachster Fall: b(¢,z) = ¢ konstant

Angenommen u € C'(R x R) ist Losung des Anfangswertproblems

Dyu + Dy = 0 (1.1)
U(OW) =Uo

Fiir ¢,y € R gilt dann

d

ﬁu(t,y+c-t) =ow(t,y+c-t)+c - Ozu(t,y+c-t)=0
Somit

U(t,y+C't):U(0,y+C-0):'Ll,o(y)
= u(t,z) =up(x —c-t)

Ist ug € C*(R), dann ist dies offenbar die Lésung von (1.1). Damit:
1.1 Satz
Sei c € R, ug € C1(R). Dann hat (1.1) die eindeutige Losung
u(t,z) =ug(x —c-t)
Beweis: Klar. O

(ii). Fiir nicht-konstantes b: Angenommen z : R — R ist die Losung der gewshnlichen Differenti-
algleichung
' =b(t, 1)

Angenommen u ist Losung der linearen Transportgleichung, dann
d /
ﬁu(t,z(t)) = Owu(t,x(t)) + 2'(t) -Ozu(t,z(t)) =0

—
b(t,x)



also u konstant auf t — (¢,2(t)) (,,charakteristische Kurven; typisch bei Differentialgleichun-
gen 1.0rdnung),

u(t,z(t)) = u(0,2(0))
Beispiel: b(t, z) = 2tx. Lose

d
@ =2tx

dt
= / d—x = [ 2t dt
x
>Inz=t>+c¢
Sz=e g€l
Somit
u(t, zo - etz) = u(0, z0 - €%) = ug(x0)
= u(t,z) = up(x- e’tQ)

Dies 16st wirklich die Transportgleichung.

Nun: inhomogene Transportgleichung

Opu+c-Oyu= f(t,x) (1.2)
u(0,+) = ug

Vorgehen wie oben: Angenommen w ist eine Losung von (1.2), dann
%u(t,y+c~t) =owu(t,y+c-t)+c-Ou(t,y+c-t)=f(t,y+c-t)
=u(t,y+c-t)-u(0,y) = [Otf(s,y+c-s)ds
= u(t,z) —u(0,x—c-t) = fotf(s,x—c-tJrc-s)ds
1.2 Satz

Sei ¢ € R, ug € C'(R), f: R xR — R stetig und stetig differenzierbar nach der zweiten Variable.
Dann hat das Anfangswertproblem (1.2) die eindeutige Losung

u(t,x) = up(x - ct) + [Ot f(s,x—ct+cs)ds *)

Beweis: Oben gezeigt: Jede Losung ist von dieser Form. Bleibt zu zeigen: () ist Losung (Ubung).
O

1.2 Wellengleichung

2 _ 2. 92
Oyu=c"-0yu

(2. Ordnung, 2 Variablen) mit ¢ > 0 vorgegeben (wird Wellengeschwindigkeit). Gesucht: u = u(t, ),
u € C?(R x R). Physikalisch: u(t,-) beschreibt kleine Auslenkung einer Saite unter Spannung zur
Zeit t. Es gilt:

02(02-c 0% u=(0r+c 0y)- (0 —c-y)u
=(Or—c-0z) (Os+c-Op)u
Ist (0; —c¢-0p)u =0 oder (9 + ¢+ dy)u =0, dann ist v Lésung. Somit

u(t,x) = o(x +ct) + P (x —ct)
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fiir ,7 € C?*(R) Losung (Superpositionsprinzip, da Gleichung linear). Wir werden zeigen: Alle
Losungen sind von dieser Form.
Jetzt Annahme: u 16st Anfangswertproblem (=,Cauchy-Problem*)

Ru=cPu  w(0,)=f  Ju(0,)) =g (*)
Sei v := Oyu + ¢+ Opu. Dann

Ov—c-0pv= (- 0)u=0  v(0,)=g+c-f

Aus Satz 1.1:
v(t,r)=(g+c- f')(xz+ct)
Nun fiir w:
Ou+c-pu=v u(0,-) = f
Mit Satz 1.2:

u(t,x) — f(z—ct) = [Otv(s7x—ct+cs)ds
:At(g+cf')(x—ct+203)ds

=T

- i[:: (g+cf)(r)dr

:5-(f(x+ct)-f(x—ct))+%.f

x+ct

) g(T)dr

[t

1.3 Satz (Existenz und Eindeutigkeit)

Seien f € C2(R),g € C*(R). Dann hat (*) die eindeutige Losung

-(f(x+ct) —f(x—ct)) + %-_/mm:tg(s)ds

DN | =

(d’Alembertsche Formel)

Beweis: Eindeutigkeit siehe oben. Noch zu zeigen: u ist Losung. Dazu:

G(z) = /(; g(s)ds
Dann G e C?(R). Mit ¢:=2f+ LG, ¢ =3 f - LG gilt:
u(t,z) = p(x+ct) +(x —ct)
ist Losung (siehe oben) und

uw(0,) =y +p=f

at(u,-):c-go'—c-z//:iG'JriG':G':g
2c 2c

1.4 Satz (Stabilitat)
Seien uy,us Losungen von 97u = ¢ - 92u mit u;(0,-) = f;, Opu;(0,-) = g; (5 =1,2). Fiir t,z € R gilt

dann
lur (t, @) —ua(t, )| < | f1 = falleo + [] - |91 — g2]
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Beweis: w:=u; — ug ist Lésung mit w(0,-) = f := f1 — fo, O:u(0,-) = g := g1 — g2. Aus Satz 1.3:

1 1 1 x+ct
|u(t,x)|£§|f(x+ct)|+§|f(x—ct)|+2—c-/gﬂ_ct lg(s)|ds

<[ floo + 1t 9]loo

Bemerkungen:

(i). Fiir t,x € R gehen in u(t,2) nur die Werte von f und g auf [ —|t|-¢,x +|t|-c] ein (,,Abhéngig-
keitsgebiet von (t,2)“).

(ii). Die Werte von f, g auf einem Intervall [a,b] bestimmen u auf der Menge {(¢,x);a +c-|t| <
x<b-c-|t|} (,Bestimmtheitsgebiet*).

(iii). Werte von f, g in 2¢ haben Einfluss auf u nur auf {(¢,z);z0 —c-[t| < x < xo + ¢ |t|} (,Ein-
flussgebiet®).
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Harmonische Funktionen

1. Ziel: Eindeutigkeit der Losung des Dirichlet-Problems
Au=0in u|c,m:ga
Definition:
(i). Sei Q cR" offen, u: 2 — R. u harmonisch <= u € C%(Q2), Au = 0.
Beispiele:

(). Sei u affin-linear, d.h.

n
u(z) =Y a;-x;+b
j=1

dann v harmonisch. Fiir n = 1: " = 0 = v affin linear.

(ii). Sei
Injz|] n=2
@) = { L n>3

‘aj‘n—Q

Dann u harmonisch (Ubung 2, Aufgabe 7).
Bemerkung:

e Harmonische Funktionen haben dhnliche Eigenschaften wie holomorphe. (Ist f holomorph,
so sind Re f, Im f harmonisch.)

2.1 Satz (Mittelwerteigenschaft)

Sei Q € R™ offen, u € C?(Q). Dann #quivalent:

(i). w harmonisch.

(ii). u hat die Mittelwerteigenschaft, d.h.: Ist x € Q, r > 0, sodass B[z, r] € 2, dann

L /[ _M:ru@)dsw):al o ulaer©dsE

rhono
mit o,-1 (n - 1)-dimensionales Volumen von S,,_1 = 8Bg~ (0, 1),

u(z) = -

-1
Op—1 =N+ Wy, wn:voln(B(O,l)):ﬂ'% ~(F(g+1)) =

Beweis: Vorbetrachtung: Fiir u € C%(2), z € Q, r >0 mit B[z,r] c Q gilt

i Jo warr@as© 2 [ ¢mdutaraso
c o [ (U0 A5 )

Gaufl 1 .
e L AT ()

rn
A

wobei v(y) die dulere Einheitsnormale bezeichne.



(i). (i) = (47): Rechte Seite = 0 in (), somit

T [an w(z +7r-£)dS(€)

konstant. Fiir r - 0:

/S u(m+r~§)d$(§)—>fs

=1 N ——’ n-—
—u(z) glm

1 u(x)dS(€) = op-1-u(x)

(ii). (4¢) = (¢): Linke Seite in (*) ist = 0, also auch rechte Seite. Da Au stetig ist, folgt Awu = 0.
O

Wir werden bald zeigen: u € C'(Q2) hat Mittelwerteigenschaft = wu beliebig oft differenzierbar, d.h.
u € C* (). Damit folgt (i7) = (¢) auch fiir u e C(£2).

2.2 Lemma

Sei 2 € R™ offen, u € C'(€2). Dann dquivalent:
(1). w hat Mittelwerteigenschaft.

(ii). Fiir alle z € Q, r > 0 mit B[z,r] < Q:

1
= . d
u(@) Wy, ./B(x,r) u(y) dy

Beweis: Seien 2 € Q, >0 mit B[z, r] ¢ Q. Dann

u dzf u(xz+vy)d
/I;(I’T) (y) dy B(OT)( y)dy

s

vEk fgo AA:Q“(JC +y)dS(y) de

r’*wpu(x) =

"oy - u(x)

T
=0p-1-u(z)- /0 0" Ldo

S+

Somit: Aus
[, w0 ds@) = 0" oy u(w)
yl=e

fiir alle x, o mit B[z, o] € Q folgt
w(y)dy =r" - w, -u(x
oy 1@y (@)
fir alle ,r mit B[z, r] < Q. Umkehrung gilt auch (gleiche Stammfunktion, an r variieren). O
Jetzt: Maximum-Prinzip fiir (sub-)harmonische Funktionen.

Definition:

(1). Sei Q cR™ offen, u € C(£2). u heiBft subharmonisch < Yz € Q,r >0 mit Blz,r] ¢ Q:

1
u(r) L ————
()% s —

N RIOLE

Bemerkungen:

(). w hat Mittelwerteigenschaft < +u subharmonisch

10
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(ii). Fiir u € C%(Q): u subharmonisch < Au > 0 (Ubung 3)
2.3 Satz (Maximumprinzip)

Sei 2 ¢ R™ offen, u € C(Q) subharmonisch. Dann

(i). Sei Q zusammenhingend, xg € Q mit u(zg) = sup,.qu(z). Dann gilt u(z) = u(xzy) fir alle
x e

(ii). Sei © beschrinkt, u stetig auf Q fortsetzbar. Dann nimmt u sein Maximum auf dem Rand
0 an.

Bemerkungen: Sei M ein metrischer Raum. (Allgemeiner: topologischer Raum)

(i). M heifit zusammenhéngend :<> M nicht disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer offener
Teilmengen.

(ii). A< M zusammenhéngend :< A als metrischer Raum zusammenhéngend.
(iii). M wegzusammenhéngend <> Va,y € MIp: [0,1] > M stetig mit p(0) =z, (1) = y.
Beweis: von Satz 2.3
(i). Sei A:={x e Qu(x) =u(zo)} = v ({u(zo)}). Dann A abgeschlossen in Q. Sei z € A, r >0,
sodass B(z,r) € Q. Aus u(y) <u(zg) (y € B(x,r)) und Mittelwertungleichung (0 < o < )

1
w(xg) = u(x £7-f U dsS
(w0) = u(x) o Jose (y) dS(y)
<u(zo)

folgt u(y) = u(zx) fir y € B(z,r), d.h. B(x,r) ¢ A. Also A offen. Wegen A # @ folgt A = Q,
da Q zusammenhingend. Damit u = u(xg).

(ii). Es gibt 29 € Q mit u(xg) = sup,.qu(r), da Q kompakt. Ist zg € 9, dann fertig. Ist zq € Q,
so gibt es z1 € R"\Q mit r := |z1 — 2o| = inf{|z — z¢|; 2 € R"\Q}. u ist konstant auf B(zq,r)
nach Teil (i), u = u(xg), daher auch u(x1) = u(xg) und x; € Q.

O
2.4 Satz (Eindeutigkeit und Stabilitat fiir das Dirichlet-Problem)
Sei Q ¢ R” offen und beschrinkt. Seien wuy,us : Q — R stetig, u1|q, u2|q harmonisch. Dann gilt
lur = uz||oo < Juilon - usloo)o
(Insbesondere: ui|aq = uslon = u1 = ug)
Beweis: Betrachte u :=uy — ug. Sei ¢:= ||ulpq ). Dann gilt
VeedQ:-c<u(z)<c
und Satz 2.3 impliziert
VeeQ:—c<u(z)<c
O

2.5 Satz (Satz von Picard)

Sei u : R™ - R harmonisch, u > 0. Dann ist u konstant. Insbesondere: Ist u beschrankt, dann ist u
konstant.

11
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Beweis: Sei xz € R™. Fiir r > 0 folgt dann

1
= ) d
uio 1 (r+zh)™ 1

(42w, gl

u(y) dy

* (r+z)" )

rn

u(0) = (1 + |rx|)n -u(0)

(Fiir (*): Wende Mittelwerteigenschaft fiir B(0, |z|+ ) an.) Fiir r - co: u(x) < u(0). Anwendung
auf u(-+x) =: ug ergibt

u(0) = ug(-z) < up(0) = u(x)
Also u = u(0). O

Zweites Ziel: u Mittelwerteigenschaft = u € C'*°
2.6 Satz
Sei 2 € R™ offen, u € C(Q) besitze die Mittelwerteigenschaft. Dann gilt u € C*° ().

Definition:
(i). Sei 2 cR™ offen, 1< p < oo. Dann
loc

Ly (Q)={f:Q—>Kmb;Vz e Q3r>0,B(z,7) €Q: flpw,) € L*(B(z,r))}

und f € LP heifit zur p-ten Potenz lokal integrierbar.

loc

Beispiel: C(R™) ¢ L

loc

(R™). Fiir p < q gilt auferdem L < L

loc = ~loc*

Bemerkung:
(i). Sei
0 t<0
a(t) = { -1

e t>0
dann o e C*(R). Dann g(z) := a(1 - |z[*) e CF (R™), spt g = B[0,1].
2.7 Lemma (Differenzierbarkeit der Faltung)

- 1
Sei ue Ly,

(R™), meNgu{oo}, pe CZ(R™). Wir definieren die Faltung
oxu(@)i= [ olw-y)-uly)dy

( - fR 0(2) - u(x - 2) dz)

9%(o*u)=(0%) *u

Dann g * u € C™(R"™),

fiir « € N mit |a <m.

Beweis: (i). Existenz des Integrals: Es gibt R > 0 mit spt o € B(0, R). Es gilt 1, ry-u € L'(R™),
daher y — o(z - y) - u(y) integrierbar.

12
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(ii). o* u stetig: Seien R’ >0 und § > 0. Fiir z,2" € B(0, R’), |z - 2| < §:
(oxu)@) - (0wl =| [ (ole-9) - ola’ - 1)) - u(w)y
[ onnle =) = ola’ =) - ulw) dy

<sup{lo(z) - o(2')];z,2" € R™, |z = 2| < 6} - lu(y)|dy
ly|<R+R’

<oo

-0 (6 -0)
da ¢ gleichméfig stetig.

(ili). Vorausgesetzt m > 1, dann o * u stetig partiell differenzierbar nach x;: Sei e; der j-te Ein-
heitsvektor. Sei z € R", ¢t ¢ R. Dann

(exw)(w+t-e))-(erw)@) = [ (olw+t-¢j=y)-o(a-y))-uly)dy
S /Rn/(;tajg(x-rrej—y)dTu(y)dy
F“Einifot[n Ojo(x+71-¢;—y) -uly)dydr

t
:/ ((0j0) *u)(x+T7-e5)dr
0 S —
stetig (i)

Hauptsatz 2. Teil: t » (o * u)(z + ¢t - ;) ist differenzierbar, insbesondere folgt fiir ¢ = 0:
0;(0 *w)(x) existiert und es gilt

9i(0xu) = (dj0) *u

(iv). m allgemein: Induktion, mit (iii).

O

Beweis: von Satz 2.6: Ohne Einschrinkung u € L'(2) (C* ist lokale Eigenschaft). Sei ¢ > 0. Es
gibt ¢ € CZ(R), sodass p, definiert durch

o(x) = ¢(|xl)
folgende Eigenschaften hat:
0eCE(RY) sptocBO0.e) [ oly)dy-1
Dann ist g * u € C*°(R™) nach 2.7. Sei
Q. ={zeQ;B[x,e] cQ}
dann ist €. offen. Fiir x € Q. gilt

(o+u)(z) = /;3(076) o(y) - u(z —y)dy
- f:O —/Ees o(r-&)u(z—r-£)dS(&)r" " dr

n-1 N——
@(r)
€
=f @(r)-rn_lf u(z—r-£)dS(&) dr
r= £eSn
MWE, _1u(z)

“u@)- [ or-eas©rtar

- . duy =
u@)- [ elw)dy=u(x)
Damit u € C*°(€2). Da € > 0 beliebig: u e C*(Q). O

13

“Partielle Differentialgleichungen” von Jiirgen Voigt, Technische Universitdt Dresden, Sommersemester 2011

Vorlesung:



2.8 Folgerung

Sei 0 ¢ R™ offen, (ug)key in C°(Q) eine Folge harmonischer Funktionen mit ug — u € C(Q)
(k > o0) gleichmiiBig auf kompakten Teilmengen von . Dann ist « harmonisch.

Beweis: Mittelwerteigenschaft von wy, iibertriagt sich auf u. Dann Satz 2.6, 2.1. O
Bemerkungen:

(i). In Folgerung 2.8 auch: 0%uy — 0%u kompakt fiir alle a € Njj,n € N. (Beachte Beweise von
Satz 2.6, Lemma 2.7.)

(ii). Satz 2.6: , Weyl’sches Lemma“, einfache Form. Spéter mehr.

(iii). In Satz 2.6 sogar u (reell) analytisch.

14
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Greensche Funktion, Dirichlet-Problem fiir die
Kugel

Definiere L : R™"\{0} - R,

1
L(z) = {l(r?‘;’)'”n—l'|$|" 2

27

L heiBt Fundamentallésung von A. L ist harmonisch auf R™\{0} (Ubung 1). Setze K(z,y) :=
L(z-y) fir z,y e R™", x # y.

3.1 Lemma

Sei 2 € R™ beschriinkt, mit glattem Rand. Sei u € C?(Q), 0“u stetig fortsetzbar auf € fiir || < 2.
Fiir alle x € Q) gilt dann

u(@) = [ Ky du@)dy- [ (K@9)-0yuls) - o) -0, K@) dS@)  (3.)

Bemerkungen:
(i). ,Glatter Rand“: Vz € 92 existiert eine Umgebung U, f € C*(U) mit grad f # 0, sodass

=0

f<0
A

Dann v(x) = % Einheitsnormale in o € U n 99).

(ii). Sei © ¢ R™ beschrinkt und mit glattem Rand. Seien u,v € C?(Q), 9%u, 0% stetig auf Q
fortsetzbar fiir | < 2. Wende Gaufischen Integralsatz an auf F' := v - grad u. Mit

div F = (grad u|grad v) + v- Au

folgt
f v- (gradulv) dS = f ((gradu|gradv) +v- Au) dz
o 7 Q

=:0,u

(erste Greensche Formel). Vertauschung von « und v und subtrahieren der beiden Gleichun-
gen:

f (v-al,u—w@l,v)dS:[(v-Au—u-Av)dm
o9 Q

(zweite Greensche Formel).
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Beweis: von 3.1

(1). Sei z € Q, >0 mit B[z, o] ¢ Q. Dann zweite Greensche Formel (beachte A, K (z,y) = 0):
K(z,y) - Au(y)d
ooy 5 G- ) dy

_fa(Q\B ol) K(z,y) - 0puly) = (Op ) K (2, 9)) - uly) dS(y)

f K-Ou-(0,K)-udS - f K-&,u—(BVK)-udS

(ii), (i)
5

u(z) (e—0)
(ii). Es gilt fir n > 3:
1—11
[ K@ dut)as) = o [ o fe - duty) dSw)
|y_w| I [ (n 2) N~——
beschrénkt
~0(¢e~0)

(Benutze die Beschriinktheit des Integrals.)

(iii). 0, K («x,y) berechnen: Mit
n>3

1
g(r):= {_1%1'(“2)-7“"2

ﬁdnr n=2

gilt K(z,y) = g(Jx - y|) und somit

3y(y)K(x,y) = _%K (I,I+t' yor )

ly -2
o)
“Zlt-
dt ly — z| =0
1 -n
=—g'(0) =~ o'
On-1

Damit

1 1-n
- [ P udS = g [| L, u)ds()
Su(z)  (0—0)

Benutze dazu:

#@”‘1 L—IFQ u(y) dS(y) - u(z)| < max{lu(y) - u(z)|;y € IB(z,0)}
u sistig 0 (Q N O)

Bemerkungen:

(1). Setzt man in (3.1) u = e CF(R™), dann

@)= [ Ky)- ey dy

(Linksinverse des Laplace-Operators) mit Q2 = B(0,R) und R > 0 so, dass spt¢ < B(0, R).
Auch: Ist ¢ e CF (R™), dann fiir

u(@)= [ K(y)-e@dy= [ L@)-ee-y)dy=(p+ D))
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gilt
7
Bu(@) [ L(y)- Ap(w-y)dy = p(x)
Also: Integraloperator = (A|C§(Rn))_1

(l'i). :[ ﬁl u }laIIIl()IliSCll l'n (3.1)
= K . ()I/ - ()l/ I( . (IS

d.h. u dargestellt als Funktion von ,Randwerten“ von u. Dies 16st noch nicht das Dirichlet-
Problem.

Definition:
(i). Sei Q cR" offen und beschrinkt. Sei G : Q x Q\{(x,z);z € Q} - R mit
(1) G(z,-) - K(=,-) hat harmonische Fortsetzung auf Q
(2) G(z;-)loa =0
fiir alle z € Q. Dann ist G' die Greensche Funktion auf .
Bemerkungen:
(i). Mit @ := G- K gilt: ®(z,-) ist Losung des Dirichlet-Problems
A®(z,-)=0inQ O(z,-) = -K(x,")|sa
also eindeutig (Satz 2.4). Somit G eindeutig, falls existent.

(ii). Seien Q,u wie in Lemma 3.1. Dann 2. Greensche Formel:

[ ey du)dy = [ 0.9 0,0() - Dy (@) - uly) dS(y)

falls die Ableitungen von ®(z,-) bis zur 2. Ordnung stetige Fortsetzungen auf Q besitzen.
Addition zu (3.1) ergibt dann

u@) = [ GGy)-du@)dy+ [ (0unGlay)) - uy) dS(y)

Jetzt: Greensche Funktion fiir B(0, R) in R™ (n > 3). Fiir z € B(0, R)\{0} ist

R?
T

der Spiegelpunkt von z an 9B(0, R). Fiir dieses « und alle y € 9B(0, R) gilt:

M.W_m 2: Ex_@y
R |z| R

=R*=2(aly) + |2[* =z —yf* (%)
——

ly|?

Sei

sy ()T e e
Xz =— | — S — T
W= oo R Y Y
Dann ist ®(z,-) harmonisch auf einer Umgebung von B[0, R] und

Vy, |y| =R: CI)(xay) = —K({E,y)

17

“Partielle Differentialgleichungen” von Jiirgen Voigt, Technische Universitdt Dresden, Sommersemester 2011

Vorlesung:



Somit Greensche Funktion fir Q = B(0, R):

- 1 . e m 2—n.
G(z,y) R |z =] R

2-n
_ 1 2-n R |$‘
S e el (I R o
=:R2-" fiir =0
Fiir 9, G (7,y) gilt:
1-n R ||

o T-y | R x T RY x
grad, G(z,y) = N - 7.x_u.y .H,(_)
On-1 |z -yl |z| R &-x—%';ﬂ |R|

Jetzt [y| = R, (*) und mit v(y) = % skalarmultiplizieren:

1 |l
st e (-2

R'Un—l ! |x_y‘n

R2—|z?
= H(x,y)

(Poisson-Kern) Gezeigt: Ist u harmonisch auf B(0, R), Ableitungen bis zur 2. Ordnung auf B[0, R]
fortsetzbar, dann gilt

u@y= [ HGy)u(m)dSw)
Gilt auch fiir n = 2 (Ubung?) und n = 1.

H hat folgende Eigenschaften:
a [H(z,y)dy=1 fir |z| < R, weil fir u:=1in

uw)= [ Hy) u()dy

B8 H(xz,y) >0 fiir |z|<R,|y|=R

~v Fiir o € 9B(0, R), 6 > 0:
lim H(z,y)=0

T—xo,|z|<R
konvergiert gleichmBig fiir [y — xo| > 6. Denn: Fiir [z — zo| < 2, [y — 20| > 6:

R2 _ |.’E|2

Row ()

H(z,y) < -0 (z > xzg)

3.2 Satz (Existenz der Lsung des Dirichlet-Problems auf B(0,R))

Sei ¢ : 9B(0, R) — R Riemann-integrierbar (also insbesondere beschriinkt),

() = Jyer H(z:y) - ¢(y) dS(y) |a] <R
o(x) |z| = R
(Poisson-Formel) Dann ist « harmonisch auf B(0, R), |u|| g[o,r] < [©loB(0,r) und in den Stetigkeits-
punkten von ¢ ist u stetig. Ist ¢ € C(0B(0, R)), dann u € C(B[0, R]). Somit ist u die (eindeutige)
Losung des Dirichlet-Problems.

Beweis:
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(i).

(ii).

(iv).

u stetig in B(0,R): H : B(0, R) x 9B(0, R) — R ist stetig. Mit Stetigkeitssatz fiir Parameter-
Integrale folgt Stetigkeit von wu.

Alternativ:  ~ H(z,-) als Funktion von B(0, R) nach C(dB(0,R)) ist stetig (Ubung), d.h.
sei zg € B(0, R). Zu ¢ > 0 existiert § > 0, sodass fiir alle x € B(0, R) mit |z — z¢| < §:

| H (z0,-) - H(z,)|oo < €
Damit
lu(zo) —u(z)| < /\;\=R \H(z0,y) - H(z,y)|- [(y)| dS(y)

<e-|elLiono,ry)

. u harmonisch: Fiir alle y € dB(0,R) ist H(.,-) harmonisch (da G(-,y) harmonisch, oder

nachrechnen). Aus Ableitung unter Integral folgt u harmonisch.

Alternativ: Fiir alle y € 0B(0,R) hat H(-,y) die Mittelwerteigenschaft. Sei zo € B(0, R),
0> 0 mit B[z, 0] € B(0,R). Dann

1
Qn_l'an—l

. A_IO‘:Q u(z)dS(z)
v

On1 L—wolzg faB(o,R) H(z,y) - ¢(y)dS(y)dS(z)
[ Ho.v) - 0(0) dS(y) = (o)

(Fiir (*): Fubini und H hat Mittelwerteigenschaft.)

Qn—l

Abschétzung:
[e%
lu(z)| < ﬁA:R H(z,y) - |vlopo,r) dS(y) < lelao,r)
fiir 2| < R.
Stetigkeitseigenschaft: Sei |zg| = R und ¢ stetig in z¢. Dann gilt fiir |z| < R:

u(z) - u(xo) 2 o H(z,y) - (o(y) = o(20)) dS(y)
o T C R COREENEE

" /|;J|:R,|y—xo|<5 H(z,y) - ((y) - ¢(z0)) dS(y)

Sei € > 0. Dann existiert § > 0, sodass |¢(y) — ¢(x0)| < € fiir |y — 2g| < §. Dann wegen («), (8):

AA:R@—MM H(z,y) - (¢(y) - (o)) dS(y)‘ <e

Es gibt v > 0, sodass H(z,y) < e fiir |y — zo| > 9§, |x — 20| < v (folgt aus () oben). Fiir
|z — zo| < v folgt:

‘AFR,\%IOM H(z,y) (¢(y) - v(z0)) dS(y)| <& ([¢]o + o (z0)])

und somit |u(z) —u(zo)| < e (1 +2]¢]oo)-

Bemerkungen:

(i).

Mit Satz 3.2 hat man die Existenz der Loésung des Dirichlet-Problems fiir B(0, R).
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(ii).

Poisson-Formel fiir ¢ € L'(0B(0, R)). Damit u auf B[0, R] definiert. Ab jetzt R =1, B :=
(0,1). Damit
1-|af?

H(z,y)= — 1
(2, y) P —T

u harmonisch geht wie oben. Fiir 0 <r < 1:

lu(r)los 1By < [l am)

denn
/I;I=1 lu(r-z)|dS(x) < AI=1 ./|;4|=1 H(z,y) - |o(y)|dS(y) dS(z)
= A;|:1 /|x|:1 H(z,y) dS(z) |e(y)|dS(y) = [¢] L1 om)
Fiir [y| = 1: H(r-,y) harmonisch in Umgebung von B. Mittelwerteigenschaft:
f\z\=1 H(z,y)dS(x) = on-1- H(0,y) = 1 (*)
Zusétze:

(1) u(r)op = ¢ in LY(0B)

r—1
(2) Ist v harmonisch in B und v(r)|lagp — ¢ in L' (9B), dann v = u.

Nachtrag (16.Mai 2011):

(i)-

(ii).

Verwendet: H(-,y) ist harmonisch fiir |y| = R, weil G(-,y) harmonisch. Frage: Wieso ist G(-,y)
harmonisch?

Bekannt: G(x,-) ist harmonisch auf B(0, R)\{z}, ®(z,-) = G(=,-) - K(x,-) ist harmonisch
auf B(0, R). Es gilt G(z,y) = G(y,z): In

2—-n
1 _ R |z|
G S P Rl B RVl
(z,9) RO (Ix ] ‘|@“| T- 2y )
ist
Rl (R el R
ol TR T\l TR TR
Iyl

= R = 2(aly) + 2 o3

symmetrisch in (z,y). Fiir 0 <r < R, r < |y| < R ist G(-,y) harmonisch auf B(0,r). Damit
H(:,y) = 0,(y»)G (-, y) harmonisch auf B(0, R).

Falls  so ist, dass die Greensche Funktion existiert, gilt immer die Symmetrie (vgl. Wien-
holtz, Kalt, ...). Wesentlich dafiir: G(-,y) harmonisch. (Vgl. Ubung)

3.3 Folgerung (Harnach'sche Ungleichung)

Sei u e C(B[0, R]), w in B(0, R) harmonisch, u > 0. Fiir |z| < R gilt dann

W ~u(0) <u(x) < ﬁ -u(0)

]
e
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Beweis:

u@) = [ Bl ) ds(y)

R-on Jiyi=r |z -y

. R~ [a?
*Reows .A;|=R (R-|z)" ~u(y) dS(y)

LRl g 1

R el o B S as

R (R-|z|)»! R 1.0, 1 Jy-R uly)d5(v)
u(0)
Fiir linke Seite: (R+|z|) - (R-|z])
1 +|x|) - —|T
> : ' d
GOl ¢ e L)

Rest analog. Damit folgt (wieder) Satz von Picard (mit R — o).
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Distributionen und Sobolev-Raume

e Idee: Verkniipfung von Differenzierbarkeit und LP-Réumen
e Ziel: z.B. Dirichlet-Problem in einer allgemeinen Situation zu lésen.
Definition:

(1). Eine Distribution u auf 2 ¢ R™ offen ist eine lineare Abbildung u: C& (2) - K mit folgender
Eigenschaft:

VK c Qkompakt 3¢ > 0,k € Ny : [u(p)] < c-sup{[|0%¢] ;€ Ny, || < k}
fiir alle ¢ € CZ () mit spty € K.
Beispiele:
(i). Sei f e C(2). Wir definieren
up(p)= [ f(2)-p(@)da
fir ¢ € CZ(2). Dann ist uy eine Distribution. Denn: Sei K ¢ £ kompakt. Dann gilt fiir alle
p e CZ () mit spty ¢ K:

us @I =| [ 1@ o) do

<Nl [ 1f(@)lda

| —
=ic<oo

(ii). Sei f e L{ (). Sei uy definiert durch
up(9) = [ f@)-p@)de  (peCE@)

Wie in (i): uy ist eine Distribution. u; nennt man die von f erzeugte Distribution.

(iif). Sei g € . 6z, : OF () = K, > ¢(20). 0z, ist die Dirac-Delta-Distribution. Diese wird von
keiner lokal integrierbaren Funktion erzeugt. (Ubung 4)

Definition:

(i). Eine Folge (ok)ren € Co(R™) heifit §-Folge, wenn
1
VkeN: g ZO,fR ox(x)dr =1,spt o C B[O,%]

Beispiel:
(i). Sei g€ Cc(R™) mit 0 >0, sptoc B[0,1], [o=1, z.B.

o(x)=c- {ZXP (_1—\1E\2 ) z e B(0,1) € CZ(R™)

sonst

Wir setzen
ok =k"-o(k-x) (x e R", keN)

Dann ist (ox)ken eine d-Folge.
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4.1 Lemma

Sei (k) ken eine 0-Folge.
(i). Sei f e C(R™). Dann gilt g5 * f = f (k > o0) gleichmiiBig auf kompakten Mengen.

(ii). Sei 1 <p< oo, fe LP(R™). Dann gilt gi * f € L? mit |gg * f|, < | f|, fiir alle k € N und
low = f=flp=0 (k- c0)

Beweis: (i). Ubung 4
(ii). (1) Sei f e LP(R™) mit pe (1,00) und ¢ € (1, 00) mit % + % =1. Dann gilt fiir alle z e R™:

oo D@I=| [ elo-)3*5 1) dy|
() ey dy); (L ea-w) -1 dy);

1

/et (fR oz —y) - 1f WP dy);

Fiir p =1 ist diese Ungleichung trivial. Ab jetzt 1 < p < oo.

/Rn|(9k*f)(a:)|1’dx§fRn fRn Qk(w—y)'|f(y)|pdydx
i fR lf (I fR or(z-y)da dy=|f|?

—_—
1

also g * f € LP(R™), ok * flp < | f]p-

(2) Fiir k € N sei Ty, : LP(R™) - LP(R™), f » o * f. Dann T}, € L(L?, LP), |Tx| < 1 gemif
(1). Wir zeigen jetzt noch: Trg — g in LP(R™) fiir k — oo fiir alle g € Cc(R™), da Co(R™)
dicht in LP(R™) folgt dann T} 3id (k — o) nach Proposition 7.3, Funktionalanalysis I.
Sei g € Co(R™). Sei R > 0 mit sptg ¢ B[0, R]. Fiir alle k € N gilt dann spt(g * g) €
B[0,k™] + B[0,R] ¢ B[0,R +1]. Nach (i) gilt op * g — g (k - o0) gleichmiflig auf
B[0,R+1], also g * g > g in LP(R™).

O

4.2 Folgerung
Sei 1 <p < oo und Q € R” offen. Dann ist C& (€2) dicht in LP ().

Beweis: Cc(Q) ist dicht in LP(£2). Sei (0 )rew € C& (R™) eine 6-Folge. Fiir g € Co () sei

i(x) = {g(m) ze)

0 sonst

Dann ist g € Co(R"™), sptg ¢ Q. Fiir k¥ € N gro§ genug gilt dann spt(gx * §) € Q und damit
ok * G € CZ(Q). AuBerdem gilt nach Lemma 4.1:

[ e+ @) —g@lda= [ (o)) (@) da
-0 (k - o0)

LP(Q —LP(Q
also Co(Q) € 0 (@) . Damit 2r(Q) c oz (@) . O

Definition:
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(i). Sei Q cR" offen, f e L{ _(£2). Dann ist
spt f == O\ J{U; U offen, f|yy = 0, f.ii.}
Bemerkungen:
(i). spt f ist abgeschlossen in Q. f = 0 fast iiberall auf Q\spt f. Ist f stetig, so ist sptf =
{xeQ; f(x) #O}Q. (Aber: f=1g = spt f = @)
(ii). Fiir f e LL _(R™), g€ Cc(R™) gilt

loc

spt(f * g) Sspt f+spty
Denn: Sei z ¢ spt f +sptg, d.h.

(z-sptg)nspt f =@
—_—
spt g(z—)

also g(z —-) - f(+) = 0 fast iiberall. Daher (f * g)(«) = 0. Da spt g + spt f abgeschlossen folgt
die Behauptung.

4.3 Satz
Sei fe Ll (Q) fiir Q cR™ offen. Gelte uy =0, d.h. fiir alle p € C& (2):
| f@ @) dz=0
Dann ist f =0 fast iiberall. (Insbesondere: f1, fo € LllOC mit uy, = uy,, dann fi = f, fast tiberall.)
Beweis:  (i). Sei ¢ € CF (). Zeige ¢ - f = 0 fast tiberall. Sei

o) = {w(r)'f(:v) e

0 sonst
Dann ist g € L'(R"), da
[ ls@lde= [ @1 @) < lple- [ 17 @)]do
n spt ¢ spt ¢

Sei (or)ken € CZ(R™) eine 6-Folge. Nach Lemma 4.1: g * g » g in L'(R™) fiir k — oco. Fiir
rzeR™" keN:

(ox * g)(z) = fR or(z—y) () - f(y)dy
=up(ox(z=-)-¢) =0
Damit ist g * g = 0 fiir alle k € R™, somit g = 0 fast iiberall. Also ¢ - f =0 fast iiberall.
(ii). Ve CE(Q):¢-f=0= f=0 fast iiberall.

Ableitung von Distributionen, Motivation:
e Sei feCH(Q) fiir Q cR™ offen und sei ¢ € CF (). Dann

[ 035@)-e@ydu=- [ f@)-050(x) d
denn: f- ¢ e CL(Q), daher
Lo @)@ =0
nach Satz von Fubini. Fiir f € C™ (), o € Nj mit |o| <m, ¢ € CF(Q) gilt daher

[@n =0l [ 1 @)

uga f(¢) us(0(p))
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Definition:

(). Sei u eine Distribution auf ©, o € Nj. Dann 0%u definiert durch
(0%u) (@) = (- u(@%p)  (peCE()

Bemerkungen:
(i). 0“u ist eine Distribution:

e Linearitat ist klar.

o Stetigkeitseigenschaft: Nach Voraussetzung gilt: Sei K ¢ 2 kompakt, dann gibt es ¢ > 0,
m € Ny:
[u(p)] < ¢- max{[[0%p o o <m}

fir alle ¢ € CF () mit sptp € K. Dann

0% u(p)| = [u(0%0)| < - max{[879%p| o3 [5] < m}
< c-max{[[07¢| o3| < m +|af}

(ii). Wenn f e C™(Q), a € N, |a| <m, dann
0%us(p) = (~1)u(0%p) = uge ()

Beispiele:

(i). Sei H:R - R, H := 1[0,y (Heavyside-Funktion). Dann fiir ¢ € CF (R):

Oun(¢) = =un(99) == [~ 0p(a) do
——
o' ()

=¢(0)
= BuH = 50

(i). Fiir L aus §3, ,Fundamentallosung®, gilt (AL) = Aur, = dp, d.h.
Bur(e) = [ L@)- Ap(w)dw = do(¢) = £(0)
fiir alle ¢ € CF (R™). Letzte Gleichung folgt aus Satz 3.1:
o(@) = [ Lz -y)-Ap(y)dy
fiir « = 0 folgt wegen L(-y)L = L(y) die Behauptung.

Definitionen:

(i). Seien f,ge Ll (Q), a e NZ. Dann: g ist schwache a-Ableitung von f (0% f = g)

loc
o 0%up =y = Vo e CE(Q) [ go= (D [ forg
g ist eindeutig nach Satz 4.3 als L{. -Funktion.

(ii). Ist fe L (), a € NG, dann 9 f € L] () :< 0%uy wird erzeugt durch ge Ll , 0*f = g.

loc
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(iii). Sei 1< p < oo, meNg. Dann
WH(Q) = {f e LP(Q);Ya e Ny, |la| <m:0%f e LP(Q)}

mit Norm () | -]

p,m»

| /1

pan (lagm [ w>|pdm) (Z |aaf|£);

|a|l<m

falls p < oo,
[ £lloo,m = max{[|0% foo; ] < m}
(Sobolev-Raum)

4.4 Satz

Sei 1 <p < oo, meN. Dann ist W)"(Q) ein Banachraum, separabel fiir 1 < p < co. W3"(€2) ist ein
Hilbertraum mit Skalarprodukt

()= % [ 0°F()- 9g(w) do

|algm

Beweis: Sei @| l<m LP(Q) £,-Summe von LP()’s iiber Indexmenge {a € Njj, [a| < m},

[(fageml —( > ||fa||p) (p < o0)

|algm

Sei J : W'(Q) — @falﬁm LP(Q), f = (0%f)|agm- J ist linear und normerhaltend (= | - [ m ist
Norm.)

Fiir Vollstandigkeit von W™ (£2) geniigt es zu zeigen: J (W, (Q2)) ist abgeschlossen, da EBl l<m LP(§2)
ein Banachraum ist. Sei dazu (f)ken in W) (£2), sodass (J fi.) ken konvergent in @|a|£m LP(£2) gegen
(f)jajem- Fiir [of <m, k €N, p e CF () folgt mit der Holderschen Ungleichung:

J@5)0=0l [ he@%)
AN

dh. 0%f° = f*. Somit ist O € W(), (f*)ajem = Jf°. Damit J(W,"(Q)) abgeschlossen. Fiir
1< p<ooist LP(Q) separabel. Daher EB\pa|gm LP(2) separabel, also J(W;"(£2)) separabel. Letzte
Aussage klar. O

Bemerkungen:

(). Ist ' c Q offen, m’ <m, so ist W () —» W;”,(Q'), f~ fla eine lineare Kontraktion. Aber:
Fiir f e W;"(2) ist im Allgemeinen 1o/ - f ¢ W)"(Q).

(ii). Ebenso: Fiir f e W (Q'),
() _{f(:v) x el

xe O\
ist im Allgemeinen f ¢ W (8).
(iii). Aber: Ist f e W)" () mit spt f kompakt (in '), dann f (aus (ii)) € W (Q). Dazu: Es gibt

e CF (), ¥(x) =1 fur « in Umgebung von spt f, siche Analysis 3. Sei jetzt Q=R"™, Q'2Q).
Fir p € CZ(R™), |a < m:

e f
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Linke Seite:

[Rnaa(so-w)fsz( > (g)aa-%-a%)f

0<B<

- [ @)
also 0% f = 9o f e LP(R™).

(iv). LP(§) ist separabel fiir 1 < p < oo:

Ohne Einschrinkung © = R™. Es geniigt zu zeigen, dass LP(B(0,7)) separabel fiir alle r > 0.
C(B[0,r]) ist separabel (Funktionalanalysis, Satz 5.4). Auch C(B[0,r]) dicht in L?(B(0,r))
(siehe 4.2).

4.5 Satz (i). Sei a € NJ und seien f,0%f € L} (R™),0e CZ(R™). Dann gilt:

loc
0%(o* f)=0x0"f

(ii). Sei 1<p<oo, neNy, feW(R"), (0r)ren eine 6-Folge in CF (R™). Dann gilt g5 * f — f in
WH(R™) fiir k — oo.

Beweis:  (i).
(0% (@) (90) * )@) = [ 9o(w 1) () dy
= (D [0y oo - y)) @) - F) dy
- [ olw =)0 () dy = (0% 9 1)(@)

(ii). Fiir |o < m gilt:

k—oo

0(ox+ f) Lo v 07T 0 inLP(RY)

nach Lemma 4.1.

Definitionen:

W(2) = {f e W (2);spt f kompakt } (1<p< o)

m ooy Ve (@)
Wp,O(Q) = WIT('(Q)
Bemerkungen:

(i). Elemente von W,(2) ,verschwinden auf 92“, sieche auch Ende §5

p (2)

(if). Fitr 1<p<oo gilt W (Q) =Cx () " (+).

»C: Es geniigt zu zeigen W)'.(Q2) € CF () ). Sei f e W,.(), f wie in obigen Bemer-
kungen. Dann g, * f — f nach Satz 4.5 (ok * f € CZ () fiir groBe k).

Wr(Q

(iii). () ist wichtig fiir Herleitung von Ungleichungen fiir W),-Funktionen, siehe néchster §,
Poincaré-Ungleichung.

(iv). Wy (R™) = W (R™) fiir 1 < p < oo (Ubung).

(v). Fiir Q" allgemein gilt: W (Q2) n C*(Q2) dicht in W;"(Q) fiir 1 < p < co. Beweis lduft unter
LW = H“ schwierig, hier nicht.
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Dirichlet-Problem und Poisson-Problem fiir den
Laplace-Operator

e Klassisches Dirichlet-Problem: Q ¢ R" offen, beschrinkt, g € C(99Q). Finde u € C(Q), u
harmonisch auf Q, u|gg = g. So allgemein nicht 16sbar.

e Hier Abschwichung fiir Hilbertraum-Behandlung;:

(i). u harmonisch abgeschwiicht zu u € L, (€2), Au =0 im Distributionssinn, d.h.
Ve CF () : fu~Aap=0

(Wir werden aber zeigen, dass dann u harmonisch ist.)

(ii). Annahme der Randwerte: Verstirkung der Voraussetzungen. g stetig fortsetzbar auf Q,
also g € C(§2), mit:
CE@3¢n [ Apg

stetig bzgl. |- |2,1-Norm (x). Als Annahme der Randwerte findet man u — g € Ws ((£2),
d.h. v und g nehmen gleiche Randwerte an, aber nur im schwachen Sinne.

e Dirichlet-Problem (DP): Sei 2 ¢ R™ offen, beschrinkt, g € Ll () mit (). Gesucht u €
L},.(€) mit Au =0 im Distributionssinn und u - g € W3 ((€2).

Bemerkungen:
(i). Fir (*) sind hinreichend:
(1) geW5(Q2), denn [ Apg=- [ Vp-Vg und

UW-VQ‘= Zfajw'ajg
J

é(ZII(’WI%) -(Zlajglg) <fel21- gl
J

<2 195¢l2- 195912
J

J

Ist u Losung des Dirichlet-Problems, so folgt u € W3 ().

(2) Age L*(Q2), denn:
f Ap-g= f@-Ag
(il). (%) = Aug e (CZ(Q), [ - [2,1)"
5.1 Satz (Existenz und Eindeutigkeit)

Fiir alle g € L{. (Q) mit (*) besitzt (DP) eine eindeutig bestimmte Losung.
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5.2 Lemma

Seien g € L, (Q2) mit (x), v € W3 o(). Dann gilt: u = g+ v 16st (DP) < [ Ve-Vv = [ Ap-g fiir

loc

alle p € CZ ().

Beweis:
wa-u:fA<p~g+fA<p-v
:[Ago-g—ngwVU
fir alle ¢ e CF (). Also Au =0 < rechte Seite = 0. O

5.3 Satz (Poincaré-Ungleichung)

Sei 2 ¢ R" offen und beschréinkt. Dann gibt es fiir alle f € Wy () ein C' > 0 mit

[1r@Pde<c [ Y10 do
Q Qo
Durch .
n 3
|ﬂ0:(2”@f@)
j=1
ist eine Norm || - || auf WQ’O(Q) erklért, die dquivalent zu | - ||2,1 ist.

Bemerkung: Auf W3 () ist |- o keine Norm, da 1o = 0 wére.
Beweis: e Esgibt a<bmit Q¢ {z e R";a <z <b}. Sei ¢ e CF(Q) € CF(R™). Fiir = €  folgt:

x1 2
(@) =lo(@) = p(a,za.. ) =| [ Orip(€as )

Sl‘l—a/ |81§0(£7$27...,.’L‘n)|2d£
——Ja

<b-a
b
<O-0)- [1op(6aa o aa) g

Daher
[l @-a2- [ gl de=0-a2 ol ()

Die Abbildungen W3 () f = f e L?(Q), W3 () 5 f = 01 f € L*(Q) sind stetig und Cg ()
dicht in Wy (92), daher gilt (+) auch fiir f e W3 o(€2).

o Fiir feW; () folgt:

IA1G < 17150 = 103 + 1£15
<((b-a)*+1)- | f]5

d.h. die Normen sind dquivalent.

Bemerkung;:
(i). Fiir Poincaré-Ungleichung hinreichend: 2 beschriinkt in einer Richtung.

Beweis: (von Satz 5.1)
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o Auf W5 ((€2) benutze Skalarprodukt

(f9)o:= [ vIVg

dieses erzeugt | - [o. Sei
n:C5(Q) = K,n(p) = fAso-g

n ist stetig bzgl. der W.)-Norm und besitzt eine eindeutige stetige lineare Fortsetzung auf
W3 () (Folgerung 4.2, Funktionalanalysis I). Nach Darstellungssatz von Riesz-Fréchet: Es
gibt v e W3 () (eindeutig) mit

n(p) = (el)o  peWy(2)2CF(Q)
Nach Lemma 5.2: u = g + v 16st das Dirichlet-Problem.

e Eindeutigkeit: Eindeutigkeit in Riesz-Fréchet.

5.4 Satz (Weyl'sches Lemma)

Sei 2 ¢ R™ offen, u € L{. () mit Au =0 im Distributionssinn. Dann besitzt u einen harmonischen
Reprisentanten.

5.5 Lemma

Sei 2 ¢ R™ offen, u € L] (), (ux)ren eine Folge harmonischer Funktionen auf Q, ug - u (k — oo)
in L () (dh. fiir alle K ¢ Q kompakt gilt
[ @) - u@)ldz >0 (k> 0)

Dann gibt es @ € C*°(Q), @ harmonisch, ux — @ kompakt (k - o0), u =@ fast {iberall.

Beweis: Sei K ¢ Q kompakt. Es gibt r > 0, sodass K, := K + B[0,r] ¢ Q. Fiir z € K folgt:

T [ () — ) dy

)~y

fuj () - up, ()] 22

1

e wy,

Somit

1

e wy,

) -l dy

luj = g oo, 5 <

Huj_“k“Ll(KT)

-0 (Jik—o0)

wegen uy, — u in L (). Daher gibt es @ € C(Q), sodass us, - @ kompakt (k — o). Nach Folgerung

loc
2.8: @ harmonisch, @ € C* (). Auch: uy - @ in L{, .. Daher @ = u fast iiberall. O

Beweis: (von Satz 5.4)

e Sei zg € Q,7 > 0 mit Blxo,2r] ¢ Q und B := B(xg,r). Geniigt zu zeigen: u|p besitzt einen
harmonischen Représentanten (siehe auch Ubung 5).
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o Seii(x) = u(x) 1p[g,20(x). Dannist @ e L' (R™). Sei (or)ren €ine 6-Folge in CZ (R™). Dann
ist fiir % < r die Funktion gy * @ harmonisch auf B: Fiir x € B gilt

Ao+ @)(0) = (o) +D)@) = [ Aon@=y)-aly) dy

- [ A= oo -p) uly) dy
——
eCZ ()
Ag:O 0

Aus Lemma 4.1: g5, * @ — @ in LY(R™), op * @|p - | = u|p in L'(B) fiir k - co. Nach
Lemma, 5.5 besitzt v auf B einen harmonischen Reprisentanten.

O

Bemerkung;:

(i). Satz 5.4 stammt von Hermann Weyl, 1940. Sogar: Ist u eine Distribution auf Q, Au = 0, dann
wird u von einer harmonischen Funktion erzeugt.

(Beweis mit ,,Faltung®: Fiir f e L'(R"):

(ox# (@) = [ on@=)- F(w)dy = us (o)
daher wuy := u(or(z —-)). Benutze Stetigkeitseigenschaft von wu.)

Poisson-Problem, klassisch: Gegeben 2 ¢ R™ offen, beschriinkt, f : Q — R. Finde u auf Q mit
Au:f’ u|39:0.

5.6 Satz

Sei ©2 € R™ offen und beschréinkt, f € L?(£2), dann gibt es ein eindeutig bestimmtes u € W3 (),
sodass Awu = f (im Distributionssinn).

Beweis: e Bemerke: Wenn v € W} (Q2), dann
VoeCF () : fQ Ap(z)-v(x)de = - [ Vo(x) - vo(z)dx
Daher ist Vu = f dquivalent zu
[ @) 1@y da=- [ vp(a)- Vo) da *)
Ziel: u so zu finden, dass letzte Gleichung gilt.
e Benutze auf W3 () das Skalarprodukt

(f9)or= [ vIVg
siehe Beweis von 5.1, Poincaré-Ungleichung. Sei
0 Who(@) > Kon(e) = - [ o) f(2)da
Dann 7 linear und stetig, also n € Wy 4(Q)’. (Dazu:

(@ <[ fl2-lelz <1 fl2- el

und |- |2,1 dquivalent zur 0-Norm.) Nach Darstellungssatz von Riesz-Fréchet gibt es eindeutig
we Wy o(€) mit

2,1

Vo e W3o(®) n(e) = (¢lado = [ V- vu

Somit u Losung.
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rrracy HER!

e Eindeutigkeit: (+) fiir alle ¢ € C& (), damit auch fiir alle ¢ € W3 ,(Q) = C& () . Dann
mit Eindeutigkeit im Satz von Riesz-Fréchet.

Bemerkungen:

(i). Kombination von Satz 5.1 und Satz 5.6: Losung des Poisson-Problems fiir Dirichlet-Randdaten

#0.
(ii). Fir ¢ e CF (R™) ist u:= ¢ + L Losung des Poisson-Problems Au = ¢.

Zum Randverhalten von W; ;-Funktionen fiir Q = {x € R™;x,, > 0}: Fiir s > 0 sei
Ts* OE'O(Q) - OCOZ'O(Rn_l)7<p e (p(-,s)

5.7 Satz

Seil<p<oo. Fiir s>0ist 75 |- |p,1— |- [p-stetig und hat daher eine eindeutige stetige Fortsetzung
7ot Wy o(€2) » LP(R" ). Es gilt |7, < 7 mit 11;+ % = 1. (Fiir p > 1 folgt |75 — 0 fiir s - 0.) Fiir
p=1gilt 7, f -0 fiir s > 0 in L' (R"™") fiir alle f e W, ,(Q).

Beweis: Sei s >0, p € OF(Q). Fiir # e R" 1
n@)=le@9)l = | [ 100
Hoger g ( fo 0o (s )P dt);
Damit
@)= [ ool di
st /R fo 1On(#, )P dt di

p P
<si-[Onplp < sl

IA

Noch zu zeigen: Letzte Behauptung bei p = 1. Gezeigt ist ||7,] < 1. Fiir ¢ € CZ(Q) gilt 75(¢) - 0
(s = 0). Genauer: 759 = 0 fiir s hinreichend klein, da ¢ kompakten Tréiger in  besitzt. Daher
7of =0 (s > 0) fiir alle f € W/ () nach Proposition 7.3, Funktionalanalysis 1. O

Nachtrag zu §3 siehe Bemerkungen nach Satz 3.2
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Die Fourier-Transformation

e Funktionen in diesem Kapitel immer C-wertig.

e Fourier-Transformation:

: n nY. f(€) = L L3
FL (B > O, (€)= FIQ) = v [, f@) e
Es gilt f e Cp(R™),
111
Ffleo < =3
IFflle € 15

(Stetigkeit von f: dominierte Konvergenz) f heift Fourier-Transformierte von f.
6.1 Satz
Sei k e N.
(i). Sei f e LY(R™) mit [z ~ |2|*- f(z)] € L'(R™). Dann f € C*(R™),
Vlal < k: 97 Ff = Pz o (<12)* - f(x))
Kurz: 9°f = (Ziz)° f.

(ii). Fiir f e WF(R™) gilt
Via| <k: F(Of) =[€~ (16" - Ff(&)]
Kurz: 8 = (1€)“ - f.

Beweis: (i). Differentiation unter dem Integral:
g f e f(x) da = /efzm'g(—z:c)o“f(x) dx
wegen
le7 ¢ f@) < |f ()] e ! e (=) - f(a)] < Ja - |f (2)] € L}
(ii). Fir fe CZ(R™):

[ @ @) da= (1) [ (05 ) S (@) da

[ ——
(m2g)eemret

- (D ()" [ f@) e Eda
=0 f©) (¥
Fiir f e W} existiert (fy)rey in C(R™) mit fr — f in WF(R™) (Ubung 5). Damit () auch

fiir f e WF(R™).
O
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6.2 Folgerung (Satz von Riemann-Lebesgue)
Fiir f e L'(R™) gilt f € Co(R™), d.h. f stetig und f(€) — 0 fiir |¢| - co. Kurz: F(L') ¢ Cp.
Beweis: Fiir f e CZ(R"), o e N gilt:

9 =€ (16)™ f(O)]
o

ist beschriinkt. Daher f € Co(R™), somit F(CZ (R™)) € Co(R™). Auch C(R™) dicht in L*(R™).

Damit: )
F(es")ea® -co

da F stetig. O

Beispiel:

(i). Behauptung:

(oa(5) o)

Es geniigt n = 1 zu behandeln (Satz von Fubini). Sei f(z) := exp (—@) Dann:

6.1(¢

G f(m) fz)- e da
e [ @) et
6.1(i1) - (1€) f(g) = —ff(g)

also gilt f({) =c- exp( @) Aus

f(0)=1-fexp(—|z|)-e°dz=1

2w 2
V2r
folgt c=1.
6.3 Lemma

Seien f,g e L'(R™). Dann:
@ [f-9=/F3
(ii). Fiir 7 € R™ gilt )
Pz e f(x))(€) = f(§-n)
(iii). Fiir a >0 gilt
Flomr(2))©-afa0)

Beweis:  (i). Es gilt:

[ w-owan™ [ ( oy 1@ away

b @t ), ff(af)f T g(y) dy dx

- [ 1@)-g(@) do
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—1 X ’L’I’]'JE. T r = 1 .
'[6 €.e f(z)d (277)%
=f(€-n)

aE [ e ) de

(ii).

(2;)2'~/~eﬂlf'f?(i) dm,ﬁ;“n'(2;)z e sy

=a"- f(a-€)

6.4 Satz (Fourier-Inversionssatz)

Sei f e L'(R") und es gelte f € L'(R™). Dann gilt

1

f(ff):W

[ F©) e g
fiir x e R™ fast iiberall.

Bemerkung;:

¢

(i). Formel besagt, dass f ,Uberlagerung® von ,,ebenen Wellen® z — e*®€ ist. f ,Fourier-Koeffizienten*
von f. Hauptformel.
|2

Beweis: Sei p(z) := (27)7% -exp (—I%) fir z e R, ¢y == (k™) (k € N). Dann

J i@ ou@de "X [ 1) (& e on€)w) dy

Fem B fee e
6.3(44) f W) - F(& - on(€))(y—x)dy
= (¢ x f)()

Noch zu zeigen: @y, x f — f in L. Dann fertig. Bemerke $(&) = (271)72 -exp (—@), daher

[e@ae=cn ] [ dg=1
j=1
V27

Auch g, 63090 pn . &(k-) (insbesondere ¢y, symmetrisch). Aus dem néchsten Satz folgt dann die
Behauptung. O

6.5 Satz

Seien g € L'(R"), 1 <p< oo, fe LP(R™).

(i). Dann ist
(exN@)= [ ola=y)-F(y)dy

fast iiberall definiert, d.h. [y = o(z —y) - f(y)] € L*(R™) fiir x € R™ fast iiberall. g * f €
LP(R™), lo* flp < [ flp- el
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(ii). Es gelte zusitzlich p < oo, [0 =1 und g := k™ - (k). Dann gilt g * f - f (k > o0) in
LP(R™).

6.6 Lemma

Seien 1 <p < oo, f e LP(R"). Fiir y e R" sei f,(x) := f(z —y). Dann ist y —» f, € LP(R") stetig.

Beweis: e Klar, falls f e Co(R"): f gleichmiBig stetig, fir y € B(0, R) ist spt f, € B(0, R+ R’).
e Es gibt (f*)gen in Co(R™) mit f - f in LP(R™). Dann gilt

1f5 = Follo = 1fi = £l
= [y~ fyf] e [y~ fy] glm aufR"

— —
stetig stetig
O
Beweis: (von Satz 6.5 fiir p=1)
(i). Satz von Tonelli:
L flet=v)-s@)dydz= [ [ lot=v)ldr|f@w)ldy
= el - fylf(y)ldy =l [ fli < oo
daher
_ . 1 n
v [ lo(e =) f)ldy < L'(R")
= f lo(z—y)- f(y)|dy < oo fast iiberall
Yy
damit g * f definiert fast tiberall und Ungleichung klar.
(ii). Fubini/Tonelli:
low £ = fli= [ low+ f(2) - f(@)|da

- [ [ e =)= 1@ ay| o

< [( L1 -r@lde) oty

= [ K" loCk- )l 1fy = flady

= [le)I- |13 - £, d=

N———
<2 fl

Wo (k- o)

da | fz - f[, = 0 (k > c0) nach Lemma 6.6.
O

Bemerkungen:
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(i). Zur Ungleichung |0k * f = f[1 < [ le ()| | £, = f]1 dy:

Qk*f:f ou(y) - fy()  dy
R7 3y 0, (y)-fye L (R™)
Qk*f‘f:f:gk(y)'(fy_f)dy
= lowsf=fli< [l 1fy - flady

Funktioniert auch fiir L?(R™). (Integration im Banachraum)

(ii). F(L') ¢ L'; trotzdem zeigt Satz 6.4 die Injektivitit der Fourier-Transformation F: Wenn
feLY(R"), f=0,dann f=F"1(0)=0.

Sei M := {f e L'Y(R™); f € L'(R™)}. M ist ein linearer Teilraum von L*(R™).

6.7 Lemma (i). Es gilt CZ(R") c W (R?) ¢ M
(ii). F: M — M ist bijektiv.
(iii). M < LY(R™) n Co(R™) € L?(R")

(iv). M ist dicht in L' n Co(R™) (Norm: | f| := |f]1 + | flee) und in L(R™) n L2(R™) (Norm:
[£1 =11+ 17 12)

Beweis: (i). Fiir f e WH(R"), |a] <n+1:

(€ (:6)°]f =% F(°f)

beschrinkt, damit R
[Em 1+]g™]f
beschrankt. Daher

——
beschrankt

r 1 n+lyf n
f:[gHMW][éHl+|§| f e LY (R™)
—————
eL1(R™)

(ii). Fiir f e M gilt
Ff(z) % F f(-2) =% f(-2)

also Ff € LY(R™), d.h. f e M. Aus F~' f = F f(—) folgt, dass F~': M — M, somit F': M — M
surjektiv. (Injektiv nach obiger Bemerkung)

(iii). Fiir f € M ist f = F7'f € Co(R™) nach 6.2. Fiir f € L' n Co(R™) ¢ L*(R"): Fiir f €

LY(R™) n Cy(R™) gilt
1B <1l [ 17118l 1£1
<SSR+ 1512)

(Allgemeiner: pg < p<py = LPOn LPr C LP)

(iv). Sei f € LY(R™)nCy(R™). Approximation durch Abschneiden (1 € Cc(R™), n(x) = 1 fiir 2] < 1,
U(E)f - fin L' n Co(R™)). Damit Cc(R™) dicht in L*(R™) n Co(R™). Dann ,,Glitten*.
Gleiche Prozedur fiir f € L*(R™) n L?(R™).

O
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6.8 Satz

Die bijektive Abbildung F|y; : M — M lisst das L2-Skalarprodukt invariant und ist daher isome-
trisch bzgl. der L2-Norm. Somit besitzt F|y; eine eindeutige unitéire Fortsetzung Fy : L*(R™) —
L*(R™). Fiir fe L' nL2(R") gilt Fuf = Ff.

Beweis: e Seien f,ge M. Dann

wegen

9 = g [ @ a@) e = P @)()

@m)?

e Damit alles klar (Funktionalanalysis!) auBer der letzten Gleichung. Sei f € L' n L?(R™), dann
gibt es (fx)gey in M mit fp — f in L* und L?. Damit

Ff,—Ff inCy Ff,— Fyf inL?

also F'f = Fyf.

Bemerkung;:

(i). Fiir f e L?(R™) gilt

Ff(¢) =17 - lim ((2;)3 : f e " 1p10.m) 'f(ilf)dfﬁ)

[}

mit Fof = L? = lim,, e F(1p(0,m) - f). Ob punktweise Konvergenz ist ungeklért.

38

“Partielle Differentialgleichungen” von Jiirgen Voigt, Technische Universitdt Dresden, Sommersemester 2011

Vorlesung:



Klassische Losung der Warmeleitungsgleichung

o Ziel: Lose
Ou=c-Azu u(0,-) = ug (WLG)

mit ¢ > 0, u = u(t,z), fiir Anfangswerte ug : R" - R stetig und beschrinkt. Gesucht wu :
[0,00) x R™ - R stetig, zweimal stetig differenzierbar auf (0, c0) x R”™ mit dyu = ¢- Au.

e Herleitung der Losungsformel (mit Fourier-Transformation): Annahme u 16st die Warme-
leitungsgleichung (WLG). Fourier-Transformation bzgl. z-Variablen (falls alles erlaubt ist)
ergibt

Ot =—c- ¢ a(0,-) = g
Losung (gewohnliche Differentialgleichung):
(t,€) = ftg () - e~
Weitere Behandlung mittels Lemma 7.1

7.1 Lemma

Seien f,g e L'(R™). Dann
Frg=(@m)% fg
Beweis: Ubung O
e Idee: Finde g mit
U+ g ="1p- et T g g-(2m)7%
Dann

u(t,€) = (uo * 9)(¢,€) - (2m) "%

P (exp (=31 7)) ©) = exn (- 51¢P)
Fr(2))©@=am Frao

=g

= F(g(a)(@) =™ (Fg) (%)

e Erinnerung:

Anwendung auf Obiges:

P (et ) (o) - F(p ( | v P ;))m
2l

R 1
T @)z P
= (2ct)"% -eXp( )( ket(x)) (7.1)

J2*
det
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Definition:
(i). Die Funktion
2
(0.00) % B" 5 (1,2) o> k(1,2 = k() 1= (41)F -cxp ('j't)
heifit Wirmeleitungskern.

Zusammenfassung:

(2m)F - Fer(§) = e tlel
Damit

n

a(t,€) = ag(€) - = (2m)F - d(€) - Fer (€)
= ke * U (€)
= u(t,x) = ke * uo(t, )

Ziel: Obiges ist okay fiir ug € Cy(R™). Nur ¢ = 1 wird hier behandelt. (Stochastik: ¢ = 1).

Eigenschaften von k;:

(i). Es gilt:

n z|? 1 212
Hktul:(m)-f-fe-%dm:W.fe-%dle
T)2

(ki sind Gauf’sche Wahrscheinlichkeitsdichten.)

(ii). ke=t"% -k (ﬁ)’ also ist (kt)ss0 eine Art ,,0-Folge®.

(iii). Aus (7.2) folgt:

F (k) = 5 F0)©

(Differentiation unter dem Integral) und

(7:2)

d , ~
SE()E©) = -leP - Fi(©)

Somit %kt(a:) = Ak;(z), da Fourier-Transformation injektiv. D.h. (¢,2) = ki(x) ist Losung

der Warmeleitungsgleichung mit ¢ = 1.

(iv). Fiir s,t > 0 gilt:

Fky * ke)(€) = (2m) - (ko ki) (€) = (2m) 78 - exp (#0170
= F(ks+t)(6)

7.2 Satz (Existenz und stetige Abhangigkeit)

Sei ug € Cp(R™). Sei u: [0, 00) x R™ - K definiert durch

u(t,z) = uo(x) t=0,z€R"
’ ke xug(x) t>0,zeR"

Dann ist u|(,c0)xrn € C°, Oyu = Au auf (0,00) x R", u stetig (insbesondere wird Anfangswert
up stetig angenommen), u beschrinkt, |ule < |tugleo- Ist up gleichmifig stetig, dann u(t,-) - wug

(t = 0) gleichmé&Big auf R™.

Bemerkungen:
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(i). Fir ¢ >0 ist

u(t,2) = [ uwo(y) k(- y) dy (73)

d.h. u ist eine Superposition der Losung (t,x) = ki(z - y) (mit Gewicht uo(y)) fiir y € R™.
k(t,z) heifit (und ist (distributionelle), sieche Ubung) Fundamentallésung von 9; — A.

(ii). Fiir Eindeutigkeit von beschrinkten Lsungen siehe §8.

(iii). Stetige Abhingigkeit von Anfangswerten: Sind ug, vy € Cp(R™), u, v zugehorige Losungen aus
7.2, dann u — v Losung zum Anfangswert ug — vp, also |u — v]|e < ||t — V0| so-

(iv). Statt Beschriinktheit von ug geniigt es eine Abschiitzung der Form
lug(z)| < M - eAlel’ (zeR™)
anzunehmen. Dann Losung auf [O, ﬁ] x R (Ubung).
7.3 Lemma

Sei o € L'(R™), [0 =1 und fiir s > 0 sei o5 := & - 0(%), z e R™. Sei f € C,(R™). Dann gilt: Ist
AcR", f gleichméBig stetig in A, d.h.

Ve>030>0Vo e A,ye B(z,8):|f(x) - f(y)|<e

dann gs x f —> f (s > 0) gleichmé#Big auf A. Insbesondere: g5 * f — f gleichmiflig auf kompakten
Mengen. Ist f gleichméfig stetig, dann g4 * f — f gleichméfig auf R™.

Beweis: Sei € >0. Fiir s >0,z ¢ A gilt
(e s @) = [ 57 oY) £a-pdy "> [ o) a5 2)dz
= oo f@) = f@)< [ o) |f@=s-2) - f(@)]d
([ ple@dz) sl =s-2) s

([ pleez) 2151

()

Wihle R > 0 so, dass (*) < § (dominierte Konvergenz). Sei 6 > 0 wie in gleichméBiger Stetigkeit
von f in A. Fiir s < % folgt

Vze B(O,R):|f(z—s-2)- f(x)|<e

Daher .
lo* f(x) - f(z)[<e- ol + 3

Beweis: (von Satz 7.2)

(i). Differenzierbarkeit, Wirmeleitungsgleichung;:

Es geniigt zu zeigen, dass unter dem Integral differenziert werden darf. Dazu geniigt: Fiir
0<tg<ty, R>0, keNg,aeNy gibt es h e L'(R™) mit

Vte [thtl]vx € B[O7R:|7y eR": |afa§k'(t,.'1}—y)| < h(y)

Denn Behauptung mit Induktion, Differenzierbarkeitslemma.
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(ii).

=2
Nun: 9F0%k(t,z) ist (Polynom in e . Somit gibt es m € Ny, C' > 0 mit

L)

_lz—yl?

O osk(t -y <C-(1427) " (e o g™ e

lz—y|?

CC-(L+ty®)" - (L+ Rfy)™ e (%)

Wegen
V|z| < R: |z —y|* = |2 + 2(aly) - [y* < 2Rly| - [y

folgt in (*):

2Rly|-|y|?

|8§8§k(t,x—y)| <C-(1 +ta%)m (1+R+y)™ e ™ =h(y)e Ll(R")

. Beschranktheit:

Fir ¢t >0, z e R” gilt

utt, o)l < [ Wt )] oo = )l dy < Juo o - (2. )

———
1

= [uolle

Stetigkeitseigenschaften mit Lemma 7.3:
Mit o:= k(1,-) =k gilt:

kt:t_g'kl(ﬁ):lgﬂ

Aus Lemma 7.3 folgt somit: Ist ug gleichmiflig stetig, dann u(¢,-) - ug gleichmifig in R™.
Ist ug € Cp(R™), dann u(t,-) = o 5 * uo — uo kompakt (¢ - 0). Damit u stetig:

u(t, ) = uo(wo)| < [u(t, ) = uo ()| +|uo(x) - uo(zo)]

<e (1) <e (2)

(2): fiir |x — xo| < 0, da ug stetig. (1): fiir ¢ < 6; wegen kompakter Konvergenz auf B[xzg,d].

O
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Maximumprinzip und Eindeutigkeit

8.1 Satz (Maximumprinzip)

Sei Q ¢ R x R™ offen und beschréinkt, 7' € R- Sei u € C(Q) n C?*(2) mit d;u = Au. Dann nimmt
u|pr, mit My = Qn (—o00,T] x R™ ihr Maximum auf

{(t,x) e 0Nt <T}
an.
Beweis: e Ohne Einschriinkung Q ¢ (0, 00) x R™. Sei € >0, u.(t,z) := u(t,z) —€-t.

o Zeige, dass uc|pr, ihr Maximum auf {(¢,z) € 9Q;¢ < T'} annimmt. Annahme nicht. Dann gibt
es (to,zo) € Q, to < T, wo ug|pr, ihr Maximum annimmt. Daraus folgt, dass Hess,, (uc (o, ))(zo)

negativ semidefinit ist, insbesondere 8?u5(t0,x0) <0 fir j=1,...,n, damit Auc(tg,zo) < 0.
Somit
Opuc(to, zg) = Oyu(to,xo) —e<-e<0
| —

Au(to,zo)=Auc(to,x0)
Daher gibt es t <ty sodass (t,20) € Q, uc(t,x0) > ue(to, o). Widerspruch!
e Damit:
max te|pr < max{uc(t,z); (t,2) € 00,t < T}
Ue <

<" max{u(t,z); (t,z) € 0t < T}

Fiir € - 0 folgt die Behauptung.

8.2 Folgerung (Eindeutigkeit)

Sei T'> 0, u:[0,T) x R" - R stetig und beschrénkt, u(0,-) = 0, u|,7)xr~ erfiille die Warmelei-
tungsgleichung. Dann gilt u = 0.

Beweis: Die Funktion v(t,z) = 2nt + |z|* erfiillt die Wirmeleitungsgleichung. Fiir £ > 0 betrachte
ue(t,x) :=u(t,x) —e-v(t, )
Sei R >0 so, dass - R% > |[u] 0. Dann ist

t=0,zeR"

t <0 fi
ue(t, @) <0 ur{|x|:R,OStST

Aus Satz 8.1 folgt, dass uc(t,z) < 0 fiir alle x € R",0 < ¢t < T. Fiir ¢ » 0 folgt v < 0. Analog:
-u <0. O

Bemerkungen:
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. Eindeutigkeit gilt auch, falls |u(t, z)| < M-eAeP mig M, A geeignet. Statt v wie oben benétigt

man dann eine stérker wachsende Losung der Warmeleitungsgleichung;:

2
=]

o(t,x) =t e 3%

ist Losung auf (R\{0}) x R™ (Ubung). Fiir to > 0 ist v(t - to,z) eine Losung der Wirmelei-
tungsgleichung auf [0,p) x R™ mit

_n =P
U(t—t0,$)2t02 e o

2
=]

(Lésung zum Anfangswert tag e o),

. Aus dem bisher Bewiesenen folgt, dass fiir ¢ < 0 im Allgemeinen keine beschrinkte Losung

existiert. Ist ug € Cp(R™), u fiir ein € > 0 eine beschriankte Losung auf (-e,e) x R™ mit
u(0,-) = ug, dann v Lésung auf [—%,5) x R™ zum Anfangswert u (—%,-). Damit u auf [—%,5)
eindeutig nach Folgerung 8.2, damit wie in §7. Somit ug = u(0,-) € C*(R").

Damit: Falls u € Cp(R™)\C*(R"™) gibt es keine beschrinkte Losung der Warmeleitungsglei-
chung auf (—¢,¢) x R™.

Es gibt Losungen der Wirmeleitungsgleichung auf (0,00) x R™ mit u(0,-) = 0, u # 0 (vgl.
Hellwig).

. Wiarmeleitungsgleichung bei ,,Zeitumkehr*: dyu = —Au
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Die n-dimensionale Wellengleichung

u:RxR" > K, (¢t,2) » u(t,z) mituy = Au
9.1 Satz (Energieungleichung und Eindeutigkeit)

Sei zg € R™, to > 0, Q= {(t,z) e RxR™;t € (0,t0), |z — x| < to — t}. Sei u € C*(Q) (u € C*(Q),
Ableitungen stetig fortsetzbar auf ) mit uy = Agu. Fiir 0 < ¢ < tg sei

E(t) = L—xo\gto—t (ut(t,m i u(t, ) )

(,Energie®). Dann ist £ : [0,tp) — [0, c0) monoton fallend, insbesondere E(¢) < E(0) (0 < ¢ < tg),
,Energieungleichung®. Ist «(0,2) = 0,u;(0,z) = 0 fiir alle z € B(xq,t(), dann u = 0. (Entsprechend
fiir to < 0)
Beweis: o Fiir 0 <ty <tgsei Q :={(t,x) e Q;0<t<t;} (Kegelstumpf).
e Vorbereitung des Gauflschen Integralsatzes: In Q gilt
0= 2Ut . (utt - Au)

- (W2)i -2 0wy - Dyu) + ilat(aju)2

j=1
ui + ¥ (95u)?
= diV(tﬁw) _2Ut.. Oru
—2ut.~ Ontt

e Gauflscher Integralsatz (in der Form aus Analysis 3, J. Voigt, eigentlich nicht anwendbar):
O:f up + Y (95u) |ve -2 > up - Oyu- vy | dS *)
a0ty i i

Auf dem Mantel gilt v? = Yiav J % daher Integrand in (*):

(uf + Z(aju)Q) v =2y u - dju-v;
j=1

J=1

= 1~((uf+ Z(aju)z)l/f—2Zut-8ju-1/j~ut)
Vg j=1

J=1

(i(ut v; 2+ (05u)?- Vt) 2Zut Oju-vj- z/t)

j=1

i( Oju- vy +uy - l/j)QZO
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Daher in (*) mit Sy, = {(t,z) e Dt =t1}:
02[ u?+2(8ju)2 v =2y u-O5u-v; | dS
Sty j=1 j=1
+f up + Y (0ju)® | -2 Y up-Oju-vj | dS
So j=1 j=1
-/ ur(t,2)? + Y (Ojulty,x))? | du
|z—zo|<to—t1 j=1

- A e (ut(o,ﬂ;)2 ¥ é(aju(o,x))z) dx
= E(t1) - E(0)
(Fiir Sy, :v = (1,0,...,0)7, fiir Sp: v = (-1,0,...,0))
e Monoton fallend: 0 < ¢ < tg < tg, zu zeigen E(t3) < E(t1). Betrachte u(- + t1,-).

¢ Eindeutigkeit: Es folgt us = 0,0;u = 0 auf Q. Aus u(0,-) =0 und u; = 0 folgt dann auch u = 0.
[

Bemerkung;:
(i). Beobachtungen zu Abhingigkeitsgebiet, Bestimmtheitsgebiet, Einflussgebiet wie fiir n = 1.
Jetzt zur Existenz einer Losung u € C%(R x R™) des Anfangswertproblems
OPu=Au u(0,:) = f Ou(0,-) =g

fiir f, g geeignet. Methode: Fourier-Transformation.
Annahme u € C?(R x R") ist Losung mit f,g € C4(R™). Dann u(t,-) € C&4(R™) ¢ L' (R") fiir alle
t € R. Fourier-Transformierte von u bzgl. Raumvariable x:

a(t,€) = u(t,) ()

Dann
Ru(t,€) = 3. 0u(t,€) = 3 (165) - a(t,€) = e - a(t, )
j=1 j=1
02a(t,€) = B2u(t, &)
Somit

dfi(t,€) = Bfu(t, §) = Bu(t.€) = ~|¢* - a(1,€)
Fiir £ € R™: gewdhnliche Differentialgleichung fiir a(-,¢), Anfangswerte @(0,¢) = f(€), 9,a(0,&) =
§(€). Es folgt
9(8)

a(1.) = f(8) -eos(ig]-1) + T % -sin(e] 1) = v(.)
Falls v(t,-) € L*(R™) fiir t € R gilt
u(t,@) = @) E - [ o(t€)- e de
... ist Losung, falls unter dem Integral differenziert werden darf. Dafiir muss man f, g einschréanken.
9.2 Satz
Sei ke N mit k> 2L, f e C*2(R"), g e C¥*}(R™). Dann hat das Anfangswertproblem
O*u=Au u(0,:) = f Ou(0,-) =g

genau eine Losung u € C%(R x R™).
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Bemerkungen:

(i).

(ii).

(ii).

Fiir n =1 ist k = 1. Aber Satz auch wahr fiir k£ = 0 (Satz 1.3). Im Allgemeinen ist Satz 9.2
falsch fiir k = 0. Aber: "*1 ist nicht optimal (vielleicht spéter, nichster Paragraph).

Setzt man f e CF*2H(R"), g € CF1*(R™), dann u € C?**(R™). Insbesondere: Falls f,g €
C*(R"™), dann u € C*(R™).

Satz 9.2 geht allgemeiner mit Sobolev-Rdumen.

Beweis: (von Satz 9.2) Eindeutigkeit mit Satz 9.1. Existenz:

(i)-

Annahme: f, g besitzen kompakten Triiger. Dann f,g e L'(R™). Sei

J(&)

v(t,€) = f(€) - cos(t-[¢]) + =5 €l

~sin(t - [¢])
fiir (¢,€) e R xR™. Sei tg > 0. Zeige anschliefiend:

Vjt] < to,€ €R™ < (1+ [ [o(t, )] < (1 +[6)? - 1F©)] + (1 +10))(1 + [¢l) - ]4(©)]
= h(€) ¢ L'(R™)

In

u(t,) = (2m)7 - [ o(t,6) e d
darf dann zweimal unter dem Integral differenziert werden (¢-Differentiation genauer!).
Ofu(t,x) = (2m)E - [ o(t€)- (~IeP) - e dg
-m) e [0t Y g e d
j=1

[ —
Agereé
= Au(t, )
und
u(0,2) = @m) - [ 0(0,6) e de = f(a)
v
i)
oru(0,2) = (2m) 8 - [ §(€) ' dg = g(w)

Abschitzung: Es geniigt zu zeigen:

LR ity < 1+
€
Fiir [¢-[¢]| < 1:
b sl < (1D - < 1ot
Fir |t - [¢]| > 1:

|£||§| Isint- J¢])] < (|£|+1)st0+1

Zu h e LY (R™): Fiir [o] < k+2 ist 9°f € Cy € L2, mit Satz 6.6 folgt L2 5 8% = (1€)®- f. Daher
n+l

(L+[E)=2 - F (Ol > 1€ 1f(©)] e L?

|| <k+2
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damit

(L+[e)?- f(€) = (L+[eN™F - (L+]¢)™F*2 - f(€) e L!
el? el?

nach Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Analog;:

n+l

(L+1e)-a(8) = (L+]e) ™% - (1+[eh) = - g(e) e L'

el? el?
also he L.
Fiir t-Differentiation:
@uu@=%af@ymmvmn+%?~mdrmym

= [0 (t,€)| < (L+]€]) - |F(€)] +19(&)| < h(€) e L*

. Allgemeiner Fall: Konstruiere fiir R > 0 Losung auf

Qp = {(t,2) R x R[] + || < R}

Sei ¢ € CF(R™), ¢ =1 auf B(0,R). Zu Anfangswerten ¢ - f, ¢ - g existiert nach (i) eine
Losung u, € C?(RxR™). Nach Satz 9.1: u, auf Qg unabhingig von der Wahl von . Definiere
u(t,x) = uy(t,x) fur (t,z) € Qr. (Fiir R hinreichend grof: u iiberall definiert.)

O
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Wellengleichung im sphérischen Mittel

Fiir ¢ € C(R™) sei

Mo(tr)=—— [ plart-8)as(©)

n-1

fiir (¢,2) e RxR™. Dann My € C(R x R"™),

M(,D(—t,~) = M@(t") M<p(0) =
und {¢ € C* = My e C*(R x R™)}. Falls ¢ harmonisch, dann M = ¢.

10.1 Satz (Wellengleichung in ungerader Raumdimension)

n+3

Seien n = 2k +1 mit k > 1, f e C"%° (R") = CK*2(R"), g € C"5 (R™) = C¥*1(R™). Dann hat das
Anfangswertproblem

Otu=Au  uw(0,)=f  Owu(0,)=g (WLGQ)
die Losung
(t,2) ! d (1 d)n_32t"‘2Mf(t )+(1 d)n;t"-QM (t.7)
u(t,x)= ——— | = | -— x -— ,T
T3 -2 \at\tat ’ t dt g
Bemerkungen:
(i). k= "T_l, M f-Term:
1d m _ m—2 m—1 d
tdt(t p)=m-t p+t prid
n-3
d.h. (%%) > (t"2M f) ist Summe von Termen, niedrigste t-Potenz (n—2)-2-23 = 1, héchste

Ableitung von M f ist ”T’g = k—1. M f-Term nochmal abgeleitet, dann hochste Ableitung
21 = k. Damit Term € C2. Term ohne ¢-Potenz (alle Ableitungen auf t):

(n-2)-(n-4)-1-Mf
und M g-Term ist ungerade in ¢ (s. (iii)), daher u(0,2z) = M f(0,z) = f(x).

(ii). Mg-Term: Analog wie in (i) folgt: Hochste Ableitungsordnung ist "T_?’ = k-1, somit Term in
C2.
Ou(0,x) =0+ Mg(0,z) = g(x)
(M f-Term ist gerade in ¢, s. (iii)). Damit: u € C? und Anfangswerte werden angenommen.

(iii). Mg-Term ist ungerade in ¢: Mg ist gerade (siche oben), nach Multiplikation mit "2 unge-

rade, bleibt bei Anwendung von %% ungerade. M f-Term ist % (ungerade), also gerade.
10.2 Lemma
Sei h e C?(R™). Dann
(;—:2 + nT_ldir) Mh(r,x) = Az Mh(r,z)

49



Beweis:

dirMh(r’ x) = .~

Qls T

ﬁl Za h(z+1-€)-€dS(€)

f Agh(z +7-€)de
On-1 [€l<1
r
= A, / h(y) dy
Op-1-T ly—z|<r

,r,l—n r

L [ hm)as()de
On-1 9 0 Jly-z|=¢

=r'""A, [ Mh(o,x)- 0" " do

0=0

di( j Mh(r, :r)) = A (Mh(r,z) - ")

Bemerkung;:
(i). Satz 10.1 fiir n = 3: f € C3(R?),g € C?(R?),
u(t, ) = 5 (4 M (1)) + £ Mo(t,2)

(Kirchhoft’sche Formel) Beweis fiir diesen Fall: Erfiillung der Anfangswerte siehe oben. Zwei-
ter Term erfiillt Wellengleichung:

3 My(t,)) = 5 (Mo(t,2) - 5 Mo(t,2))

d d?
= Qd—Mg(t,w) +t- d—Mg(t,x)

d 2d 10.2
(dtQMg(t )+ fd—Mg(t x)) =Tt Ay Mg(t, )

Erster Term: Wie zweiter Term, nach ¢ differenziert.
10.3 Lemma

Sei k €N, ¢ e CF*1(R). Dann

YT oy = () )

rdr

Beweis: per Induktion
(i). k=1:

&) =20 () (1)
(35) 0 ) = 1@ )+ 0)
(). k- k+1:
L8 (2o

rdr rdr

(2k+1)-r2k-1.o(r)+r2k-1.r' (1)

(1 d) ( 2k_<p'(r).(2k:+1)+T2k'i(7”'80,(7“)))

rd
() G o) () o
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Beweis: (von Satz 10.1)

e Annahme der Anfangswerte: Sieche Bemerkungen nach Satz 10.1

e Wellengleichung fiir (1 i)k_l (t* 1 Mg(t,x)):

tdt
1d\"7 . 1d\"'(1 ,_
a(3a) @ maean)-(34) (5o aaas)
k-1
() Gal gusen))

(i) (o)

0.3 d> (1d\"? _
= ﬁ(;@) (" Mg(t,z))

Der erste Term ist t-Ableitung des entsprechenden Terms mit f statt g. Gleichheit oben gilt
auf (R\{0}) x R™. Stetigkeit der Ableitung gibt Gleichheit auf R x R”".

O
Bemerkung;:

(i). Fir n gerade: ,,Absteigemethode von Hadamard“
Seien f, g : R™ — K mit n gerade. Definiere f(xl, cey @) = f(®1, e x0), G(X1, e T ) =
g(x1,...,x,). Die mit Satz 10.1 gewonnene Losung @ des Anfangswertproblems héngt nicht
von 41 ab. Mit w(t, 1,...,2,) = 4(t,z1,...,2,,0) ist daher Losung des Anfangswertpro-
blems gegeben. Zur Berechnung der Mittelwerte:

Mf(r,:r,()) = 1 /5-2+...+z flzr+r-&,...,xn+7-&,)dS(E)

2 _
On n+1_1
2 f
On E24..+E2,1=1,6,11>0

1
. +7r- . 7d
on fyeB(OJ)‘f(gC r-y) -y

1"f 1
- - x—z) ——=dz
B(0,]r]) A ) 1 =2

,
7.2
= |r[i" / 2 _senr flz—2)dz
BO,Jr) On /72 - |2]?

Zu (#) - Erinnerung, Analysis 3: Sei ¢ R” offen, ¢ : Q — R stetig differenzierbar, M :=
{(z,p(x));z € Q}. Dann ist M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und fiir h € Co (M) gilt

f(.’I,‘l+7"'§1,...7$n+7"£n)ds(§)

1>
V]

[ m©ds© = [ hw.p(@))VI+Tgrad (@) da
Hier ¢(y) = /1 - |y[?> und daher:

grad p(y) =

oy Y
VT

2
1
:>1+|grad<p(y)|2:1+ ly =

L-ly2 1|yl

v
2-/1-1yP?
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Es gilt:

3 T(3) 1:3-(2k-1)
On Tz h+s (27T)k

10.4 Satz (Wellengleichung in gerader Raumdimension)

n+4 n+2

Sein =2k mit k>1.Sei feC 2 (R"),geC 2

ug = Au u(0,-) = f u:(0,) =g

(R™). Dann hat das Anfangswertproblem

die Lésung
u(t,x) = (2r)7% - i(li) o [ fasty)
+(1i) ’ t”*l./ Mdy
t dt B(0,1) 1-|y]?
fﬁod(ld)m (d) .
a\za) D@7 5)  (kexo)@)
mit t
2m)"% . e x| <|t
k()= |7 i el <
0 || > [¢]
Bemerkungen:

(i). In Satz 10.1 bzw. Satz 10.4 sind f und g einmal weniger stetig differenzierbar vorausgesetzt
als in Satz 9.2.

(ii). Seit#0, z € R". Fiir n =2k +1, k> 1 hingt u(t,z) ab von 0% flyp(s, ) fiir |a|<—:k nd
9°glop(ap fir la] < %52 = k- 1. Bei n = 2k hingt u(t,z) ab von 8% f|p () fiir [of < 5% =k
und 9%g|p (g ) fiir |a| < s 2-k-1.
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Uber lineare Operatoren

e Sei 2 ¢ R™ offen. Definiere Operator H in L*(2) durch Hf := -Af fiir f € D(H) = {f €
WQ{O(Q); Af e L?(Q)}. Ziel dieses §: H ist ein positiver selbstadjungierter Operator.

e Erinnerung: Wie definiert man ,anstéindig”, was eine Abbildung ist? Seien M, N Mengen,
dann ist A : M — N Abbildung <> A c M x N, Vo € M3ly € N : (z,y) € A. D.h. eine
Abbildung ist das, was sonst Graph genannt wird.

e Fiir H wie oben: M = N = L?(Q),
H ={(f,9) € L*(Q) x L*(Q); f € W0(Q),-Af = g}
(H nicht auf ganz L?(£2) definiert!)

Definitionen:

(i). Seien E, F' Vektorrdume. A heiit (linearer) Operator von E nach F, falls A € Ex F' (linearer)
Teilraum und

{(z,11),(z,y2) e A= y1 = yo = Az}(« {(0,y) e A=y =0})
Falls E = F: Operator in F.
(ii). Fir Teilraum A € E x F sei

D(A):={xeFE;yecF:(x,y)c A} Definitionsbereich von A
R(A)={yeF;3zeFE: (x,y) e A} Wertebereich von A
N(A):={z e E;(z,0) e A} Nullraum von A

A heift injektiv <= N(A) = {0}.
Bemerkungen:
(i). D(A),N(A) sind Teilrdume von E, R(A) ist Teilraum von F.
(ii). Ist A ein Operator, dann D(A) - R(A) lineare Abbildung.
Definition:
(i). Sei Ac E x F ein Teilraum. Dann A~ = {(y,2) € F x E; (x,y) € A}.
Bemerkung:

(i). D(A™) = R(A), R(A™') = D(A). A injektiv < {z € E;(z,0) € A} = {0} & A~! Operator
von F nach E, zu A inverser Operator. Analog: A~! injektiv < A Operator.

Definition:

(i). Seien A, B Operatoren von E nach F. B heifit Fortsetzung von A (A Einschrinkung von B)
<> B2 A(«< Vxe D(A):x e D(B),Bx = Az).
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Seien E, F' Banachrdaume.

Definitionen: Sei A ein Operator von F nach F'.
(i). A abgeschlossen :<> A ist abgeschlossener Teilraum von E x F (|[(z,y)] = |z| g + |y|F)

(ii). A abschlieBbar <> A Operator < Es existiert abgeschlossener Operator von E nach F'
mit B 2 A. (,=* Klar. ,<*“: Sei (0,y) € A(c B), daher y = 0, da B Operator.) A heifit
Abschliefung von A.

(Achtung: A abgeschlossen # A beschrinkt; folgt falls D(A) = E nach Graphensatz.)
Beispiel:

(i). E=L*(R), F =K, Af := f(0) fiir f € D(A) := Cc(R). Dann A nicht abschlieBbar (Ubung
11).

Adjungierte und selbstadjungierte Operatoren:

e Im Folgenden seien G,H Hilbertrdume. Dann G x H mit Skalarprodukt

((z,)(@1,91)) = (@lz1)g + (Yly1)u
Hilbertraum.

e Idee des adjungierten Operators: Sei A Operator von G nach H. Dann soll A* der maximale
(bzgl. Inklusion) Operator von H nach G sein mit

(Azly)y = (2|A%y)g  (z € D(A),ye D(A"))

Definition:
(i). Sei A c G xH ein Teilraum. Dann
A% = {(y,x) e Hx G Y (z1,01) € A (z1]x)g = (y1ly)m}

<= ((z1,y1)|(-z[y))=0

={(y,2) e HxG;(~x,y) e A"} = {(y1,—71) € Hx G; (x1,1) € A}

11.1 Satz

Sei A € G x H ein Teilraum. Dann
(i). D(A) dicht in G < A* Operator von H nach G, der zu A adjungierte Operator.

(i1). D(A*) dicht in H <> A abschlieBbarer Operator.

Bemerkung;:

(i). Sei A Operator von G nach H, D(A) dicht in G. Fiir z € G,y € H gilt dann

yeD(A"), A'y=z < (y,2) e A" < Va1 € D(A) : (Az1ly) = (z1]z)(= (21|A7y))
11.2 Lemma

Sei A c G xH ein Teilraum. Dann

(i). Ac A=A, (A)* =A%, (A =(4a")!

(ii). N(A*) = R(A)*, insbesondere A* injektiv <> R(A) dicht in H
(iii). N(A)=R(A*)*
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Beweis:  (i). Erinnerung: H Hilbertraum, M ¢ A Teilraum, dann M**+ = M (Projektionssatz).
(1) Ac A Klar, zeige (A*)* = A.

(z,9) € (A)" =V (yr,21) e A2 (y1ly) = (z1]z) < (z,y) € (A1) =4

=(-z1ly1)eAr < ((-z1,91)[(2,y))=0

(2) (y,2) e A" & (~z,y) e At = A* & (y,x) € A*

(3) (z,y) e (A1) < V(y1,21) € A7 : (w]z) = (aly) < Y(z1,01) € A: (21]x) = (1ly) <
(y,2) € A* < (x,y) € (A*)™!

(ii). y e N(A") < (y,0) € A" < V(z1,91) € A: (nly) = (21]0) =0 = Vyr € R(A) : (1ly) =0 <
y e R(A)*

(iii). N(A) Q N(a) @ Rar)

Beweis: (von Satz 11.1)

(i). Lemma 11.2 fiir A™': D(A) = R(A™!) dicht in G < (A™')* injektiv < A* Operator

(ii). D(A*) dicht in H 194 (A*)* = A Operator < A abschlieBbarer Operator

Beispiel:
(i). Definiere Operator A in L2(R): D(A) := CZ(R), Af = f'. (Also A = {(f,f"); f € CZ(R)}).

Dann

geD(A"),A'g=f < VpeCZ(R): (Aplg) = (¢lf)
@Vsoecg(R)ifgw'=[fw
< ¢’ = —f distributionell

Somit D(A*) = W3 (R), A*g = —¢'. Behauptung: A = -A*. Folgt, da C& (R) dicht in W3 (R).
11.3 Satz
Sei Ae L(G,H).
(i). Dann A* € L(H,G), |[A*| = |A]l, A=A

(ii). Sei B ein Operator von G nach H, D(B) dicht in G, A € K. Dann (A + B)* = AA* + B*
(wobei D(AA + B) = D(B), (A + B)(x) = Mz + Bz fiir x € D(B)).

Beweis:  (i). Sei y € H. Definiere n: G - H,n(x) := (Az|y). Dann ist 7 stetig, linear,
(o) < |Az] -yl < [AL- =] - |yl
also |n| < | Al - |y|- Nach Satz von Fréchet-Riesz gibt es z € G, |z| = |n| mit
Vo eG: (Azly) = n(x) = (z]z)
Somit y € D(A*) = z = A*y. Gezeigt: A* € L(H,G),
A%yl = llz] = [l < A - |yl

also | A*| < ||A|l. Aus Lemma 11.2: A** = A = A, damit auch | A**| < ||A*]. Somit |A*| = | A].
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(ii). Sei y € D(B*). Fiir alle 21 € D(B) folgt:

((AA+B)a1,y) = (Mz1,y) + (Br,y) = (21|AA"y) + (21]By)
= (e1|/(A A" + B )y)

Daher y € D((AA + B)*), (AA+ B)*y = (AA* + B*)y. Somit (A + B)* 2 AA* + B*. Es folgt
B*=(-AA+ (M +B)) 2 (-AA)" + (M + B)* = -\A*+ (\A + B)*

also AMA* + B* 2 (A + B)*.((M)* = AA* folgt mit erstem Teil fiir B =0.) Somit ,,=*.

Beispiel:
(i). Seien m,n e Ny, G=C™, H =C", dann L(G,H) = C™™. Fir A = (ai;)i,; gilt

ail e an1
Af=| =4
Alm -+ Apm

Definition: Sei A Operator in ‘H. Dann

(i). A symmetrisch <> D(A) dicht in H, A c A*

(ii). A selbstadjungiert ;<> D(A) dicht in H, A = A*

(iii). A wesentlich selbstadjungiert <> D(A) dicht in H, A selbstadjungiert.
Bemerkung:

(i). Bei selbstadjungiert ,,D(A) dicht“ redundant, da A* = A Operator, damit D(A) dicht nach
Satz 11.1.

Beispiel:
(i). Ain L*(R),Af = f', D(A) = CZ (R). Gezeigt: A=-A* = _A". Fiir B :=1A gilt
B*=7A =—1(-A)=1A=B
also B selbstadjungiert. Auch —B =1 A, also 24 wesentlich selbstadjungiert.
11.4 Proposition
Sei A ein Operator in H.

(i). A symmetrisch <> D(A) dicht und (Az|y) = («|Ay) fiir x,y € D(A)
(ii). A symmetrisch = A abschlieBbar, A symmetrisch
).
).

(iii). Satz von Hellinger-Toeplitz: A symmetrisch, D(A) = H = A selbstadjungiert, A € L(H)

Sei H ein komplexer Hilbertraum. Dann A symmetrisch <> D(A) dicht, (Az|z) € R fiir alle
x e D(A).

(iv
Beweis: (). ,,=“
D(A) dicht ist klar nach Definition. Fiir z,y € D(A) € D(A™) gilt

(Azly) = (2[A"y) = (2|Ay)

“
”

Sei y € D(A). Fiir alle x € D(A) gilt (Az|y) = (x]|Ay), also y e D(A*), A*y = Ay.
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(ii). Aus A ¢ A* folgt mit Satz 11.1(ii), dass A abschlieSbar und A ¢ A* = A" D(A) dicht ist
klar, da D(A) 2 D(A).

(iii). Aus A< A* und D(A) = H folgt A* = A. Insbesondere A* abgeschlossen, mit Graphensatz
folgt A= A" e L(H).

(iv). ,,=“ Fiir x =y in (i) folgt Behauptung.
,<=“: Seien z,y € D(A), a € C, dann

R> (A(az +y), (ax +y)) = (A(ax)|az) +(aAzly) + (Aylaz) + (Ayly)
eR eR

Damit (aAzxly) + (Aylazx) reell, d.h.
Im((aAzly)) = - Im((Ay|ax)) = Im(a(z]Ay))

Mit a =1, a =2 (Azly) = (2|Ay). Dann Behauptung mit (i).

11.5 Satz
Sei H ein Hilbertraum, A Operator in H mit
Va,y e D(A): (Azly) = (z|Ay) (*)
(:<> A hermitesch), R(A) = H. Dann A selbstadjungiert, A injektiv, A~' € L(H) selbstadjungiert.
Beweis: e D(A) dicht: Sei z € D(A)*. Es gibt y € D(A) mit Ay = z. Fiir z € D(A) folgt
0= (z]2) = (z]Ay) = (Azly)

somit y € R(A)* = H* = {0}, daher z = Ay = 0. Also D(A) dicht, damit A symmetrisch nach
11.4(1).

o Wegen N(A*) = R(A)* = {0} ist A* injektiv. Aus A ¢ A* folgt A = A*, denn: Angenommen es
existiert (x,y) € A*\A. Wegen A surjektiv existiert x1 € H : (x1|y) € A, d.h. y = Axy = A%x;.
Aus Injektivitit von A* folgt x1 = x, d.h. (z|y) € A.

e Auch A~! symmetrisch: Fiir z,y € H gilt

(A7laly) = (A71|AATYy) = (AA™ 2| AThy) = (2] A1)

und D(A™') = H. Damit A~ selbstadjungiert, A~ € £L(H) nach Satz 11.4(iii).

Beispiele: Sei 2 € R™ offen.

(i). Sei A Operator in L?(Q), D(A) = C& (), Af := -Af fiir f e D(A). Dann A symmetrisch:
Cg () ist dicht in L*(Q) und fiir f,ge CZ () gilt

(Aflg)=- [ Ar-g%- [ 1-Bg=(sl49)
Ist Q # @ beschriinkt, dann A nicht wesentlich selbstadjungiert. Bestimme A*:
(9:f) € A" = Vo e CF () : (Avlg) = (¢lf)
@VWC?(Q):—[QAw-%wi-f
= Ag = —f € L*(Q) distributionell

Somit D(A*) = {g € L*(Q); Ag e LA(Q)}, A*g = -Ag.
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Es gilt (A** =)A c A*: Namlich: f = 1g € D(A*), A*f = 0. Fiir f € D(A) folgt
fAf-l: (flA*1) =0

Aber: Es gibt g € D(A*), sodass [, A*g # 0, zum Beispiel g(z) := 7. Dann A*g = -2, also
fA*g: “2. () 0

Somit Ac A* = A", also A nicht wesentlich selbstadjungiert.

. Definiere H in L?*(Q2):

D(H) = {f e Wy o(Q); Af e L*(Q)}, Af = -Af
Wir zeigen: H ist selbstadjungiert.

e Zunéchst: H ist symmetrisch und H > 0 (d.h. (Hf|f) > 0 fiir alle f € D(H)): Seien
f,9€ D(H) € W; (), dann

(Hflg) = (-Aflg) '=° §<6jf|ajg> 20 (fl- Ag) = (flHg)

Damit H symmetrisch nach Proposition 11.4 und H > 0:

n

(HFIf) = 39,510, 5) = z 10,712 20

j=1

e Falls  beschriinkt, dann R(H) = L?(Q) nach Satz 5.6. Somit H selbstadjungiert nach
11.5.

e Allgemeiner Fall: Zeige, dass R(I + H) = L?(Q). Dann ist I + H symmetrisch und damit
selbstadjungiert nach 11.5.

I+H=(I+H) " =I"+H =I+H"

gibt H=H".
Sei f e L*(£2). Suche w e D(H) mit u+ Hu = f, d.h. ue Wj ,(Q) mit

voeCE@): [¢oa- [ Bu= [ f *)
(Fiir ,,<=“: zu zeigen w € D(H). Gilt da ~Au = f —u e L?(Q).) Mit
[ 2= [ Yoeou
j=1
wird (*) zu
Ve CE(Q): (s = [ o+ f
Sei n: W3 4(2) - K definiert durch
)= [ g7 (geWio(@)
Dann 7 € Wy ,(Q)". Satz von Riesz-Fréchet: Es existiert u € Wy () mit

(9lw)wz =n(9)=[g-f

fiir alle g € W3 ,(£). Insbesondere (#) erfiillt fiir alle ¢ € C& (Q).
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Gezeigt: H ist ein positiver selbstadjungierter Operator, der Dirchlet-Laplace-Operator.
11.6 Lemma

Sei Q€ R" offen, f e W3 (Q), Af € L*(Q), g € W3 4(2). Dann gilt

[ @) -9@)dz == [ Vf(@)-Tg(x)da

fAf'<p=ff‘A<p=—fo-W

Beweis: Fiir ¢ € CZ(Q):

Die Abbildungen

WHQ) > Ko [ Af-¢ WHQ) > Ko [ Y 0if 00
j=1

- wl
sind stetig und linear. Daher folgt Gleichheit der &uferen Terme auch fiir alle ¢ € C(Q2) * =
WQ{O(Q). O

Bemerkungen:

(i). Ist Q beschréinkt, dann H~! beschrinkt (11.5). Sogar: H~! kompakt und es gibt Orthonor-
malbasis von L?(Q), bestehend aus Eigenfunktionen von H (Folgerung 13.6). Eigentliches
Ziel!

(ii). Firn=1, Q= (0,7) bilden

pr(x) = \/Z-sin(k -x) € W21,0(0,7r) (k eN)

eine Orthonormalbasis von L2((0,7)) (Ubung), ~Agy = —¢} = k? - ¢y
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12

Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte
Operatoren

Erinnerung: E, F' Banachrédume, A € L(E, F') kompakt :<> A(Bg(0,1)) relativ kompakt in F.
12.1 Satz
Sei ‘H ein Hilbertraum, A € L(H) selbstadjungiert. Dann gilt
| All = sup{|(Azlz)[; || < 1}(=:¢)
Beweis: e >“: Folgt aus
|(Azla)] < |Az| - =] < |A] - 2] < | A]
e ,<“: Bekannt:

| All = sup{|(Azly)[; ||, [y] < 1}
= sup{|Re(Az[y)[; [«], [y] <1}

Seien |z, |y| < 1. Dann
a1
| Re(Arly)] =" L [(A(x +y)le +y) ~ (A(z ~y)lz - )|

p1 1
e (lz+yl?+lz-yl?) = se- (=) + yl?) < e

<
2

N

12.2 Satz

Seien H # {0}, A € L(H) kompakt und selbstadjungiert. Dann ist | A| oder —||A| Eigenwert von
A.

Beweis: Wenn A = 0: klar. Sei also A # 0. Nach Satz 12.1 gibt es (xg)keny mit |zx| = 1 (k € N),
A€ R mit |\ = |A], sodass (Azk|zs) - A. Damit ist

0< HAl'k -A 'kaZ = HAJJk ||2 -2\ (Aask|xk) + kaH2 ~)\2
———— ——
<2 1

<2- (A2 = X\ (Azplzr)) = 20 - (A = (Azglzr)) = 0 (k - o0)

d.h. Azp—A-zp — 0 fiir k — co. Da A kompakt: Es existiert eine Teilfolge () jen, sodass (A, ) jen
konvergent, Az, —y. Dann
1 1
Tp, = X (A xn, — Axy,) + XAxnj -
=>Ar=\-z | =1

L
AT

60



12.3 Satz (Satz von Hilbert, Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren)

Sei H ein Hilbertraum, T € £(H) kompakt und selbstadjungiert. Dann gibt es A ¢ N und ein
Orthonormalsystem (e;)jea von Eigenelementen von 7' mit Eigenwerten (\;)je4 in R\{0}, A; =0
(j &> oo in A), sodass

{ej;je Ayt = N(T) szakj'(f|€j)'€j
je

fir alle f € H. Insbesondere. T injektiv <> (e;) ea Orthonormalsystem.
Beweis: e T =0, dann alle Aussagen klar (A = @). Sei T' # 0. Nach 12.2 gibt es A; € R\{0} mit
Al =T, ex1 € H,|e1] =1 mit Tey = A1 -e1. Sei Hq :={e1}*. Dann T'(H1) € Hi:
fety= (Tfler) = (f[Ter) =A1-(flex) =0

Sei T := T|3,, als Operator in H;. Dann |1 < ||T|. Ty ist kompakt und selbstadjungiert.
Nach 12.2 existiert es € H, [ea] =1, Ay € R mit [Ag| = || T, Tez = Ag - e2. Und so weiter.

Seien A1, ... Eigenwerte (mit [A1]| 2 [Az| > ...) mit Eigenelementen ey, .. ..

(i). IneN:T, =0: Dann {ey,...,e,}* € N(T), A={1,...,n}.
(ii). VneN:T, #0: Dann |A| > |A2] > ... >0 und a := lim, e |\,| existiert. Fiir j # k gilt:

|Te; - Ter|® = |Xj-ej = Ak -exl? = AF + A7 > 20°

Da T kompakt ist, besitzt (Te;);en eine konvergente Teilfolge. Daraus folgt a = 0. Also
|\j| = 0 fiir j —» oo.
Ist fe{e;;jeN}, dann f e H, fir alle neN,
ITfI < Nl -1 = [Anl- [fF >0 (n > o0)
——
Anl
also f e N(T), d.h. {e,;ne N} c N(T).
Umgekehrt: Ist f € N(T'), also Tf =0, und j € A, dann
Aj-(51f) = (Telf) = (¢51Tf) = 0
also e;1f. Somit N(T) c {ej;je A}*.
e Fiir f e H folgt
fo=f= 2 (flej)-ejlen  (neN)
jeA
somit fo € {e;;j € A}t = N(T). Damit
Tf= T(Z(ﬂ@j) 'ej) =2 (flej) Te;
——

jeA jeA
)\j'ej

Bemerkung;:
(i). Sei H separabel, N(T') =lin{e;;j € B} mit B ¢ -Ng, (e;);ep orthonormal. Sei
U:H > l(BUA), = ((flej))jeBua
Dann ist U unitér, UTU ! in €o(Bu A). Fiir j € A gilt:
UTU gy = UTe; = U(Nje;) = X5 1y

fiir j e B:
UTU "1y =U(Te;) =0
Mit A; := 0 fir J € B ist T unitér dquivalent zur Multiplikation mit A = (A;)jepua in €2(BUA).
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12.4 Folgerung

Sei H ein co-dimensionaler Hilbertraum. Sei 7' selbstadjungiert in H, 7-' kompakt, 7" > 0, T
injektiv, R(T") = H. Dann besitzt H eine Orthonormalbasis (¢;),en aus Eigenelementen von T' zu
Eigenwerten (A;),eny mit A; — oo flir j — oo. Weiterhin gilt:

T - 2%‘ fles) 5

fiir alle f € D(T) und

D(T) = {f €H; ZAf A(flep)I? < 00}

Beweis: e Anwendung von Satz 12.3 auf 7! gibt Orthonormalsystem (¢;)je4 mit Eigenwerten
(1) jea. Aus der Injektivitit von 77! folgt, dass (¢;)jea Orthonormalbasis, A = N. Mit
Aj= ,uj’»l folgt die Behauptung;:
(0). T™hpj = p; 05 = 05 =T(pj ;) = 05 =Te;
(ii). p; — 0 und aus T'> 0 folgt A; = X\j(ejle;) = (Tejlej) >0, also \j - oo.

o Fiir fe{feM; T jenAT|(fl;)? < o0} gilt:

D(T) > i(ﬂwm S f (o)

T(i(fl%)-soj) Z(fl%) T, *ZA (fles) - e;

—— J=1
Ajpj

Da T abgeschlossen (da selbstadjungiert) folgt f e D(T), Tf =X A - (fle;) - ¢;-
e Fiir feD(T) sei g:=Tf. Dann

F=T"g=> pj-(gle;) ¢;
j=1

daher ist (flp;) = p; - (gle;),

A+ (flo) = ui (Fles) = (gle)

J
geH

= 3 A2 [(fle)P Z (glog)I? <" oo

jeN
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13

Rellich’scher Auswahlsatz, Kompaktheit in LP(€2)

Sei Q ¢ R™ offen. Ziel: Ist Q beschréinkt, 1 < p < oo, dann ist die Abbildung W, ,(Q) - LP(Q), f ~ f
kompakt. ( ,, Auswahlsatz von Rellich“, 1930, auch: Satz von Rellich-Kondrachov)

13.1 Satz
Sei 1 <p<oo, K¢ LP(R™) mit
(i). K beschrénkt (d.h. supseg | f], < o0)

(i). sup{[f(-=y) = flp; f € K} =0 (y > 0)
(ifi). 3R>0:Vfe K :spt f c B(0,R)
Dann ist K relativ kompakt in LP(R™).

Bemerkung;:

(1). Wesentlicher Teil des Kompaktheitskriteriums von Kolmogorov; entspricht Arzela-Ascoli.
Wird Aquivalenz, wenn (iii) ersetzt wird durch

P.ore b N
swp [ e 0 (R o)

13.2 Lemma

Sei p€ Cc(R™), 020, [p=1. Seien 1 <p< oo, f e LP(R™). Dann gilt
lox = flp< [ 15C=9)=Flp- o) dy

Im Folgenden: f, := f(- - y).

Beweis: Benutze: Fiir g € LP () gilt

gy =sup{| [ g-hau|it e 27 o), Inl <1} *
mit % + I% =1. Sei h e L” (R™), A, < 1. Dann:
[ ers-n@-n@ydal = | [ [ o) (=)= @) dyh(a) ]

Fub _ _ .

2| [ [ 1@)-ha) drety)

B U= Al bl o) dy

<1

Aus (*) folgt die Behauptung. O
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13.3 Lemma

Sei o € Co(R™), spto € B[0,1]. Sei R >0, 1 < p < co. Dann ist die Abbildung LP(B(0,R)) > f +~
o* feC(B[0,R+1]) kompakt.

Beweis: Es geniigt p = 1 zu behandeln, da LP(B(0, R)) ¢ L*(B(0, R)) mit stetiger Einbettung.
Wegen Arzela-Ascoli geniigt es zu zeigen:

{o* fif e LY(B(0.R)), | fl1 <1}
ist beschrénkt und gleichgradig stetig.
(i). beschrinkt: Sei |z| < R+ 1, f e LY(B(0,R)), | f]1 <1, dann

(0 * f)(@)| < f lo(z = y)|-1f (vl dy < el Hi,“i

<1

(ii). gleichgradig stetig: Sei € > 0. Es gibt 6 > 0, sodass |o(z) — o(z')| < € fiir |x — 2’| < §. Fiir
z,2' € B[0,R+1], |z -2'| <6, fe LY(B(0,R)) mit | f]; <1 folgt:

(0x H(@) = (ex HEN< [ lole-y) - o ~HfW)ldy =e- 1f1 <<

<e

Bemerkung;:
(i). Sei M ein metrischer Raum. Dann dquivalent:

(1) M kompakt
(2) M prikompakt und vollsténdig

M prikompakt < Ve > 03F ¢ M endlich mit M = Uzer B(x,¢)
13.4 Lemma

Sei M eine Menge, X Banachraum, f, : M - X fir ne N, f: M — X, fiir alle n € N sei f,,(M)
prikompakt und f, — f gleichméBig. Dann ist f(M) prikompakt.

Beweis: Sei € > 0. Es gibt n € N mit

sup | () - F()] < 5
yeM

Es gibt F' ¢ M endlich, sodass

£ U B(1,0).5)

yeF
Dann
f(M) < L%B(f(y),e)

)

denn: Sei x € M, dann existiert y € F' mit | f,,(z) - fu(y)[ < 5, damit

1 (@) = fF@I < 1f (@) = fu(@)]| + [ fu(@) = F @]+ [ fn(y) = F ()] < &
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Beweis: (von Satz 13.1)

e Sei (ok)ken in Cc(R™) eine 0-Folge. Wir zeigen, dass K prikompakt ist mit Lemma 13.4.
(Dann fertig, da dann K prikompakt und vollstéindig, also kompakt.)

e Dazu: Sei Ty : K — LP(R"), f ~ oi * f. Aus Lemma 13.3: {gy * f; f € K} ist relativ kompakt
(prékompakt) in LP(B[0, R]) (interpretiert als ¢ LP(R™)) fiir alle k € N. Noch zu zeigen:
Ti. — id gleichmiBig. Sei € > 0. Wegen (ii) aus Satz 13.1 gibt es 6 > 0, sodass

SuP{”fy _pr;f eK}<e

fiir [y| < 8. Sei k € N mit + <. Mit Lemma 13.2 folgt
low e s =flos [ 1= flo-orw)dy<e

fiir alle f € K, d.h. Ty, — id gleichméBig (k - oo) auf K. Nach Lemma 13.4 ist K = idg (K)
prakompakt.

O
13.5 Satz (Rellich-Kondrachov)
Sei 2 € R™ offen, beschrénkt und 1 < p < co. Dann ist Wpl’O(Q) - LP(Q), f ~ f kompakt.
Beweis: Fiir K = {f e W, ((); ] f

). [flp <[ flp,1, also klar.

(ii). Da C& () dicht in W) ((€2) geniigt es, (ii) fiir Ko = {f € C&();] flp.1 < 1} zu zeigen. Fiir
fe Ky, yeR" gilt:

|p1 <1} zeigen wir (i)-(iil) von Satz 13.1:

p

14y 11 = [ 1 @=y) - f@I da= | da

n

1 p
— -t t

fo dtf(x Y)
———
~y-grad f(z—ty)

Holder 1
Ll lerad fa -ty deda
N ——— e

S 10 F (a—ty) P

Tonelli glm

1
<yl I fIE L <yl > 00 (y—0)

(iii). Klar, da € beschrinkt.

Bemerkungen:

(i). Fiir Q@ =R” ist W, (R™) — LP(R") nicht kompakt. (Betrachte Folge von Translaten fiir eine
konkret gewiihlte beschriinkte Funktion, besitzt keine konvergente Teilfolge.)

(ii). Ist © schon genug (betrachte 9Q), dann W, () - LP(2) kompakt. (Zum Beispiel nicht
kompakt fiir n =1, Q = Uj2; (a;,b;) mit a1 <by <az <..., supb; < oo)

13.6 Folgerung

Sei 2 offen und beschrénkt, H der Dirichlet-Laplace-Operator,
D(H) = {f e Wio(Q); Af € 2(Q)) Hf=-Af
Dann besitzt L*(2) eine Orthonormalbasis (¢;) en aus Eigenelementen von H mit Eigenwerten

(Aj)jen in (0,00) und es gilt A; - oo (j = o0).
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Beweis: Letztes Beispiel von §11: R(H) = L*(Q), H™' stetig (als Operator in L?). Aber H™ ! :
L?(Q) > W3 () 2 D(H) ist auch stetig: Sei f € D(H) und g:= Hf. Dann

£13=3 [ 0,807 " (-8 = (1A
j=1
= (alf) < lgla- 112 e Igla- 110
= Iflo<e- gl

Insgesamt:

stetig kompakt

H L2 (Q) = Wy () id: Wyo(Q) > L*(Q)

damit H~!: L?(Q) - L?*(Q) kompakt (Funktionalanalysis, §4). Folgerung 12.4 gibt Behauptung.
O

Bemerkung;:

(i). Stetigkeit von H™' : L*(2) — Wy ,(Q) folgt auch aus dem Graphensatz. H™'(L*(Q)) ¢
W3 (Q) ist klar. H™" abgeschlossen: Sei (fi)gen mit fr - f in L?, H' fi - g in Wy (Q).
Bekannt: H™' fy — H™' f in L?, da H™': L>(Q) - L*(Q) stetig. Aus H™' fi - g in Wy ,(Q)
folgt aber auch H=!f;, - g in L?*(Q), also g = H™'f. Also H™*: L?(Q) - Wzl’O(Q) abgeschlos-

Se1.

Allgemeiner: XY, Z Banachrdume, A : X - Y, j:Y — Z injektiv, j o A stetig, dann A
abgeschlossen.

Anwendungen (skizzenhaft): Bezeichnungen wie in 13.6
(i). Gegeben f e L?(Q). Gesucht: Losung des Anfangswertproblems
Owu = Au u(0,:) = f u(t,)|on =0

Modellierung: Suche u : [0,00) — L*(Q) stetig, stetig differenzierbar auf (0, c0) mit u'(t) =
Au(t)(e L*(Q)), u(t) e Wy 4() fiir ¢ >0, u(0) = f (WLG). (Somit u(t) € D(H) fiir ¢ >0.)

Annahme: u 16st (WLG). Fiir j € N sei o (t) := (u(t)|g;) fiir t > 0. Dann

o' (t) = (v (t)l;) = (Au(t)|p;) = (u(t)|Ag;)
== (u®)lpg) = =Aj - a;(t)
a;(0) = (u(0)lg;) = (fles)

Somit a;(t) = (flp,)-e i, also
umziwmmr%=§aMfm%y% (t20) *)

Umgekehrt: Fiir f € L2(Q) erfiillt (*) die (WLG): (klassisch!)

(1) w(0) = f
(2) u stetig auf [0, o), da Koeffizienten stetig, beschrinkt durch

e - (flen)l < 1(fles)]

(3) Wegen
DAL ®IeNP =3 AT |(fle)P < oo
J=1 7=1 —_—

(Aje )20 (j>o0)

gilt u(t) € D(H) nach Folgerung 12.4.

66

“Partielle Differentialgleichungen” von Jiirgen Voigt, Technische Universitdt Dresden, Sommersemester 2011

Vorlesung:



(4) Zur Differentialgleichung:

u'(t) = 2(—)\3‘) e (fleg) ey = - i N (u(®)e;) -5 = —Hu(t)

=1

(ii). Gegeben f,g € W2170(Q) mit Af e L?(Q2). Gesucht: Losung des Anfangs-Randwertproblems

fir die Wellengleichung
O*u = Au uw(0) = f 0u(0) =g u(t,)oa =0
Modellierung: Suche u: R - L?(Q) zweimal stetig differenzierbar mit
u”(t) = Au(t)(e L*(Q)) VteR:u(t)e W21,0(Q) w(0)=f 4 (0)=g (WG)

Ist u Losung von (WG), () = (u(t)|¢;), dann folgt wie oben:

af (t) = =Xj - o;(t) a;(0) = (fle;)a;(0) = (gle;)
Losung ist
aj(t) =a-cos(\/A;-t) +b-sin(y/A; 1) @;(0)=a a’(0) = b-\/A
also

u(t) - gaj(t)~soj . i ((f|soj)~cosm7 ) (g'Ji_) sin(y/% -t)) "

Ziel: u : R - L?(Q) in C?, u(t) € D(H), u"(t) = —Hu(t) fiir alle ¢t € R. Davon hier nur
u(t) € D(H). Bendtigt (Folgerung 12.4):

2
< oo

(9les) oo
A (VA1)

Erste Forderung klar mit Folgerung 12.4, da f € D(H). Zweite Forderung: Fiir g € WQI,O(Q)
gilt

S A2 |(fley) - cos(y/Ag- O < 0 32 A2
j=1 B

S X 1(gle)PP < o0
=1

Némlich: Mit Skalarprodukt (f|g)o := (V.f|Vg)2 auf Wy (Q) ist (\/{\» ~<pj) ein Orthonor-
J jeN

J

malsystem von W ((9):

(eslor)0 = (Ve;IVer)2 =0 ~(Apiler)e = A; - (95ler)2 = Aj - O

Und

1 116 1
(9l5)2 = = (glAgs)2 =" =1 (VoI V)
J ) SN
(glej)o

Besselsche Ungleichung;:

=3 A (gl
j=1

(Q\Vg_j.%)o

67

“Partielle Differentialgleichungen” von Jiirgen Voigt, Technische Universitdt Dresden, Sommersemester 2011

Vorlesung:



Ergéinzung: Analytizitdt harmonischer Funktionen

14.1 Satz

Sei 2 € R™ offen, u : Q2 - K harmonisch. Dann ist u analytisch, d.h. fiir jedes zq € Q2 gibt es r > 0

und a, € K fiir o € Njj, sodass

u(zo +) = Y. agz”
aeN{

fiir alle  mit [z — 20| <. (Dann auch a, = & - 0%u(w).)
14.2 Lemma

Sei aq € K fiir v € N§, R € [0,00)", C := sup{|aq - 7*|;7 € R, € Nj} < 00. Sei 0 < ¢ < 1. Dann
konvergiert die Reihe ¥ enn aq2® gleichméBig absolut auf U,ep [1j-1 Bx[0,0-7;] < K™
Bemerkungen:

(i). Ist 7€ (0,00), R = {r}, so konvergiert die Reihe auf [T}_; B(0,7;). (Polyzylinder)

(ii). Fiir alle n e N, k € Ny gilt

k+n-1
Vi = [ € NI [a] = k)] :( )

n-1
(Per Induktion, v, = Z?:o Vn-1,j) Inbesondere gibt es ¢, sodass vy i, < ¢, - k™.
Beweis: (von Lemma 14.2)
o Fir re R, x e[}, B[0,0-7;] gilt |aq - 2| < |aa| 7 - o*. Aus
Z |an|.7‘a.gla| SC' Z Qlal =C- Z V’ﬂ/,k .Qk

aeNy aeNy k=0

(o)
<cocn Y k" of <oo
k=0

folgt die Behauptung.

14.3 Satz
Sei v: Sp-1 — K stetig, v € R und fiir z € B(0,1) sei
u@)= [ o) -le-ydS()

Dann ist u € C*°(B(0,1)) und
u(z)= ), i' -0%u(0) - 2
al

n
aeNp

konvergiert fiir |z] < /2 - 1.
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Beweis: Sehr lang, vielleicht spéter. O
Beweis: (von Satz 14.1)

e Ohne Einschrinkung xq =0, B[0,1] € Q. Aus Poisson-Formel

u(a) = L2 / U5

On-1 yl=1 |z —y|?

und Satz 14.3 folgt die Behauptung.

Bemerkungen:

(i). In Satz 14.3 hat man im Allgemeinen keine Konvergenz fiir || < 1. Sei zum Beispiel u(z) =
Yo g an - 2" fiir z € C Potenzreihe mit Konvergenzradius 1. Dann

u(,y) = §:<xy>

harmonisch auf B(0,1) c R?.

wp)= 3 S () ()

n=0k

Ist letzte Reihe konvergent, dann {a, - (Z) k. ynF.0 <k <n < oo} beschrinkt. Nach 14.2

st Yol o Yo n (Z) ~zP . y"F . e™ absolut konvergent, also

- S n n— - n n
00> 3 3 lanl (1) bl = 3 laul - (ol + )" 7
n=0

n
= ||+ |y| < 1

(ii). Die Reihe Y07 z™ - y™ ist konvergent fiir |z -y| < 1.
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