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1 Einleitung

Auf Papier!



2 Grundbegriffe

2.1 Kategorien

2.1 Definition (Kategorie)
Sei C eine Klasse bestehend aus:

e einer Klasse von Objekten Ob(C),

e ciner Klasse C(X,Y) fiir jedes Paar von Objekten X,Y € Ob(C), genannt die Mor-
phismen von X nach Y,

e einer partiellen bindren Operation o¢ =: o, genannt Komposition auf der Klassen
aller Morphismen, so dass fiir alle ue C(X,Y) und veC(Y,Z) stets vou e C(X, Z)
gilt. Wir schreiben u: X - Y, falls ue C(X,Y).

C ist eine Kategorie, wenn gilt:
1. Fiir alle X,Y,A,B € Ob(C) mit X+ A oder Y # B gilt C(X,Y)nC(A,B) =&,

2. fiir jedes X € Ob(C) existiert ein Morphismus idx : X — X, so dass idx ou =u und
voidx =v fiir alle Y,A € Ob(C) mit u:Y - X, v: X - A gilt, und

3. fiir alle X,Y,A,BeOb(C) und u: X->Y,v:Y—> A, w: A - B gilt:
wo (vou)=(wov)ou

(das heifit o ist assoziativ). o

2.2 Notation
Statt uw e C(X,Y) schreiben wir auch u: X — Y und definieren

dom(u):=X (Domain)
cod(u):=Y (Codomain)
Intuition: uwe C(X,Y) ,geht von X nach Y”. o

2.3 Definition
Eine Kategorie C heifit

e klein, wenn Ob(C) und die Klasse aller Morphismen jeweil eine Menge sind, und



2.1 Kategorien

e lokal klein, wenn C(X,Y) fiir alle X,Y € Ob(C) eine Menge ist.

Fast alle iiblichen Kategorien sind lokal klein. o
2.4 Beispiel

1.

Set, die Kategorie der Mengen (lokal klein). Objekte: Alle Mengen, Morphismen:
Alle Abbildungen, Komposition: Die iibliche Hintereinanderausfithrung von Ab-
bildungen.
Top, die Kategorie der topologischen Raume.
Eine Topologie auf einer Menge X ist ein Mengensystem 7 < B (X) mit

e 3, XeT,

e der Durchschnitt von endlich vielen Mengen aus 7 liegt wieder in 7, und

e die Vereinigung von beliebig vielen Mengen aus 7 liegt wieder in 7.

Die Elemente von 7 heiflen offene Mengen. Ist X Menge und 7 Topologie auf X,
dann ist (X,7") ein topologischer Raum.

Seien (X1, 71) und (X3, 7z2) topologische Raume. f: (X1, 71) = (X2, T2) heifit stetig
genau dann, wenn VU € 75 : f71[U] € 77 gilt, also genau dann, wenn jede offene
Menge ein offenes Urbild hat.

Top hat alle topologischen Raume als Objekte, alle stetigen Funktionen als Mor-
phismen und die iibliche Komposition von Funktionen als Komposition.

Met, die Kategorie der metrischen Raume. Objekte: Alle metrischen Raume, Mor-
phismen: alle stetigen Funktionen, Komposition: {ibliche Komposition von Funk-
tionen.

. Seien C,D Kategorien. Die Produktkategorie C x D (klein beziehungsweise lokal

klein, wenn C und D klein beziehungsweise lokal klein sind). Objekte: Ob(C x
D) = {(Q:D))Q € Ob(C),Q € Ob(D)}7 Morphismen: C x D((Ql)Dl): (22192)) =
{(f,9); feC(Cy,Cy), 9 € D(Dy,Dy)}, Komposition: (f1, 91) o (f2, 92) = (f10¢
fa, @1 0D ®2).

C(x,<), die Kategorie einer partiell geordneten Menge (X, <) (klein). Objekte: Ele-
mente von X, (Ob(C(x <)) := X). Morphismen: Cix )(x1,%2) = {(x1,x2)} n< =
{{(XI;XZ)} X1 < Xa,

. Komposition: (xz,x3) o (x1,%2) := (x1,X3).
{} sonst

Ob(C) := {X,Y, Z}. Morphismen:

U0y

N

u u
X—=Y—"2-Z
X idz

_g)uu

idy

<



2 Grundbegriffe

Erweitert man die Komposition in natiirlicher Weise auf die Identitdtsmorphismen,
so ist C eine (kleine) Kategorie. 0

2.5 Bemerkung
Die Objekte einer Kategorie miissen keine Mengen oder mathematische Strukturen sein.

Sie kénnen Objekte im abstrakten Sinne sein. Ebenso kénnen Morphismen nichts weiter
sein als Pfeile, von denen man nur weif}, wie sie mit anderen Pfeilen via Komposition in
Verbindung stehen. Genau davon lebt die Kategorientheorie. Motto: Was zdhlt, sind die
Morphismen! O

2.6 Definition (Isomorphismus)
Sei weC(X,Y). u heiit Isomorphismus genau dann, wenn

Fv:Y - X:vou=idx und

uov=idy gilt.

Da v, falls es existiert, eindeutig bestimmt ist (Ubung), nennen wir ein solches v das

Inverse von u und schreiben u™!. o

2.7 Definition (Unterkategorie)
Eine Kategorie D heifit Unterkategorie von C, falls

1. Ob(D) c Ob(C),

2. D(X,Y) C(X,Y) fir alle X, Y € Ob(D),
Fiir jedes X € Ob(D) ist idx € C(X, X) auch die Identitdt auf X in D, und

3. Die Komposition in D ist die Einschrankung der Komposition aus C.

Gilt sogar D(X,Y) = C(X,Y) fiir alle X,Y € Ob(D), dann nennt man D eine volle
Unterkategorie von C. o

2.8 Beispiel
1. Die Kategorie Sets, aller endlichen Mengen ist eine volle Unterkategorie von Set.

2. Ist (X, <) ein Unter-Poset von (Y, <), so ist C(x <) eine volle Unterkategorie von
Crv,<)- o
2.9 Definition (Skelett)
Ein Skelett von C ist eine volle Unterkategorie D, so dass

1. VX eODb(C) 3Y e Ob(D) : X 2 Y (bis auf Isomorphie ist alles drin), und

2. VX;, X5 € Ob(D) : X; 2 Xy, <= X; =X, (keine isomorphen Kopien). o



2.2 Funktoren

2.10 Bemerkung
Mit Auswahlaxiom: Jede Kategorie hat ein Skelett. o

2.11 Beispiel
1. Ein Skelett von Set ist die Kategorie der Kardinalzahlen.

2. Das Skelett von C(x ) ist C(x «)- o

2.12 Definition (Opposite-Kategorie)
Sei C eine Kategorie. Die opposite-Kategorie C°P ist wie folgt definiert:

Ob(C°P) := Ob(C),
CP(X,Y) :=C(Y,X), und,

Vv OCop u = 'LLOC V.

X——=Y X<—Y
vou uov
Z pA
Diagramm in C°? Diagramm in C o

Frage: Was hat C genau mit C°? gemein? Was ist zum Beispiel Set°®?? Antwort in
Kapitel 5.

2.2 Funktoren

Funktoren bringen (verschiedene) Kategorien miteinander in Verbindung. “Category
theory is better understood as the theory of functors” (P. Freyd).

2.13 Definition (Kovarianter Funktor)

seien C, D Kategorien. Ein kovarianter Funktor F: C — D bildet jedes Objekt X € Ob(C)
auf ein Objekt F(X) € Ob(D) und jeden Morphismus u € C(X,Y) auf einen Morphismus
F(u) e D(F(X),F(Y)) ab, so dass

1. VX e Ob(C) : F(idx) = idp(x), und
2. VuelC(X,Y),veC(Y,Z):F(vou) = F(v) o F(u) gilt.

Ein kontravarianter Funktor D : C — D bildet jedes X € Ob(C) auf ein D(X) € Ob(D)
und jedes we C(X,Y) auf ein D(u) e D(D(Y),D(X)) ab, so dass

1. ¥X € Ob(C) : D(idx) = idp x), und
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2. YueC(X,Y),veC(Y,Z):D(vou) =D(u) o D(v) gilt.

F(u) D(u)

Xty R Ry D)< Dy) -
\ j F(v& jF(” D(k TD(”
Z F(Z) D(2)

2.14 Bemerkung
Ein kontravarianter Funktor F:C — D ist ein kovarianter Funktor von C°P? nach D (und

umgekehrt). o

2.15 Beispiel
1. Identitdtsfunktor (kovariant):

ide:C->C
XX
weC(X,Y) o u

2. Potenzmengenfunktor (kontravariant):

D:Set - Set

A P(A)
f: A~ B D(f):P(B) > P(A): M~ [M]

3. Ein Vergissfunktor (kovariant):

V: Met - Set
(XadX)'_)X
f:(X,dx) = (Y,dy) » V(f) : X > Y:x— f(x)

4. Sei C x D die Produktkategorie von C und D. Dann gibt es Projektionsfunktoren:

m:CxD—-C
(C,D)~C
(f, @)~ f
M9:CxD—D
(C,D)~D
(o)~ o O



2.2 Funktoren

2.16 Bemerkung
Aus der Definition eines Funktors folgt direkt, dass das Bild eines Funktors F: C - D
eine Unterkategorie von D formt. o

Funktoren sind Morphismen in der Kategorie aller kleinen Kategorien:

2.17 Beispiel

Sei Cat die Kategorie bestehend aus allen kleinen Kategorien als Objekten und allen
(kovarianten) Funktoren als Morphismen. Sie heifit die Kategorie der (kleinen) Katego-
rien. o

2.18 Definition (Treuer, voller, wesentlich surjektiver Funktor)
Sei F: C — D ein kovarianter Funktor. F heifit treu genau dann, wenn F fiir alle X,Y €
Ob(C) die Klasse C(X,Y) injektiv auf D(F(X), F(Y)) abbildet.

F heift voll genau dann, wenn F fiir alle X,Y € Ob(C) die Klasse C(X,Y) surjektiv auf
D(F(X),F(Y)) abbildet.

F heifit wesentlich surjektiv genau dann, wenn es zu jedem Objekt Z € Ob(D) ein
Objekt X € Ob(C) mit F(X) = Z gibt. o

Durch Bemerkung 2.14 sind dadurch die Begriffe voll, treu und wesentlich surjektiv
auch fiir kontravariante Funktoren erklart.

2.19 Beispiel
Von den Funktoren aus Beispiel 2.15 ist

1. der Identitatsfunktor voll, treu und wesentlich surjektiv,
2. der Potenzmengenfunktor ist nicht voll, treu und nicht wesentlich surjektiv,

3. der Vergissfunktor V : Met - Set ist nicht voll, aber treu und wesentlich surjektiv,
und

4. die Projektionsfunktoren 71y, 7ty sind voll, (im Allgemeinen nicht) treu, und we-
sentlich surjektiv. o
2.20 Bemerkung

Ein treuer Funktor V:C — Set ermdglicht es einem, sich

e die Objekte von C als Mengen (moglicherweise mit zusdtzlichen Strukturen dar-

auf),

e die Morphismen als (strukturbewahrende) Funktionen zwischen diesen Mengen,
und

e die Komposition als normale Verkniipfung dieser Funktionen vorzustellen. o

Dies ist die Idee hinter einer konkreten Kategorie:
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2.21 Definition (Konkrete Kategorie, konkretisierbare Kategorie)

Eine konkrete Kategorie ist ein Paar (C, V), wobei C eine Kategorie und V:C - Set ein
treuer Funktor ist. Gibt es zu einer Kategorie C einen treuen Funktor nach Set, so heifit
C konkretisierbar. o

2.22 Beispiel
Met, zusammen mit dem Vergissfunktor aus Beispiel 2.15, ist eine konkrete Kategorie.o

2.23 Bemerkung

In der Praxis wird der treue Funktor V oft ignoriert und eine Kategorie dann als konkret
bezeichnet, wenn ihre Objekte tatsdchlich Mengen (mit zusédtzlicher Struktur) und ihre
Morphismen (strukturbewahrende) Abbildungen sind. In diesem Sinne ist es gerechtfer-
tigt, zum Beispiel Set, Met oder 7 op als konkret zu bezeichnen. 0

2.3 Natirliche Transformationen

Natiirliche Transformationen bringen (verschiedene) Funktoren miteinander in Verbin-
dung.

2.24 Definition (Natiirliche Transformation)

Seien F: C - D und G : C - D kovariante Funktoren. Eine natiirliche Transformation
T von F nach G, geschrieben T:F — G ist eine Familie von Morphismen (tx : F(X) —»
G(X))xeob(c), die natiirlich in X ist, das heifit fiir alle X,Y € Ob(C) kommutiert das
folgende Diagramm:

X FX)—>G(X)
UL F(U)l lG(u)
Y YY) —=G(Y)

Wir schreiben Nat(F, G) := {t: F - G; 7 natiirliche Transformation} fiir die Klasse al-
ler natiirlichen Transformationen. o

“I didn’t invent categories to study functors, I invented them to study natural trans-
formations.” (Saunders Mac Lane).

2.25 Definition (Natiirlicher Isomorphismus)
Eine natiirliche Transformation (Tx)xcon(c) heiBt natiirlicher Isomorphismus (oder natiirliche
Aquivalenz), falls Tx fiir jedes X € Ob(C) ein Isomorphismus ist. o

Damit k6nnen wir eine Aquivalenzbeziehung zwischen Funktoren definieren:

2.26 Definition (Aquivalenz von Funktoren)
Zwei Funktoren F, G : C — D heiflen dquivalent, falls es zwischen ihnen einen natiirlichen
Isomorphismus t: F - G gibt.



[><
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<

2.3 Natiirliche Transformationen

TX
FX) - G(X) .
F(u) T}: l
F(Y) - G(Y)
!



3 Erste abstrakte Konzepte

Die Idee der Kategorientheorie ist es, zu beobachten, wie Objekte und Morphismen mit-
einander agieren (anstatt ihre inneren Eigenschaften zu betrachten). Dieser Blickwinkel
fithrt zu abstrakteren, aber auch allgemeineren und manchmal klareren Beschreibungen.

3.1 Epis, Monos, Sektionen und Retraktionen

3.1 Definition
Sei u: X - Y Morphismus (in C). u heifit

Monomorphismus (kurz: Mono) genau dann, wenn
Vg1,92: L~ X:uogy=uogy = g1 = g2 gilt,
das heifit wenn u linkskiirzbar ist,
Epimorphismus (kurz: Epi) genau dann, wenn
Vg1,92: Y > Z:giou=gou=— g1 = gz gilt,

das hei3t wenn u rechtskiirzbar ist. o

3.2 Proposition
In Set gilt:

e u ist Mono genau dann, wenn u injektiv ist,

e u ist Epi genau dann, wenn u surjektiv ist, und

e u ist Iso genau dann, wenn u bijektiv ist. 0
BEwEIS (PROPOSITION 3.2)
Ubung! -

Achtung: Keine dieser Aquivalenzen gilt in jeder Kategorie (auch nicht in jeder kon-
kreten Kategorie). Das ist auch gut so, denn oft kommt es nicht auf Injektivitdt oder
Surjektivitdt an, sondern auf Kiirzbarkeit.

10



3.3 Beispiel

3.1 Epis, Monos, Sektionen und Retraktionen

1. Sei Mon die Kategorie der Monoide (mit Monoid-Homomorphismen). Die Inklu-
sionsabbildung

t:(N,+,0) > (Z,+,0):n—>n

ist nicht surjektiv, aber

VM e Ob(Mon), g1, 92 : (£, +,0) > M:
giol=gaol=091|n=02n

= g1 =02,

also ist  Epi.

Auf einem aus monoidaler Sicht entscheidendem Teil von Z ist t surjektiv.

2. Seien X,Y € Ob(7T op) Hausdorff-Raume (das heifit fiir beliebige Punkte p + q gibt
es stets offene Mengen U,,Uq mit pe U, e Uq und U, nUq = @.

Eine stetige Abbildung f: X — Y ist ein Epi genau dann, wenn f[X] dicht in Y liegt,
das heifit wenn jede offene, nichtleere Teilmenge von Y Punkte aus f[X] enthdlt. o

Monos liefern uns die Definition eines Unterobjekts:
3.4 Definition
Ein Unterobjekt von X € Ob(C) ist ein Mono m:Y — X.
Intuitiv beschreibt m, wo Y in X zu finden ist. O

3.5 Beispiel

Sei X € Ob(Set) und sei m : {1,...,k} — X ein Mono. Dann ist m[{1,...,k}] eine
k-elementige Teilmenge von X. o

3.6 Proposition
Ist u: X - Y Iso, so ist u Mono und Epi. O

BEWEIs

Die folgenden Diagramme kommutieren:

91 uw g1

ZI—=ZX——

S
a.
¥
|><'T|-<
|
e
<1
[ ——[X
N
<
S

3.7 Definition (Retrakt)
Seien X,Y € Ob(C). X heifit Rektrakt von Y genau dann, wennesu: X >Yundv:Y - X
mit vou =idx gibt:

11



3 Erste abstrakte Konzepte
u heifit Sektion (von v) und v Retraktion (von u).
Intuitiv kann Y auf X zusammengeschrumpft werden. O

3.8 Beispiel
In Set ist X Retrakt von Y genau dann, wenn |X| < |Y]| ist. o

3.9 Lemma
Setu:X —Y Sektion von v:Y — X (beziehungsweise v Retraktion von u). Dann ist
u Mono und v Epz. O

BEWEIS
Das folgende Diagramm kommutiert:

g1
L—=X

u
—_—
g2
icx

Wann bewahren Funktoren diese Sorten von Morphismen?

=<
[

A%
91 _,
——A

9z

-

[><

3.10 Lemma
Jeder kovariante Funktor bewahrt Isos, Sektionen und Retraktionen. Fir einen
treuen und vollen Funktor gilt auferdem:

e u st Iso genau dann, wenn F(u) Iso ist,

e u st Sektion genau dann, wenn F(u) Sektion ist, und

e u st Retraktion genau dann, wenn F(u) Retraktion ist.
Ist F auflerdem wesentlich surjektiv, so gilt auch:

e u st Mono genau dann, wenn F(u) Mono ist, und

e u st Epi genau dann, wenn F(u) Epi st. o
BeEwels (LEMMA 3.10)
Seiu:X—>Yund v:Y — X ein Linksinverses von u, das heifit vou =idx. Also ist

F(v) o F(u) = F(vou) = F(idx) = id(x),

also ist F(v) Linksinverses von F(u). Analog bewahrt F Rechtsinverse. Damit bewahrt F
auch Isos, Sektionen und Retraktionen. Sei nun F voll und treu und sei ¢ : F(Y) - F(X)
Linksinverses von F(u).

12



3.2 Initiale und terminale Objekte

Dann gibt es v:Y — X: F(v) = ¢, weil F voll ist. Es gilt
F(idx) = idp(x) = @ o F(u) = F(v) o F(u) = F(vou), und

damit idx = vou, weil F treu ist. Also ist v Linksinverses von u. Analog fiir Rechtsinverse.
Das beweist die ersten drei Aquivalenzen. Rest in Ubung 1.2.! .

Mit anderen Worten: Fiir volle, treue, kovariante Funktoren sind u und F(u) stest von
gleicher Art.

3.11 Bemerkung
Da in C°P alle Morphismen aus C umgedreht sind, gilt:

e ueC(X,Y) Mono genau dann, wenn u € C°P(Y, X) Epi ist,
e ueC(X,Y) Sektion genau dann, wenn u € C°P(Y, X) Retraktion ist, und

e ueC(X,Y) Iso genau dann, wenn u € C°P(Y, X) Iso ist. o

Erinnerung: Jeder kontravariante Funktor D : C — D ist ein kovarianter Funktor von
C°? — D. Also folgt aus Lemma 3.10:

3.12 Lemma

Jeder kontravariante Funktor bewahrt Isos, bildet Sektionen auf Retraktionen und
Retraktionen auf Sektionen ab. Fur einen vollen, treuen, kontravarianten Funktor
D g¢ilt auflerdem:

e u st Iso genau dann, wenn D(u) Iso ist,
e u st Sektion genau dann, wenn D(u) Retraktion ist, und
e u st Retraktion genau dann, wenn D(u) Sektion ust,
Ist F auflerdem wesentlich surjektiv, so gilt auch:
e u st Mono genau dann, wenn D(u) Ept ist, und

e u st Epi genau dann, wenn D(u) Mono ist. O

In 5 werden wir das hinter diesem Lemma stehende Prinzip besser kennenlernen.

3.2 Initiale und terminale Objekte

3.13 Definition (Terminales Objekt, initiales Objekt)
T € Ob(C) ist terminales Objekt genau dann, wenn

VX eOb(C) Av: X > T gilt.

13



3 Erste abstrakte Konzepte

1€ Ob(C) ist initiales Objekt genau dann, wenn

VX eOb(C) Iv: 1 - X gilt. .

3.14 Beispiel
1. In Set sind alle ein-elementigen Mengen terminal und die leere Menge initial, und

2. in C(x ) ist das grofte Element terminal und das kleinste Element initial. o
3.15 Lemma
Terminale und initiale Objekte sind bis auf Isomorphie emndeutig bestimmd. o

Bewels (LEMMA 3.15)
Seien T,,T, € Ob(C) terminal. Dann gibt es genau ein u : T; - T, und genau ein
v:T, —T;. Weil T,, T, terminal sind, muss also

idy, =vou,
idt, =uov,also

v=u"?! Iso.

Alsoist T, = T,.

u

. — .

idr, < Il - IQ >1d12
v

Analog beweist man die behauptung fiir initiale Objekte. -

3.16 Bemerkung

Ganz typisch fiir Kategorientheorie ist, das in der Definition von Objekten die Existenz
eines eindeutig bestimmten Morphismus mit gewissen Eigenschaften gefordert wird. Dar-
aus ergibt sich, dass das definierte Objekt bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. o

3.17 Bemerkung
X ist initial in C genau dann, wenn X terminal in C°P ist. O

3.3 Produkte

Wir kennen (mdoglicherweise):
e Produkte von Mengen,
e Produkte von topologischen Rdumen,

e Produkte von Algebren,

14
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3.3 Produkte

e Produkte von Korpern, und

e Produkte von Vektorraumen.

Was haben diese Konzepte im Kern gemeinsam? Der Begriff des (allgemeinen) Pro-
dukts wurde 1950 von Saunders Mac Lane definiert.

“Mac Lane’s definition was revolutionary” (P. Freyd)

Der Produktbegriff ist ein erstes Beispiel dafiir, dass die Kategorientheorie benutzt
wurde, um ein fundamentales mathematisches Konzept zu beschreiben.
3.18 Definition
Sei I Indexmenge und (X )ier Familie von Objekten in C. P € Ob(C) ist ein Produkt von
(X;)ie1, wenn es eine Familie von sogenannten Projektionsmorphismen

(mi:P - X;)

iel
gibt, so dass
VY eODb(C), (fi: Y = X;)iep: Mu:Y > Pimyou="f; fiir alleiel gilt.

Der Morphismus u heiit Tupling von (fi)icr.

VA

XILE£’X2

3.19 Notation
Wir schreiben [ X; fiir das Produkt von (X;)ier und Xj x --- x X, fiir das Produkt
von (X;)ief1,..,n}- [n diesem Fall schreiben wir auch (fy,...,fn) fiir das Tupling von

(fi)ie{l,...,n}~ m
3.20 Bemerkung
Alle Produkte einer Familie (X )icr sind, sofern existierend, zueinander isomorph (ver-

gleiche Assignment 1). In der Praxis betrachtet man meistens ein bestimmtes Objekt
als das Produkt von (X )ier. In Set wird beispielsweise das Kartesische Produkt

qxi = {(a(i))iel; a:l- _UIXi; Viel:a(i) EXi}

mit den Projektionsmorphismen

m: []X - X (a(i))m = a(j)

iel

als das Produkt bezeichnet (obwohl zum Beispiel auch {1,2, 3,4} ein Produkt von {a, b}
und {«, B} ist). o
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3 Erste abstrakte Konzepte

3.21 Beispiel
1. Alles, was irgendwo im Studium als Produkt von mathematischen Strukturen auf-
taucht, ist (fast immer) ein Produkt in diesem Sinne.

2. Besonders interessant ist das Produkt in 7 op: was ist [Ty X; fiir eine familie (X; =
(Xi,Ti))ie1 von topologischen Rdumen? Trégermenge ist das kartesische Produkt
[Tic1 Xi, aber wie muss die Topologie gewdhlt werden? Topologen erkannten: Man
muss die Topologie 7 als kleinste Topologie wihlen, so dass

X e
VieLUeTy:[[VieTmitvi={ " ' git.
icl u i=j

Kategorientheorie liefert eine weitere Begriindung, warum dies das richtige Pro-
dukt ist (vergleiche Ubung 1.3).

3. In C(X,S) ist das Produkt einer Familie (x;)ic; das Infimum.

4. In Cat ist das Produkt zweier (kleiner) Kategorien C, D die Produktkategorie C x D
(vergleiche Beispiel 2.4). Die beiden Projektionen sind die Projektionsfunktoren
aus Beispiel 2.15. O

3.22 Proposition
Terminale Objekte sind gerade die Produkte iiber leere Indexmengen. o

BEwEIS (PROPOSITION 3.22)
P € Ob(C) ist Produkt von (X;)icy genau dann, wenn fiir alle Y € Ob(C) ein eindeutig
bestimmter Morphismus u:Y — P existiert, also genau dann, wenn P terminal ist. -

Genauer kann man sogar zeigen:

3.23 Proposition
C hat endliche Produkte genau dann, wenn C bindre Produkte und ein terminales Objekt
hat. O

3.4 Freie Objekte

Sei V:C — B ein Funktor.

3.24 Definition (Freies Objekt)
Sei X € Ob(C), B € Ob(B), v € B(B,V(X)). X heifit frei iiber der Basis B beziiglich ¢
genau dann, wenn

VY e Ob(C),u:B(B,V(Y)) FMieC(X,Y) :u=V(i1) o gilt:
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3.5 Aquivalenzen von Kategorien

B—>V(X) X
| |

| V(1) |

V() Y

Intuitiv ist v(X) das ,,ndchstgrofte* Objekt von B aus, dass Bild eines Objekts aus C
unter V ist. o

3.25 Bemerkung
In den meisten Fallen ist der Funktor V treu, B = Set und t eine Einbettung. o

3.26 Beispiel

B = Set, C = Group (Kategorie der Gruppen), B € Ob(B), Bc X, V: C —» Set Vergiss-
funktor, t: B — V(X) Einbettung. X ist frei iiber B beziiglich ¢ genau dann, wenn X die
freie Gruppe fiiber B ist. O

3.5 Aquivalenzen von Kategorien

Wann sind zwei Kategorien im Wesentlichen identisch?

3.27 Definition (Aquivalenz)
Seien C, D Kategorien und

e F:C—>7D,G:D - C kovariante Funktoren, und
e c:id¢ - GF, n:idp — FG natiirliche Isomorphismen.

Dann heifit (F, G, e,n) Aquivalenz zwischen C, D. Existiert eine Aquivalenz zwischen zwei
Kategorien, so heiflen die Kategorien dquivalent. o

Warum verdient diese Konstruktion den Namen , Aquivalenz“?

3.28 Lemma
Zwer Kategorien C,D sind genau dann dquivalent, wenn ein voller, treuer und
wesentlich surjektiver, kovarianter Funktor F:C — D existiert. o

BewEls (LEMMA 3.28)
Assignment 1. -

3.29 Bemerkung
Ein voller, treuer und wesentlich surjektiver Funktor bewahrt alle Konzepte, die nicht
zwischen isomorphen Objekten unterscheiden. O

3.30 Definition (Evil)
Eine Eigenschaft oder ein Konzept heift evil, wenn sie nicht invariant unter Aquivalenz

ist. |
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3 Erste abstrakte Konzepte

3.31 Bemerkung
Alle in diesem Kapitel eingefithrten Konzepte sind kosher, das heifit nicht-evil. O

Aquivalente Kategorien sind bis auf Benennung und Anzahl isomorpher Kopien iden-
tisch.

3.32 Definition (Kategorienisomorphie)
Zwei Kategorien heiflen isomorph, falls es einen vollen, treuen und auf der Klasse der
Objekte bijektiven Funktor F:C — D gibt. O

3.33 Beispiel
1. Jede Kategorie ist dquivalent zu ihrem Skelett,

2. Met ist dquivalent zu einer vollen Unterkategorie von 7 op, und

3. die Kategorie aller Halbgruppen (H, +) mit neutralem Element ist isomorph zur
Kategorie aller Monoide (G, +, 0). o
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4 Hom-Funktoren und Yoneda

In diesem Kapitel sei C stets eine lokal-kleine Kategorie.

4.1 Hom-Funktoren

4.1 Definition
Fiir X,Y € Ob(C) nennt man die Morphismenmenge C(X,Y) ein Hom-Set.

Fiir einen Morphismus ¢ € C(Y, Z) definieren wir die Funktionen:

C(X,9):C(X,Y) > C(X,Z)
u— @ou, und
C(9,X):C(Z,X) -~ C(Y, X)

U~ uo Q. a)

4.2 Proposition
Fiir alle X € Ob(C) ist

C(X,-):C - Set
Y C(X,Y)
peC(Y,Z) = C(X,0)eSet(C(X,Y),C(X,2))

ein kovarianter Funktor und

C(-,X):C > Set
Y= C(Y,2)
@ eC(Y,Z) = C(9,X) € Set(C(Z,X),C(Y,X)

ein kontravarianter Funktor. o

BEWEIS (PROPOSITION 4.2)
Offenbar ist C(X,—) eine wohldefinierte Abbildung auf Objekten und Morphismen.
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4 Hom-Funktoren und Yoneda

Fiir Y € Ob(C) gilt:

C(X,idy) : C(X,Y) » C(X,Y)

U+~ idy ou
—
=u

=ide(x,y) und

C(X, 920 91)(u) = (p2091)ou
= @20 (prou)
=C(X, 92)(C(Xy, @1)(u))
= (C(X, @2) o C(X, @1))(w).

Also ist C(X,-) ein Funktor. Analog zeigt man, dass auch C(-, X) ein Funktor ist. g

4.3 Definition (Hom-Funktor, Punktfunktor)
Die Funktoren C(X,—-) und C(-, X) heien Hom-Funktoren. Der kontravariante Hom-
Funktor heifit auch Punktfunktor. o

4.4 Definition (Darstellbarer Funktor)
Ein Funktor F: C — Set heifit darstellbar, wenn er dquivalent zu einem Hom-Funktor
ist. O

Man kann die beiden Funktoren zusammen auch als sogennanten Bifunktor beschreiben:

4.5 Definition
F: C - D heifit Bifunktor genau dann, wenn C eine Produktkategorie (vergleiche Bei-
spiel 2.15) ist. o

Intuitiv sind Bifunktoren Funktoren mit zwei Argumenten.
4.6 Beispiel

C(—l,—g) :CP xC - Set
(X,Y) = C(X,Y)
( f ) ® )'_)C(fx(p)C(XDXZ)—)C(;MZZ)
~—— S~——
€CoP(Y,,Z;) €C(Y,,Z,)

U @ouof O

4.7 Bemerkung
Wihlt man das erste beziehungsweise zweite Argument eines Bifunktors F:C; xCo - D
fest, so ergibt sich ein Funktor F; : C; — D beziehungsweise F : C; — D. o
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4.2 Verallgemeinerte Elemente

4.2 Verallgemeinerte Elemente

Der Punktfunktor ermdéglicht es uns, von Elementen eines Objekts zu sprechen:

4.8 Definition (Verallgemeinerte Elemente)
Die Elemente der Menge C(T, X) heiflen T-wertige Punkte von X. Die Klasse

B U C(TX)
TeOb(C)

heifit Klasse der (verallgemeinerten) Elemente von X. o

4.9 Beispiel
In Set ist die Menge der {1,...,n}-wertigen Punkte von X € Ob(Set) isomorph zu X™.q

4.10 Bemerkung (Slice-Kategorie)
Die Elemente von E1(X) formen die sogenannte Slice-Kategorie C/x (vergleiche Ubung 2.2).o

4.11 Bemerkung
Der Begriff der verallgemeinerten Elemente erlaubt eine mengentheoretische Betrach-
tung von kategorientheoretischen Konzepten. Zum Beispiel:

1. Erinnerung: ¢ € C(X,Y) ist Mono genau dann, wenn fiir alle T ¢ Ob(C) und g, gs €
C(T,X) aus @og; = @ogs stets g1 = g2 folgt. Also: ¢ ist Mono genau dann, wenn ¢
auf jeder T-wertigen Punktmenge injektiv agiert. Mit anderen Worten: ein Mono
ist eine injektive Abbildung von El(X) nach EI(Y).

2. Auf dhnliche Weise kann der Begriff des Produkts auf die gewohnliche mengen-
theoretische Definition zuriickgefiihrt werden (vergleiche Ubung 2.3). o

Ist C eine kleine Kategorie, so ist die Klasse der (verallgemeinerten) Elemente von
jedem X € Ob(C) eine Menge. Das erlaubt uns die folgende Konstruktion:

4.12 Theorem

Sei C eine kletne Kategorie. Dann st der Funktor

V:C - Set
X~ BI(X)
weC(X,Y) = V(1) :EI(X) > EL(Y) : @ > uo ¢

injektiv auf den Objekten und treu. o

BEwEIs (THEOREM 4.12)
V ist ein wohldefinierter Funktor. Offensichtlich ist V auf den Objekten und den Morphis-
men eine wohldefinierte Abbildung. Ebenfalls klar ist V(idx) =idy (x). Seien u e C(X,Y)
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4 Hom-Funktoren und Yoneda

und v € C(Y, Z). Dann gilt fiir ¢ € E1(X):

V(vou)(@)=vouoe
—vo (wo @)
=voV(u)(e)
=VE)(V(w)(9))
(V(v) o V(u)) (o).

Also ist V ein Funktor. V ist injektiv auf den Objekten, denn:

EL(X) = BL(Y) —> idy ¢ EL(X) = BI(Y)
= X=Y.

V ist treu: Seien uj,us € C(X,Y). Dann ist

V() = V(uz) = V(u1)(idx) = V(u2)(idx)
—— Uz OidéZugoidK

— U1 = Us. n

4.13 Bemerkung
Das Theorem verwendet die gleiche Idee wie der Satz von Cayley aus der Gruppentheo-
rie. o

Es gilt insbesondere:

4.14 Korollar
Jede kleine Kategorie st konkretisierbar. o

Ist C nicht klein, so funktioniert diese Konstruktion offenbar nicht. Allerdings gibt es
immer noch eine (im Prinzip sogar analoge) Mdoglichkeit, eine enge Verbindung mit Set
herzustellen.

4.3 Das Yoneda-Lemma

Das Yoneda-Lemma ist das meistbenutzte Ergebnis der Kategorientheorie. Die Idee ist,
statt ganz C (immer noch lokal-klein) zu betrachten, konzentrieren wir uns lieber auf
einen bestimmten Teil der Kategorie aller kontravarianten Funktoren von C nach Set.
Der Vorteil dabei ist, dass Set gut bekannt ist und wir uns den Funktor von C nach Set
als Représentation von C in Set vorstellen kdnnen.

4.15 Definition (Einbettung)
Eine Einbettung ist ein voller und treuer Funktor, der injektiv auf den Objekten ist. o
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4.3 Das Yoneda-Lemma

4.16 Definition (Funktorkategorie)
Seien V,C Kategorien. Die Funktorkategorie VC ist wie folgt definiert:

Objekte Ob(V°) := {F:C — V;T kovarianter Funktor},

Morphismen VC(F,G) := Nat(F, G) := {1: F - G; T natiirliche Transformation}, und

. nx T
Komposition tomn := (Tionl)xeoucy H(X) — F(X) —= G(X). =

4.17 Bemerkung
Die Objekte von V° sind alle kovarianten Funktoren von C nach V. Die Kategorie aller
kontravarianten Funktoren von C nach V ist dann gerade die Funktorkategorie V™.

4.18 Definition (Presheaf)
Die Elemente von V¢ heifien V-wertige Presheaves (Pra-Garben) von C. o

Jetzt betrachten wir Set-wertige Presheaves:

4.19 Definition
Der folgende Funktor y heifit Yoneda-Einbettung:

y:C— Sett™
X g C(_1X)

——
=C(Z,X)~C(Z,Y)u~eou/ 7.0p ()

das heifit die Yoneda-Einbettung ist ein kovarianter Funktor, der jedes X € Ob(C) auf
den Punktfunktor von X (vergleiche Proposition 4.2) abbildet und jeden Morphismus ¢ :
X - Y auf die natiirliche Transformation (C(Z, ¢)) zcou(c), di¢ in Set®™ ein Morphismus
vom Punktfunktor von X zum Punktfunktor von Y ist. O

Achtung: Noch ist nicht klar, ob y wirklich eine Einbettung ist (in Theorem 4.23 wird
dieser Begriff gerechtfertigt).
Zunichst zeigen wir die Injektivitat:

4.20 Proposition

yX)=y(Y) = X=Y o
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4 Hom-Funktoren und Yoneda

BEWEIS (PROPOSITION 4.20)

idx € C(X,X) = (y(X)) (X)
- (W) (X)
- C(X,Y)

= Y=X. L]

Der Rest ist schwieriger! Der Weg fiihrt iiber das Yoneda-Lemma. Wir zeigen die
Bijektivitdt durch die Existenz der Umkehrabbildung, die in diesem Lemma definiert
wird.

4.21 Lemma (Yoneda-Lemma)

Fiir jedes X € Ob(C) und jedes F € Ob(Set™) ezistiert ein Isomorphismus

UxF: Set” (y(X),F) - F(X),
—_—
=Nat(y(X),F)
der wie folgt definiert ist:
(t:y(X) > F) = 1x(idx) € F(X), also

™
C(X,X) = y(X)(X) — F(X).
Dieser Isomorphismus x r 15t sogar naturlich in X und F, das heifSt die folgenden

Diagramme kommutieren fir alle @ : X — Y beziehungsweise alle n: F - G (mat
F,G € Ob(Set®™)):

Set€” (y(X), Fr— F(X) 8t (0O, FX) s
Setcop(y((P),F)] ]F(cp) Setcop(y(x)ﬂ])t lnx
Set® (y(¥), -~ F(v) §et™ (y(x), 6"~ G(X)

BeEwEIs (LEMMA 4.21)

Wir zeigen zunéchst, dass {x r ein Isomorphismus ist. Dazu suchen wir das Inverse von
Px,r und definieren zundchst fiir a € F(X) € Ob(Set) die folgende natiirliche Transfor-
mation:

€a:y(X)~>F
(ea)y :y(X)(¥Y) = F(Y) : ur (F(u)) (a),

—
=C(Y,X)

24



4.3 Das Yoneda-Lemma

F
(Y 5 X, F(X) ), F(Y), da F kontravariant ist).

Wir miissen zeigen, dass €, wirklich eine natiirliche Transformation ist, das heifit wir
miissen die Kommutativitat des folgenden Diagramms fiir alle ¢ : Z - Y nachweisen.

(ea)z

C(9,X) F(e)

(ea)y

C(Y, X) —=F(Y)

Beweis durch elementweises Nachrechnen:

wop <F<uo‘<‘p>)<a>
CZX) 5 F2Z)  (F(e)oF(w)(a)
TC(@,X) Tw) H
(Y, x) =S R(Y) F(@)(Ffu)(a))
ot (F(w))(a)

Also ist jedes (eq) eine natiirliche Transformation und somit ist

wx,r : F(X) - Nat(y(X), F) = Set®” (y(X),F)
a— €q

eine Abbildung (also ein Morphismus in Set). Wir zeigen, dass wx r eine Umkehrabbil-
dung zu Px r ist.

Fiir a € F(X) folgt

(bx,Fowx,r)(a)=bxr(€a)
= (eq)x(dx)
=F(idx)(a)
=idp(x)(a)

= a.
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4 Hom-Funktoren und Yoneda

Fiir eine natiirliche Transformation (7:y(X) — F) € Set®” (y(X), F) ergibt sich

(wx,FobxF)(T) = wx,F(Tx(idx))
= €1x(idx)
= ((€xx(idx))Y) YeOb(C)
= (uwr F(u)(tx(idx)))veon(c)

Da T natiirliche Transformation ist, kommutiert fiir jedes u € y(X)(Y) = C(Y, X) das
Diagramm

C(X,X) —=F(X)
jC(u,X) lF(u)
C(Y, X) —F(Y)
Also ist
u = F(u)(tx(idx))

= (F(u) o x)(idx)

= (Ty o C(u, X)) (idx)
= Ty (idx ou)

=Ty(u).
Das heifit
(Exx(idy))y = Ty, also (wx,FodxF)(T) =T
Also ist P! = wx r. Die Natiirlichkeit wird in Assignment 2 gezeigt. -

4.22 Bemerkung
Lemma 4.21 mit anderen Worten formuliert: Es existiert ein natiirlicher Isomorphismus
zwischen dem Bifunktor

Set’ (y(-1), (=2)) : C x Set’™ - Set
und dem Bifunktor

(—2)(1) : C x Set’™ - Set

(X, F) = F(X).
Die beiden Bifunktoren sind also dquivalent. 0
4.23 Theorem
Die Yoneda-Einbettung y:C — Set®” st voll und treu. o
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4.3 Das Yoneda-Lemma

BEwEIS (THEOREM 4.23)

Nach dem Beweis von Lemma 4.21 ist die Abbildung wx y(v) : y(¥)(X) - Set®™ (y(X),y(Y))
fiir alle X,Y € Ob(C) ein Isomorphismus. Fiir jedes ¢ € C(X,Y) und Z € Ob(C) gelten
per Definition:

(Wxy)(©))z :y(X)(Z) = y(¥)(2)
—Czx) =z

urey()(w(e)
(Y(e))z:y(X)(Z) - y(¥)(2)

~————— N———
=C(Z,X) =C(Z,Y)

ur @ou=C(Z ¢)(u)
Nun gilt aber auch

yY)(w)(e) =C,Y) (@)
= (p Ou

=C(Z,9)(u).

Also bildet y die Morphismenmenge C(X,Y) genau wie wx ,,(y) ab, das heifit bijektiv
auf die Morphismenmenge Set®” (y(X),y(Y)). -

4.24 Korollar (Yoneda-Prinzip)

yX)zy(Y) = X=zY .

BeEwEIS (KOROLLAR 4.24)
Nach Theorem 4.23 ist y : C — Set®” voll und treu. Also folgt die Behauptung aus
Lemma 3.10. -

Das Yoneda-Prinzip wird sehr hdufig angewendet, um zu zeigen, dass zwei Objekte
isomorph sind (oft ist ndmlich y(X) 2 y(Y) einfacher zu zeigen also X = Y). Im Laufe der
Vorlesung werden wir noch einige Anwendungen sehen.
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5 Dualitat

“An important general theme that has manifestations in almost every area of mathema-
tics” (Princeton Companion to Mathematics).

Zur Erinnerung:

e (C°P entsteht aus C durch Umdrehen der Pfeile. Betrachtet man eine kategorientheo-
retische Aussage A (Definition, Satz, ...) in der Kategorie C°? und interpretiert
sie als Aussage in C, so ist dies die zu A duale (“opposite”) Aussage A°P. Es gilt

AP in C: <= Ain C°P, speziell: C = A® < CPE A

e Von einigen der kennengelernten Konzepte wissen wir bereits, dass sie ein entspre-
chendes Gegenstiick in der opposite-Kategorie haben (vergleiche Bemerkung 3.11).

C C°P
Mono Epi
Epi Mono
Sektion Retraktion
Terminales Objekt | Initiales Objekt
Iso Iso

Insbesondere hat jede kategorientheoretische Konstruktion ein duales Gegenstiick.

Beispiel: Was ist das Duale eines Produkts (Definition 3.18) und eines freien Objekts
(Definition 3.24)7

5.1 Definition (Koprodukt)
C € Ob(C) ist ein Koprodukt von (X )icr, wenn es eine Familie von sogenannten Injek-

tionsmorphismen
(L X5 > Oy
gibt, so dass
VY eODb(C) Y(gi: Xi—>Y)ier Fu:C—>Y:uoy =g fiir alle iel gilt.

Der Morphismus u heifit Kotupling von (gi)ier.
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5.2 Notation
Wir schreiben X; # - » X, fiir das Koprodukt von (Xi)ie(1,..ny und [g1,...,gn] fir das
Kotupling von (gi)ie{l,...,n}- O

5.3 Beispiel
Sei (Xi)ic1 eine Familie von Mengen in Set. Die disjunkte Vereinigung

(@Xi = {(i,x);x e Xj,i €}
ie

ist ein Koprodukt von (Xj)ic; mit Injektionsmorphismen X; — #ic; Xi : x = (i,x) und
Kotupling [g1,---,9n] (i,%) = gi(x). o

Das kofreie Objekt wird in Ubung 3.1 definiert.

Also:
C cop
Koprodukt Produkt
Produkt Koprodukt

Freies Objekt | Kofreies Objekt

Prinzip (Dualitétsprinzip)
Da sich jede kategorientheoretische Aussage dualisieren ldsst (und weil die Axiome fiir
eine Kategorie selbstdual sind, das heifit C ist Kategorie genau dann, wenn C°? Kategorie
ist), gilt das Dualitdtsprinzip:
Eine kategorientheoretische Aussage gilt in C genau dann, wenn ihre dualisierte Aus-
sage in C°P gilt:
CeA < CPE AP

Insbesondere gelten auch C £ AP <= C°P = A und (A°P)°P = A. o
Dieses Prinzip liefert uns immer zwei Ergebnisse zum Preis von einem. Zum Beispiel
folgt sofort:

5.4 Proposition
Koprodukte sind, wenn sie existieren, bis auf Isomorphie eindeutig bestimmdt. O
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5 Dualitat

BEWEIS (PROPOSITION 5.4)

Jedes Produkt ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Dual ist dann jedes Kopro-
dukt (als Duales zum Produkt) bis auf Isomorphie (als duales zu Isomorphie) eindeu-
tig bestimmt. Genauer: In jeder Kategorie sind Produkte bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt (vergleiche Bemerkung 3.20). Also sind insbesondere auch in jeder opposite-
Kategorie Produkte eindeutig bestimmt, damit sind in jeder Kategorie Koprodukte ein-
deutig bestimmt. -

Es besteht die Hoffnung, dass ein Problem aus C vielleicht nach der Dualisierung in
C°P einfacher zu l6sen ist. Allerdings ist C°P nur eine abstrakte Umkehrung von C und
daher nur schwer zu verstehen. Folglich kann man nicht erwarten, dass Probleme aus C
in C°P einfacher werden.

Besser ist es, Probleme aus C in eine Kategorie zu iibertragen, die dquivalent zu C°P
ist. Dies ist die Idee hinter dualen Aquivalenzen:

5.5 Definition (Duale Aquivalenz)
Seien C, X’ zwei Kategorien,

e D:C— X und E: X — C zwei kontravariante Funktoren, und
e c¢:id¢ -» ED und n:idy — DE natiirliche Isomorphismen.

Dann heifit das Quadrupel (D, E, €,1) duale Aquivalenz zwischen C und X.
Gibt es zwischen zwei Kategorien eine duale Aquivalenz, so heifen diese beiden Ka-
tegorien dual dquivalent. o

5.6 Bemerkung
C und X sind dual dquivalent genau dann, wenn C°P und X &dquivalent sind. o

Mit dem Dualitatsprinzip erhalten wir aus Lemma 3.28 direkt:

5.7 Lemma
Zwei Kategorien C,X sind genau dann dual dquivalent, wenn es einen treuen,
vollen und wesentlich surjektiven kontravarianten Funktor H:C — X existiert. o

Da alle koscheren Eigenschaften von einer Aquivalenz bewahrt werden, gilt also: Bine
Aussage (nicht evil) gilt in C genau dann, wenn die dualisierte Aussage in X gilt.

Man kann also X betrachten, um Informationen iiber C zu finden. Dieses Prinzip macht
duale Aquivalenzen zu einem sehr michtigen Werkzeug fiir die gesamte Mathematik! Ein
Beispiel findet sich in Ubung 3.2.

5.8 Beispiel (Ordnungstheorie)

dual dquivalent
C( X,<) Cx 3

klar, denn ng’g) =Cix,2)- o
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5.9 Beispiel (Stone-Dualitéit)
Boolesche Algebren mit Homomorphismen sind dual dquivalent zu Stone-Radumen mit
stetigen Abbildungen.

Dabei ist (X,7) ein Stone-Raum genau dann, wenn (X, 7 ) ein kompakter und total
unzusammenhdngender (das heifit jede offene Menge U ¢ X mit |[U| > 2 kann in zwei
offene Mengen zerlegt werden) Hausdorffraum ist.

Hintergriinde zur Stone-Dualitat gibt es auf der Webseite.

Es folgt:

e Die Kategorie der endlichen Booleschen Algebren ist dual dquivalent zu Stoneg, =
Setgy, (durch Einschrankung auf den endlichen Teil). Hier kann als duale Aquivalenz

D : BoolAlgs, — Setgy
A~ At(A)
f:A—> B D(f) : At(B) - At(A) :x > A F 1]
E: Setq, — BoolAlgs
X — Pot (X) := (Pot (X),2,X, X (-),u,n)
f:X =Y Pot(Y) > Pot (X):x— f1[x]

€ :1dpoolalg,, — ED
ea:A—ED(A)
ar{beAt(A);a>b}
n: idSetﬁn - DE = idSetﬁn
nx =idx
gewdhlt werden. Dabei ist 2At(A) die Menge der Atome von A und 1 x := {b € B;b > X}.
e Aus der Dualitat folgt auch der bekannte Satz, dass jede Boolesche Algebra iso-

morph zu einer Unteralgebra einer Potenzmengenalgebra ist. O

5.10 Beispiel (Priestley-Dualitét)
Distributive Verbdnde mit Homomorphismen sind dual dquivalent zu beschrankten Priestley-
Rédumen mit stetigen Homomorphismen.

Dabei ist (X,0,1,< 7) ein beschrankter Priestley-Raum genau dann, wenn

e (X,7) ein Stone-Raum und
e (X,0,1,<) ein beschranktes Poset ist, und

e es fiir alle x,y € X mit x £ Y ein U ¢ X gibt, das offen, abgeschlossen (“clopen”)
und aufsteigend (das heifit fiir x € U und z > x folgt stets z € U) mit x e U,y ¢ U
ist.
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5 Dualitat

Daraus folgt: Die Kategorie der endlichen distributiven Verbande ist dual dquivalent
zur Kategorie endlicher, beschrankter Posets. o

5.11 Beispiel
Sei K ein beliebiger Korper. Die Kategorie der endlich-dimensionalen K-Vektorraume
mit linearen Abbildungen ist dual dquivalent zu sich selbst. o

5.12 Beispiel (Gelfand-Dualitit)
Kompakte (beziehungsweise lokalkompakte) Hausdorfiraume mit stetigen Abbildungen
sind dual dquivalent zu Kommutativen C*-Algebren mit 1 (beziehungsweise ohne 1) mit
Homomorphismen.

Details finden sich auf der Webseite. o

5.13 Beispiel (Pontrjagin-Dualitiit)
Kompakte, hausdorffsche topologische Gruppen mit stetigen Homomorphismen sind du-
al dquivalent zu abelschen Gruppen mit Homomorphismen.

Offenbar kann man leicht daraus folgern, dass lokalkompakte, abelsche topologische
Gruppen mit stetigen Homomorphismen dual dquivalent zu sich selbst sind.

Details finden sich auf der Webseite. o

Alle diese Dualitdten (aufler das triviale Beispiel Beispiel 5.8) entstehen nach dem
gleichen Prinzip, dem , Prinzip der schizophrenen Objekte:

1. Objekt finden, das in ,kompatibler Weise“ (was das genau bedeutet, hingt von
der jeweiligen Situation ab) in C und X (oder einer Oberkategorie von ihnen)
auftaucht und beide Male die gleiche Tragermenge hat. Dieses Paar von Objekten
(M, ’\~4) heifit Paar von schizophrenen Objekten. Intuitiv ist dies ein Objekt mit
zwei Gestalten.

2. Definiere D := C(-,M)x und E := X(—,M)c (C, X lokal klein), wobei der Index
jeweils bedeutet, dass auf den Homsets eine Struktur definiert werden muss, die es
zu einem Objekt in X’ beziehungsweise C werden lassen (ergibt sich oft natiirlich).

3. Definiere
ex : X - ED(X)
X+ ex :D(X) SN a(x)
nx : X > DE(X)
Xenx :E(X) > M: o= a(x).
Fiir unsere Beispiele bieten sich die folgenden schizophrenen Objekte an:

Stone-Dualitat M = ({0,1},0,1,-,v, ), %= ({0,1}, Tais)
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Priestley-Dualitit M = ({0,1}, Vv, A), M ({0,1}, <, Tais)
Vektorraum-Dualitdt M =K, Mok

Gelfand-Dualitat M = (C,73), M (Q, + s (—)*>
Pontrjagin-Dualitat M = (S',1,-,7a), ¥'= (S',1,-) oder ¥'= (S,1,-,74)

Dabei ist Tg;s die diskrete Topologie, das heifit 73 = $({0,1}), ()" : C - C:
(x+1y)* :=x -1y, S := {z € C;|z| = 1} (Finheitskreis), und 74 die von der Betragsmetrik
d(x,y) := [x — y| erzeugte Topologie.

5.14 Bemerkung
Dualitdten zwischen zwei konkreten Kategorien (C,U) und (X, V) miissen sogar nach

diesem Prinzip konstruierbar sein, sofern sie existieren und U sowie V darstellbar sind.
Dies trifft auf alle obigen Beispiele zu. a)
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6 Cartesian Closed Categories

6.1 Exponentialobjekte

Zwei Mengen X,Y formen den Funktionenraum Y* := {f;f: X - Y}, und es existiert die
Auswertung

ev:Y*xX->Y
(f,x) = f(x),

die ein Morphismus in Set ist.
Frage: Wie sieht diese Konstruktion kategoriell formuliert aus? ev: YX x X - Y sorgt
dafiir, dass
Set(Z x X,Y)| =[Set(Z,Y™)]

fiir alle Z € Ob(Set) gilt, denn fiir alle u: Z x X - Y gibt es eine eindeutiges {i: Z - YX
mit u(z,x) » ev(ii(z),x) = t(z)(x), wobei {i(z) : X - Y : X » u(z,x) ist. Anders
bedeutet dies {i(z) = u(z,-).

Kategoriell formuliert ergibt sich

Vu:ZxX—>Y 3Hi:Z > Y :u=evo({tom,idx oms), das heifit

das folgende Diagramm kommutiert:

VX yXx ey
T (u’idx)y /
Z LxX

Also ist die kategorielle Verallgemeinerung des Funktionenraums:

6.1 Definition (Exponentialobjekt)
Sei C eine Kategorie mit bindren Produkten und X,Y € Ob(C). Ein Exponentialobjekt
ist ein Objekt YX zusammen mit einem Auswertungsmorphismus ev : YEx X > Y, so

dass
VZeOb(C),u: ZxX>Y IHi:Z-»YX:u=evo(ilom,idyx om).

Man sagt, dass 1t aus u durch Currying entsteht. O
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6.1 Exponentialobjekte

6.2 Bemerkung
Existiert fiir X,Y € Ob(C) das Exponentialobjekt Y, so folgt also direkt

C(ZxX, V)| =[c(z,Y5)].
Wir werden spater sehen, das sich diese Aussage noch verschérfen ldsst. o

6.3 Beispiel
1. X,Y € Ob(Set): Siehe oben.

2. X,YeOb(Top): Man wéhlt

Y* = (Top(X,Y), Tyx)

ev: (u,x) ~ u(x),

wobei 7Ty x die sogenannte kompakt-offen-Topologie ist, das heifit die kleinste To-
pologie, die alle Mengen der Form V(K, U) := {f € Top(X,Y); f[K] c U} mit K< X
kompakt und U € 7y enthilt.

Problem: ev ist nicht unbedingt stetig. Die Konstruktion klappt aber, wenn X
lokalkompakt und hausdorffsch ist.

3. C,D e Ob(Cat): D ist die Funktorenkategorie mit ev : (F,X) — F(X). o

Ein besonders wichtiges Beispiel:

6.4 Beispiel

Sei x,y € Ob(Cx,<)), wobei (X, <) eine eine verbandsgeordnete Menge ist. Wir erinnern
uns, dass (x1,Xx2) € C<X7S)(x1,xz) genau dann gilt, wenn x; < xo ist. Damit kommutiert
jedes Diagramm sowieso. Fiir y* muss also nur gelten:

Yy  xx=y* Ax <y, denn damit existiert dann ev.

Wir benétigen weiterhin z < y*, falls zxx = zAx <y ist (damit @t : z - y* fiir alle
u:zxx—y existiert).
Nun gilt aber:

(y"/\XSy&(VzeX:z/\xgy:zgyx)) «—> (vZeX:z/\xgy — zgyx),

Denn z < y* impliziert zAx <y* Ax <y, und y* A x <y folgt unmittelbar aus y* < y*
und der rechten Seite mit z := y*.

Also ist y* ein Exponentialobjekt genau dann, wenn Vze X:zAx <y < z <y~
Erzwingt man diese Bedingung fiir alle x,y, z € X, so erhalt man den Begriff der Heyting-
Algebra. o
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6 Cartesian Closed Categories

6.5 Definition
Eine Heyting-Algebra (X, 0,1, v, A, —) ist ein beschrankter Verband (X, 0,1, Vv, A) zusam-
men mit einer bindren Operation —, fiir die

VzAx <y < z<(x—>y) gilt. o

6.6 Bemerkung
Heyting-Algebren bilden die Grundlage fiir intuitionistische Logik.
Jede Boolesche Algebra induziert eine Heyting-Algebra durch (x > y):=-xVvy. g

6.2 Cartesian Closed Categories (CCC)

6.7 Definition (Cartesian Closed Category)
Eine kartesische abgeschlossene Kategorie (CCC) ist eine Kategorie, in der alle endlichen
Produkte und alle Exponentialobjekte existieren. 0

6.8 Beispiel
1. Set und Cat sind kartesisch abgeschlossen.

2. Top ist nicht kartesisch abgeschlossen, aber die Unterkategorie der lokalkompakten
Hausdorffraume ist kartesisch abgeschlossen.

3. Fiir jedes zu einer Heyting-Algebra gehérende Poset (X, <) ist C(x . kartesisch

abgeschlossen. o

6.9 Proposition
Sei C kartesisch abgeschlossen, X € Ob(C). Dann ist

()*:c~c
Y Y%
weC(Y,Z) »uX:= (uoev)
ein Funktor. o

BEwEIS (PROPOSITION 6.9)
Ubung 4.1. n

Nun zur angekiindigten Verschirfung von Bemerkung 6.2.

6.10 Proposition
Sei C kartesisch abgeschlossen, X,Y,Z ¢ Ob(C). Dann gilt

(xl); ~ X(XX;)- O
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6.2 Cartesian Closed Categories (CCC)

BEwEIS (PROPOSITION 6.10)
Einfach durch Anwendung des Yoneda-Prinzips (Ubung 4.2). -

Wie schon das Beispiel der Heyting-Algebren vermuten ldsst, sind kartesisch abge-
schlossene Kategorien in der Logik besonders von Interesse.
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7 Limites

Limites sind noch allgemeiner als die Konzepte in Kapitel 3. Um ihr Vorkommen richtig
zu verstehen, betrachten wir zunédchst Equalizer und Pullbacks.

7.1 Equalizer

7.1 Definition (Equalizer)
Seien f, g parallele Morphismen, das heiit dom(f) = dom(g) und cod(f) = cod(g):

Ein Equalizer von (f,g) ist ein Objekt E und ein Morphismus e : E — X, so dass
foe=goe gilt

und e beziiglich dieser Eigenschaft universell ist, das heifit fiir alle d : D — X mit
fod=god gibt es einen eindeutigen Morphismus u:D — E mit eou =d:

f
D—SsX—xY

D

» Wie immer* ist durch die Universalitdt von e das Objekt E bis auf Isomorphie ein-
deutig bestimm;. O

7.2 Beispiel
Sei C = Set und f,g: X — Y. Ein Equalizer von (f, g) ist die Menge {x € X; f(x) = g(x)}
mit der Binbettung e: {x € X;f(x) = g(x)} = X :x ~ x (vergleiche Ubung 5.1). o

Das Beispiel zeigt, dass Equalizer eine Verallgemeinerung von gleichungsdefinierten
Mengen darstellen.

7.3 Proposition
Ist (E,e) ein Equalizer von f,g: X — Y, so ist e: E - X ein Unterobjekt von X (das heifit
e ist ein Mono, vergleiche Definition 3.4). O
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7.1 Equalizer

BEwEIS (PROPOSITION 7.3)
Seien D € Ob(C) und @1, @2:D — E, so dass eo @; = e o 2. Wir zeigen jetzt ¢; = @».
Dazu betrachten wir das folgende kommutative Diagramm:

f

—SsX—=Y

9
(%:(pleoq)z

Es gilt foeo@i = goeo@s = goeo @y, also existiert ein eindeutig bestimmtes u: D — E,
so dass eou=-¢eo @1 =eo @s. Also ist u= @3 = Q3. -

Q1

O —=Im

Es gibt natiirlich auch Koequalizer.

7.4 Definition (Koequalizer)
Seien f,g : X — Y. Ein Koequalizer von (f,g) ist ein Objekt Q und ein Morphismus
q:Y—>Q,sodass qof=qogund

Vd:Y—>D:dof=dog Fu:Q—->D:uoq-=d gilt.

f q
X——=Y——Q O
J n
R\Lﬁlu
D

Mit dem Dualitatsprinzip folgt sofort:

7.5 Proposition
Ist (Q, q) ein Koequalizer, so ist q ein Epi. 0

7.6 Beispiel
Sei C = Set und f,g : X - Y. Sei o die kleinste Aquivalenzrelation auf Y, so dass
(f(x), g(x)) € o fiir alle x € X gilt. Die Menge von Aquivalenzklassen

Y/o={lyloiyeY}
ist zusammen mit dem natiirlichen Homomorphismus
q:Y->Y/s:yr [yle

ein Koequalizer (vergleiche Ubung 5.1).
Aus diesem Beispiel ist ersichtlich, dass Koequalizer die Faktorisierung durch Aquivalenzrelationen
verallgemeinern. a]
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7 Limites

7.2 Pullbacks

7.7 Definition (Span, Kospan)
Ein Span ist ein Paar von Morphismen f, g mit dom(f) = dom(g). Entsprechend ist ein
Kospan ein Paar von Morphismen f, g mit cod(f) = cod(g). o

7.8 Definition (Pullback)

Ein Pullback eines Kospans f: X - Z, g: Y — Z ist ein Objekt P mit einem Paar von
Morphismen p; : P - X, p2: P = Y, so dass fop; = g ops gilt und p1,ps diesbeziiglich
universell sind, das heifit

Vq1: Q> X,q2: Q—>Y:foqgi=goqz Iu:Q—>P:q1=uopi,qz =uops gilt

Natiirlich ist Q wieder bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. o

7.9 Beispiel
In Set ist das Pullback von zwei Morphismen X 1 VA g Y durch die Menge

{(x,y) eXxY;f(x) = g(y)}

und die Projektionsmorphismen p; : (x,y) ~ X, p2: (x,y) — y gegeben. o

Man kann bereits vermuten, dass es einen Zusammenhang zwischen Produkten, Equa-
lizern und Pullbacks gibt.

7.10 Proposition
Eine Kategorie C hat endliche Produkte und Equalizer genau dann, wenn C Pullbacks
und ein terminales Objekt hat. o

BewEIs (PROPOSITION 7.10)
Hat C endliche Produkte und Equalizer, dann hat C auch ein terminales Objekt (als

Produkt einer leeren Familie). Fiir Pullbacks betrachten wir einen Kospan X AN Z g Y.
Da C endliche (und insbesondere bindre) Produkte hat, gibt es ein X x Y € Ob(C). Also
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7.2 Pullbacks

erhalten wir das folgende (nicht unbedingt kommutative) Diagramm:

T
X 2

X

7t

IN<—I<
@

[} <~— x

f
_—

Es gibt nun einen Equalizer von fo7,gomy : XxY — Z. Sei (E, e) dieser Equalizer. Wir
setzen nun p; := 71 o e, ps := 7 o e und zeigen, dass (E,p1,p2) ein Pullback ist.

Es gilt
foplzfoﬂloe:goTQoe:gO‘pg.

Fiir die Universalitdtseigenschaft sei D € Ob(C) und q; : D - X,q2 : D — Y mit
foqi=goqsz. Aus
fom o(q1,qz) = gomeo(qi, qz)

folgt mit der Universalitatseigenschaft des Equalizers e von (f o7y, goms):
Fu:D—->E:eou=(qi,qz).
Damit ist

prou=moeou=mo(qi,qz) =z

p2ou=myo0eo0l="o(q1,q2) = qa.

Zur Eindeutigkeit von u nehmen wir an, dass es ein u’' : D - E mit pjou’ = q;
und ps ou’ = go gibt. Dann folgt 3 ceou’ = q; und M 0 eou’ = 2 und wegen der
Eindeutigkeit des Tuplings (q1, qz2) folgt dann eou’ = (qy, qz2) = e ou. Weil e Mono ist,
folgt damit u=u'.

Fiir den restlichen Beweis siehe Assignment 3. -

Wir veranschaulichen den ersten Teil des Beweises durch Riickblick auf Pullbacks in
Set. Der Pullback

{(xy) eXxY;f(x) =g(y)},p1: (%, y) » x,p2: (%, y) = y)
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7 Limites

des Kospans X 5 7 & Y entstand aus dem Equalizer

({X,y) eX XY;foﬂl(X7U) =g Oﬂ2(x79)}76)

von (f oy, gomy) duch Setzen von p; :=m;oe.

Dualisierte Pullbacks heiflen Pushouts.

7.11 Definition (Pushout)

Der Pushout eines Spans f: Z - X, g : Z — Y ist ein Objekt P mit einem Paar von
Morphismen p; : X - P, p2: Y - P, so dass p; o f = pa o g und p;,p2 diesbeziiglich
universell sind.

Vqi:X—->Q,q2:Y>Q:qrof=q20g9:3Mu:P->Q:qi=uop,qz=uops

7.12 Beispiel ]
Sei C = Set. Der Pushout eines Spans X < Z 9, Y entsteht analog zu Beispiel 7.9 durch
den Koequalizer (Q, q) von

Llof
L—=X=x*xY
L20g

durch Sezten von p; := qo ;. GemaB Beispiel 7.6 ist Q die Menge der Aquivalenzklassen
(X*Y)/s der von
{(Liof(2),209(2));2€ Z}

erzeugten Aquivalenzrelation o und q der natiirliche Homomorphismus
X*Y > (X*Y)/g,a~[a]c.
Also ist der Pushout von f, g:

(X*Y)/o,p1:x = [{1,x)]o, P21y = [(2,Y)]0)-
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7.3 Limites

7.13 Bemerkung

Nach dem Dualitétsprinzip folgt aus Proposition 7.10, dass eine Kategorie genau dann
Pushouts und ein initiales Objekt hat, wenn sie endliche Koprodukte und Koequalizer
hat. |

7.3 Limites

7.14 Definition (Diagramm)
Seien J,C Kategorien. Ein Diagramm vom Typ J in C ist ein kovarianter Funktor von
J nach C. Die Kategorie 7 wird dann Indexkategorie genannt. o

7.15 Bemerkung

Formal ist jeder Funktor ein Diagramm. Die Bezeichnung wird aber nur dann benutzt,
wenn es um das Bild des Funktors geht. Man beschreibt ein solches Diagramm meist,
indem man dieses Bild (hiufig ohne Beriicksichtigung der Identitdtsmorphismen) be-
schreibt. Man sagt zum Beispiel ,das Diagramm besteht aus zwei parallelen Morphis-
men“ oder nennt einen Span ein Diagramm. Dies rechtfertigt die bisherige Verwendung
des Wortes Diagramm. o

7.16 Definition (Kleines Diagramm, endliches Diagramm)
Ein Diagramm F: J — C heif}t klein, falls 7 klein ist und endlich, falls in J nur endlich
viele Morphismen existieren. O

7.17 Definition (Kegel)
Sei F: J — C ein Diagramm. Ein Kegel (Cone) von F besteht aus einem Objekt X und
einer Familie von Morphismen

(¢j : X = F(j))jeon(s)

so dass f alle e J(i,j) das folgende Diagramm kommutiert:

X —>F() .

le A)

F(1)
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7 Limites
Beispiel:

FJ): X—2=F()

)
) ae N\
! F(L e F(l:)(ﬁ)

F(oc) O0Ckx =C4
F(B)ocj=cq
= F(«) ok =F(B) o Cj. .

7.18 Bemerkung
Alle Kegel formen zusammen mit sogenannten Kegelmorphismen eine Kategorie (ver-
gleiche Ubung 5.2). o

Ein Limes eines Diagramms F ist der Kegel, der so nah an dem Diagramm liegt, dass
jeder andere Kegel durch ihn faktorisiert.

7.19 Definition (Limes)
Ein Limes eines Diagramms F: 7 — C, geschrieben limF, ist ein Kegel (X, (¢j)jcob())
von F, so dass fiir alle Kegel (Y, (dj)jcon(s)) von F gilt:

Fu:Y - X:cjou=dj fiir alle j € Ob(J).

Limites verallgemeinern sehr viele Konzepte. o

7.20 Beispiel
1. Sei J die leere Kategorie, F: 7 — C der leere Funktor. Dann ist X = limF genau
dann, wenn X terminal ist.

2. Sei Q
¢
J=1__7j
g
Dann ist
dq
()
Y X ——=F(i) —F()
' F(g)
Cj
ciou=d~1

44



7.3 Limites
mit
¢ = F(f) o Ci

¢j=F(g)ocy
= F(f)oci =F(g) oci.

Dann ist (X,c) =limF genau dann, wenn (X, c;) Equalizer von F(f) und F(g) ist.

. Sei e
3

i—>j
Dann ist
F(k)
lF(g)
F(D) = F(j)
mit
F(f)oci=¢
=F(g) ocxk
Crouw=dy
ciou=dj.

Also ist (X,c) =limF genau dann, wenn (X, cx) ein Pullback ist.

. Sei ) )

J=1 in (diskrete Kategorie).

Dann ist
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7 Limites

Vie{l,...,n}:ci, ou=d;,

Dabei ist u das Tupling von (di; )ie(1,...,n}- Also ist (X, c) = limF genau dann, wenn
X zusammen mit der Familie (¢i )ief1,....ny das Produkt von (F(i1))ieqa,..,ny I8t o

7.21 Bemerkung
Ein Limes ist ein terminales Objekt in der Kategorie der Kegel (vgl. Notation 5.2) g

In der Praxis interessiert man sich oft nur fiir sogenannte ,kleine Limites".

7.22 Definition (kleiner Limes)
Ein Limes von einem kleinen bzw. endlichen Diagramm heifit klein bzw. endlich. ¢

Insbesondere ist es interessant Kategorien zu betrachten, in denen alle kleinen Limites
existieren.
7.23 Definition (vollstéindig)

(i) C ist vollstéindig:< lim F existiert fiir jedes kleine Diagramm F: J — C.

(ii) C ist endlich vollstindig:<> lim F existiert fiir jedes endliche Diagramm F: 7 — C.
In diesen Féllen sagt man auch C hat kleine/endliche Limites. o

Frage: Wann ist eine Kategorie vollstdndig bzw. endlich vollstdndig?

7.24 Theorem
o C 1ist vollstandig:i<= C hat Equalizer und Produkte.

o C 1st endlich vollstindig:< C hat Equalizer und endliche Produkte. O

BEWEIS
»=": folgt in beiden Féllen aus den Beispielen unter Beispiel 7.20.

w1 F: J - C kleines (bzw. endliches) Diagramm. Setze Jp = Ob(J) und bezeichne
mit 7; die (endliche) Menge (!) aller Morphismen aus 7. Sei nun

[1FG)
jeJo

Produkt von (F(j))jcs und
[] cod(F(x))

xeJ1
Produkt von (cod(F(«))xes; -

Sei ¢ das Tupling von (Teeq(«)) wes; Und P Tupling von (F(e)oMgom(a)) aes, WODE
7; den zum Index j gehdrenden Projektionsmorphismus von [;c, F(j) bezeichne.

Hjejo F(]) _1])> chejl COd(F(“))
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7.4 Kolimites
Nach Vor. gibt es einen Equalizer von (¢, {):
e NP
E——TIljex F() 0 [Tcod(F(ex))

Definiere: e; := 7 o e fiir j € Jp. Man kann nun nachrechnen, dass E mit (e;)jc,
ein Limes von F ist. n

7.25 Beispiel
Set und Top sind vollstdndig Cx <) ist nicht unbedingt vollstandig. o

7.26 Definition (bewahrt / stetig)
Sei F: C — D kovarianter Funktor. F bewahrt Limites von J

<= V]:J - C:F(lim]) ist Limes von FoJ: 7 - D

F ist stetig
1< F bewahrt alle kleinen Limites O

7.27 Proposition
Jeder darstellbare kovariante Funktor F:C — Set ist stetig o

BEWEIS

F darstellbar = 3X € Ob(C) : F ~ C(X, —) Es reicht zu zeigen C(underlineX,-) stetig.
Nach Theorem 7.24 reicht es aus, zu zeigen dass C(X,-) Equalizer und Produkte be-
wahrt. Das ist (relativ) leicht, denn Produkte und Equalizer in Set kennt man gut und
man weiss wie C(X, —) abbildet. -

7.4 Kolimites

Natiirlich gibt es auch Kokegel, Kolimites und kovollstdndige Kategorien. Fiir diese
gelten alle Ergebnisse in dualisierter Form (ebenso wichtig).
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8 Adjunktionen

...oder der Hohepunkt unserer Vorlesung.

“Adjoints are everywhere!” (S. Mac Lane)

“Adjointness is a concept of |...] mathematical importance that is not captured else-
where in mathematic. ” (S. Awodey)

8.1 Definitionen

In der Literatur findet man meistens eine von 2 Definitionen.

8.1 Definition (Hom-Set Def.)

Eine Adjunktion (F,V, @) besteht aus 2 kovarianten Funktoren F:C - D, V:D - C
und einer Familie von Isomorphismen (@A x : D(F(A),X) - C(A, V(X)) Acob(c),xc0b(D)
die natiirlich in A und X ist, d.h. fiir v: A —» B, g: X » Y kommutieren.

D(F(A),X) —=% C(A, V(X))
D(F(V),X),F(A%F(B)T ]C(Vivx)

D(F(B),X) —= C(B, V(X))

D(F(A),X) —= C(A, V(X)) 5
D(F(A),g)l C(A,V(g))t

D(F(A),Y) === C(A, V(Y))

8.2 Bemerkung
Sind C,D lokal klein, so bedeutet diese Definition nicht anderes als Aquivalenz der
Bifunktoren

D(F(-1),~2) = C(-1,V(-2))

CxD-Set CxD—-Set

via des natiirlichen Isomorphismus . 0

8.3 Definition (Einheit-Koeinheit)
Eine Adjunktion (F,V,e€,n) besteht aus 2 Funktoren

F:C-7D V:D->C
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8.1 Definitionen

und 2 natiirliche Transformationen
€:id¢ — VF Einheit

n:FV->idp Koeineheit

so dass
Vu:A - V(X) 3g:F(A) > X:u=V(g)oea

die sogenannte Einheitseigenschaft. Analog gilt
Vg:F(A) > X Fu: A - V(X):g=nxoF(u)

die sogenannte Koeinheitseigenschat.

€A
A——=VF(A) F(A)
NI g
V(X X
A V(X) o

Beide Definitionen vermitteln einen anderen Blick auf Adjunktionen. Sie sind jedoch
gleichwertig.

8.4 Proposition
Seien

F
C ~D

-
Vv

Funktoren. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
(i) Es existiert eine Familie von Isos (¢ x : D(F(A),X) = C(A, V(X)) Acob(c),xc0b(D)
(ii) Es existiert eine Einheit € :id¢ - VF

(iii) Es existiert eine Einheit n: FV - idp o
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8 Adjunktionen

BEWEIS (PROPOSITION 8.4)
Wir definieren die Familie (e :idc(A) - VF(A)) acon(c) Wie folgt:

F:C->D
V:D->C
€A = @A Fa) (dra))-
Wegen der Natiirlichkeit von ¢ ist € : id¢ — VF natiirliche Transformation. Um zu

zeigen, dass € die Einheitseigenschaft erfiillt, betrachten wir zunéchst fiir A € Ob(C) das
folgende (kommutierende) Diagramm:

F(A) SR Xl

RN

X

Es gibt zwei Mdglichkeiten, einen Morphismus der Form A — V(X,) zu konstruieren:

PAX,

A222%8x,) (8.1)
jV(g)
V(X,)

PAX, (gof)

Wir wollen zeigen, dass dieses Diagramm auch kommutiert. Da @a x natiirlich in X
ist, kommutiert auch

D(F(A), X;) =22 C(A, V(X))
D(F(A),g)l lC(A,V(Q))
D(F(A), X;) == C(A,v(X,))

PAXy
Also gilt

PAaX,(9°F) = (@ax, o D(F(A),9))(f)
= (C(A,V(9)) e 0ax,)(F)
=V(g) o @ax, (f), wie gewiinscht.

Jetzt konnen wir die Einheitseigenschaft zeigen:

Vu:A - V(X) 3lg:F(A) > X:u=V(g)oea.
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8.1 Definitionen

Da @A x Iso ist, gilt also auch
Vu:A > V(X) Ng:F(A) > X:u=@ax(9)-

Mit X, == F(A), X, := X, f:=idra) kommutiert Beweis 8.1, und es gilt also:

id
FAS 20 )
Vv
@A,X(Q& l (@
V(X)

V(g)oea =V(g)o@ara)(idra))
= pax(goidra))
=oa,x(9)
=1U.

Also ist € Einheit.
Wir definieren die Familie (@a,x : D(F(A),X) —» C(A,V(X)))Acob(c),xeob(D) Wie
folgt:

Vu:A - V(X) g:F(A) > X:@ax(9)=u
PAx:g= V(g) > €ea.

Wegen der Einheitseigenschaft von € sind alle @ o x Isos. Nun zur Natiirlichkeit in X:
Fiir v: A - B kommutiert

D(F(A),X) 2% ¢(A, V(X)) , denn

D(F(V),X)T C(V:V(X))T

fiir alle f: F(B) — X gilt

(9a,x o D(F(v),X))(f) = @a,x(foF(v))
=V(foF(v))oea
= V(f) o VE(v) 0 ea
=V(f)oegov
=C(v, V(X))(V(f) o ep)
= (C(v, V(X)) © @B,x)(f), weil

€ natirliche Transformation ist.
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8 Adjunktionen
Fiir g: X —» Y kommutiert

D(F(A),X) —=%C(A, V(X)) , denn
D(F(A),g)l LC(A,V(Q))
D(F(A)x X) m C(A: V(X))

fiir alle f: F(A) — X gilt

(C(A,V(9)) o ax)(f) =V(g) o 9 x(f)
=V(g)oV(f)oea
=V(gof)o EA
=¢ay(gef)
=(9a,y o D(F(A), 9))(F).

Der Rest ergibt sich dual. -

8.5 Definition (Adjungierte Funktoren)

Ist eine Bedingung aus der letzten Proposition erfiillt, so heiflen F,V adjungierte Funk-

toren, geschrieben F + V. Wir sagen, dass dann F linksadjungiert zu V und V rechtsad-

jungiert zu F ist. o
Auch hier gilt die Eindeutigkeit wieder nur bis auf Isomorphie.

8.6 Proposition
Adjungierte sind bis auf Isomorphie eindeutig. Genauer:

F:C - D,

V:D-_C,

u:D-_,
F+V, und
F-Uu

— U 2V (analog andersrum). O

BEwEIS (PROPOSITION 8.6)
Hier nur fiir lokal kleine Kategorien (gilt auch sonst), damit das Yoneda-Prinzip wieder
elegant zum Einsatz kommt. Wgeen F+ V, F+ U gilt fiir alle X € Ob(D):

y(V(X)) = C(= V(X)) =2 D(F(-),X) = C(= U(X)) = y(U(X)).
Mit dem Yoneda-Prinzip gilt dann

VX e Ob(D) : Jex : V(X) - U(X) Iso.
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8.2 Adjunktionen und freie Objekte

Dieser Iso ist wegen Adjungiertheit natiirlich in X. Also U2 V. -

8.2 Adjunktionen und freie Objekte

Wir erinnern uns: Fiir V: D - C, A € Ob(C), Y € Ob(D) und 1€ C(A,V(Y)) ist Y frei
iiber der Basis A beziiglich t genau dann, wenn

VXeOb(D),u:A->V(X) IMi:Y - X:u=V(i1) o gilt.

Gibt es zu jedem A € Ob(C) ein Y, € Ob(D) und ein tp € C(A,V(Y,)), so dass Y,
frei iiber A beziiglich 14 ist, so gilt

VXeOb(D),u: A - V(X) Ii: Y, > X:u=V(i) o

fiir alle A € Ob(C).
Mit dem Funktor

-

I > a
I |
=9

u:A- ou

7
=]

und der natiirlichen Transformation € :id¢ — VF, €a = 1o ergibt sich also
VX eOb(D),u:A - V(X) IMi:FA) > X:u=V(il)oea.

Also erfiillt € die Einheitseigenschaft, das heifit F+ V.

Umgekehrt erhalten wir fiir F ~ V mit Einheit € zu jedem A € Ob(C) ein freies Objekt
F(A) iiber A beziiglich €. Dies motiviert die folgende Definition:

8.7 Definition (Freier Funktor)
Ein Funktor F:C — D heif3t frei, falls ein zu F rechtsadjungierter Funktor existiert. o

8.8 Beispiel (Freie Gruppen)

Eine Gruppe G = (G, +) heifit frei beziiglich einer Menge M, geschrieben G = F(M),
falls jedes g € G sich in genau einer Weise als Summe von endlich vielen Elementen aus
M uM™! schreiben ldsst (ohne triviale Variationen wie a + a™! + a statt a). Fiir zwei
Mengen M, M’ existiert genau ein Gruppenhomomorphismus F(u) : F(m) - F(M) mit
F(u)(m) =u(m) (fiir m e M) fiir jedes u: M - M.
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8 Adjunktionen

Sei nun
F:Set — Group
M~ F(M)
u+~ F(u)
V : Group — Set Vergissfunktor
Dann ist F+ V. a)

Das gibt uns folgende Intuition: Ist F + V, so ist F die effizienteste Losung zum von
V gestellten Problem, und V ist das schwierigste Problem, dass sich noch durch F 16sen
lasst.

Hir finden wir auch die Symmetrie einer Adjunktion wieder.

8.9 Beispiel .
Bei der obigen Adjunktion Set < Group ist V das Problem , Wie kann man eine Gruppe

aus einer Menge konstruieren?, und F ist die universelle Losung. o

Manche Autoren fordern zwischen Einheit und Koeinheit einen starkeren Zusammen-
hang. Das ist mit unserer Definition von adjungierten Funktoren vertraglich:

8.10 Lemma
Seien C 5 D+D Y, C. Dann konnen Einheit € :ide — VF und Koeinheitn: FV - idp
so gewdhlt werden, so dass fiir alle A € Ob(C) und alle X € Ob(D) gilt:

idra) =NE(a) © Flea)
idV(X) = V(Tlx) o eV(X)‘ O

BeEwels (LEMMA 8.10)
Ubung 6.1. -

Erste Beispiele fiir Adjunktionen:

8.11 Beispiel
Sei (F, G, e,n) Aquivalenz. Dann ist F ~ G (Beweis und mehr zum Zusammenhang zwi-
schen Adjunktionen und Aquivalenzen in Ubung 6.2). o

8.12 Beispiel
sind C(x <) und Dy 4y Kategorien zu partiell geordneten Mengen, so ist ein Paar von
adjungierten Funktoren eine Galois-Verbindung. o
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8.3 Wann gibt es Adjunktionen?

8.13 Beispiel

() xX - ()
Y= YxX

f: Y, =>Yy <f07[1,id507[2>
Vergleiche Losung zu Ubung 4.2. O

8.14 Beispiel
Formalisiert man Logik kategoriell (nach Lawvere), so sind viele der logischen Gesetze
nichts weiter als Folgerungen von Adjunktionen. o

8.3 Wann gibt es Adjunktionen?

Zundachst eine notwendige Bedingung:

8.15 Proposition
Existiert fiir V: D — C ein linksadjungierter Funktor, so bewahrt V alle Limites. O

BeEwEIs (PROPOSITION 8.15)

Hier nur fiir lokal-kleine Kategorien (gilt auch sonst), damit das Yoneda-Prinzip greift:
Sei F+ Vund ] : J - D ein Diagramm, so dass lim] € Ob(D) ist. Dann gilt fiir alle
XeOb(C):

C(X,V(lim]J)) 2 D(F(X),lim]) (wegen F+V)
~lim D(F(X),]) (weil Hom-Funktoren stetig sind)
~limC(X, V])
~ C(X,lim VJ)
= V(lim]) 2 lim VJ. -

8.16 Theorem (Adjoint Functor Theorem)
Se1r D lokal klein und vollstdndig. Fir jede Kategorie C und jeden Funktor V:D — C
sind dquivalent:

1. V hat emnen linksadjungierten Funktor, und

2. V ist stetig und fiir jedes A € Ob(C) gult die sogenannte Losungsmengenbedingung
( “solution set problem”): Es existiert eine Indezmenge 1 und eine Familie
(S1)ic1 in Ob(D), so dass fir alle X Ob(D) und alle f: A - V(X) einf:S; - X

5b



8 Adjunktionen

mit f=V(f) o @ und ein @A —» V(S;) ezistiert.

A b V(§i) S; O
V() 7
v v
V(X) X

Bewels (THEOREM 8.16)
1. Sei F+ V. F bewahrt alle Limites (Proposition 8.15) und die ein-elementige Familie
(F(A)) erfiillt die Losungsmengenbedingung.

2. Fiir A € Ob(C) betrachten wir die sogenannte Komma-Kategorie A/y mit

Ob(A/v) = {(X,f);T: A - V(X)}
Alv ((X1:11), (Xg, f2)) = {g € D(Xy, X,); f2 = V(g) o f1}

OA/V::OD
A—2VX) X
N |

V(X3) Xa

Mit Hilfe des Lemmas aus Ubung 6.3 kann man beweisen, dass A/v fiir jedes
A € Ob(C) ein initiales Objekt F(A) := (X5, €a) hat. Nun hat €: (ea = V(X,)
A A

=VF(A)

die Einheitseigenschaft. -

8.17 Bemerkung

Wegen Proposition 8.15 kann man in Theorem 8.16 auch ,stetig” durch ,bewahrt alle Li-
mites“ ersetzen. Man kann zeigen, dass die etwas umstandliche Losungsmengenbedingung
von V:D — C durch die folgenden zwei einfacheren Bedingungen impliziert wird:

e D ist well-powered, dass heifit fiir alle X € Ob(D) existiert bis auf Isomorphie nur
eine Menge (keine echte Klasse) von Objekten S, fiir die ein Mono von S nach X
existiert, und

e D hat eine koerzeugende Menge, das heifit es gibt eine Indexmenge [ und Familie
(X )ier, so dass fiir alle f,g:Y — Z mit f # g stets ein i ¢ I und ein s: Z - X; mit
so # s o g existiert. o

Insbesondere gilt also:
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8.3 Wann gibt es Adjunktionen?

8.18 Theorem (Special Adjoint Functor Theorem)
Setr D lokal-klewn, vollstandig, well-powered und besitze eine koerzeugende Menge.
Dann sind fiir jede Kategorie C und jeden Funktor V:D — C dquivalent:

1. 'V hat emnen linksadjungierten Funktor, und

2. V 1st stetig. O

Eine starke Konsequenz ist: Wann immer V : D — C die Bedingungen aus Theorem 8.16
erfiillt, gibt es eine universelle Methode, das von V gestellte Problem zu 1ésen.

8.19 Beispiel
Sei V : AbGroup — Group der Inklusionsfunktor. V ist stetig, AbGroup ist lokal-klein,
vollstdndig, well-powered und hat eine koerzeugende Menge.

Es muss also nach Theorem 8.16 eine universelle Konstruktionsmethode geben, um
aus Gruppen abelsche Gruppen zu machen (in der Tat vermége G ~ G/[g,g])- o

8.20 Beispiel
Sei V:CHaus — Top der Inklusionsfunktor.

Dann gibt es nach Theorem 8.16 eine universelle Methode, um aus topologischen
Raumen kompakte Hausdorffraume zu machen (entspricht der Stone-Chech-Kompaktifizierung).o

8.21 Beispiel

Sei V : Ring - Mon der Funktor, der jeden Ring (R,+,-,0,1) auf das Monoid (R,-,1)
abbildet. Dann gibt es nach Theorem 8.16 eine universelle Methode, um aus Monoiden
Ringe zu Machen (entspricht der Konstruktion von Monoidringen). o

Aus Theorem 8.16 konnen wir noch direkt zwei Korollare ableiten.

8.22 Korollar
Sei C eine kleine (dann st die Lésungsmengenbedingung automatisch erfillt) und

vollstdndige Kategorie. Dann hat jeder stetige Funktor einen hinksadjungierten
Funktor. o

8.23 Korollar
Set C klein und vollstdndig. Fir jeden Funktor V:C — Set sind dquivalent:

1. V st stetig,
2. V hat ewnen linksadjungierten Funktor, und

3. V 1st darstellbar. o

BEWEIS (KOROLLAR 8.23)
1. Sei V stetig. Dann hat V einen linksadjungierten Funktor.
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8 Adjunktionen

2. V habe einen linksadjungierten Funktor. Sei T eine ein-elementige Menge (terminal
in Set). Dann ist
V(=) 2 Set(T, V(-)) 2 C(F(T),-)

3. Sei V darstellbar. Dann ist V wegen Proposition 7.27 stetig. -

. nicht vergessen: Alles geht auch in der dualisierten Version!
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