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Grundbegriffe

1.1 Elementare Aussagenlogik
1.1.1 Aussage

Definition: sprachlich sinnvoller Satz, der einen Tatbestand ausdriickt, der ent-
weder wahr (1) oder falsch (0) ist.

Beispiele:
e p:=,2 mal 2 ist vier.“ (:= ... per Definition gleich)
e ¢ :=,10 ist durch 3 teilbar.“
e 1:= ,Alle Menschen sind sterblich.“
o unzuléssig: Frage-/Wunsch-/Befehlssétze

Einer Aussage p wird eindeutig ein Wahrheitswert |p| zugeordnet:
) wahr 1
Pr= falsch | 0

fiir obige Beispiele: [p|=1 |q|=0 |r|=1

1.1.2 Elementare Aussageverbindungen

Name Symbol
nicht p Negation D/—p
p und q Konjunktion pAgq
p oder q Disjunktion pVgq
wenn p wahr, dann q wahr Implikation p=g¢q
p wahr g.d.w. q wahr Aquivalenz p < q

e Aussageverbindungen entstehen durch Verneinung/Verkniipfung von Aus-
sagen mit Funktoren (A, V, -, =, <)



e Eine Aussageverbindung ist wieder eine Aussage, die wahr oder falsch ist
(geméfl der Wahrheitstabelle).

P 4 p pANg pVqg p=q Dp=gq
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0o 1 1 o0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

e Lesebeispiele:

— Wenn |p| =1, dann sei [p| =0
— Wenn [p| =1 und |¢g| =0, dann sei [pAg| =0
— Wenn |p| =0 und |¢g| =1, dann sei [p = ¢| =1

e Bemerkung: Implikation ist nur dann falsch, wenn die Pramisse p wahr ist
und die Konklusion q falsch ist.

e Beispiele:

— p:=,3 ist eine Primzahl.  |p| =1
— ¢ :=,10 ist durch 3 teilbar.“  |¢| =0
— 1 := ,4 ist eine Primzahl.“ Ip] =0

— p:=,3 ist keine Primzahl.“  |p| =0
—IpAgl=0

—lpval=1

1.1.3 n-stellige Aussageverbindungen

e n-stellige Aussageverbindung a(pi1,ps, ..., pn) durch Verkniipfung von n
Aussagen p1, pa, ..., p, mittels Funktoren definiert (n > 2)

e Sie ist wieder eine Aussage, deren Wahrheitswert |a(p1, po, ..., pr)| von den
n Wahrheitswerten p1, ps, ..., p, abhéngt und in einer Wahrheitswerttabel-
le angegeben werden kann.

e bei n-stelligen Aussageverbindungen gibt es 2" Kombinationen der Wert-
belegung
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e Beispiele:

1. (pAg)=r  (3-stellige Aussageverbindung)

p a r pAg (pAg =T
1 1 1 1 1
1 1 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 O 1

2. (pva Ap)=q

p a pVg (VoAp ((pVa)Ap)=gq
1 1 1 0 1
1 0 1 0 1
0 1 1 1 1
0 0 0 0 1

stets wahre Aussageverbindung (Tautologie) — aussagenlogisches
Gesetz

3. pAD

stets falsche Aussageverbindung (Kontradiktion)
1.1.4 Aussagenlogische Gesetze

1. [pvpl=1  Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten
2. [pAPl=0  Gesetz vom ausgeschlossenen Widerspruch
3. p<p  Gesetz von der Negation der Negation

4. pAqepVqg  Gesetz von de Morgan 1

“LAAG I/II" von Gert Bar, Technische Universitit Dresden, Wintersemester 2008/09, Sommersemester 2009

Vorlesung:



5. pVq< pAqG  Gesetz von de Morgan I1
6. p=q=pAq

7. p=q< d=p Kontraposition fiir indirekten Beweis

Anwendung bei Beweisfithrung;:

e direkter Beweis: Annahme: p ist wahr; dann ist auch ... wahr und
somit ist q wahr.

e indirekter Beweis (nach 7.): Annahme: g ist wahr; dann ist auch ...
wahr und somit p wahr — nach 7. ist dann p = ¢ wahr

8. @=q9Nqg=0p Gesetz zum indirekten Beweis mit Widerspruch fiir
eine Aussage p

Wenn die Implikation (p = ¢) und die Aussage q gelten, so ist p wahr.
Dabei wird q die Voraussetzung und p die Behauptung genannt. Die auf-
tretende Kontradiktion q und ¢ wird als Widerspruch bezeichnet.

Beispiel

e p:=  Herr X hat den Mord am Freitagabend in der Scheune nicht
begangen.“

e q:= ,Herr X hat unter Zeugen am Freitagabend in der Bierstube
gesessen.

9. (p=gAN(g=r)=(p=r) Gesetz der Transititivtidt der Implikation

Bemerkung: In den Gesetzen sind Vorrangregeln verwendet: — vor A vor V vor
= vor &

1.1.5 Aussageformen

e sprachlich sinnvoller Satz p(x) iiber einen Tatbestand, der mit einer Varia-
ble x formuliert ist, heiit eine Aussageform, wenn p(x) fiir jede konkrete
Variable x eine Aussage ist.

e Aussageformen kénnen durch Funktoren zu Aussageformverbindungen ver-
kniipft werden.

Beispiele:
e x sei eine natiirliche Zahl: p(x):=“x ist eine Primzahl.“
e ((x) := ,x ist eine gerade Zahl.“
e p(x) Ag(x): ,x ist eine gerade Primzahl.“

0 x#2

|p<x>Aq<x>|={1 T

Vorlesung: “LAAG I/II" von Gert Bar, Technische Universitit Dresden, Wintersemester 2008/09, Sommersemester 2009



e Generalisierung einer Aussageform mit dem Allquantor: Vx : p(x) oder

Vz:p(x)

Wenn x den Variablenbereich (Menge) M durchlaufen kann: Vo € M : p(x)
oder \/z € M : p(z)

e Partikularisierung einer Aussageform mit dem Existenzquantor: 3x € M :
p(z) oder Az € M : p(z)

e Beispiel:

— Va € N: g(z) = ,,Alle natiirlichen Zahlen sind gerade.“ — Wahr-
heitswert 0, z.B. falsch fiir x=1

— Jdx € N : ¢(z) = ,Es existiert min. 1 nat. Zahl, die gerade ist.“ —
Wahrheitswert 1, z.B. wahr fiir x=2

e Negation:
— VYo € M : p(r) < ,Nicht fiir alle x gilt p(x).“
— Jz € M : p(z) & ,Es gibt kein x € M, sodass p(x) gilt.

1.1.6 Préadikatenlogik-Gesetze

1.Vee M :p(z)= 3z e M : p(x)
2. Vo € M : —p(x) & 3ov € M : p(z)
. Jx €M :—p(x) & Vre M :p(z)

V]

Ve eM: (p(x) ANq(z)) & Ve e M :p(x) A\Ve € M : g(x)

ot

.3z eM:(p(x)Velz)) e Ire M :px)VvIzeM:qg(x)
. Vavy :p(x,y) & VyVz : p(x,y)

. 23y : p(z,y) & Jy3z: p(z,y)

o N O

. JaVy :p(z,y) = Yy p(x,y)

Beispiel: x € Menge der Frauen, y € Menge der Ménner, p(x,y) := ,X
liebt y.«

— ,,Wenn es eine Frau gibt, die alle Ménner liebt, dann gibt es fiir jeden
Mann eine Frau, die ihn liebt.“ (Umkehrschluss nicht moglich.)

1.2 Mengenlehre
1.2.1 Menge

e Menge: Zusammenfassung M von bestimmten, wohlunterschiedenen Ob-
jekten x unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen (nach
G. Cantor (1845-1918))

e Objekte x heiflen Elemente von M
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Beispiel:
1. M = {3,4,6} Menge der natiirlichen Zahlen 3, 4 und 6 (3 € M,7 ¢ M)
2. Zahlenbereiche

N Menge der natiirlichen Zahlen

Z = {x| x ist eine ganze Zahl }

Q = {z| x ist eine rationale Zahl }
R = {z| x ist eine reelle Zahl }
C = {z| x ist eine komplexe Zahl }

3. Menge der ganzen Zahlen, fiir die 22 = 4 gilt:
A={z €Zx®> =4} = {-2;2}

1.2.2 Mengen: Definitionen

e A heifit Teilmenge von B, falls jedes Element von a auch Element von B
ist( ACB:&Vr:x€ A=z € B)

VA,B,C C M gilt: ACBABCC=ACC

Beweis:

ACB,dh:Vex:z€ A=z€B
BCC,dh:Ve:ze B=zxe(C
—Ve:xeA=xzeC (also A CC)

e A heifit echte Teilmenge von B (A C B): ACBAJeB:b¢ A
e Mengengleichheit: A=B:< ACBABCA
e leere Mengen: B := {z € Z|2z? = —4} = () falsch in Z

Die Menge, die kein Element enthilt, heifle leer und wird mit () bezeichnet.

e Potenzmenge: Die Menge p(M) := {A|A C M), die alle Teilmengen einer
Menge M enthilt, heifit Potenzmenge von M.

Bsp.: M = {172} — (M) = {@, {1}7 {Q}v {1v2}}
1.2.3 Mengenalgebra

Verkniipfung von Mengen durch Operationen: Vereinigung, Durchschnitt, Dif-
ferenz. Einige Beziehungen zu logischen Operationen bestehen.

e Vereinigungsmenge: AU B := {z|x € AV z € B}
e Durchschnittsmenge: AN B :={z|zr € ANz € B)
e Differenzmenge: A\B := {z|r € ANz ¢ B)
e A und B heiflen disjunkt, wenn AN B = (.

10
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o M\A = {xlr € M ANz ¢ A} = Cp(A) = A heifit das Komplement von A
brgl. M.

e Venn-Diagramme dienen der Veranschaulichung entsprechender (Teil)Mengen.
Bsp.:

e A=1{1,5} B={5,7,9}

e AUB=1{1,5,7,9}

e ANB = {5}

e A\B=/{1} B\A ={7,9}

1.2.4 Rechenregeln fiir Mengenoperationen

Seien A, B, C; M Mengen mit A, B,C C M

1. AUA=A  Gesetz der Idempotenz
ANA=A

2. AUB=BUA Gesetz der Kommutativitit
ANB=BnNA

3. (AUB)UC =AU (BUC)  Gesetz der Assoziativitit
(ANB)NC=ANn(BNC)

4. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)  Gesetz der Distributivitét
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)

5. ANA=0
AUA=M

6. AUB = f:lﬂé Regeln von de Morgan
ANB=AUB

Beweis der Regel von de Morgan (1): Zu zeigen ist, dass AU B eine Teilmenge
von AN B und AN B eine Teilmenge von A U B ist.

1. AU B ist Teilmenge von A N B:
Vr:x € AUB
— ¢ AUB
—x¢ ANz ¢ B
—xc ANz EB
—z€(ANB)

2. AN B ist Teilmenge von AU B:
Vz:x € (ANB)
—zxc ANz EB
—x¢ ANz ¢ B
— ¢ AUB
—xc AUB

—AUB=ANBRB

11
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1.2.5 Geordnetes Paar

e Seien A, B Mengen. a € A,b € B, (a,b) heifit geordnetes Paar.

e Zwei geordnete Paare (a,b) und (a’,b’) sind gleich:
(a,b) = (V) a=d ANb="V

e Die Menge A x B := {(a,b)|a € AAb € B} heifit kartesisches Produkt der
Menge A und B.

Ax A=: A2
AX..x A= A" ={(a1,aa,...,an)|a; € A,i =1,2,...,n}

e (aj,as,...,a,) ist ein geordnetes n-Tupel (3-Tupel = Tripel)
Beispiel:
e RZ=R xR ={(z,y)lr e RAy € R}

e geometrische Interpretation: Zahlenebene (P < (z,vy))
1.2.6 Verallgemeinerung von Vereinigung und Durchschnitt
I: Indexmenge (I C N oder I C Z) A; mit ¢ € I: Menge

UAl = {.’EE'Z GII%GAi}
el
()Ai={alVieI:ze A}

el

Beispiele:
I={glg=2knkeZ}={.,—4,-2,0,2,4,..}

I= {2,476,8} — UAz ZAQUA4UA6UA8
iel
1.3 Relationen und Abbildungen

1.3.1 Relationen

e Seien A B Mengen. Eine Teilmenge R C A x B heift eine Relation zwischen
A und B. Falls A = B heifit R eine Relation auf (der Menge) A.

e Bezeichnung: (a,b) € R < aRb
e Veranschaulichung durch Pfeildiagramme moglich
e Beispiele:

1. R=1{(1,1),(1,3),(3,3),(4,2)}
2. Gleichheitsrelation auf A: {(a,a)|a € A}
3. Teilerrelation auf Z: {(m,n) € Z*|/m|n}

12
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4. Kleinerrelation auf R: {(z,y) € R?|z < y}
5. {(z,y) € R?[2%2 + y% < 1}, also zRy & 22 + 3% < 1
Interpretation: zRy < P(xz,y) liegt in der Einheitskreisscheibe
e Eine Relation R auf einer Menge A heifit

— ... reflexiv, falls Va € A : aRa

— ... symmetrisch, falls Va,b € A: (a,b) € R= (b,a) € R

— ... antisymmetrisch, falls Va,b € A: (a,b) € RA (b,a) ER=a=1b
— ... transitiv, falls Va,b,c € A : (a,b) € RA(b,c) € R= (a,¢) € R

e Fine Relation R auf einer Menge A heifit Ordnungsrelation, falls R refle-
xiv, antisymmetrisch und transitiv.

Bsp.: < auf R ist eine Ordnungsrelation

e Eine Relation R auf einer Menge A heifit Aquivalenzrelation, falls R refle-
xiv, symmetrisch und transitiv.

1.3.2 Abbildungen

e A B: Mengen; f C A x B: Relation
e f heifit eine Abbildung (Funktion), falls

1. Yae AFbe B: (a,b) € f
2. Va € AVb,V € B: (a,b) € fA(a, b)) e f=>b=b

e Bezeichnung: A... Definitionsbereich von f B...Wertebereich von f

(a.b)ef & fla)=0

& fira—b

Ausfiihrlich: ftA — B
a +— b

e Bild von X (X C A): f(X) :={f(2)|zr € X}
e Urbild von Y (Y C B): f~1(Y) :={a € A|f(a) €Y}
e DBeispiel:

- f:A=B={(a,3),(b,3),(c,2),(d, 1), (e, 1)}
~ F(4)={1,2,3} C B

- {1 ={d.e}
- {2h) =A<}
- 7 ({5h) = {0}

13
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1.3.3 Eigenschaften von Abbildungen

e Eine Abbildung f: A — B heifit...

— injektiv, wenn Va,a’ € A: f(a) = f(d') = a=d
— Jedes Bildelement hat hochstens ein Urbildelement.

— surjektiv, wenn f(A) = B
— Jedes b € B hat min. 1 Urbild

— bijektiv, wenn surjektiv und injektiv
e Wenn A=B und f bijektiv, dann heifit f eine Permutation von A.
e Beispiele:

1. f:R— R: 2z~ 2 ist bijektiv

2. g: R — R:x+— 2 ist weder surjektiv noch injektiv
g1: R —[0,00) : & — 22 ist surjektiv
g2 1 [0,00) — [0,00) : & = 22 ist bijektiv

e Bem.: Die Relation {(a, f(a))|a € A} heifit Graph von f: A — B
Komposition:

e Seien f: A— B, g: B — C. Die Abbildung g o f heiit Komposition(-
sabbildung):

gof:A — C
a +—  (gof)a):=g(f(a))
e Zwei Abbildungen f, g heiflen gleich, wenn Va € A : f(a) = g(a)
Satz 1:
Seien f: A— B, g: B— C, h: C — D: Abbildungen
1. ho(go f)y=(hog)of (d.h.die Komposition ist assoziativ)
2. f, g injektiv = g o f injektiv

3. f, g surjektiv = g o f surjektiv

N

. f, g bijektiv = g o f bijektiv

Beweis (1):

Va:(ho(gof))(a) = h((go f)(a))

= h(g(f(a)))
= (hog)(f(a))
((hog)o f)a)

14

“LAAG I/II" von Gert Bar, Technische Universitit Dresden, Wintersemester 2008/09, Sommersemester 2009

Vorlesung:



Beispiel:

— Komposition ist nicht kommutativ
Satz 2:

Sei f: A — B: Abbildung

e fist injektiv < dg: B — A mit go f =ida
Die Abbildung id4(a) = a heifit identische Abbildung in A (A: Menge).

idg: A— A:ar—ida(a) =a

e fist surjektiv < dg: B — A mit fog =1idp
e fist bijektiv < Jdg: B — A mit fog=idg und go f =idx
Beweis zu a):
1. ,=¢
e Sei f injektiv. Sei

a falls Jac A: f(a) =0

giBHA:ng(b):{ao falls Va € A: f(a) #0b(b ¢ f(a))

e Ist g eine Abbildung?

(a) g auf B definiert: g(B) ist fiir alle b € B definiert
(b) g ist eindeutig:
— Sei b € f(A) : g(b) = a und g(b) = &’. Daraus folgt, dass
fla) =b= f(d) ist und somit a = d’, da f injektiv.

— Sei b f(A): g(b) = a,
— Also ist g eine Abbildung

e Anwendung der Komposition: Sei a € A (beliebig).
(9o f)la) =g(f(a)) =g(b) =a= (g0 f)(a) = ida
2. &=

e Seigo f=1idy. Also (go f)(z) =z fiir alle z € A.
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9(f(a)) = g(f(a))
(gofla) = (gof)(d)
idA(a) = idA(a')

Beweis zu b):
1. =

e Sei f surjektiv, d.h. f(A4) = B. Fiir jedes b € B wird a € A gewihlt,
sodass f(a) = b.

e Sei g(b) = a. Jetzt ist (f o g)(b) = f(g(b)) = f(a) = b. Also ist
fog=idpg.

2. &

e (fog)=idg mit g: B— A.

e Vbe B:b=(fog)) = f(g(b)). Somit hat b Urbild g(b) bei f. Also
f surjektiv.

Beweis zu c):
13
1. .=

e Sei f bijektiv, also f ist injektiv und surjektiv. Nach a) und b) folgt
gof=idsund (fog)=1idpg.

2. &=

e Seigo f=1ids und (f og) =1idp. Nach a) und b) folgt f ist injektiv
und surjektiv, also bijektiv.

1.3.4 Umkehrabbildung

e Ist f: A — B bijektiv, dann hat jedes b € B genau ein Urbild f~!({b}),
das mit f~1(b) bezeichnet wird. Dann heifle f~1 : B — A : b+ f~1(b)
die Umkehrabbildung von f (auch inverse Abbildung genannt).

e Bemerkung: f~1({b}) ist fiir jede Abbildung erklért, jedoch f~1(b) nur
fiir bijektive Abbildungen.

Satz 3: Sei f: A — B bijektiv.
o ! bijektiv

o (f)t=f
o fTlof=ida
o fofl=idp
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1.4 Gruppen, Ringe, Korper
1.4.1 Gruppe

e Eine Menge G, in der es eine Abbildung o : G x G — @, die innere
Verkniipfung genannt wird, gibt und dabei die folgende Axiome gelten:

G1) Assoziativgesetz: Va,b,c € G: (aob)oc=ao(boc)

(
(G2) Existenz eines neutralen Elements in G: Je € G Va € G : eoa =
a

— (G3) Existenz inverser Elemente: Va € G Ja~' € G:a ' -a=¢e

heifit eine Gruppe (G, o). Sie heifit kommutativ (abelsch), wenn zusétzlich
gilt:

— (G4) Kommutativgesetz: Va,b € G:aob=boa
Beispiele:

1. G=2Z o=+

Behauptung: (Z, +) ist eine kommutative Gruppe - die additive Grup-
pe der ganzen Zahlen.

Beweis: + ist die innere Verkniipfung von Z, denn a,b € Z, also a+b
eindeutig definiert.
— (Gl) Va,b,ceZ:(a+b)+c=a+ (b+c)
- (G2)Jee€Z:eta=a—e=0
- (G3)Va€Z Iat€Z:at+a=0,dh a! = q erfiillt das
Gesetz.
- (G4 Va,beZ :a+b=b+a

Bemerkungen:

— Neutrales Element einer additiven Gruppe heifit auch Nullele-
ment.

— Das inverse Element a~! heiit in einer additiven Gruppe auch
entgegengesetztes Element.

2.G=Q\{0}=Qx o=-
Behauptung: (Qx, +) ist eine kommutative Gruppe

Beweis: Multiplikation - ist innere Verkniipfung.
— (Gl) Va,b,ceQx:(a-b)-c=a-(b-c)
—(G2)Ie€cQxVaeQx:eca=a—e=1
—(G3)VaeQx+JateQx:at -a=1
- (G4) Va,beQx:a-b=b-a

Bemerkungen:

— Neutrales Element einer multiplikativen Gruppe heifit Einsele-
ment.
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— Inverses Element einer multiplikativen Gruppe heifit reziprokes
Element.

— (Q, ) ist keine Gruppe, da zu 0 € Q kein inverses Element exis-
tiert.

Satz 1:

(G, o) sei eine Gruppe mit neutralem Element e. Dann gilt:
1.Va€G:a0a '=e¢
2.VaeG:ao0e=ua
3. Es gibt genau ein neutrales Element.
4. Zu jedem a € G gibt es genau ein o~ € G.
5.el=e¢ (aob)t=bloa! (aHl=a
Beweis:

La'leGZ () 1eG also(a ) toal=e¢

Damit:

aoa! € eoaoa! =((aHtoa)oaoa~

(e to(atoa)oa? @ (a1 loeoa™?

1

(e toat=e
2.
ace & ao(a oa)%l(aoa_l)oa
1 G2
= ea=a

3. Sei €’ ein weiteres neutrales Element. Setze ¢’ = a in (G2):
eoe =¢

und
eoe =e

da fiir neutrales Element auch 2. gilt. Daraus folgt: ¢’ = e.

4. Sei a~! ein weiteres inverses Element von a.

120 G1

a! = aloeZTalo(aoa™)
G1 _ _1G3 _
= (aZtoa)oa ' Eeoat
G2 _
= a 1

5. Wegen 2. mit a = e~ 1:

-1 -1 G3 -1
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6. Setze a—! anstelle von a in 1.:
afl ° (afl)fl —e

1

Daraus folgt, dass (a~!)~! inverses Element zu a~! ist.
7.
(b'oa Y o(aob) L blo(atoa)ob
2 p1ob e

Also ist (b~! o a™1) inverses Element zu a o b.
Fortsetzung Beispiele:
1.G=B* o=
e Sei (B,+) eine abelsche Gruppe, A # () Menge
B*:={f: A — B|fAbbildung}

B4 ist die Menge der Abbildungen von A nach B.

Fiir f,g € B4 sei eine innere Verkniipfung

fog:A— Bz (fog)(r):= f(z)+g(z)

definiert.

Behauptung: (B4, @) ist eine abelsche Gruppe.
e Beweis:

— Innere Verkniipfung ist wohldefiniert. (s.o.)

- (G1)

(fegen)() = (feg)(r)+h)=(f(z)+g(x)+ h(z)
fx) + (g(z) + h(x)) B: abelsche Gruppe!

= f@)+geh)(z)=(fa(geh)(z)

— (G2) Neutrales Element ist die Nullfunktion o
0:A—B:z—0
Die 0 steht hierbei fiir das Nullelement von (B, +)!
(0® f)(x) =0+ f(z) = f(x)

— (G3) Inverses Element ist —f : A — B : z — —f(x). -f(x) steht
hier als inverses Element von (B,+)!

— (G4) Da (B,+) abelsch ist:

f(@)+g(z) =g(z)+ fz) — (fDg)(z) = (9@ f)(z)
2. Modulo-Gleichheit:
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e Sei m € N fest gegeben. Sei Relation ~ auf Z definiert:
a~b:emla—beIreZ:-marx=a-bsSa=m-xz+b

e Seib=m-y+rmit0<r < m (rist Divisionsrest) — a hat
ebenfalls Divisionsrest r bei Division durch m

e a ~b< aund b haben den gleichen Rest bei Division durch m (,,a
gleich b modulo m*):

a=b modm&a~bemla—b

e Behauptung: ~ ist eine Aquivalenzrelation
e Beweis:
(a) reflexiv, denn Va € Z : m|a — a, also a ~ a
(b) symmetrisch, denn Va,b € Z : m|a — b= m| — (b — a)
(c) transitiv, denn Va,b,c € Z : mla — b A m|b — ¢ = mla — ¢, weil
a—c=(a—b)+(b—c). AlsoVa,b,c€Z:a~bANb~c=a~c

1.4.2 Aquivalenzklassen

e Sei ~ eine beliebige Aquivalenzrelation auf M. Dann fiir a € M eine Aqui-
valenzklasse
[a] :={z|z ~a} C M

definiert. Element a heifit Représentant von [a].

e Satz 2: Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann gilt Va,b € M:

1. [a] #0
2. [a] #[b] = [a] N [0] = 0
3. UaEM[a] =M

Anwendung auf Modulo-Gleichheit mit M = Z:
e Bez.m-Z={m-zlr€Z} meN
e Aquivalenzklasse von a:
[a] :={z|]t=a modm}={zlzr—aem- Z}
Menge aller x, die bei Division durch m den gleichen Rest haben wie a
® Z/mz :={lalla € Z} ,Z modulo m - Z*“
e Bemerkung: m=2

— [0] = {z|z ~ 0} = {x|x ist gerade Zahl}

— [1] = {z]z ~ 1} = {z| x ist eine ungerade Zahl}
—[On[]=0

= Z/m-z ={[0], 1]}
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e Innere Verkniipfung von Z/,,.z sei definiert durch:
[a] & [b] = [a + 0]

e Zu zeigen: @ ist wohldefiniert, d.h. unabhéingig von der Wahl des Re-
prisentanten a und b fiir die Aquivalenzklassen [a] und [b] ist [a+b] genau
definiert.

— Seien a’ und b aus Z weitere Reprisentanten von a und b, d.h.
[a] = [@'] und [b] = [b], dann ist [a + b] = [@’ + V], denn:

a~ad =mla—d b~V =m|b—1b
=3de,fe€Z:m-e=a—ad Am-f=b-V
=m-(e+f)=a—d +b—b =m|(a+b)—(a +¥)
Sa+b~d 4V =[a+b = +0b] \\

e Satz 3: Z/pm.z ist eine abelsche Gruppe mit m Elementen.

Beweis:
1.
(laob)eld = [a+b®(d=I[a+d)+
= la+(b+co)]=[a) b+
= [df & ([b] ®[d])

2. neutrales Element: [0]

3. inverses Element zu [a] ist [—a]
e Beispiele:
1. m=1 Va,beZ:a~b< 1lla—b (immer erfiillt)

Z/1z = {0}
2. m=3 Va,b€eZ:a~b<3la—D

[0] = {z|]z =0 mod 3} (Menge aller durch 3 teilbaren Zahlen)

[1] = {z]z =1 mod 3} (Mengen aller ganzen Zahlen, die bei Divisi-
on durch 3 den Rest 1 lassen)

[2] = {z]r =2 mod 3}

Z/s.2 = {[0], [1], [2]}
1.4.3 Permutation

Sei M # () Menge. Bijektive Abbildung f : M — M heifit eine Permutation von
M. Bezeichnung;:

Sy = Sym(M) = {f|f Permutation von M}
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Satz 4:
(S, 0) ist eine Gruppe (bzgl. der Komposition o)

Beweis:

1. o ist wohldefiniert, denn: Vf, g € Sys: f, g bijektiv. Nach Satz 1.3 Satz 1d)
ist damit auch f o ¢ bijektiv. Damit ist f o g € Sy,.

2. Weil Komposition assoziativ ist, auch fiir Permutationen assoziativ.
3. idpr € Sy und idys o f = f. Also ist idy; neutrales Element.

4. 1.3 Satz 3: Wenn f bijektiv, dann existiert f~! bijektiv. f~' € Sas.
1.4.4 Untergruppen

e Sei (G, 0) eine Gruppe mit neutralem Element e. Sei U C G. U heif}t eine
Untergruppe von G, falls:

l.eecU
2. Va,beU:aobeU
3.VaeU:aleU

e Folgerungen:
— (G, o) ist Untergruppe von (G, o).
— ({e}, o) ist Untergruppe von (G, o).

— U C G, dann (U, 0,) eine Gruppe. (o, ... Einschrinkung von o auf
U)

e Beispiele:

- (Za +) - (Q7+) - (]Ra +)

-meZ m-Z={x -mlx € Z}

1. e=0 € Z (klar)
2. Kompositionsabbildung liegt in Untergruppe:

Va,bem -ZIz,yeZ:a=m -z ANb=m-y
atb=m-(x+y)=>a+tbem-Z
3. (-a) ist inverses Element von a
Yoem-Z3x€Z:a = m-x
=-a = m-(—z)=>—-aem-Z

Satz 5: (Untergruppenkriterium)

Sei (G, o) Gruppe mit neutralem Element, U C G Teilmenge. U ist eine Unter-
gruppe von G &

1. U#D
2. Ve,yeU:zoy telU
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1.4.5 Algebraische Strukturen mit 2 inneren Verkniipfungen

e R sei eine Menge mit den beiden inneren Verkniipfungen ,,+ : Rx R — R*
(,Addition“) und ,,- : R x R — R“(,, Multiplikation “).

e (R,-) heifit Halbgruppe (Semigruppe), wenn - assoziativ ist.

e (R,+,") heifit ein Ring, falls:

(R1) (R, +) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) (R, -) ist eine Halbgruppe.

— (R3) Es gelten die beiden Distributivgesetze:

Va,b,ce R:(a+b)-c=(a-c)+(b-¢c)=a-c+b-c

VYa,b,ce R:c-(a+b)=(c-a)+(c-b)=c-a+c-b

Ein Ring heifit kommutativ, falls (R, -) eine kommutative Halbgruppe ist.

(R,+,-) heifit ein ,Ring mit 1“, falls (R, +,) ein Ring ist und 31 € R :
lz=2-1=u.

(R, 4+, ) heiit Schiefkorper, falls:

(S1) (R,+,-) ist ein Ring,.
(S2) (R\{0},) eine Gruppe (0 ist Nullelement von (R, +)).

(R, +,-) heiit Korper , falls (R, +,-) ein Schiefkérper ist, dessen Gruppe
(R\{0}, ) abelsch ist.

Beispiele:

1. (
2. (
3. (
4. (

Z,+,-) kommutativer Ring mit 1

kein Ring

und (R, +, -) sind Korper.

Ring, A # () Menge und R4 = {f|f : A — R}
— (R, @) abelsche Gruppe (Bsp. 3)

— Sei Multiplikation definiert:

+,°)
N, +,-)
Q,+,°)
R,+,-)

fOg=A—R:z=(fOg)(r):= f(r) g(z)

— Behauptung: (R, ®,®) ist ein Ring
— Beweisidee: Wenn R kommutativ, dann R4 kommutativ. Wenn
R Ring mit 1, dann R* Ring mit 1, wobei1: 1: A — R:z 1
(konst. Abbildung)
Ein Korper aus 2 Elementen: R = {0, 1}. 0 sei Nullelement von (R, +)
und 1 sei Einselement von (R\{0},-). Addition und Multiplikation
nach Tabelle. Giiltigkeit der Assoziativ- und Distributivgesetze nach-
rechnen fiir alle mgl. Kombinationen von a,b, c € R.

23

“LAAG I/II" von Gert Bar, Technische Universitit Dresden, Wintersemester 2008/09, Sommersemester 2009

Vorlesung:



Satz 6:

1. Sei (R,+,-) ein Ring, dann gilt fiir das Nullelement von (R, +), dass Vz €
R:0-z=2-0=0

2. Sei (R, +,-) ein Ring mit 1, dann gilt:
Va,be R: —a=a-(-1)=(-1)-a
Va,be R:(—a)-b=a-(=b)=—a-b
3. Falls R ein Kérper ist, dann ist (R, 4+, ) ein kommutativer Ring mit 1.
Beweis:
1. mER:0~x+0~x}¥’(0+0)~x:120-x. Man setze nun a := 0 - 2:
0cz+a=a20-2=a—a=0

Analog: z-0=0

ata-(-1) = a-l+a-(-1)Za 1+ (1)

I
S]
o
S
o

(—a) bZ(a-(-1)-b = a-((-1)-b)Za-(-b)
= )-(a-b)=—(a-b)

|
—~
—
|
—_
~—
S
~
(=
|
[
—_

3. (R\{0},) ist kommutativ nach Voraussetzung. Nach a) gilt Kommutati-
vitdt auch fir 0. Also (R, -) kommutativ. In (R\{0},-) gilt 1.z =z-1 ==
nach Voraussetzung. Wegen a) auch fiir x=0.

Satz 7:

(K, +,-) sei ein Korper, dann gilt Va,b € K mit a # 0:
l.a-b=0&b=0
2. a-x=besr=2,

a

Bemerkung: In einem Ring kann b # 0 existieren, sodass a - b = 0 fiir a # 0.
Dann heifit b ein Nullteiler.

Satz 8:

1. Fiir eine natiirliche Zahl n > 2 ist Z/,.z ein kommutativer Ring mit 1
(Restklassenring modulo n).

2. Ist p eine Primzahl, so ist Z/,.z ein Korper mit genau p Elementen, der
sogenannte Restklassenkorper modulo n.
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Beweis zu 8.1:
® Z/nz ={[0],[1],...[n — 1]} mit [a] = {bla =b mod m}
o (Z/n.z,®) ist abelsche Gruppe (Satz 3) mit genau n Elementen.

e 7Zu zeigen: Es gibt Multiplikation ® und diese ist assoziativ, kommutativ
und es gibt ein Einselement.

e Es sei [a] © [b] = [a-b]. Dann ist ® wohldefiniert, weil die Produktéiquiva-
lenzklasse nicht von der Wahl der Reprisentanten abhéingt wie die Rech-
nung zeigt:

Seien a’ und b’ andere Représentanten von [a] bzw. [b].

[a =[d] & d =a modn
b]=[] < b =b modn
=d-b = a-b modn=[a-b=][d" V]

e (G1) Assoziativitit

([dob)old = la-dod=]a-b)-
= [a-(b-9]=[dob-
= [do(plold)

e (G2) [l o [1] = [a-1] = [a]
e (G4) [a] O [b] =[a-b] = [b-a] =[] © [a]

e Bemerkung: Mit GF(q) bezeichnet man einen Koérper aus genau q Ele-
menten (Galois-Field).

1.5 Korper der komplexen Zahlen

e L. Euler (1777) definierte: Die imaginiire Einheit i 16st 22 = —1, d.h. es
gelte i = —1.

e Menge C komplexer Zahlen bilden: z = a + b - ¢ mit a,b € R. Dabei wird
a (=Re(z)) Realteil und b (=Im(z)) Imaginirteil genannt.

—firb=0:2=a+7-0=a€R

— fiir a=0, b # 0: z = b - i (rein imaginir)
AlsoC={zlz=a+b-imita,b e R} und RCC
e Gleichheitsbegriff: 21 = 290 < a1 = as A by = by
e Addition:

- +ZCXC—)CZ(21,22)*—)21+22 = (a1+a2)+i~(b1+b2)
— offenbar assoziativ und kommutativ

— Nullelement: 0 e R ¢ C
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— entgegengesetztes Element: z + (—z) =0 mit —z=—a—1i-b
— Damit ist (C,+) eine abelsche Gruppe.
e Multiplikation:
— . :CxC—C: (2172’2) = 2129 = (al-aQ—bl-b2)+i-(a1-b2+a2-b1
— Behauptung: (C\{0}, ) ist abelsche Gruppe
1. (G1) Assoziativitét:

| = (Zl . 2’2) - 23 = (((110,2 — blbg) +1- (a1b2 + agbl)) - 23
= ...=21" ((a2a3 — bgbg) “+1- (a2b3 + a3b2))

= z1-(20-23)=r

(ausfiihrliche Rechnung s. Mitschriften)
2. (G2) Existenz des Einselements: 1 € R C C

l-z=1-(a+i-b)=la+1-lb=a+1-b==z

3. (G3) Existenz des Inversen: z=! = z + -y mit 2z # 0, d.h.

a’ +b2 #£0.
2.2 = 1
=(x-a—y-b)+r-(z-b+a-y) = 1
oy _ay :yb+1
b a
= (yb+1)-b = —a’y
=y (a>+b*) = —b
b a
>y =

Das Einselement ist also eindeutig bestimmbar:

-l _a __,._b
2= oy TV ey

4. (G4) Kommutativitit: 21 - 2o = ... = 22 - 21

— Insgesamt folgt: (C,+,-) ist ein Korper, da auch Distributivgesetze
bestétigt werden kénnen.
e Subtraktion: z; — 29 1= 21 + (—22)
e Division: 1 := 271

e Konjugation: Fiir 2z = a+¢-bsei Z = a — 1 - b die konjugiert komplexe
Zahl.

1.5.1 Eigenschaften der komplexen Zahlen

1.z z=(a+2-b)-(a—1-b)=a?+b* €R
2. z+z=(a+1-b)+(a—1-b)=2-a€R. Alsoa=0,5-(z + 2).
3.z2—z=(a+1-b)—(a—1-b) =12-2b. Alsob=0,5- (2 — 2).
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4. Herstellen eines reellen Nenners: z=a+1-bund w=c+1-d

w
z

w-zZ (c+r-d)-(a—12-b)

z-Z a2 + b2
ca+bd+l bc + ad
(12+b2 a2+b2

5. Potenzen der imaginédren Einheit (n € N):

-1 _ 1 —1

® ] —*:_712:72

K2

ot =1 =it =
0 2= 1= "2 =

o 3= = int3 =

e t=1=4"=1

-1

—1

1.5.2 Veranschaulichung: GauB’sche Zahlenebene

e Pla,b)ez=a+1-b

e absoluter Betrag von z: r = va? + b?

o Argument von z: ¢ = £(Re(z),0P) = Arg(z)

e Darstellungsformen:

1. Polarkoordinaten:

n 3le

(r, )
b .
= cosy - =sing
T
= a+1-b=r-(cosp+1-siny)

trigonometrische Darstellung von z

2. Benutzung der Eulerschen Formel:

als Schreibweise mit Beachtung des Rechnens mit Potenzen.

e"'¥ =cosp+1-sing

z=a+1-b=r-(cosp+1-sing)=r-e"¥

exponentielle Darstellung von z

3. arithmetische Darstellung von z: z=a+1-b

e Rechenregeln:

_ ez~0,5~7r

jus

_ P o _
—cosz—i—z sin 3 1

— 212y = (r1-e¥P1) - (rg - €VP2) =1y -1y - e (P1te2)y

— 21 - (22)*1 — (7"1 . 6“‘01) . (7»2 . 6“,02)*1 — T, 67"(‘/’1*892)

r2

— et = (kM) mit ke Z
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1.5.3 Losen von algebraischen Gleichungen - Fundamentalsatz der Algebra

P(Z):Zak'zk=ao+a1~z+a2-z2+...+an~z”
k=0

e Polynom n-ten Grades (a, # 0) mit:

-zeC
— ay € C (k-ter Koeffizient)
— ag (Absolutglied)

— a, Leitkoeffizient
e P(z) =0 algebraische Ungleichung n-ten Grades fiir die Unbekannte z
e Fundamentalsatz der Algebra: (C.F. Gauf})

— P(z) = 0 besitzt genau n Lésungen (Wurzeln) 21, 2, ..., 2, € C, falls
diese entsprechend ihrer Vielfachheit gezdhlt werden.

— Die Losung z; hat die Vielfachheit a; € N, falls (2 — 2;)%/|P(2), d.h.
P(z) = (z — z;)® - Q(z) mit einem Polynom Q(z) vom Grad n — a;.

— Bemerkung: Durch Polynomdivision sieht man leicht, dass es hichs-

tens n Losungen gibt. Fiir ,,genau” n Losungen werden ,,nicht-algebraische*

Hilfsmittel benotigt.

— P(2) = (2—21)*(2—22)*2...-(z2—2p)* mit m < nund Y a; =n,
i=1
also Darstellung von P(z) durch Linearfaktoren.

— Bemerkung: Fundamentalsatz sagt nichts {iber den Weg (des Radi-
zierens) zur Bestimmung von Lésungen aus.

— Fiir n < 4 sind Losungen bekannt, fiir n > 5 sind Losungen nicht mit
elementaren Funktionen zu bestimmen.

1.5.4 Losungen fiir Sonderfille

1. Man 16se 2" =c¢# 0 (n € N,c € C)

Ansatz:
0-€e"" c=r-e"¥
P Ca— (Q . ez-T)n — pet?®
=" =7

=>n-T, = @+2kn

2km

i

n n

Wegen e'™ = e*(Te+2Im) fiir | € 7, geniigt es k = 0,1, ...,n—1 zu betrachten,
d.h. die Loésungen 73, mit £ < 7, < 242, die in einem Intervall der Lénge

27 liegen.
e .27
2 = Vr- etk )
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Die Losungen der speziellen Gleichung 2" = 1(r = 1, = 0) sind z, =
27

e’®* 5 mit k = 0,1, ...,n und heiBen n-te Einheitswurzeln.

Bsp.: 22 =i = 057
e =1-e5TF2™ it k=0,1,2
. Man l6se die quadratische Gleichung 22 + pz 4+ ¢ = 0 mit p,q € C.

Ansatz:

22+ pz+q=(2+a)?—b=0mit a,b € C, also w? = b. Nach Bei-
spiel 1 mit w = z + a zu 16sen.

P24prtq = (z+a) b
=p = 2a g=a*—-b
e
=a = 0,5p b=—q+ T
(a) b=0: zp = —a = —0, 5p (mit Vielfachheit 2)
(b) b# 0: Nach Bsp. 1 hat w? = b die Losungen:
2.2
wg = r-e’?
w roetEtT = et %

Da w = z + a folgt fiir die Losungen mit r = |b| und ¢ = argb:

2L
2o = r1-€"2 —a
721 = —-r-éev

vl |

—a

Falls p,g e R: b € R, o =0 fiir b > 0 und ¢ = 7 fiir b < 0.

Fiir b > 0:
P p?
S
P p?
L
Fir b > 0:
2
R Y L
2 4

Die Losungen sind konjugiert komplexe Losungen.
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Vektorraume

2.1 Einfithrung: Geometrische Punkt- und Vektorrdume
2.1.1 Vektorraumdefinition

e Ziel: wesentliche Methoden der Vektorraumtheorie an Bsp. erlautern -
dann verallgemeinern.

e Vor.: geometrische Punktraume der physikalischen Erfahrungswelt

— Gerade A! (Menge der Punkte einer Gerade)
— Ebene A2 (Menge der Punkte einer Ebene)
— Raum A3 (Menge der Punkte des Raums)

e Koordinatensysteme:

1. in der Gerade Al:

— (O, B): Koordinatensystem mit Einheitsstrecke OF (O...Ursprung,
E...Einheitspunkt)

—x€A' <z € Rmit Ox =z -OE.

— x > 0, falls x und E auf der gleichen Seite bzgl. O liegen

— x <0, falls x und E auf verschiedenen Seiten bzgl. O liegen

2. in der Ebene A2:

— (O, E1, E3): Koordinatensystem, OE; = A} und OFE, = A}

— Koordinatenpunkte y; bzw. y2 mit parallelen Geraden zu Al
bzw. A} ausgeschnitten

xi < i eR i-te Koordinate von x
X < (x1,22) ER

3. Verallgemeinerung: n € N
x € A" & (z1, 29, ...,x,) €R"
Definition einer Addition auf R":
Ve,y eR" :x4+y = (21,.s@n) + Wiy, Yn) := (1 F Y1y o0, T + Yn)

e  komponentenweise“ Addition
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e Es gilt:

1. Assoziativitat:

(x+y)+z = (@1+y,n®n+yn) + (21, 20) = (x1 +y1) + 21, ..

= (.131 + (yl + Zl)7 vy Ty + (yn + Zn)) =T+ (y + Z)

2. Existenz des Nullelements: Sei o = (0, ...,0), dann o + x = « fiir alle
z € R", d.h. o ist Nullelement.

3. Existenz des Inversen: Sei —x = (—x1, ..., —%,) dann x + (—x) = o,
d.h. (-x) ist das entgegengesetzte Element von x.

4. Kommutativitét:
$+y: (.’L']_ +y177$n+yn) = (yl +xla"'7yn+xn) :y+l‘

e Damit ist (R™, +) eine abelsche Gruppe.

e Interpretation in A2:

x€A? & = (21,22) € R?
YedA? & y= (y1,y2) € R?
—r+y = (r1+y1,22+Y2)

Nach Konstruktion gilt:

1. ©OX1X Xy 2 oY H;SH,, also OY || XS und OY = XS
2. weiterhin OX || Y'S und OX =Y S

— Geometrische Konfiguration kann deutlicher gemacht werden durch
die Verwendung von Pfeilen mit Anfangspunkt O und Endpunkt X.

VE = {O_X\X € A™}: Menge der Ortsvektoren bzgl. des Punktes O.
OX heiit Ortsvektor von X.

— Parallelogrammregel auf Vg: Erginzt man das von den Ortsvektoren
OX und OY aufgespannte Dreieck zu einem Parallelogramm, so ist
der von O ausgehende Diagonalpfeil der Ortsvektor des Punktes S,
welcher der Summe s = x + y zugeordnet ist.

Definition einer Addition auf V3:

e OS=0X + 9% , wobei S nach Parallelogrammregel aus OX und OY zu
konstruieren ist

e (V3,+) ist eine abelsche Gruppe
Definition einer Multiplikation auf R":
Ve eR" AER: Az =X (21, ..., y) := (A1, ..., A\Tp,)
e Esgilt Vo, y e R", A\, u e R:
LA(u-a)=0A-p)a
2. A+p)z=Na)+p-r)=Az+p-x
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A (z+y)=r-z+Ay

4. 1. z=x
e Wegen (—1) - x = —x darf man Subtraktion einfiihren:
T—yi=z+(-y)
o Interpretation in A?:
ANx=\ a1, A1) &Y € A

1. Fall A > 0:
— NOX1 X ~ AOY1Y, denn:

ﬁ XX1 o )\1’2 o YY1
oYy,

Z1 0X, B )\71‘1

— Y liegt auf der Geraden OX mit OY = A\- OX
2. Fall A < 0: Y* liegt auf der Geraden OX

Definition Multiplikation mit einem Skalar auf Vj3:

e Zu OX und ) sei das Vielfache \-OX := OY jener Ortsvektor, fiir dessen
Endpunkt Y gilt:
1. Wenn A =0, dann Y = 0.

2. Wenn A # 0, dann liege Y auf der Geraden O_X: wobei im Fall A > 0
X und Y auf derselben Seite von O und im Fall von A < 0 X und Y auf
verschiedenen Seiten von O liegen. In jedem Fall gilt: OY = |A|-OX.

Vektorraumdefinition:

e Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum (Vektorraum iiber K) ist ein Tripel
(V,+,) bestehend aus einer Menge V, einer Verkniipfung + : V xV — V
(Addition) und einer Verkniipfung - : K x V' — V (Skalarmultiplikation),
sodass gilt:

— (V1) (V,+) sei eine abelsche Gruppe
- (V2) Yo,w € VVA, u € K:

LA (p-v)=QA-p) v

2 A+p)v=Av)+p-v)=A-v+p-v
A (v+w)=Av+Aw

4. 1-v=v

e Bemerkung:

— Das neutrale Element in der Gruppe (V,+) heifit Nullvektor.

— Das inverse Element von (V) heifit Gegenvektor.
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Satz 1:

1.

Mit der definierten Addition und Skalarmultiplikation in R™ ist die Menge
R™ ein R-Vektorraum.

. Mit der durch die Parallelogrammregel definierte Addition und der Ska-

larmultiplikation ist VE)Q ein R-Vektorraum.

Bemerkung: Addition und Skalarmultiplikation kann direkt auf V3 := {O_X> |X,0 €
R3} iibertragen werden. (V1) und (V2) kénnen raumgeometrisch bestétigt wer-

den.

2.1.2 Vektorraum aus freien Vektoren

Anwend_'ung zur Beschreibung gerichteter Groflen in Physik und Technik,
z.B. U, F

Geordnetes Punktepaar (Pfeil) (A4, B) = AB € A" hat Anfangspunkt A
und Endpunkt B.

AB und CD heifien parallelgleich (A—B> f C'—Zj), falls es eine Parallelverschie-
bung 7 gibt, sodass 7(A) = C und 7(B) = D.

— Es gilt:
1. ZEﬁZE (reflexiv)
2. AB i CD = @ﬁ AB (symmetrisch)
3. A—B>|iC'_D> \Y% C_D>1j EF = Eﬂﬁ (transitiv)
— Wegen 1-3 ist § eine Aquivalenzrelation.
— Zerlegung der Pfeilmenge in Aquivalenzklassen:
[OV] = {AB|AB§OV; A, B,0,V € A"}
Bezeichnung: ¢ = [O_V> | (freier Vektor)
V= {olv = [W}, 0,V € A", Ofest} Menge der freien Vektoren
Addition auf V'™ N
U+ 4 := [0V + OU]

Skalarmultiplikation auf V™:

Satz 2:

Die Addition und Skalarmultiplikation von freien Vektoren auf Addition
und Skalarmultiplikation von Ortsvektoren erklirt. Dann ist V" ein R-
Vektorraum.

Beweis: Nachweis von (V1) und (V2) auf V" durch Ausnutzung der Giiltig-
keit von (V1) und (V2) auf Vj
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2.1.3 Geraden und Ebenen

Darstellung von Geraden in 3 Modellen:

1. A™: zeichnerisch

2. V™: mit Hilfe von Ortsvektoren
OX = OA+ OV = OA + \(OB — O4)

mit A € R

3. R™: nach Wahl eines Koordinatensystems

0OX + zeR®
O_/i <~ acR"

OB « beR"
=z = a+X-(b—a)

mit A € Rund a # b
In allen Modellen ist A # B vorauszusetzen.
Eine Teilmenge g C R™ heifit Gerade, wenn a,v € R™ existieren mit v # 0:
g={zeRz=a+ X -v,A€R}
v... Richtungsvektor a...Aufpunkt von g

Parameterdarstellung (Kurzschreibweise):

g:x=a+A-v, A eR

Satz 3:

Zwei verschiedene Punkte a, b € R™ bestimmen genau eine Gerade g, die
diese Punkte enthélt, die sogenannte Verbindungsgerade dieser Punkte,
némlich:

g:x=a+Ab—a), eR

Beweis: Mit v := b — a ist v # 0 (da a # b) und damit:
g:x=a+Av

eine Parameterdarstellung von g. Fiir A = 0 folgt x=a, also a € g. Fur
A=1lfolgtx=a+v=a+(b—a)=0",alsobcg.

Bemerkung: Anschauliche Sprechweise fiir a € g bei Interpretation in A™:
»Punkt A liegt in/auf der Geraden g.“ Oder: ,,Gerade g geht durch Punkt
A«

Folgerung: Die Verbindungsgerade g verschiedener Punkte a und b hat
auch die Parameterdarstellung

g:x=p0-a+0-b

34

“LAAG I/II" von Gert Bar, Technische Universitit Dresden, Wintersemester 2008/09, Sommersemester 2009

Vorlesung:



mit o+ o0 =1 fiir p,0 € R.

Beweis: (1) = (2)
z=a+A-(b—a)=01-XN)-a+AX-b=9gp-ato-b
2) = 1)
z=9p-ato-b=(1—-0)-a+o-b=a+o-(b—a)
Teilmengen von g durch Einschrankung von A:
e A=0:z=a
e N=1l:z=a+(b—a)=b
e 0 < )\ < 1: Strecke von A nach B
e 1 < \: Halbgerade

e )\ heifit affine Koordinate von X bzgl. des Koordinatensystems a mit a als
Nullpunkt und b als Einheitspunkt

Teilungsverhiltnis:
Seien a,b,z € R™ mit a # b # x drei Punkte einer Geraden g. Dann heifle

7 € R mit
(x—a)=7-(x—0b)

das Teilungsverhéltnis von a, b,z € g. Kurz: 7=TV(a,b,X).

Interpretation in AZ:
e (x—a)=r7(z—0b) mit a,b,z € R? & AX =7BX
e Verhiiltnis der Streckenlingen AX : BX

fiir 7 > 0: AX und BX gleichgerichtet, d.h. X liegt aulerhalb der Strecke
AB

o fir 7 < 0: AX und BX entgegengerichtet, d.h. X liegt innerhalb der
Strecke AB

e fiir 7 = —1: AX = BX und X innerhalb der Strecke AB, also X Mittel-
punkt der Strecke AB
_a+b
2

Satz 4:

Der Mittelpunkt der Strecke AB ist X : m = 0,5 - (a + b) wobei A:a und
B:b beschrieben wird bzgl. eines Koordinatensystems fiir R™.

Satz 5:
In einem Parallelogramm halbieren sich die Diagonalstrecken gegenseitig.

Beweis:
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e Mittelpunkt von DB: M : m = %

e Mittelpunkt von AC: M’ : m/ = <
e Nach Parallelogrammregel gilt:
c=0b—-a)+(d—a)+a=b+d—a

Also:

, a+c b+d
m = = — =m
2 2

Parallelitat:

Zwei Vektoren v,w € R™ (v,w # 0) bzw. zwei Geraden g :  + X - v und
h:x =p+ X w heilen parallel (g || h), wenn y € R existiert mit w = p - v

(1 #0).
Satz 6:

1. Seig:x=a+A-vund d € g, dann ist g : x = a’ + X - v ebenfalls eine
Parameterdarstellung von g.

2. Seleng:z=a+A-vund ¢’ : . = a’ + X-v" Geraden.
g=9 < @ng #0ngllg)
Beweis:
1. Es gilt:
dcg=>INcR:d=a+N -v=>a=d -\ v
Auflerdem gilt:

reg=>x = a+N v (N eR)
a—=XN-v+Xv
a/_,_()\//_)\/).v

= d+ X

Aquivalent andere Beweisrichtung,.
2. (a) Wenn g=¢ = gng # 0, denn:
degd=g=INeR:d=a+)\ v

..und a’ +v' € ¢’ = g. Also:

N eR:d +v = a+ N v
a+v—-—ad = a+ N -v-d
v o= a+ XN -v—a—-XN-v
(}\Il_)\/)_v

Es gilt A — X #£ 0, denn sonst v/ = 0. Also ¢ || ¢'.

36

“LAAG I/II" von Gert Bar, Technische Universitit Dresden, Wintersemester 2008/09, Sommersemester 2009

Vorlesung:



(b) Sei s € g Ng # (). Dann folgt aus 1. und der Voraussetzung g || ¢’:
g:x=s5+A-v g x=s5+Xr mitv = p-v

Entsprechend gilt fiir die Parameterdarstellungen:

)\ / /
reEg=x=5s+Av = s+—-v=>x€g
L

re€gd =ax=5+A0v = s+Xpuv=a¢cyg

Bemerkungen:
e Jeder Punkt einer Geraden kann Aufpunkt der Geraden sein.
e Gleiche Geraden haben parallele Richtungsvektoren

Lineare Abhangigkeit:

e Zwei Vektoren v,w € R™ heiflen linear abhéngig
S INpeER: (A\p) # (0,0 A - v+p-w=o0
v,w gestatten eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors.

e Zwei Vektoren v,w € R™ heiflen linear unabhéngig, wenn sie nur die tri-
viale Linearkombination des Nullvektors gestatten:

Avtp-w=0=>A=p=0
Ebene:

Eine Teilmenge ¢ C R™ heifit eine Ebene
Se={zlr=a+ X v+ p- - w;\ p € R;v,wlinear unabhingig}
Teilmengen von € durch Einschrankung der Parameter:
° ) : A (Punkt)
. ):x =a+ v (Punkt)
1) : z = a+ w (Punkt)
)

cx=a+ X v (Gerade)

A p)=0,p):z=a+p-w (Gerade)
e 0<A<1,0<u<l:z=a+ A v+ p-w (Parallelogramm)

Bemerkung: ¢ : z =a+A-v+p-wund a’ € ¢, dann ist auch z = a’'+ X\ v+ p-w
eine Parameterdarstellung von €. (A, u € R)

37

“LAAG I/II" von Gert Bar, Technische Universitit Dresden, Wintersemester 2008/09, Sommersemester 2009

Vorlesung:



Satz 7:

e Drei nicht auf einer Geraden liegenden Punkte a,b,c¢ € R™ bestimmen
genau eine Ebene ¢, die diese Punkte enthélt, ndmlich:

crx=a+A(b—a)+p-(c—a) (A peR)
e Beweis:

A=0,u=0 : z=a—ac€e
A=1Lpu=0 : x=b—becec
A=0,p=1 : z=c—c€c
— Es liegt mit v := b — a und w := ¢ — a die Form einer Parameterdar-
stellung vor. v,w sind keine Nullvektoren.

— 7Zu zeigen: v,w sind linear unabhiingig. Aquivalent zu zeigen: v,w
linear abhingig < a, b, ¢ liegen auf einer Geraden:

* Seien v,w linear abhéngig = I\, p € R: (\,u) # (0,0) AX-v +
hew=o0
Av+p-w=A-(b—a)+pu-(c—a)=o0
* Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit: p # 0

%~(b—a)—|—(c—a)zoécza—%'(b_a)

x Wenn A = 0, dann c=a = a, b, ¢ liegen auf einer Geraden.
* Wenn A # 0, dann ¢ = a4+ X - (b — a) = ¢ liegt auf Geraden
durch a,b

— Also sind v,w linear unabhéngig.

2.2 Lineare Abhangigkeit, Basis und Dimension
2.2.1 Lineare Abhangigkeit

e Sei V = (V,+,) ein K-Vektorraum. Sind vy, ...,v,, € V so heifit jeder
Vektor v = A1 -v1+...4+ Ay - U, mit Ay, ..., Ay, € K eine Linearkombination
der Vektoren vy, ..., U,,. Offensichtlich v € V.

e m Vektoren vy, ...,v,, heiflen linear unabhéngig :< Sind Ay, ..., A\, € K
und ist (M)A 14+ ..+ A vm=0=>AM=X=...=X, =0

e * heifit: Der Nullvektor ist eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., Up,.
Diese heifit trivial, wenn A; = ... = A,;; = 0 gilt. Ansonsten nichttrivial.

e Folglich: m Vektoren v, ..., v, heiflen linear unabhéngig, wenn sie nur die
triviale Linearkombination des Nullvektors gestatten.

e m Vektoren vy, ...,v,, heiflen linear abhéngig, wenn sie nicht linear un-
abhéngig sind. D.h. sind Ay,..., A, € K, so gilt * mit (Aq,...,An) #
(0,...,0). Sie gestatten eine nichttriviale Linearkombination des Nullvek-
tors.
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Satz 1:
® vy, ..., Uy €V seien linear unabhéngig = v; #0,...,v,,, # 0

e Beweis: indirekt: vy, ...v,, linear unabhéngig und v, = o:

M+ o+ Ap Uy = 0

1'U1+)\m-1}m = o)

V1, ..., Uy gestatten also eine nichttriviale Linearkombination des Nullvek-
tors. Widerspruch!

e Folgerung: Ein einzelner Vektor v # 0 ist linear unabhéngig.
Lineare Hiille:
® Vi, ..,y €V
Lin(v,...,vm) = {vjv= Z)‘i ‘v A € K}
i=1
= K-v+..+K- v,
heifit lineare Hiille der Vektoren vy, ..., Uy,.
e Teilmenge M CV, M #
LinM = {v[v =Y "\ -v; \i € Kjv; € M,m € N}
i=1
heifit lineare Hiille von M. Es sei Lin () = (.

e Ein Vektor v € V heif}t linear abhéngig von vy, ..., v, € V bzw. von einer
Teilmenge M C V:

< v € Lin(vy, ..., vp) baw.v € LinM

e Bezeichnung: Span(vy, ..., Um) =< V1, .coy Uy >= Lin(vy, ..., U
e Beispiele:

1. V§,0£ A+ B#£0:
- Lm(O—A>) = {O_X>|($(> = X004\ € R} (Menge der Ortsvektoren
zu Punkten X auf der Gerade OA)
— Lin(OA,0B) = {OX|0X = A\ - OA + Ay - OB; M\, A2 € R}
(Menge der Ortsvektoren zu Punkten X in der Ebene OAB)
2. R", e; = (0,...,0,1,0,..,0) (i=1,...n)

Ael+..+\,e, = 0

A1 (1,0,...,0) + A2 - (0,1, ...,0) + ... + Ay - (0,...,0,1) = o
(A, A2, \n) = o

=>M=X=.=)\, = 0
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— ey, ..., e, sind linear unabhéngig.

Lin(ey,...,en) = {zlr=21-e1+ ...+ zn en;z; €R}

{z|x = (21,0,

= {z]z = (z1,22,....,2)}

= Rn

— Jeder Vektor x € R™ kann mit {ey, ..., e, } als Linearkombination

dargestellt werden. {eq, ..., e, } heifit Standardbasis des R".

3. Die Menge der Abbildungen (R,R) f : R — R ist ein R-Vektorraum

mit Addition

(f,9) = f4gmit (f +g)(z) = f(z) + g(x)

und Skalarmultiplikation

A\ f) = A fmit (A - f)(z) = Af(z)VA e R

— Beweis: Wegen Bsp. 3 in 1.4 ist Abb(R, R) eine abelsche Gruppe,

also (V1) erfiillt. (V2) durch Nachrechnen zu bestéitigen.
— Anwendung: Die reellen Polynome

P1(
p2(
pa(

sind aus Abb(R, R).

z)
z)

x)

= 222 +3zx—4
= 2241
= 5

(a) Beh.: p1,p2, ps sind linear unabhingig.

Beweis:

MQ222 43z —4)F - (22 + 1)+ X35 =
.’132(2)\1 + /\2) +x-3\ + (—4/\1 + Ao + 5/\3) =
3N\ =0 — 4+ A2+ 5A3 =

=21+ X =0

P1, P2, p3 sind linear unabhingig. (Es existiert nur die triviale

AMpr+A2-p2tAz-p3 =

o O O O O

S AM=X=XA3 =

Linearkombination des Nullpolynoms.)

(b) Lineare Hiille bildet Menge der Polynome vom Héchstgrad 2

C Abb(R, R).

Lin (p1,p2,ps3)

(Lin(p1,p2,ps),+,-) ist ein R-Vektorraum, der in dem R-

{plp=A1-p1+A2-p2+A3-p3}
{plp=uas-2*>+a;-x+ap;a; €R

Vektorraum Abb(R,R) enthalten ist.
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2.2.2 Untervektorraume

o (V,+,-) sei ein K-Vektorraum. Teilmenge W C V heifit Untervektorraum
(Teilraum) von V, falls:
— (UV1) W £

- (UV2) Yo,w € W : v+w € W (W ist abgeschlossen bzgl. der
Addition.)

- (UV3) VA e KYv e W : XA-v € W (W ist abgeschlossen bzgl. der
Skalarmultiplikation)

e Bemerkung:

— Addition und Skalarmultiplikation aus V werden auf W eingeschrankt.

— Ein Untervektorraum ist ein (vollsténdiger) Vektorraum.
e Beispiele:
1. In jedem K-Vektorraum sind {0} und V triviale Untervektorrdume.
{0} heiit Nullvektorraum.

2. Geraden und Ebenen des R", die den Nullpunkt enthalten, sind Un-
tervektorrdume des R™.

3. Die Menge C(R) aller stetigen Funktionen f : R — R ist ein Unter-
vektorraum des R-Vektorraums Abb(R, R).

4. Die Menge aller reellen Polynome vom Hochstgrad n ist ein Unter-
vektorraum des C'(R).
Satz 1:
o (V,+,) sei ein K-Vektorraum, M C V.

1. Lin M ist ein Untervektorraum von V und M C Lin M.

2. Wenn U ein Untervektorraum von V mit M C U, dann Lin M C U.
(Lin M ist kleinster Untervektorraum, der M enthélt.)

3. Wenn M ein Untervektorraum von V, dann Lin M = M.
4. Wenn M C U CV, dann Lin MC Lin U

o Beweis:

1. (a) M
(b) M

= (. Dann Lin M = Lin() = {0} ist Untervektorraum.
# (). Dann existiert ein m € M. Wegen 1-m =m : m € Lin M
(UV1). Also M C Lin M.

Yu,v € M = u,v € Lin M. Also
u:Z)\i-ui v:Zui-vi
i=1 i=1
mit A, p; € K, u;,v; € M, r;s € N. Somit (UV2):

u—&-v:zr:/\i-ui—i—zs:ui-vieLinM

=1
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Auflerdem (UV3):
VAEKVoe MA-v =AY pi-v; € LinM  \\
i=1

2. U sei Untervektorraum von V, M CU. Vv € LinM : v = > \; - v;,
weil fiir alle 1 gilt v; € U folgt v € U. Also Lin M C U. Nach a)
MCLinM=MCLinMCU.\\

3. M C Lin M nach a). Wenn M ein Untervektorraum, dann Lin M C
M. Also Lin M = M.

4. x € Lin M. Es gilt:
m:Z)\i-vi (v; € M)
und
I:Z)\i~vi (v; €U)
Also xz € LinU. \\
e Beispiel: V = R?, e; = (1,0,0), es = (0,1,0).

M = {61762}
LinM = {x1-e1+x2-es]x1, 22 € R} = {(21,22,0)|x1, 22 € R}

ist Untervektorraum von R3.
e Bemerkungen (s. Ubung):

— Durchschnitt zweier Untervektorrdume von V ist wieder ein Unter-
vektorraum von V.

— Vereinigung zweier Untervektorrdume von V ist i.A. kein Untervek-
torraum von V.

2.2.3 Basis

e Teilmenge M C V heifit linear unabhingig, wenn M = () oder je endlich
viele verschiedene ihrer Vektoren linear unabhingig sind, d.h. Ym € N :
Uiy ooy U, € M mit v; # v; fiir ¢ # j: v1, ..., Uy, linear unabhéngig.

e Wenn M C V nicht linear unabhéngig, dann heifit M linear abhéngig.
e Bemerkungen:

— Lineare (Un)Abhiingigkeit jetzt fiir beliebige Mengen erklirt.
— 0€ M CV = M linear abhéngig.

— M linear unabhéngig < Alle Linearkombinationen des Nullvektors o
durch paarweise verschiedene Vektoren aus M sind trivial.

Lemma 1:
M C V Teilmenge. M linear unabhiingig < Vu € M : u ¢ Lin (M\{u}).

Beweis:
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1. ,=¢

o Wir zeigen Ju € M : u € Lin (M\{u}) = M linear abhéngig.
e Angenommen v € M N Lin (M\{u}). Dann Juq, ..., umym € M\{u} :
w=32"0 N ug (%)

o Falls u; = u; fir 1 < 4,57 < m, dann \; - u; streichen, restliche
Summanden neu nummerieren.

*

e Wenn alle paarweise verschiedenen Vektoren in * ein einziges Mal

aufgefiihrt sind, gilt u; # u; fiir ¢ # 5.
O:(—l)-u—i—Zui-)\i nach *
i=1
D.h. es existiert eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors.
Also M linear abhingig. \\

2. &=

e Wir zeigen: M linear abhéngig = Ju € M : u € Lin (M\{u}).

e Angenommen o = 27;1 A; - u; mit paarweise verschiedenen wu; und
min. 1 A; # 0. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit: A\; # 0. Dann

m
Z Ai

Uy = - Uj
1=2

td

Also uy € Lin (M\{u}).

Lemma 2:
M C V, M linear unabhiingig und = € V\Lin M = M U{z} linear unabhiingig.

Beweis:
e Es gilt:

OZ/L-LL"FiUZ‘-)\Z‘
=1

mit paarweise verschiedenen u;, A\;, u € K.
o Zuzeigen: A, = u=0fir1 <i<m

1. p = 0: Weil M linear unabhéingig ist, folgt Ay = Ao = ... =X, =0
2. u # 0: Dann gilt:

m
g
xz—g — U e Lin M
1
i=1

Widerspruch zu der Voraussetzung « ¢ Lin M!
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Erzeugendensystem & Basis:

o M C V heifit Erzeugendensystem von V

s LinM =V

e B C V heifit Basis :< B ist ein linear unabhéngiges FErzeugendensystem.
e V heifit endlich erzeugt :< 3 endliche Teilmenge M C V mit Lin M = V.
e DBeispiele:

1. Vgl. B={ey,...,e,} ist Basis des R™.

2. Vgl. B = {p1(z),p2(x),p3(x)} ist Basis des R-Vektorraums der Po-
lynome vom Hochstgrad 2.

Satz 1: (Charakterisierung einer Basis)

Fiir eine Menge B C V sind folgende Aussagen #quivalent:
1. B ist eine Basis.
2. B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

3. B ist eine maximal linear unabhéngige Teilmenge von V

Beweis:
1. 1=2
e B ist eine Basis, also B linear unabhéngig und Lin B = V.
e Annahme: B’ wire Erzeugendensystem und B’ C B. Weiter u €
B\B’, dann u € B Au ¢ B’. Daraus folgt:
B'\{u} = B' C B\{u} = Lin B’ C Lin (B\{u})
e Dab linear unabhingig ist, gilt auflerdem Yu € B : u ¢ Lin (B\{u}),
also u ¢ Lin B'.
e Widerspruch dazu, dass B’ ein Erzeugendensystem ist.
2.2=1

e B sei ein minimales Erzeugendensystem, d.h.
(a) LinB=V
(b) B CBund LinB'=V = B=F

Noch zu zeigen: B linear unabhéngig.

e Angenommen B linear abhingig. Dann Ju € B : u € Lin (B\{u})
(Lemma 1).

Sei B’ = B\{u}, also B’ C B. Dann Lin B’ C LinB =V.

e Wir zeigen, dass auch Lin B’ D V gilt, denn dann Widerspruch zu
2. Also zu zeigen: w € V = w € Lin B'.
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e Seiw € V, dann w € Lin B, d.h.

w:ibi-)\i
i=1

mit A\; € K,b; € B,m € N.
e Falls Vi : b; # u, dann Vi : b; € B’ = B\{u} und w € Lin B’.
e Falls 35 : b; = u, dann

j—1 m
i=1 i=j+1
Also w € Lin B'.
e Also Lin B =V, B # B’ im Widerspruch zur Voraussetzung.

3.1=3

e Zu zeigen: B maximal linear unabhéngige Teilmenge von V:
(a) B linear unabhiingig.
(b) B” 2 B und B” linear unabhingig = B” = B.

e Sei B” D B und B” linear unabhiingig. Dann Lin B” 2 Lin B =V,
also Lin B”" = V.

e B” ist also Basis von V und damit nach 2. ein minimales Erzeugen-
densystem. Also B” = B.
4. 3=>1

e Zu zeigen: B ist Basis.

e Sei B ein maximale linear unabhéngige Teilmenge von V. Dann ist B
ein Erzeugendensystem, denn angenommen Lin B # V:

— Wéhle « € V\Lin B. Nach Lemma 2 ist B U {z} linear un-
abhéngig.

— Essei B” = BU{z} D B und B” linear unabhéngig (Lemma 2).

— Widerspruch zur Maximalitidt von B

e AlsoLin B=V

Satz 2: (Darstellungssatz)

Jeder Vektor ist in eindeutiger Weise als Linearkombination von endlich vielen
Vektoren einer Basis darstellbar.

Beweis:

e Sei B ein Erzeugendensystem.

VveV:v:i)\i~vi
i=1

mit m € Nyjv; € B, \; € K.
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Angenommen es gibt A’ € K mit

n
/
v = g AU
i=1

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei n < m. Fiir j € {1,...,n} gelte
NN
J

n

Ozv—v:Z(Ai—)\;)mi—i— i A U,

i=1 i=n+1
Es gilt (A; — A}) # 0 fur ¢ = j.

Es gibt also eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors fiir vy, ..., vy,

im Widerspruch zu deren linearen Unabhéngigkeit.

Satz 2: (Existenz einer Basis)

Ist V endlich erzeugt, so besitzt V eine Basis.

Beweis:

3 endliche Teilmenge B, := {v1, ..., U } und Lin B, = V.
1) Falls B,, linear unabhiingig ist, ist B,, eine Basis.

2) Falls B, linear abhingig, dann Ju € By, : u € Lin(B\{u}) nach
Lemma 1. Dann setze B,,—1 = B\{u}, u € Lin By, 1.

Wir zeigen: Lin B,—1 2 V. Es sei v € V. Dann

m
v = E )\11)1
i=1

mit v; € B, \; € K,m € N.
Falls u # v; fiir alle i: v; € B,,—1, also v € Lin By, _1.
Falls u = v; fur j € {1,2,...,n}:
j—1 m
U:ZN'%+)\J"U+Z>\¢"U¢
i=1 j+1
Alsov € Lin B,,_1.
Insgesamt: v € Lin By, 1. Also V C LinB,,_1, V = Lin By, _1.
Wenn B,,_; linear unabhéngig, dann Basis.

Falls B,;,—1 linear abhéngig, dann Wiederholung von Schritt 2 usw. Strei-
che r-mal bis B,,_, linear unabhingig ist (0 <r <m —1).

Verfahren endet nach maximal m-1 Schritten mit

1. Lin B, =V und B,,_, linear unabhéngig
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2. ...oder By = {u} ist linear abhingig, also u = 0. Dann Lin {0} = V.
\\

Bemerkung:

1. V = {0} hat keine Basis. Abhilfe: Definition: V' = {0} habe die Basis 0
(denn Lin® = {0}).

2. Wieviele Elemente hat eine Basis?

Basislemma:
Existiert eine endliche Basis von V, dann ist jede Basis endlich.

Beweis:

e Sei B eine endliche Basis. Wire B’ als weitere Basis unendlich, dann B’ D
B. Widerspruch zur Maximalitéit einer Basis. \\

Austauschlemma:

e Sei {v1,...,v,} eine Basis von V und w = > 1" | \; - v;. Ist A, # 0 fiir
k € {1,2,..,n}, dann ist {vy,...,05—1,W, Vg41,..., 0, } wieder eine Basis
von V.

e Beweis:

— O.B.d.A. sei die Nummerierung so eingerichtet, dass k=1 gilt, also
A # 0.

— Zu zeigen: {w, va, ..., v, } ist Basis von V.

’01—714—;—)\71'11@

— Nach dem Darstellungssatz gilt: Vo € V:

=2

A, .
= ﬂ-w+2vi(m—i-m) € Lin (w, v, ..., vn)

— Also {w, va, ..., v, } Erzeugendensystem von V. Noch zu zeigen: {w, va, ...

linear unabhéngig.
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— Sel p-w+pi2 Vg + oo+ i vy = 0mit w =30 N vy (i € K).
Dann:

u-(Z)\i'vi)—l—ug'vg—&—...—l—,un-vn =0
i=1
pAvr + (A 4+ o) ve + o+ (- Ay + ) vy, = 0

— Dawy, ..., v, linear unabhéngig, nur triviale Linearkombination méglich:
M- p=0Apur+p-r=0=>p=pu,=0 (k=2,3,...,n)
— Also {w,va,...,v,} linear unabhéngig und damit Basis.
e Beispiel:
— {e1,€e2,e3} ist Basis des R3.
w=1-e1+2-e3+3-e3

— Nach Austauschlemma: {w, 2, e3} ist Basis des R?

Austauschsatz von Steinitz: (1913)
Sei {v1, ..., v, } eine Basis von V und C' = {wy, ..., wy,, } C V linear unabhingig.
Dann ist

1. m<n

2. Es gibt 41,...,4, € {1,...,n}, sodass das Austauschen vy,...,v,, gegen
w1, ..., Wy, wieder eine Basis von V ergibt.

Beweis:

e Nummeriert man so um, dass i; = 1,45 = 2,...,%,, = m, dann ist nach
Behauptung {wy, ..., Wy, Um41, -.., U } Basis von V.

e Beweis durch vollstdndige Induktion nach m

— Induktionsanfang: m =1 <n
?J.Jl:Z)\i"Ui (wl%())
i=1

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei A\; # 0. Nach Austauschlem-
ma ist {w, v, ..., v, } eine Basis von V.

— Induktionsvoraussetzung: Behauptung gelte fiir {w1, ..., w1} (line-
ar unabhingig), wobei {wy, ..., Wy —1, Uy, ..., Uy } eine Basis von V mit
m—1<n.

— Induktionsbeweis: Sei {ws, ..., wy, } linear unabhéngig und \; € K:

m—1 n
Wy = E A s w; + E A - U;
i=1 i=m
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1. Wire A, ...y A, = 0 ergébe sich w € Lin (wy,...,w,—1) also
{w1, ..., wy, } linear abhéingig. (Widerspruch!)

2. AN\; # 0 mit m < i < n. Bei Umnummerierung kann A, # 0 er-
reicht werden. Austausch von w,, gegen v,, nach Austauschlem-
ma, dann {wq, ..., Wy, Um41, ..., U } Basis von V.

Folgerung 1:
Jede linear unabhéngige Menge eines endlich erzeugten Vektorraums, insbeson-
dere jede Basis, hat endlich viele Elemente.

Beweis:
e Nach Satz 3 existiert Basis B mit |B| = n.

e Angenommen, es gibe eine Basis aus unendlich vielen Elementen, dann
wire das eine linear unabhéngige Menge C' C V. Also C C C, C V.

e Dann muss gelten: |C| > n + 1. Nach Austauschsatz gilt n + 1 = |C] <
|B| = n. (Widerspruch!)

Folgerung 2:
Je zwei Basen von V haben gleich viele Elemente.

Beweis: Mit Austauschsatz fiir 2 Basen B; und Bs:
e Wenn B = B; und C = By, dann |Bs| < |By|
e Wenn B = By und C' = By, dann |B;| < | By
e Also muss gelten: By = By

Dimension:

e Die Anzahl |B| der Elemente einer Basis B eines K-Vektorraums heifit
Dimension (dim V) von V. Es sei

— dim V = n, falls V eine Basis von n Elementen hat. V heifit endlich-
dimensional.

— dim V = o0, falls V keine Basis aus n Elementen hat. V heifit unendlich-
dimensional.

e Beispiele:

1. dim K™ = n, weil {ey, ..., e, } Basis von K"

2. dimV = 3 fiir den R-Vektorraum der Polynome vom Hochstgrad 2.
Basisergdnzungssatz:
Sei M C E C V, wobei M linear unabhéngig und E ein Erzeugendensystem.

Dann gibt es eine Basis B von V mit M C B C E. Insbesondere hat jeder
Vektorraum eine Basis.
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2.3 Analytische Geometrie im R"
2.3.1 Skalarprodukt, Langen- und Winkelmessung

Skalarprodukt:

e V sei ein R-Vektorraum. Abbildung < -,- >: V' x V — R heif3t Skalarpro-
dukt, wenn Yu,v,w € VVA € R:

1. <u,v4+w>=<u,v >+ < u,w > (linear)
2. <u,A-v>= A <u,v > (linear)

3. <wu,v>=<w,u > (symmetrisch)

4. < u,u >> 0 (positiv definiert)

e Ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt heifit euklidischer Vek-
torraum.

e Wegen (3):
<u,v+w> = <vt+w,u>

<u,Av> = < A-v,u>

e Das (natiirliche/kanonische) Skalarprodukt von Vektoren « = (21, ..., z,) €
R™ und y = (y1,..-,Yn) € R™ sei

n
<my>=Y Ty
=1

Die Forderungen an ein Skalarprodukt sind leicht nachzurechnen, also
erfiillt.

o R"™ ist euklidischer Vektorraum.

Norm:

e EsheiBt ||z|| := /< z,7 > = /27 + ... + 22 die Norm von R". (Linge/Betrag

von Xx)
e Jeder Vektor € R™ mit ||z|| = 1 heifit Einheitsvektor.
e Figenschaften: Vz,y € R", o € R:
1 |jz]|=0&2=0
2. |- =f| = [af - []«]]
3. |lz+yll? = ll2l* + 2 <@,y > |yl
Beweis: Vx,y € R®, A € R:

0

IN

|z + Ayl

<z+ ANy, x+A-y>
<m,z>+2)\o<a:,y>+/\2<y,y> *
)] +2- < z,y > +]||y]|? fiir A =1
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4. < z,y >2< ||z||? - ||y||* (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) , wobei
<,y >2=||z||? - ||ly||*> & x,y linear abhingig

Beweis:
(a) — Fiir y = 0: trivial nach 3)
— Fiir y # 0: Setze A = —=%Y> in * Es folgt:

<y,y>
2
<z,y> <z,y>
0 < <x,x>—2’7y'<x,y>+’7y2-<y,y>
<yy> <yy>
=20 < <zx>-<yy>-—-2<z,y>+<z,y>>
2 2 2
=<z,y>" <2yl

(b) Gleichheitsfall:
- »:>“
O=llz+Xy||=2+X-y=0

Also x,y linear abhéngig.

_ ”C“
Wenn x,y linear abhéngig:

Ja,8€R:a-z+8-y=0A(a,B8) # (0,0)
0.B.d.A. a # 0. Also:

Dann gilt:

<z, y>r = <A yy>’=<Ayy>-<Ayy>
= O <yy>’=<o-y0y>-<yy>
= <zx>-<yy>=|z|*+|]yl

5. ||z + yl| <llz|| + ||ly|| (Dreiecksungleichung fiir Normen)

Beweis: Setze 4. in 3. ein:

le+yl? = llall+2 <,y > +[lyl
< el + 2l -yl + 1yl
= (l=+9lP

=z +yll < ]l + Iyl

Abstand:

e Wenn a,b € R™ als Punkte interpretiert werden, dann heifit d(a,b) :=
[|b — a|| ihr Abstand (oder Linge der Strecke zwischen a und b).

o Fiir n=2: d(a,b) = \/(61 —a1)? + (by — az)?,
fiir n=3: d(a,b) = /(b1 — a1)2 + (ba — a2)? + (b3 — a3)?, ...

e (R™,d) ist ein metrischer Raum.
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o Abschétzung (Dreiecksungleichung der Absténde):

lo—all = [lb=c+c—all <[b=cl[+]lc -l
= d(a,b) < d(a,c)+d(c,b)

Fiir n=2: In einem Dreieck ist die Lénge einer Seite nicht grofler als die
Summe der beiden anderen Seiten.

Winkelmessung:

e Cauchy-Schwarzsche Ungleichung mit x # 0 und y # 0. Fiir m =K
gilt —1 < k < 1. Das ist der Wertebereich der Cosinusfunktion iiber [0, 7].

e Essei L(x,y) € Rmit 0 < L(z,y) < 7, der Winkel zwischen den Vektoren
x und y, wenn

<zy>
£ LY e
€08 £(2:9) = 11T Tl

gilt.
e Eigenschaften:

2. L(z,y) =7 — L(z,—y)

Beweis: Es sei ¢ = L(z,y), § = L(z, —y).

<xy >
cosp = —
=[] - {1yl
<z, —y> <,y
cosd = =—
zll -1l =l =[] [l
=cosp = —cosd=cos(m=*d)
=¢ = 7w+ 2kn keZ
=9 = w—0dal0<op<m7

3. Vo, eR: L a-z,y) = £L(z,y)
e x,y € R"\{0} orthogonal (senkrecht) :& £(z,y) = 5 &<,y >=0

o Cosinussatz im R":

l2ll* = 2- < 2,y > +[lyl]”
lzll* =2 [|z]] - [[yl] - cos £ (z, y) + [Iy]|?
= o=yl = [l + [yl =2 2] - [ly]] - cos £(, y)

<Tr—Y,r—y>

Fiir £(z,y) = § Satz des Pythagoras:
|z = yl® = [J|* + Iyl
Winkel zwischen Geraden:

o Geradeg:z=a+A-v (v#0), Gerade h: x =p+p-w (w #0)
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o L(v,w) =: <(g, h) sei der orientiere Winkel zwischen den durch v und w
orientieren Geraden. (0 < <t(g,h) < )

e L(g,h) ;= min(£L(v,w),m — L(v,w)) sei der spitze Winkel zwischen den
Geraden g und h. (0 < <(g,h) <0,5-7)

| <v,w > |
4 h = —
€08 £(9:1) = T Tl

2.3.2 Geometrische Sitze in der Ebene
e Voraussetzung: R? interpretiert als 2-dimensionaler Punktraum
e Hilfsmittel: Vierteldrehung
x = (z1,20) = &t = (—x9,11)
dann:
lz|| =zt =0 <zxt>=0 (x1)! = —(21,29) = —

Weiter:
< xl,y >=< (=22, 71),y >= 21 Y2 — T2 Y1

Determinante:

e Sei
1 Y1

det(x,y) ;=21 -y — T2 - y1 =
(z,9) 1°Y2 24 T2 Yo

die Determinante von x und y.
det : R* x R* - R

e Sei y # 0. Dann gilt: det(z,y) = 0 < x,y linear abhingig
Normalenvektor:
e Seig:x=a+ A v (v#0,\ €R) eine Gerade, dann:

<vhz> = <ovla+Xrv>
= <vha>+r-<vhu>
——— ———

=:veR 0

e Sein:=uvt =

ny,ns), dann < n,z >= . Also:
nl-ml—n2~x2—’y:0

Gleichung von g mit n als Normalenvektor von g. Die Zahl v =< n,a >
wird mit einem beliebigen Aufpunkt von g bestimmt.

e A\ <n,xr>= X ist auch Gleichung von g
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Normale:
e Jede zu einer Geraden g orthogonale Gerade heifit eine Normale von g.
e Kigenschaften:

1. Ist v ein Richtungsvektor von g, dann ist v* ein Richtungsvektor
jeder Normalen von g.
2. Zu einer Geraden g : £ = a + A - v gibt es genau eine Normale h, die
einen gegebenen Punkt p enthilt, namlich h:z =p+p-vt (u € R)
Schnittpunkt zweier Geraden:

eSeig:x=a+ v (bzw. <n,x >=vy=<ov-a>)und h:x=b+p-w
(bzw. < m,x >=§ =< wt,b>).

Schnittpunkt S liegt auf g und h:

s = a+Mv=b+pu-w
><ovbs> = <vha>=n
<wh,s> = <wha>=4

Ansatz: s = a- v+ 8- w (v,w linear unabhéngig, also Basis). Dann:

<vh s> = <vhav+pw>ds=y=6<viw>
<wh,s> = <whav+pw>s=i=a <w,v>
~ )
= = _— o= —
g < vl w> <wt,v>

Nach Folgerung Determinante: det(v,w) = 0 < v,w linear abhéingig, d.h.
det(v,w) # 0(=< v1,w >) < v,w linear unabhingig.

Leicht zu zeigen: det(w',v) # 0 < v,w linear unabhiingig.

e Also:

4 0
S = T .1)_|_ T S w
< wt,v> <vltw>

<m,r > <n,r >
.’U .
<m,v > <n,w >

Abstand Punkt-Gerade:
e Sei f der Schnittpunkt mit f = p+ A-n. Also:
f—=p = An
= |f=pll = lnl- Al
= d(p, f) =:d(p,9)
1. Berechnung mit Hilfe der Schnittpunktsformel (b=p, w=n):
f= s U s
mit § =< nt,p > und v =< n,a >. Also:
= <v,p> . <n,a> ‘n
<v,v > <n,n >
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2. Es gilt auch: f=a+X-v=p+ pu-n. Also:

O = (p—a)—l—u~n—)\~v
0 = <p—a+p-n—-—XAv>
0 = <p—a,n>+p <nn>
<p—a,n>
sy = ——=
<n,n>
<p—a,n>
= = p—— .
/ b <n,n> "
f- - _<p—mn> n
b= <n,n>
|<p—a,n>|
=f-»l = ‘4zgzgffwmn
<p—an>

Hessesche Normalform:

e Betrachtet man fiir g Gleichung 3: < z — a,n >= 0, so heifit

=0
Il
die Hessesche Normalform von g. Es ist d(p, f) = |W
e Beispiel: Es sei a=(2,1), n=(1,1) und p=(1,0).
<zx—an> = 0
=T — a1 +Tg—ay = 0
1 +x9—3 = 0
Anwendung der Hesseschen Normalform:
In| = V2
1+ T — 3 - 0
% =
-2
=dp,f) = |—=l=v2

V2
e Bemerkung: Eine Geradengleichung von g lautet:
<zr—an>=0

Die Hessesche Normalform dieser Gleichung lautet

Die Abstand-Punkt-Geraden-Losungsformel enthilt die linke Seite der
Hesseschen Normalform, wobei an Stelle von x der untersuchte Punkt p
tritt.
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Flache eines Dreiecks:

o Es gilt

1
2
mit g:<n,r —a>=0und n = (b—a)’.

F=2-b—al-dcyg)

e Nach Losungsformel:

|<n,c—a>| |<(b—a),c—a>|
dlc,g) = =
(9) ol 16—
_|det(b—a,c—a)
[b— al

Also: 1 1
F= 5 [b—all - d(c,g) = 5 |det(b — a,c —a)

e Folgerungen:

1. F =0 < a,b,c liegen auf einer Geraden < det(b — a,c —a) =0

2. Die Gerade durch zwei verschiedene Punkte a,b hat die Gleichung;:

det(b—a,z —a) =0
Hoéhenschnittpunktsatz:
e In einem Dreieck schneiden sich dessen Hohen in einem Punkt.

e Beweis:

— Es sei Aabe mit det(b— a,c —a) # 0. Dann:

Hy:x = a+X - (b—c)t
Hy:xz = b+X-(c—a)t
H.:<b—a,z—c> = 0

— Es sei h = H, N Hp, dann gilt:
h=a+X-(b—c) =b+Xy-(c—a)*

mit A1, Ao € R.
— Hieraus folgt:

<hb—c> = <ab—c>
<h,c—a> = <bc—a>
=<hb—c>+<hc—a> = <ab—c>+<bc—a>
<hb—a> = <ab>—-<a,c>+<bc>—<ba>
<hb—a> = <b—-a,c>
=><b—a,h—c> = 0

Also h € H. \\
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e Behauptung:

1
I’L D S — i b_ . 1 b _ -bJ‘ _b ) n
det(a—c,b—c) (<a’ c>-a "+ <b,c—a> +<ca >c)
(Beweis siche Ubung 11)
Kreisgeometrie:

o Kreis k(m, p) = {z : ||z — m|| = p} mit p... Radius und m...Mittelpunkt

e Kreisgleichung:
<z —m,x—m >=p?

Schnittpunkt Gerade-Kreis:

e Essel g: 2 =a+ A-vmit |jv]|] = 1. Die Schnittpunkte ergeben sich aus
der Bedingung;:

<a+Av—-mat+A-v—-m> = p
MNo<v o> <va-—m>+<a—ma—m>—p> = 0
Az = —pEVPE—¢

mitp:<v,a7m>undq:||a—m||fp2,

e Die Losungen sind reell, falls p> — ¢ > 0. Dann

S; = a+XN-v
si—a = A\-v
[si —all = |\

e Nach dem Wurzelsatz von Vieta: ¢ = Ay - As.
lal = Al A
d(s1,a) - d(s2,a)

= const.unabhéngig von v

e Sehnen-bzw. Tangentensatz: Das Produkt der Abstédnde d(s;,a) zwischen
einem festen Punkt a und den Schnittpunkten s; und sy einer Sehne bzw.
Tangente durch a mit einem Kreis ist konstant.

Tangente:

e Eine Gerade heifit Tangente an den Kreis k(m, p), falls sie mit k(m, g) nur
einen Punkt (Doppelpunkt) als Schnittpunkt hat.

e Sei a € k(m, g), dann ||a — m||*> = 0> = ¢ = 0. Dann \; = 0, also 51 = a,
und Ay = —2p, also so = a — 2pv.

e g ist genau dann eine Tangente in a an k(m, o), falls s; = so = a, d.h. falls
O=p=<v,a—m> Svla—me<zr—aa—m>=0

(Gleichung der Kreistangente)
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Umkreismittelpunkt: ... eines Dreiecks pqr

e Der Umkreismittelpunkt erfiillt die Bedingung:

lm —pl* = lm — qlf* = [Jm —r|?
Daraus folgt:

<m-pm-p> = <m-—q,m-—q> (2.1)
1

<:><m—§(p+q),p—q> =0 (2.2)
——
<m-gm-¢> = <m-rm-r> (2.3)
1

(:><m—§(q+r),q—7“> = 0 (2.4)
——

b

e Dabei ist 2.2 die Gleichung der Mittelsenkrechten M,,(= g) zu p und q mit
dem Richtungsvektor v = (p — q)*. Gleichung 2.4 ist die Mittelsenkrechte
My, (= hx) zu q und r mit dem Richtungsvektor w = (q — r)L.

e Schnittpunkt: m = My, N Mg, mit Anwendung der Schnittformel:

1
- (=X )
= w > ( vt y-w)
mit vy =< vt,a > und § =< wt,b >.

e Man erhilt:

1 1
7 = <vha>=5<p-gp+a>=(pI* - llal*)

1 1
<whb>= g <g-rg+r>=(d* = lIr]*)

)
1 _ 1
<v,w> = <p—gq,(¢g—r)" >=det(q—r,p—q)

Setzt man diese Ergebnisse ein, ergibt sich der Schnittpunkt:

1 2 2 2 2
m o= g (= 1) @ = 0+ (el = al®) - (g = r)*)
1
= gy (= 1P ot + = Ipl?) -+ (ol = ) -)

o Anwendung der Formel zur Berechnung des Schnittpunktes m* = My, N
Myp. (p— 4,9 = 7,7 = p)

1
o 2-det(r —p,r —q)

m (I l* = el - ¢ + (lpll* = Nal?) - + (lall® = Irl?) - p*)

Man kann zeigen: det(r — p,r —q) = det(q —r,q — p). (Ubung 11). Es gilt
also m = mx.

e Satz: Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks pqr schneiden sich in einem
gemeinsamen Punkt.
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e Bemerkung: Umkreisradius ist ¢ = |jm — p||. Man kann zeigen:

_Nlp—=dll-llg=ri - [Ir = pl

2-det(p—r,q—r)

Satz von Euler:

In jedem Dreieck liegen Schwerpunkt s, Hohenschnittpunkt h und Mittelpunkt
m des Umkreises auf einer Geraden (Euler-Gerade). Es gilt:

3:s=h+2-m

2.3.3 Analytische Geometrie im R?

Vektorprodukt: (Kreuzprodukt, dueres Produkt)

e Abbildung x : R? x R?® — R3

azbz — azbs

(a, b) — a3b1 — a1b3

e Eigenschaften:

— (P1) Parallelitdtskriterium

axb=0 & {

a1by — azby

a=0Ab=0
JoeR\{0}:a=p-b

Also: a x b =0 < a,b linear abhéngig.
- (P2) <axba>=0> (axbla) und <axb,b>=0 (a x blb)

Anwendung: a x b Richtungsvektor einer Geraden, die auf g (Rich-
tungsvektor a) und h (Richtungsvektor b) senkrecht steht

= (P3) [la x bl* = [|a]|* + [b]|* = 2 < a,b >*

— (P4) |laxb|| = Ap, mit Ap; = Fliche des von a und b aufgespannten

Paralellogramms OADB.

Beweis: Sei h die Hohe des Parallelogramms.

[
= Aoap =

Apy
Ap =

= Ap =

|Ib]| - sin £(a, b)
1 1 .
Sllall- b= 2 -l ] - sina

2- Aoap = |lal - [bl] -sina
lall? - o) - sin® o

lall - 8] - (1 ~ cos® a)
laxbl?  (P3)

la x bl
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Gleichung einer Ebene ¢:

e Parameterdarstellung:

e:rx=a+Au+p-v A€ Ryuyv € R3 (1)

e Durch Umformung erhilt man die Gleichung der Ebene € mit n = u x v:

rT—a = A-u+p-v

<M A-u4p-v>

= A <n,u>+u <nov>
0

<n,r—a>

Lemma 1:
e Ein Normalenvektor von ¢ steht senkrecht zu jeder Geraden in ¢.

e Beweis:
Eine beliebige Gerade in € hat einen Richtungsvektor r = A -« 4+ p - v mit
A €R Esist <n,r>=0:

<n,r>=<nA-u+p-v>=X\<nu>+p <nv>=0

e Jede zu e senkrechte Gerade heifie eine Ebenen-Normale (Lotgerade).
Kurz: Normale von ¢

Lemma 2:

Die Normale N, von ¢ durch einen Punkt p ist eindeutig bestimmt:
Np:z=p+A-n

Satz 1: (Fufipunktsatz)

e Die Normale N, von ¢ durch p schneidet die Ebene in dem Fulpunkt

<n,p—a>
_7."""

f=v <n,n
e Beweis:
INeR:f = p+A-n
fee<n,f—a> = 0
=><n,p+A-n—a> = 0
L, _ _<mp-a>
<n,n
<n,p—a>
S f o= prAmep Smp—a>

<n,n
e Abstand Punkt p von Ebene e:

d(p,e) = inf(|lp — z|||z € ¢)
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Satz 2:
d(p,e) = ||p — f]|| mit f nach Satz 1

Beweis:
o Zu zeigen: ||p — z|| > ||p — f] fir alle z € \{f}.
e EsseiVree:p—f=Anund <n,z—f >=0. Also: <p—f,x—f >=0.
o Weiter gilt:
lp—al® = llp—f+f—zl’=<p—f+f-azp-—f+f-a>
= <p-—fip—f>R2<p—-ff-az>+<f-a,f—a>

lp = £II* +11f — I
lp=fII (=#f)

\%

= llp—=f

Hessesche Normalform:

<n,z—a>=0= =0
([l
Satz 3:
Wenn € nach HNF gegeben, dann
‘ <n,p—a> I
d(p,e) =
(Il

Beweis:

_n_

e Es gilt d(p,e) = ||p — f]|, wobei speziell fiir n auch ng = Tl
werden kann.

verwendet

e Damit:
<ng,p—a>
fo= opm SRy,
< np, N
p—f = <ng,p—a>-ng
lp=fll = |<no,p—a>|-|no

Normalebene:

Ebene p :< v,z — p >= 0 heifit Normalebene von g : x = a+ A -v (A € R), die
durch einen Punkt p verlduft. (v Normalenvektor von Ebene p)

Satz 4:
e Eine Normalebene p zu der Geraden g haben den Schnittpunkt

<v,p—a>
7.’1)
<v,v >

und [|p — || = inf([lp - z[|[x € g).
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e Beweis analog zu Satz 1/2
e Bemerkung:

1. d(p,g) := inf(||[p—z|||z € g) Abstand des Punktes p zu einer Geraden
g
2. Man kann zeigen:

1
dp,9) = lIp = sll = llp = a x -l
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Matrizen und lineare Gleichungssysteme

3.1 Matrizen und K-Vektorraum
3.1.1 Motivation

e m lineare Gleichungen fiir n unbekannte z; bilden lineares Gleichungssys-
tem.

e Bildung eines rechteckigen Zahlenschemas

Ty b1

a1 ai12 QA1n X2 b2

A= xr = X3 b= b3
am1 QAm2 Amn,

T, bn

e Gleichungssystem: A-x =b
3.1.2 Definitionen

Matrix:
e Es seien m,n € N,a;; € K, i=1,...m, j=1,...n.

e Das rechteckige Zahlenschema iiber K von m Zeilen und n Spalten, oder
m x n-Matrix oder Matrix vom Typ (Format) m x n iiber K. (i... Zeilen-
index, j ... Spaltenindex)

aix a2 ... Qain
A= .. e | = (@) e = Almn) —. A

am1 QAm2 Amn,

e Fiir m=1 und n=1 heifit (a11) =: a11
e Fiir m=1 oder n=1 heifit A ein Zeilen- bzw. Spaltenvektor.
e a;j heifit Matrixelement der i-ten Zeile und j-ten Spalte.

e Mat(m,n; K) bezeichnet die Menge aller m x n Matrizen iiber K. (Auch
Kan,K(m,n))

e Fiir m=n heifit A quadratisch. (n-reihig)
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o A= (aij)mn und B = (b;j)p,q sind gleich:
1. m=p und n = q (A,B vom gleichen Typ)
2. Vi,j:ai; = by
Addition:
e Fiir alle A, B € K™*™:
A+B = (aiy)+ (bij)
= (ag +big)
e Matrixelemente an der gleichen Stelle werden addiert.
Multiplikation mit Skalar:

e Fiiralle A€ K, A e K™*™:
ArA =X (ay) = (A agy)
e Jedes Matrixelement wird mit A multipliziert.
3.1.3 K-Vektorraum der Matrizen gleichen Typs

Die Matrizen gleichen Typs (m,n) iiber einem Korper K bilden mit der Addition
(a) und der Skalarmultiplikation (m) einen K-Vektorraum der Dimension m - n.

Beweis:
e Zu (V1):

1. (G1) (A+B)+C =A+ (B+C)

2. (G2) Neutrales Element ist die Nullmatrix 0 mit 0 = (a;;) mit a;; =
0. A+0=0+A=A

3. Zu A = (a;;) existiert entgegengesetzte Matrix (—1) - A = (—ay;).
(-1)-A+A=A+(-1)-A=0
4. (G4) Kommutativitét
A+ B = (aij + bij) = (b +aij) =B+ A

o Zu (V2): VA, p€ K, A, B € K™

1.
A(p-A) = X-((n-aiy) = (1 aiy))
= ((A-p)-aiy) = (A p) - (aiy)
= (A-p)-A
2 At p)-A=.=A-Atp-A
3.N-(A+B)=..=X-A+\-B
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4.1-A=..=4A
o Also ist (K™*™ +,-) ein K-Vektorraum.
Bsp.: Suche nach einer Basis:

e Essei A € R?*2 Linearkombination von A aus Basismatrizen (Erzeugen-
densystem)

1 2 1 0 0 2 0 0 0 0
[3 4] = [o o]j{o 0}“{3 0]*[0 4}
1 0 0 1 0 0 0 0
= oo r2 o of 3 [l Qe
Basis des Vektorraums:

o Essei E;; = (el%7)) sei m x n-Matrix mit

ki 0 sonst

d.h. an der Stelle (¢, j) steht 1, sonst 0.

e Unter Benutzung des Kroneckersymbols §;;:
1 firi = j
5iy = { ’
0 sonst

esi” = du -

kann man schreiben:

e Die Menge M = {E11, ..., E1n, E21y ..oy Bopy ooy Ep,y ooy Eppp + st ein Erzeu-
gendensystem von K™*" = Lin M.

A: (a,-j) = ail ~E11+a12-E12—|—...+a1n~E1n—|—...+am1-Em1—|—...—|—amn'Emn
n o n
= 3w By
Jj=11i=1

Weiterhin gilt: A=0, dann * Linearkombination der Nullmatrix. Es folgt:
ai; = 0 fir alle i,j.

e Also ist M linear unabhéingig, damit Basis, bestehend aus m - n Matrizen:
dim K™*" =m -n
3.2 Matrizenrechnung
3.2.1 Zeilen- und Spaltenvektoren, Transponieren
e Matrix in Spaltenschreibweise:

A = (aij)mn = (a102...a5)
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mit

alj
agj
(lj = .
am]‘
j-ter Spaltenvektor von A.
e Matrix in Zeilenschreibweise:
al
a2
A= (aij)mn =
a/m
mit a’ = (a;1, @iz, - - ., ain) i-ter Zeilenvektor von A.

e Fiir jede Matrix A = (a;;) € K™*" ist die transponierte Matrix A7 von
A definiert
AT = (ozij) c Kmm

mit a;; = a;; fir alle 1,j. (Vertauschen von Zeilen- und Spaltenvektoren
unter Beibehaltung der Reihenfolge)

Beispiel:

OO W
N NN
B> = =W

e Es gilt:

1. a;; = a;; (Gleichheit der sogenannten Hauptdiagonalelemente a;; fiir
eine Matrix und ihre transponierte Matrix)

2.
al at
" a? al
A=(aas...an) A" =] . | =1 .
a” af
also < ol = a]T fir j=1,...,n
3.
al
a2
T 1T 2T T
A= . & A =(a1,...,am) = (a0, ,a™)
am
s a;=al firi=1,....m

e Eine m x n-Matrix heifit

— ... symmetrisch, falls A7 = A

— schiefsymmetrisch, falls AT = —A
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3.2.2 Produkte von Matrizen

e Esseien A € K™*™ B € K"*P (Spaltenanzahl ist gleich Zeilenanzahl von

B, A und B heilen verkettet.)
e Produkt: A- B =C = (¢;;) mit

n
Cij =Y ik b
k=1

Esist C € K™*P
e Faustregel: i-te Zeile von A mal j-te Spalte von B

A= ,B:(bl,bg,...,bn)jcij:ai.bj

denn a’ ist 1 x n-Matrix und bj ist n x 1-Matrix, deren Produkt

n b2j
cij:Zaik~bkj:(ail...aln)~ .
k=1 :
bn;
Natiirliches Skalarprodukt:
e Es seien z,y € K™*! mit
T Y
T2 Y2
Tr = y =
Ln Yn
Dann heifit
Y1
Y2 i
2l oy =(z1...2,)- : =Zxk~yk
: k=1
Yn
das natiirliche Skalarprodukt des K™.
e Anwendungsbeispiele:
1. Gleichung einer Ebene
ni T
<nz>=doent -z=d mitn = [ ne | ,x= | 22
ns I3
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2. Standardbasis des R?: {e1, ez, e3}

€1 Mo
x:m1~el+m2~eg+m3~63:xT-e mite= ez |,z = [ 22
€3 T3

Satz 1:

Sind die folgenden Summen und Produkte erklért, dann gilt:
e R1) (A-B)-C=A-(B-C) (Assoziativitit)
e (R2) A-(B+C)=A B+ A-C (Distributivgesetz I)
e (R3) (A+B)-C=A-C+ B-C (Distributivgesetz II)
e R4)a-(A-B)=(a-A)-B=A-(a-B)firallea e K
e (R5) (A-B)T =BT . AT

Beweis: zu (R1)
e Essei A= (aij)mn, B = (bij)n,s: C = (Cij)sr

(A-B)-C

Z aij - bjk -C = (di)m,s - (Cik)s,r

m,s

m,r

Il
o .
3

o

S

Q@‘

2

o

m,r

A-(B-C) = (aij)mn- (Z bis 'Clk> ) = (@ij)mm - (fit)n,r

)

= Zzaij'bjl'clk =R

j=11=1
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Bemerkung: Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ.
-1 3\ (2 5 _ (-5 4
-1 4 -1 3 o -6 7
2 5 . -1 3 - -7 26
—1 3)'\=1 4/ = (=2 9
3.2.3 Inverse Matrizen

e Matrizenmultiplikation ist fiir quadratische Matrizen erklért (Produkt wie-
der quadratisch)

. K’I’LXn X K’I’LXn *> Kan
(A,B) — A-B
o (K™*™ .) ist eine Gruppe:

1. (G1) Assoziativitéit: trivial (R1)
2. (G2) Existenz eines neutralen Elements: F- A = A

1 0 ... 0

0 1 0 ay;y ... Qip
A= =4

00 ... 1 nl-ee Gnn

Also FE = (d;;) ist Einselement (n-reihige Einheitsmatrix)
E-A = (0i)(a) =Y 6k - ary = (aij) = A
k=1
AE = (ay)- (0i) =Y aij - 05 = (ax) = A
j=1

Bemerkung: E erfiillt £- A = A fiir alle A. Es kann eine Matrix geben,
fiir die M - A= Aund M # E.

5 =2\ (1 2y _ (1 2
0 1 2 4) — \2 4
M-A = A
Wenn M - A=A und M # E:

(M—E)A=M-A-E-A=A—A=0
———
B0

Eine Matrix heifit Nullteiler, wenn eine Matrix B # 0 existiert, sodass
B-A=0oder A-B =0 gilt. Alle Nullmatrizen sind Nullteiler.
3. (G3) Existenz des Inversen: X,Y, A, E € K™*"

— X heifit Linksinverse von A, falls 34X : X - A=F

69

“LAAG I/II" von Gert Bar, Technische Universitit Dresden, Wintersemester 2008/09, Sommersemester 2009

Vorlesung:



— Y heifit Rechtsinverse von A, falls Y : A-Y = F
Satz 2:

Wenn X bzw. Y als Links- bzw. Rechtsinverse von A existieren, dann ist X =Y.
Man nennt X =Y = A~! die inverse Matrix von A.

Beweis:
X=XFEF=X - AY)=(X-A) - Y=FE-Y=Y

Satz 3:
1. Wenn A~! fiir A existiert, dann ist A~! eindeutig bestimmt.
2. (AH)t=4
3oN-A)TE = AT =1 AT (A £0)
Beweis:
1. Annahme: A sei eine weitere inverse Matrix zu A mit A # A~ d.h.
A=A -E=A-(A-AHY=(A-A)-A'=E-A1=4"
Widerspruch zur Annahme

2. Wegen A- A1 = Eund A=!'- A = E ist A die Links(Rechts)inverse von
A7t dh (A7) = A

3. Bestétigung durch Nachrechnen:

(1 ATH (N A) =) 1 ATV A=E

A IR\ B

Existenz des Inversen:

A € K™ heifit regulir, wenn ihre inverse Matrix A~! existiert. Anderen-
falls heifle A singulér.

Wegen Satz 2 und Definition ist (G3) fiir alle reguléren n-reihigen Matrizen
erfiillt.

Satz 4:

Die reguldren n-reihigen Matrizen bilden mit der Matrizenmultiplikation eine
(nicht-kommutative) Gruppe.

3.3 Rang einer Matrix

e Essei A € K™*™ mit
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e dim Lin {ay,as,...,a,} =: s heiBt Spaltenrang von A.
\—;_/
e dim Lin {a',d?,...,a™} =: 2 heifit Zeilenrang von A.
3
e Lin {...} je Untervektorriume des K™*! bzw. K1*"

s ist die Anzahl von Vektoren einer Basis von Lin {ay, ..., a, }, entsprechend
fiir z

s ist die Maximalanzahl von linear unabhéngigen Spalten von A; z ist die
Maximalanzahl von unabhéngigen Zeilen von A (s < n,z < m)

Satz 1:
VAe K" 5=z

Beweis:
e 7 habe die Basis {b1, ..., bs} mit b] = (by;b;...bpy) fiir j =1,...,s.
e Nach Satz 2.3.2 (Darstellungssatz):

E|Cjk e K:a,= chk.bj :Zb] " Cjk
j=1 j=1
Spaltenelement in der l-ten Zeile und k-ten Spalte:
alkzzblj'cjk l=1,...mAk=1,...n
j=1

Es folgt mit B = (b1,...,bs)m,s und C = (¢ji)sn:

A:(alk):B-C

e Zeile o' = (aj1,ai2,...,a;,) von A betrachten (I=1,...,m)

S S S
a blj *Cj1, blj cCj2y .. ey blj * Cjn
j=1 j=1 j=1

S
= > by (e, ciare s Cin)
=1

= Y by-c
j=1

d.h. jede Zeile a’ von A ist eine Linearkombination von s Zeilen von ¢ von

C.
Es folgt: o' € Lin({ct,c?, ...,¢*}) und ¢ < Lin({c',c? ... ,c}). Also
z =dim¢& < dim Lin({c!,...,c*}) < s nach Austauschsatz von Steinitz.

e Sei M = AT, Die analoge Schlussweise ergibt: Zeilenrang von M < Spal-
tenrang von M, d.h. Spaltenrang von A < Zeilenrang von A, s < z
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e Aus z < sund s < z folgt s = z
Rang:

e Fs sei A € K™*™, Die natiirliche Zahl Rang A := dim~ := dim £ heifit
der Rang der Matrix.

e A heifit spaltenregulér & Rang A = m.
e A heifit zeilenreguldr & Rang A = n.
Folgerungen:
1. Rang A = Rang A"
2. RangA=0&<A=0
3. Rang A < min(m,n)
Satz 2:

Sei A € K™*™ mit Rang s, dann existiert B € K™*® und C € K**™, so-
dass A = B - C, wobei B spalten- und C zeilenregulir ist.

Beweis: Definition und Satz 1

Bemerkung: In A = B - C ist B bzw. C nicht eindeutig bestimmt.

3.4 Invertieren und Rangberechnung mit dem Austauschverfahren

e vy,...,u, € V:beliebiger K-Vektorraum und wy, . .., wy, € Lin({vy,...,v,}):

lineares System von m Gleichungen
n
wi:Zaijmj izl,...,m
j=1

in Matrizenform:

w1 a a U1
11 “ e 1
w2 " (%]
am1 ... Q@
Um m mn Un
w = A.V
als Tableau
v U2 ... U %
wi| ai; a2 ... Ay ... Qip
Wi | i1 A2 ... Q5 ... Qip
Wil Gj1 Gj2 aji Gjn
w Am1 Am2 - -+ Aml .. Amn
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Lesevorschrift w; = aj1-v1+...+aj - v +...+ajn-v, (j=1,...,m)

e Das Austauschverfahren gibt an, wie ein Vektor w; gegen einen Vektor v;
ausgetauscht werden kann (dquivalente Umformung), falls aj; # 0:

aj1 ;52 A jn
y=—T v —L -+ — w— ... -y,
ajl (Ijl aﬂ ajl
—— —— ~— ——
Cj1 Cj2 Cjl Cjn

e ite Zeile im Tableau (i # j):

w; = @1 -V1+...+ag- v+ ...+ app U

(ail—l—ail-cjl)-vl—l—...—l—ail-cil-wj—i—...—l—(am—l—ail-cjn)-vl
—_———— —_——

Cil Cin

e Regel: Das Austauschverfahren von w; gegen v; ist bei a;; # 0 mdoglich
und liefert das obige lineare System.

Alv, ... vy ... v ... v, Blov ... wj ... vp ... vy

wi| a1 ... QA -.. a1 ... Ain wi| €11 ... €11 ... C1kg ... Cin

w; | Az ... Qi1 ... Qi ... Qip w;| CG1 ... €Ci ... Cik ... Cin
=

wji| a1 --. A5 ... Ajk ... Gjn v Cji1 .- Cjl ... Cjk ... Cjn

Wyl OGm1 -+ Qml --- Amk--- Amn Wl Cm1 -+ Cml -+-- Cmk --- Cmn

e Bezeichnungen:

. Umformung von A = B heifit ein Austauschschritt.
. p = aji # 0: Pivoltelement

. Die Zeile, in der p steht, heiit Pivotzeile (PZ).

. Die Spalte, in der p steht, heiit Pivotspalte (PS).

. Die Zeile bzw. Spalte in B, die aus der Pivotzeile bzw. -spalte her-
vorgeht, heifit Pivotneuzeile bzw. -spalte.

T W NN

e Regeln fiir den Austauschschritt:

— (A0) Wahl des Pivotelements: p = aj; # 0

— (A1) Berechnung neues Pivotelement:

1
Cjl = —
— (A2) Berechnung Pivotneuzeile:
= -5 fi k£
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— (A3) Berechnung Pivotneuspalte:

Gy
Cil = —
p

fiiri # j
— (A4) cit, = aip +aq - cjp fir k# lund i # j
Satz 1:

Wird das Austauschverfahren auf eine regulire n x n-Matrix angewendet, so
konnen sdmtliche Zeilen gegen Spalten ausgetauscht werden. Das letzte Tableau
liefert (ggf. nach Umsortieren) die inverse Matrix.

Beweis:

e Sei w =A-vmit A= (a;jj)nn Es existiert A~! nach Voraussetzung,
deshalb
AV w=A"1" A v=FE-v=v

Es existiert v =B -w mit B = A~ L.

"Ul o Up ‘wl ce.e Wp
w1 U1

Wn, Un

Werden die Pivotelemente in beliebiger Reihenfolge gewihlt, so muss man
im End-Tableau die richtige Reihenfolge v1, ..., v, der Zeilen bzw. wy, ..., w,
der Spalten durch Umsortieren herstellen.

Beispiel:
1 2 3
A=|1 0 2
2 -1 4
V1 U2 U3 wp V2 U3 w; V2 W2
w1 @ 2 3 U1 1 -2 -3 U1 -2 4 3
we| 1 0 2 we| 1 -2 €) vy | 1 -2 -1
wg| 2 -1 4 ws| 2 -5 -2 ws| 0 € 2
* -2 -3 1 -2 0 * -2
w; W3z W2 w; W2 W3
- v -2 -4 11 v] -2 11 -4
vy | 1 2 -5 vo | O 2 -1
vy | 0 -1 02 vy | 1 -5 2

Bemerkung: Kénnen nur r < n Austauschschritte durchgefiihrt werden, so exis-

tiert die inverse Matrix nicht. Also A singular.
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Satz 2: (Rangbestimmung)

Wird das Austauschverfahren auf eine m x n-Matrix A mit Rang A = r an-
gewendet, so bricht es genau nach dem r-ten Austauschschritt ab.

Beweis:

3.5

€ .
=A=A-E=A- . miteZ:(dil(Sig...(Sin)

e & als Tableau:

€1 ... €n

Wegen Rang A = r gibt es die max. Anzahl von r linear unabhéingigen Vek-
toren aus {a!,...,a™}. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit a',..., a"
linear unabhéngig.

Alsosind a1, ..., a™ Linearkombinationen aus a', . .., a”. Deshalb ergibt
das Austauschverfahren nach r Austauschschritten:

al ..ooat] et en
ol
: B C
eT'
a1 0 0
F :
a™ 0 0

Wegen der auftretenden Nullmatrix (wg. linearer Abhéngigkeit) kann nicht
weiter ausgetauscht werden.

Lineare Gleichungssysteme

3.5.1 Aufgabenstellung

e Gegeben: m lineare Gleichungen fiir n Unbekannte z1,...,z,:
a11°1’1+a12'$2+...+a1n'.’£n = b1
A1 T1+ Am2 - To+ ...+ Cmp - T, = by
S A =
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mit A = (@) m,n, 2T = (x129...2,), b7 = (b1 ...by,) und aij, b,z € K,
m,n € N fest.

e Gesucht: Alle K™, die das Gleichungssystem erfiillen. Dabei

1. Angaben iiber Existenz der Lésungen
2. Angaben iiber Gesamtheit aller Losungen

3. Methoden zur praktischen Berechung aller Losungen

e Definitionen:

3.5.2

Satz 1:

— A-x =0b# 0 heiit inhomogenes lineares Gleichungssystem.
— A -z = 0 heiflt homogenes lineares Gleichungssystem.

— Zu A-x = b existiert A-z = 0 das zugehorige homogene Gleichungs-
system.

— b heif3t die inhomogene Spalte des Gleichungssystems.

— A heifit Koeffizientenmatrix und (A|b) die erweiterte Koeffizienten-
matrix.

Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

X1

(araz...an) | : = xy-a;+T2 a2+ ...+T,ap

A-x = b ist 1osbar gdw. die inhomogene Spalte b Element Lin (ay,...,a,),
d.h. gdw. Rang A = Rang (A|b).

Folgerung:

Ein homogenes Gleichungssystem ist stets losbar. Man nennt z = 0 die tri-
viale Losung von A -z = 0. x ist die Losung von A -z = b < y = 0 ist Losung
vony=A-x—b(2).

Ziel: Losungen von (2) mit Austauschverfahren herstellen

1. Anfangstableau

‘ 1 ... xn‘ -1

by

Ym bm
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2. moglichst viele y gegen x austauschen:

Y1 oo Yr| Tpg1... Tp| -1
T
B C d
Ty
yr+l
: F G=0 |h
Ym

e Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit entsteht Endtableau, wobei
G=0 ist, da sonst weiter ausgetauscht werden kénnte. r ist die Anzahl
der moglichen Austauschschritte, Rang A = r.

e Vereinbarung:

— Fiir r=n treten C und G nicht auf.
— Fiir r=m treten F,G, und h nicht auf.

Satz 2:
1. Gleichungssystem l6sbar < h = 0 oder r=m
2. Gleichungssystem losbar mit r < n, dann lautet eine allgemeine Losung

il tl
=C-| : | -d

Ty tp—r

mit ty,...,t,—r € K beliebig.

Tri1 tq
xn tn—’r
d.h. zusammengefasst:
1 ¢ d
: t
. | _ |
Tr+1 10...0 ’ 0
. . tn—r :
Tn 00...1 0
3. Gleichungssystem losbar mit r=n, dann gibt es eindeutige Lésung x = —d
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Als Spezialfall betrachten wir b=0, d.h. das zugehdrige homogene Gleichungs-
system und damit d = 0. Aus Satz 2 folgt: Ein homogenes Gleichungssystem
A - x =0 hat im Fall r < n eine allgemeine Losung

L1 ¢ €15
t1 tl :
zn=| = : =(c1...Cpey)- : mite; = | ¢
Tri1 10...0 ' o1
. tp—r th_r .
Tn 00...1 On—r,i
d.h. jede Losung ist eine Linearkombination aus ¢y,...,¢,_r € K™
Tp=t1-c1+ ...+ tn_p - Cner (6)
Satz 3:

Die Losungsmenge eines homogenen Gleichungssystems A - x = 0 mit A =
(@ik)m,n und Rang A =r bildet einen (n — r)-dimensionalen Untervektorraum
des K™, in dem n — r linear unabhéngige Fundamentallosungen ci,...,cp_;
nach (6) eine Basis bilden.

Beweis:
e Aus (6) folgt: xp € Lin(ci, ..., Cn—r)

e Noch zu zeigen: ¢y, ..., c,—, Basis (Erzeugendensystem: klar) bleibt linea-
re Unahéngigkeit zu zeigen:

a1+ ...y Coyp = 0
C11 Clin—r 0
: 0
o1 011 4+t oy, CT’S_T = 8
0 : 0
i 0
a1 =0...a,, = 0

Also nur triviale Linearkombination méoglich.

Alle Losungen von Satz 2.2, die sogenannte allgemeine Losung eines inhomoge-
nen linearen Gleichungssystems, lauten:

d
r=t1-c1+...+th_r Cn_r 0
zh :
0
——
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Satz 4:

Die allgemeine Losung eines losbaren inhomogenen linearen Gleichungssystems
A-x = b besteht aus allen Summen der Form x = xj +x,, wobei x4 eine spezielle
Losung von A-x = b und xj, die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen
Gleichungssystems A - x = 0 ist.

Beispiele:
1.
X1 +£C2 = 5
—2T1 + 20+ 23 = —2
Tableau:
T1 xTo T3 -1 Y1 To I3 -1
Uy @ 1 0 5 T 1 -1 0 -5
wl-2 1 1 ]2 T w23 Ol
* -1 0 -5 2 -3 -8
o1 w2 o | -1 AR
z1| 1 -1 0 -5 = z| 1 0 -1 | -5
T3 2 -3 1 -8 T3 2 1 -3 -8

kein weiterer Austauschschritt moglich (Rang 2), r = m < n, also Glei-
chungssystem losbar.

T -1 5
To | = 1 -t1+ (0
I3 -3 8

Geometrische Interpretation: Schnittgerade zweier Ebenen

2.
Ty +x9+223+3x4 = 1
1 — T3 +x4 =
201 + 29+ a3 +4x4 = 2
Tableau:
T T2 T3 T4 -1 Z9 I3 Ty -1
n| O 1 2 3 1 z| -1 -2 -3 |-1
ya | 1 101 (1 = gl -3 2|0 =
wl2 1 1 4 |2 ys| -1 3 210
¥ 1 2 3 -1 3 20

I3 T4 -1
rp| 1 -1 | -1
2| -3 -2 |0
y310 0 |0
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keine weiteren Austauschschritte moglich (r=2), » < m < n. Losbar, da
h=0.

1 1 -1 1
xT9 o -3 =2 . tl 0
sl (1 0 (t2> 1o
T4 0 1 0

Basisvektoren der Lésungsmenge des zugehérigen Systems: (Fundamen-
tallosungen)

1 -1
I -2
C1 = 1 Coy = 0
0 1
3r1+x9 =
r1 — T = 2
2.’,E1+2l‘2 = -1
Tableau:

X1 X9 -1 i) -1 -1
n|3 1 |1 | @ -5 B
Y2 @ -1 2 = x| 1 -2 = 1‘2 _4§
ys| 2 2 | -1 ys| 4 | -5 1lg

1 |2 13 vs | O

1

Also r =2 und h = 0. Losung:

(=)= (%)

Geometrische Interpretation: Schnittpunkt von 3 Geraden in der Ebene
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Lineare Abbildungen

4.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften

o Vektorrdume V,W {iiber dem gleichen Kérper K

e Eine Abbildung f: V — W heifit eine lineare Abbildung (Homomorphis-
mus), falls Vo, v'VA € K:

1. flo+2") = f(v)+ f(v') (additiv)
2. f(A-v)=X- f(v) (homogen)

e Bemerkung: fiir A =0 in 2.:
f(0,) =0 f(v) = 0u
0y ... Nullvevktor in V. 0 ... Nullvektor in W

e Bild(f) :={w e W|Fvw e W: f(v) = w} (Bild von f)

e Kern(f) :={v e V|f(v) = 0,} (Kern von f)
Lemma 1:

1. Bild von f ist Untervektorraum von W

2. Kern von f ist Untervektorraum von V
Beweis:

1. (a) Bild(f) # 0, denn 0,, € Bild(f), da es 0, € V gibt mit f(0,) = 0,,.

(b) Abgeschlossenheit der Addition: Es seien w,w’ € Bild(f).
w+w' = f) + f(V) = flv+v)

Also w+ w' € Bild(f)

(¢) Abgeschlossenheit bzgl. der Skalarmultiplikation: Es sei w € Bild(f), A €
K.
Now=A- (o) = F(A-)

Also A -w € Bild(f).
2. (a) Kern(f)# 0, denn 0, € Kern(f)
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(b) Abgeschlossenheit bzgl. Addition: Vv, v" € Kern(f):
Fo+) = f(v) + f(v') = 0w + 0u = O

Also v+ " € Kern(f)

(c¢) Abgeschlossenheit bzgl. der Skalarmultiplikation: Vo € Kern(f), A €
K:
fA-v)=A-f(v) =X-0yp =0y

Also X -v € Kern(f)
Beispiele:

1. f:R*" >R z—y=A -z mit A= (aij)mn #0.

Additivitat:
flx+2)=A-(z+2)=A-2+A-2

Homogenitét:
fh-z)=A-A-x)=X-A-z=X f(z)

Zahlenbeispiel: m=n=2

1
f:R2—>]R¢,xl—><

|
= ()
<
<

S w
N[ o=
8

vy = ((1)>'—>f(:c2)=

- G)Hf(mg):

Lineare Abbildung heifit zentrische Affinitét.

N——

Allgemeiner: f : R" - R" : y = A-z mit A # 0 und A € R™"*". Sei
Gerade g : x = a+ A - v, v # 0. Dann gilt:

flg):y=A-(a+X-v)=A-a+X-v-A

Wenn vx # 0, dann f(g) wieder eine Gerade. Dann ist f sogar teilverhélt-
nistreu, denn:

e A\, Ao, A3 legen Punkte x1, zo, z3 auf g fest.

e Teilverhaltnis sei 7:

Ir1 — I3 = T‘(Z’Q—l'g)
)\1*)\3 = T'()\Q*)\g)
A — )3
p —
Ao — A3
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e Auf f(g) sei 7 das Teilverhiitnis:

Ty x —Xok = Tk -(Tg*k —T3%)
/\1—)\2 = T*-()\Q—/\g)
E— M= A

A2 — A3

Also 7 =T*
2. Nullabbildung: f(v) = 0,, fiir alle v € V
3. Die identische Abbildung id, : V — V :id(v) = v fir alle v € V ist linear.

4. Eine lineare injektive Abbildung f : R™ — R" bildet Geraden auf Geraden
ab:
fl@):y=ax+A-v* mitvx=A-v

vx # 0, falls Kern(f) = {0,}.
Definitionen:

o Homp(V,W) = {f|f:V — Wlinear} ist die Menge aller linearen Abbil-
dungen von Vin W. f € Homg (V, W) heifit

— ... Monomorphismus :< f injektiv

— ... Epimorphismus :& f surjektiv

— ... Isomorphismus :< f bijektiv

— ... Endomorphismus :& V =W

— ... Automorphismus :< V=W und f bijektiv

e K-Vektorrdume heiflen isomorph :< 3 Isomorphismus

Lemma 2:
f:V — W linear, dann gilt:

finjektiv < Kern(f) = {0,}
Beweis:

1. ,=¢

e Angenommen f injektiv, d.h. Vo,v' € V : f(v) = f(v') = v =" und
v # 0, € Kern(f). Dann

f(Ov):Ow f(’l)):()wéf(ov):f(’l))

Widerspruch zur Injektivitét, falls 0, # v.
e Also v = 0, im Widerspruch zur Annahme, dass v # 0,.
e Damit Kern(f) = {0,}
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2. &=

e Kern(f)={0,}. Beliebige v,v’ € V mit f(v) = f(v').
f) = f) =

Ow
flo=2) = 04 =f(0,)
Sv—0v = 0,

=>v = 0

Also f injektiv.

Lemma 3:
Homg (V,W) ist ein K-Vektorraum.

Beweis:

e Sei Abb(V,W) = {f|f : V — W} mit Addition (f + g)(z) = f(z) + g(=)
und Skalarmultiplikation (A - f)(z) = A - f(x).

o Wegen 1.4 Beispiel 3 ist Abb(V,W) mit Addition eine abelsche Gruppe
und damit Vektorraum-Axiom (V1) erfiillt.

e Die Vektorraumaxiome (V2) lassen sich leicht nachrechnen. Also Abb(V,W)
ein K-Vektorraum.

e Es bleibt zu zeigen: Abgeschlossenheit bzgl. der Addition und Skalarmul-
tiplikation in Homg (V, W)

1. Additivitat der Addition:

(fH9w+v) = flo+d)+gw+0) = f(v)+ f)+g(v) + g(v)
= (f+9W)+(f+9)

2. Additivitit bei Skalarmultiplikation:
A-H)w+0") = A flo+0) = A f0) +A-f(0) = (A-))(0) + (A £) (V)
3. Homogenitéit der Addition:
(f+9)(A-v) =FX-v) +g(A-v) =X (f(v) +9(0) = A- (f +9)(v)
4. Homogenitit der Skalarmultiplikation:
A H)p-v) =X flp-v)=p- A fv) =p- (A f)(v)

Lemma 4:

Essei f € Homg(V,W),v; € V,\; € K (i=1,...,s). Dann gilt:

f (ZN 'Uz’) = Z)\i'f(vi)
i=1 i=1
Beweis: durch Induktion
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e Induktionsanfang: s=2

f(>\1 U1 +)\2 "02) f(>\1 '1)1)+f(/\2 -’Ug)

= M- f(v1) + A2 fvo)

e Induktionsschritt: k — k + 1

k1
f(Z/\i'Uz) = f
i=1

+ f(Aks1 - Vg1)

k
(Z Ai 'Ui> + Meg1 - f(Vk41)

f
k
= (Z Ai - f(vi)> + A1 - f (V1)

Satz 1: Festlegung einer linearen Abbildung durch die Bilder einer Basis

Sei {v1,...,v,} Basis von V. Fiir beliebige Vektoren wy,...,w, € W gibt es
genau eine lineare Abbildung f: V — W mit f(v;) = w; fiir ¢ = 1,...,n. Dabei
gilt:

Lin(f(v1),..., f(vn)) = Bild(f)

Beweis:

1. Existenz von f

o Ist {vy,..., vt mitr <mnmit f(v;) =w; (i =1,...,7). Wir ergéinzen
{v1,...,v.} zu einer Basis {v1,...,v,} und wéhlen w,11 = ... =
wy, = 0.

e SeiveV,dannv=>3 " X\ v miteindeutig bestimmten \; (Dar-
stellungssatz). Sei

=1

Behauptung: f linear

(a) Yu,0' €V
v+ = i()\i+)\;)-vi
i=1
flo+) = i(NJrAQ)'f(Uz‘)
f)+ ) = iMf(w)JriAé-f(vi)
= }:(L—i—v’) -
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(b) Yo eV, e K:

Avo= XY Ny
=1
= f0) = A f()
2. Eindeutigkeit:

e Behauptung: Sei {v1,...,vs} ein Erzeugendensystem von V, dann
gibt es fiir beliebige Vektoren wy, ..., ws € W hochstens eine lineare
Abbildung f: V — W mit f(v;) = w;.

e Beweis: Seien f,g : V. — W linear mit f(v;) = w; = g(v;). Da
{v1,...,v,} ein Erzeugendensystem ist Yo € V3I\; € K : v =
>7 1 Ai - v;. Somit gilt mit Lemma 4:

fw) = f (_Z A) = Z/\i'f(vi)
= Z/\i'g(vi)
=g (ZM 'Uz‘> =g(v)
=1

3. (a) Wenn w € Bild(f), dann existiert v € V mit f(v) = w. Wegen
f(v) =307, Ai - v; mit s=n gilt:

w=J©) = 3 A+ f0:) € Lin(f(01), . ()

i=1

Also Bild(f) C Lin(f(v1),..., f(vn)).
(b) w € Lin(f(v1),..., f(vn)), dann:

Z/\i'f(%')

f (Z)\z 'Uz) = f(v)
i=1
Es existiert also ein v € V mit f(v) = w. Also w € Bild(f). Somit

Lin(f(v1), ..., f(vn)) C Bild(f)

Satz 2: Charakterisierung einer lin. Abbildung durch die Bilder von Basisvek-
toren

g
I

Sei f € Homg(V,W) mit w; = f(v;) fir i = 1,...,n, wobei {v1,...,v,} eine
Basis von V.

1. {w1,...,w,} linear unabhingig < f injektiv (Monomorphismus)

2. {wy,...,w,} Erzeugendensystem < f surjektiv (Epimorphismus)
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3. {ws,...,w,} Basis & f bijektiv (Isomorphismus)

Beweis:
1. =~
o {wi,...,w,} seien linear unabhingig und f(v)=f(v’) fiir beliebige
v,v" € V. Es sei
’U—Z)\l v; v’:Z)\; v;
i=1 i=1
Dann gilt:
r(nen) = ()
i=1 i=1
n n
f<Z)\¢-U,> —f(ZA;-U,) =0
i=1 =1
DX f) =D N flw) = 0
i=1 i=1
Si=X)-fwi) = 0
= v
Da {wi,...,wy} linear unabhingig: nur triviale Linearkombination
des Nullvektors moglich.
)\Z-—)\Q:O = )\z:)\;
Alsov =1/
,<“: Ubung
2. ,=¢
e {ws,...,w,} Erzeugendensystem von W, alsoVw € W : w € Lin(ws, ...
i=1
(nicht notwendig eindeutig).
e Seiv =71,y v;, dann:
n n
F@) =FO pi-vi) =Y i flo) =w
i=1 i=1
d.h. v ist Urbild von W, also f surjektiv.
,<“: Ubung

3. Klar mit 1. und 2.
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Folgerung 1:

Wenn die Bilder wy,...,w, einer Basis von V linear unabhingig sind (bzw.
ein Erzeugendensystem bilden) bei einer linearen Abbildung f, dann sind die
Bilder jeder Basis von V linear unabhiingig (bzw. bilden ein Erzeugendensys-
tem).

Folgerung 2:
Wenn dim V = dim W = n, dann gibt es zu jeder Basis vy,...,v, von V
und jeder Basis wy,...,w, von W genau eine lineare Abbildung f : V — W

mit f(v;) = w; (i=1,...,n), wobei { ein Isomorphismus.
Folgerung 3:

Je zwei Basen eines Vektorraums V kénnen durch genau eine lineare Abbildung
ineinander iiberfithrt werden (Folgerung 2 mit V=W). Diese lineare Abbildung
ist ein Automorphismus, der hier Basis-Transformation heifit.

Folgerung 4: Fundamentalsatz fiir endlich-dimensionale K-Vektorrdume
Je zwei K-Vektorrdume der gleichen Dimension sind isomorph.

Beweis:

e dim V = dim W = n, also {vy,...,v,} Basis von V, {wy,...,w,} Basis
von W

e Mit Folgerung 2: 3 Isomorphismus f : V' — W, d.h. v und w sind isomorph.

Folgerung 5: Charakterisierung aller endlich-dimensionalen K-Vektorrdume
Sei V ein K-Vektorraum mit dim V = n. Dann ist V isomorph zu K™ (V = K™).
Satz 3: (Dimensionsformel)
f € Homg (V,W), dim V=n. Dann:

dimV = dim Bild(f) + dim Kern(f)

Beweis:

o dim V=n, Kern(f) C V. Also dim Kern(f) =d <mn.

e Sei{vy,...,vq} Basis von Kern(f). Nach Basisergiinzungssatz: {v1,...,v4}
wird ergénzt zu {vy,...,vq,...,v,} als Basis von V.
e Es gilt:
flvi) = 0 firi=1,...,d
flv)) = w firi=d+1,...,n
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o Wenn w € Bild(f), dann existiert v € V' mit f(v)=w.
w = f(v)=f (ZM-W) =Y i f(w)
i=1 i=1
i=1

i=d+1
Also w € Lin(wgy1, ..., wy).
o Wir zeigen, dass wq+1, . . . , w, linear unabhéngig sind, also Basis des Bildes
von f:
— Es sei

Z Mg - Wi = Z i+ f(vi) =0

i=d+1 i=d+1

= f(i urvz—)O

i=d+1

eKern(f)

— Kern(f) hat die Basis {v1,...,vq}. Darstellungssatz:

n d
SRR it
i=1

i—dt1
d n
Z/\z"vi-l- Z —pi-v; = 0
i1 imdt1

Wegen der linearen Unabhingigkeit: A; = p; = 0.
e Also dimV = dim Kern(f) + dim Bild(f)

4.2 Darstellungen linearer Abbildungen durch Matrizen

e Voraussetzungen: V,W K-Vektorrdume, f : V — W (f € Homg(V,W)),
dim V=mn,dim W =m

e Essei B={uvy,...,v,} Basis von V, C' = {wy, ..., w,,} Basis von W.
f(vj):Zaij-wi (j:].,,TL)
i=1

o pAc = (aij)m,n mit Koeffizienten a;; heiBft Darstellungsmatrix von f bzgl.
B und C.

e Bemerkung: Die Koeffizienten des Bildes des j-ten Basisvektors stehen in
der j-ten Spalte der Darstellungsmatrix.
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Satz 4: (Darstellungssatz)

Durch die oben gegebene Formel wird eine Darstellungsmatrix zu f € Homg (V, W)
definiert. Umgekehrt gehort zu einer Matrix (a;;) € K™*" bei festen Basen B
und C genau eine lineare Abbildung f : V. — W, die durch die obige Formel
definiert wird.

Beweis:

e Es seien B, C und (ai;)m,» gegeben, dann f durch Formel definiert. Wegen
Satz 1 ist damit f fiir alle v € V' bestimmt.

Beispiele:
1. f:RZ = R?: (2,9) = (32 — 2y,x +y)
(a) Wihle B =C = {(1,0),(0,1)} (also v; = w1,v2 = wa).

flv1) = f((1,0)) = (3,1) = ai - v1 + a2 - vz
= a1 = 3 ag1 = 1
fv2) = f((0,1)) = (=2,1) = a12-v1 +ax-v2
= a2 = -2 ags =1

Darstellungsmatrix:

0

(b) Wahle B = {(1,0),(0,1)} und C = {(3,1),(-2,1)}

flvr) = (3,1) =ai1 - w4+ az - we

= a1 = 1 ags) = 0

f2) = (=2,1) = a1z - w1 + azs - w2

=a2 = 0 ags =1
Darstellungsmatrix:

(6 )

2. f:V — W sei Identitdt id auf V, d.h. f(v) = id(v) = v. Dann gilt bzgl.
der Basis B = {vy,...,v,}:

id(vj):O’U1+...+0Uj_1+’t}j+O’Uj+1+...+’()n

Darstellungsmatrix:
10 0
01 ... 0
pAp=1|. . . . |=E
0 0 1
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3. (a) Die Koordinatenvektordarstellung

n A1
RB:V%K":v:Z)\rvil—)x: :
i=1 )\n
mit B = {v1,...,v,} als Basis des K-Vektorraums V ist ein Isomor-
phismus.
Wie lautet die Darstellungsmatrix, wenn C' = {ey,...,e,} als Basis

des K™ gewihlt wird?

Z)\i-vi:O-vl—i—...—l—O-vj,l+vj+0-vj+1+...+0-vn
=1

’Uj =
T
kp(v;) = (0 ... 01 0 ... 0) =g
BAC = En

(b) Der Basisisomorphismus ip = k5"

A n
r=: HiB(x):v:Z)\i'vi
/\n i=1
Es gilt: ig(e;) = v, fiir j =1,...,n. Fir v € V beliebig:
n At
v o= Z)\j v; = kp(v)=x=|:
Jj=1 An
f) = FOQ_o A -v) =Y - f(vy)
j=1 j=1
= Z)\jZaij Wy
j=1 =1
- 3 (Lwn
i=1 \j=1
=Y
= Zyz C Wy
i=1
Dabei gilt:
Y1
ko(f(v) =ko(w) = | ¢ | =y K™
Yn

Zur Erklarung:

> i Aj= i (12)
j=1 v
—_——— Y

A-x
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Satz 5:

Sei f : V. — W eine lineare Abbildung mit Darstellungsmatrix
A =p Ac. Falls w = f(v) und kp(v) = z, ke(w) = y, dann gilt
y=A-zx.
4. f:R? — R? eine Drehung um den Nullpunkt durch den Winkel . Basis
B= {61, 62}

fler) = ai1-e1+ao-e2

cosa - e +sina - ey

fle2) = —sina-e; +cosa- ey
A, — [cosa —sina
BB sina  cosa

Wegen (12) gilt fiir beliebigen Vektor z = (A1, X2)7 € R? und y =
k(f(@)):

y = BAp-x
Y1 _ A1 -cosa — Ay -sina
Yo o A1 -sina — Ag - cos
Satz 6:

Sei A eine Darstellungsmatrix der linearen Abbildung f : V — W, dann gilt:
dim Bild(f) = Rang A

Bemerkung: Dabei ist Rang A unabhéngig von Basen fiir eine Darstellungsma-
trix A von f und heifit deshalb auch Rang f.

Beweis:

e Es sei B = {v1,...,v,} Basis von V, C' = {wy,...,w,,} Basis von W,
A =p Ac Darstellungsmatrix von f.

e Esist f(vj) => ", a;j-w; und A = (ay...a,) mit a; = (a1; ... am; ).

e U = Lin(ay,...,ay) ist Untervektorraum von K™ und W' = Lin(f(v1),..., f(vn))
ist Untervektorraum von W.

e Die Abbildung ic : U — W' mit ic(e;) = f(v;) fir j = 1,...,n ist der
Basisisomorphismus (linear und bijektiv) bzgl. C. Also U = W’ und nach
Satz 2 gilt dim U = dim W’.

e W’ = Bild(f) nach Satz 1. Also nach Rang-Definition: RangA = dimU =
dim W’ = dim Bild(f).

Satz 7: (Charakterisierung von Isomorphismen)

Sei A Darstellungsmatrix von f € Homg(V,W) mit dimV = dimW = n.
Dann gilt: f Isomorphismus < Rang A = n.
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4.3 Komposition linearer Abbildungen

4 B={vy,...,vn}
W K-Vektorraum mit Basis ¢ C = {wy,...,wny}
Z D={z,...,2s}

Es seien f:V — W,g: W — Z lineare Abbildungen, g A¢ Darstellungsmatrix
von f bzgl. Basen B und C, ¢ Ap Darstellungsmatrix von g bzgl. Basen C und D.

Satz 8:

Die Komposition go f: V — Z von f und g ist

1. eine lineare Abbildung

2. besitzt die Darstellungsmatrix ¢« Bp - Ac bzgl. der Basen B und D.
Beweis:

1. e Additivitit
(go Hlutv) = g(flutv))=g(f(v)+ f(w)

e Homogenitit:
(gofiA-u) = g(f(A-u)) =
2. e Wegen (9) ist
Floj) = ay - w; g(wi)zzbki'zk
i=1 k=1

mit (a;;) =p Ac und (bg;) =¢ Bp.
e Ansatz: (go f)(vj) = > 7_, ckj - 2 mit (cx;) gesucht.

(go Nlvj)) = g(fvj) =g (Zaij wz>

Offensichtlich gilt: (cx;) =c¢ Bp -5 Ac.
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Beispiel:
1. e f:R? - R?% Drehung um 0 durch a mit Darstellungsmatrix A
(Bsp.4)
e g:R? - R?: Drehung um 0 durch 8 mit Darstellungsmatrix B.
e Darstellungsmatrix der Drehung um 0 durch a + 3:

_ cosB —sinpf cosa —sina
rena = (5 ) (0 )

cos 3 sina cosa

cosa-cosf —sina-sinff —sina-cosf —cosa - sin 3
cosa-sinf8+sina-cosfS —sina-sinf + cosa - cos

(ostoe ) ~inla )

4.4 Basistransformation

e Sind B = {vy,...,v,} und B’ = {v},...,v],} Basen von V, dann gibt es
eindeutig bestimmte si; € K mit

n
vézZski-vk (i=1,...,n)
k=1

S = (sg;) € K™ ™ heiBt Ubergangsmatrix von B nach B’.

e Wir betrachten den Automorphismus id : V. — V : v — id(v) = v und
fragen nach seiner Darstellungsmatrix gApg:.

. /
v g ’Ld(Uj) =v; = E Q;j * Uy

Es gilt: S -5 Apg = FE,,. Also S =g Ap' bzw. St =p Ap'.
e Bemerkungen:

1. Da id ein Automorphismus ist, gilt nach Satz 7 Rang pAp/ = n, was
auch durch die Existenz von BAE} bestatigt wird.

2. S =p/ Ap ist die Darstellungsmatrix von id bzgl. B’ und B.
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Satz 9: (Transformation der Darstellungsmatrix bei Basistransformation)

e Sei f: V=W e Homg(V,W), BB’ Basen in V, C,C’ Basen in W, gA¢c
Darstellungsmatrix von f bzgl. der Basen B und C, g A Darstellungsma-
trix von f bzgl. der Basen B’ und C’. Dann gibt es invertierbare Matrizen
T und S, sodass

71 -BAc-S=p Ac: (16)

e Sonderfall f: V — V (Endomorphismus): Man wihlt V = W und B = C,

B’ =(C'.Dann S~ ' .3 Ap - S =p' Ap mit der Ubergangsmatrix S von B
nach B’.

Beweis: siehe Mitschriften (Diagramm)
Lemma:
f:V0 5 W e Homg (V, W) mit Rang f=r. Dann gibt es Basen P und Q

von V und W mit
_(E, 0
pdq = ( 0 0)

e {wn,...,w,} Basis von Bild(f) wegen dim Bild(f)=Rang f = r. Es sei Q =

Beweis:

{wy,...,wy, ..., wy,} Basis von W (Basisergiinzungssatz). Es gilt:
dimV = dim Kern(f)+ dim Bild(f)
n = r+dimKern(f)
e Essei P = {vy,...,0p,u1,...,u;} mit r+k=n (k=dim Kern(f)) mit uy,...,ux €
Kern(f).
e Dann f(v;) =w; firi=1,...,r:
flv) = wi:z)\k'wk (i=1,...,7r)
k=1

= 0w +...+0- w1 +wp +0- w1 +...+0-wy,

flu;)) = 0 (i=1,...,k)
Bzgl. P und Q ist die Darstellungsmatrix:
10 ... 0 0 ... 0
01 ... 0
pAg=10 0 ... 1
0 0 0
0 0 0 0 0
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Definition:

Matrizen A und A’ heiflen dquivalent bzw. &hnlich, wenn invertierbare Matrizen
T und S existieren, sodass T~ '-A-S=A"bzw. S71-A- 5 =A".

Satz 10:

Seien A, A’ € K™*™, Dann sind dquivalente Aussagen:
1. A und A’ sind dquivalent.
2. A und A’ beschreiben bzgl. geeigneter Basen dieselbe lineare Abbildung
3. Rang A = Rang A’
Beweis:
1. ,a) < b)“

e Es gibt invertierbare Matrizen T und S, sodass A’ = T-!. A - S.
Interpretiere A =p A¢ (f) als Darstellungsmatrix von f : V — W;
T als Ubergangsmatrix von C nach C’, S als Ubergangsmatrix von B
nach B’. Dann sagt (16): A’ =p: Acv und beschreibt ebenfalls f.

e Umgekehrt: Wenn f durch (16) beschrieben, dann existieren T und S
nach Satz 9. Also A und A’ dquivalent.

2. ,b) = ¢)“: Klar wegen Satz 6.
3. ,¢) = b)“:
e Wegen des Darstellungssatzes:

A = pBAc <+ f:V — Wmit Basen B und C
A = pAg & f:V — Wmnit Basen B’ und C’

e Rang A = Rang A’ nach Voraussetzung, dann Rang f = Rang f’ =:
r. Mit Lemma gibt es P und Q (Basen) mit

E. 0
o= (1 0)
als Darstellungsmatrix von f.
e Es gibt ebenso P’ und Q’ mit

E. 0
g = ( 0 0)
als Darstellungsmatrix von f’.

e Bzgl. geeigneter Basen sind die Darstellungsmatrizen von f und f’
gleich, also f=f’.
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Anwendung der Basistransformation in der Theorie der lin. GLS:

pAc = T pAc-S
y = BAg-x mit kp(v) =z ko(w) =y
x = S-2 y=T-9

Bekanntlich:
Kern(f)={veV:fv) =04}

Anwendung der Koordinatenvektorabbildung fiir A € K™*":
KernA:={x e K": A-z =0}

Kern A ist die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems, des-
sen Koeffizientenmatrix A eine Darstellungsmatrix einer lineare Abbildung f ist.

Kernf={veV:v=ip(X),z € KernA}
Es gilt fir A’ € K™*™:
KernA' = {2’ e K" : A" -2’ = 0}

Sei B’=P und C’=Q, die nach (18) existierenden Basen, mit
r_ _ _(Er O
A—B’AC’—PAQ—(O 0)

mit r =n — k = Rangf. Dann ist A =T71.5 Ac - S, wobei S als Ubergangs-
matrix von B nach B’ und T als Ubergangsmatrix von C nach C’. Es gilt:

P eKen(A) & A .2/=0=T"1A4-5-x
& T7HA2=0
& A-x=0
& x € Kern(A)
Auflerdem gilt:
x} 0
roor E. 0 . I
A-2'=0 & <0 O>‘ :, =1:
z,, 0
0
/ 0 —
& =, (t; € Kbeliebig)
1
t’nfr
s =85 2"=(s1...8,) 7 =t1-Spp1+ ... ttn_r-Sp
< € Lin(Spt1,.-,8n)
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Satz 11:

Wenn A € K™*™ und Rang A=r, dann gibt es invertierbare Matrizen S und T,

sodass
A=T"1.4.5

und die letzten (n-r) Spalten von S bilden eine Basis von Kern A.
Wie berechnet man T und S? — Normalformproblem (s. spéter)

Beispiele:

1. Basistransformation im R® mit B’ = {v],v},v}} Basis des R® und B =
{v1,v2,v3} als Basis des R?. Welche Darstellung hat u bzgl. B’?

u = 4d-e1—4-e3+11-e3
v] = 2-e1—2-e3—e3
vh = 4d-e;+2-e3—4-e3
vy = e1+2-ea+2-e3

Ubergangsmatrix von B nach B’

2 4 1
-2 2 2
-1 -4 2
Es gilt:
1 27
:E’:Sil~z:?~ —13
26
mit
1 2 =2 1
s l—Z-.1L 5 _q
T\3 %
3
Anwendung des Basisisomorphismus:
2 1 2
u:iB(ac'):;-v’l—;-v’Q—i-?G-vé

2. lineare Abbildung R? — R? sei festgelegt durch

3
fleg) = ag-e  (j=1,2,3)
=1

mit
1 0 1
AZB AB:(aij): 0 3 3
1 -1 0
sei gegeben. Es ist Rang A=2 (da a1 + ay = a3). Fir A’ =5 Ap =

S—1.A.S mit S als Ubergangsmatrix von B nach B’ (siche 6.) gilt:

1 24 14 -19
A= = - -7 12
L0 1

3
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Es kann der Kern von A = {z € R3: A -z = 0} berechnet werden:

1 0 1 T 0 —1
0 3 3] - [z =(|0] =c0=1]-1
1 -1 0 T3 0 1

¢y ist einziger Fundamentallgsungsvektor der Basis von Kern A, da dim Kern(f) =
3—2=1.
KernA={ze€R¥:2=X-¢c, €R

. Py: reeller Vektorraum der Polynome vom Hochstgrad 2 iiber [0,1] (—
2.2.1, Beispiel 4)

Behauptung: v; = (1—1)%, v = 2- (1 —1t)-t,v3 = t? ist als {v;,ve,v3} = B
ist Basis des Py. (Bernstein-Polynom-Basis)

Beweis: Wir zeigen die Existenz einer Basistransformation

1 0
2

Zu zeigen: S invertierbar (Rang S =3).
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Determinanten

5.1 Einfithrung

e Losung linearer Gleichungssysteme als Funktion der Koeffizienten
e Entscheidung iiber Rang von A™*"™ < n durch Nullabfrage
2-reihige Determinanten:

e Rechenvorschrift (2.3.2):
L _
<TLY>=T1Y2 — T2 Y1

e Sei A € K2%2, Die Zahl

ai

det A = det (
as

b
b;) :al-bg—a2~b1

heifit die 2-reihige Determinante der 2-reihigen Matrix A.

o Geometrische Deutung: R?, a = (aja2)T,b = (b1b)7.

Fi = F,=0,5-by -by+as- by
F3 = F4:0,5'CL1'CL2
=F = (a1+b1)~(a2+b2)—2F1—2F3

= a- b2 —ag - b1
F ist der Flacheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms.
e Eigenschaften:

1. det A =0 < a, b linear abhingig

2. det A # 0 & a, b linear unabhéingig < Rang A = 2
3. detA=F>0,wenn 0 < o <7

4. det A=F <0, wenn —7 < ¢ <0

3-reihige Determinanten:

e Essei a = (aja2a3)T,b = (b1babs)T, c = (c1eac3)T.
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e In 2.3.3 wurde das Vektorprodukt definiert:

as -b3 —asz - by

axb = a3~b1—a1-b3
al'bg—a2~b1
Ha><b|| = Fpl

e Das Skalarprodukt von a x b ist
Vs = <axbc>
= (ag-bg—ag-b2)-c1+(az-by —ay-b3)-ca+ (a1 -ba—ay-b1) c3
das Spatprodukt.

e ab,c spannen einen Spat (Parallelepiped) auf mit dem vorzeichenfihigen
Volumen V.

Beweis:

— F = ||ax b|| sei die Grundfliche des Spates. Nach der Volumenformel
fiir Prismen mit der Hohe h gilt:

Vo=F-h

Die Hohe h ldsst sich iiber die Abstandsformel nach Hesse (2.3.7)
berechnen, wobei € durch 0 von a und b aufgespannt wird (Norma-
lenvektor n):

= d(ce)
axb
—h = <n,c—0>
([l
X b
= Vs ||a|| T ||~<a><b,c>=<a><b,c>
n

o Definition: Die Zahl det A ist definiert:

aq bl C1
detA=det [as by c3| =<axb,c>
a3 by c3

und heifit 3-reihige Determinante der 3-reihigen Matrix A.
e Figenschaften:
det A =0 < a, b, ¢ linear abhéngig
det A # 0 < a, b, ¢ linear unabhéingig < Rang A = 3
det A = Vs > 0, wenn a,b,c ein Rechtsdreibein bilden
det A = Vg < 0, wenn a,b,c ein Linkssystem bilden

A o

det(a,b,c) =< a x b,c >=< ¢, Xa,b >= det(c, a,b)
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e Berechnungsschema s. Mitschriften
Rekursive Definition der Determinante einer n-reihigen Matrix A™*":
1. Fiir n=1 sei det A := aq;.
2. Firn > 2 sei
n
det A = Z(—l)i+1 s Q1 det Ail
i=1
wobei A;; die (n-1)-reihige Matrix bezeichnet (Streichungsmatrix), die aus
A durch Entfernen der ersten Spalte und i.ten Zeile entsteht.
Bemerkung;:

e Wendet man die Formel rekursiv auf det A4;; an, so ergibt sich zum Schluss
die Leibnizsche Determinantenformel :

det A = Z Sign(m)ay r(1) * - - - G r(n)
TESy

wobei S, die Gruppe der Permutationen der Menge {1,...,n}, d.h. die
Gruppe der bijektiven Abbildungen dieser Menge auf sich.

o Ist m: (1,2,...,n) — (ki,...,ky,) eine Permutation, so heifit die Anzahl
der Elemente k; mit j < ¢ und k; > k; der Fehlstand e(k;).

e Die Summe der Fehlstinde aller Elemente von 7 heif3t der Fehlstand von
T

flm) =2 (ki)

i=1
Beispiel:

m:(1,2,3,4,5) — (4,5,3,1,2)
e(1)=3¢(2)=3¢(3)=2¢(4)=0¢e(5) =0 f(w) =8

Damit definiert man:

1 erade
sign(m) = falls f(m) 8
-1 ungerade
- (_1)f'(ﬂ)
Satz 1:
Fiir eine obere Dreiecksmatrix gilt:
aiq [N NN QA1n
det 0 @22 - : = Q11 °-a22 ... Qpn
0 0 Unn
Folgerung:
det B, =1
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5.2 Eigenschaften von Determinanten

Satz 2:

Die Abbildung det ist linear in jeder Zeile a/ von A = (a'...

1,...,n, d.h.

e Homogenitét:

at at

Yae K:det [ A-ad | =X | a

n

e ...

an

o Addititivit: Fiir beliebiges festes j: Ist a/ = 7/ + s7 mit r7,s7 € K1X", so

gilt:

al al al

det | 77 +s7 | =det | 77 | +det | &7

n

a a
Beweis: Vollstindige Induktion
e Induktionsanfang: n=1
det(A-a;1) = A-a11 = A-det(ar)
det(r+s) = r+s=det(r)+ det(s)

e Induktionsvoraussetzung: Behauptung gelte fiir n=m-1
e Induktionsschritt: n=m

1. Homogenitét:

a
bl
PR (R I PO bz,c_{ G i7)
. ) A @ik i1=7
a :
am
det B = Y (—1)"*'.b; - det Bil
=1
det le = det Ajl
m . .
=detB = Z (—1)l+1 s ai1 A -det Ail + bjl - det le . (—1)j+1
i=1(i#5)
= A-detA
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2. Additivitét:

a
bt :
B = =4l mit b, = ok HAJ
pm : TiktSjk 1=
am
al
rl :
R = () rd mit’r‘ik:{aik Z#J
;n . ik A=
r :
a’m
al
st :
S = () sJ mitsikz{aik Z#j
m . Sjk =]
S :
am
det B = > (=)™ -det By | + (=1)"* - bj1 - B;
i=1(i#j)
det Bil = det Rﬂ + det Sﬂ
det le = det Ajl = det le = det Sjl
= detB = > (=)™ ai - (det Ry + det Sp)
i=1(i#j)
+(71)j+1 . (’I"jl + Sjl) - det Ajl
= detR+detS
Beispiel:
2 3 2 3 2 3
det <1+2 3+1) = det (1 3) + det (2 1)
Lemma 1:

B entstehe aus A € K™*™ (n > 2), indem zwei benachbarte Zeilen vertauscht

werden. Dann gilt:
det B = —det A

Lemma 2:

B entstehe aus A € K™*™ (n > 2), indem zwei Zeilen vertauscht werden. Dann
gilt:
det B=—det A

Das heifit det ist alternierend.
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Beweis:

e Die Zeilen a" und a® sollen vertauscht werden, 0.B.d.A. r < s. Um a" nach
a® zu bringen, sind (s-r) Nachbarschaftstausche durchzufiihren.

e Dann steht a® an der Stelle s-1. Deshalb sind s-r-1 benachbarte Zeilen zu
tauschen, um a® in die r-te Zeile zu bringen.

o Gesamtzahl der Vertauschungen ist (s —r)+(s—r—1) =2(s—r)—1, also
ungerade Anzahl. Nach Lemma 1 alterniert Vorzeichen bei jedem Tausch.
Also det B = —det A.

Folgerung 1:
A besitze zwei gleiche Zeilen. Dann det A = 0.

Beweis:

e Fiir A gibt es i,j (i # j) mit a’ = a’. B entstehe durch Vertauschen von
a’ und a'. Dann det B = — det A = det A.

Satz 3:
1. det AT = det A
2. det(A- B) = (det A) - (det B)
3. A invertierbar < det A #£ 0
4. Rang A<n < det A=0

Folgerung:

Mit Satz 1: Fiir jede untere Dreiecksmatrix gilt:

ay; ... 0
det =11 ... Qpn
a1p  o. Gpp
Folgerung:
1. det(B-A) = det(A- B)
2. det(A*) = (det A)* (k € N)
3. 1=det(A- A7) = (det A) - (det A=) = det(A™1) = (det A)~!
4. det(S™1- A-S) = det A fiir invertierbare A € K"*"
Definition: elementare Zeilen- und Spaltenumformungen einer Matrix A € K™*"
e Typ 1: Vertauschen zweier Zeilen (Spalten)
e Typ 2: Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit A € K\{0}
e Typ 3: Addition des Vielfachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile
(Spalte)
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Satz 4:

Die Matrix B entstehe aus Matrix A durch eine elementare Zeilen- oder Spalte-
numformung vom Typ i. Dann gilt:

o i=1:det B= —det A

e i=2:det B=X-det A

e i=3:det B=det A
Beweis:

e i=1,2: Klar fiir Zeilen. Fiir Spalten wegen det A = det AT (Satz 3).

e i=3: Es gilt:
al al al
o o o
det B = det =det | : | +A- det
al + \-ad a’ a'
a;L a.” a.”
———

0(Folgerung 1)
det A

5.3 Entwicklungssdtze und inverse Matrix

Essei A€ K™ A= (ajj)nn=(01...an),n > 2, {e1,...,e,} Standardbasis
des K™

Definition:
Fiir 4,5 € {1,...,n} heifit
a;‘j =det(ar ... ai—1€jAiy1...0n)

der Cofaktor (Adjunkte) von a,;. Wir betrachten die Teilmatrizen:

P 0 Q
a;; = det 1
R 0 S

106

“LAAG I/II" von Gert Bar, Technische Universitit Dresden, Wintersemester 2008/09, Sommersemester 2009

Vorlesung:



Wir vertauschen die i-te Spalte mit der Vorgéngerspalte, das sind (i-1) Nach-
barschaftstausche:

0 P Q@
af; = (1)1 det | 1
0 R S

Vertauschen der j-ten Zeile mit der Vorgéngerzeile:

1 ...
, 0 P @
aj; = (=1)7t - (=1)771 - det
0 R S

= (—1)i+j det Aji

ar.

7; ist mit geeignetem Vorzeichen die Determinante der Streichungsmatrix Aj;.

Satz 5: (Entwicklung nach der k-ten Spalte)

Essei A e K™ i,5€{1,...,n}. Dann gilt:
Za;ﬂ- . a;-‘k = (51']' . detA
k=1

Beispiel: Entwicklung nach 3ter Spalte mit ¢ = j

1 2 4 3 .
2 3 1 2 )
detA = det |5 . o ] :Zakg.agk
41 0 4/
= al3'“§1+023'a§2+@-a§3+ a43 a5,
0 0
2 3 2
a§1 = (—1)3+1~detA13:det 3 4 1
4 1 4
4 1 3 2 3 2
= 2.det(1 4)—3.det<1 4)+4-det<4 1)__20
ajy = (—=1)%"2.det Ag3 = ... = 40
=detA = 4-(—20)+40=—-40
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Beweis:

n
*
E ag; - ay, = E ag; - det(ar...aj_1€xaj41...an)
k=1 k=1

n
= E det(ay ... Aj—1 Qi " € Aji] - .- an)
k=1

n
= det(ai...aj—1 g Qi - € Ajg1 - .- Op)
k=1
= det(ar...aj_1a;aj41...ay)

(Sij -det A
Definition:
Fiir A € K™*" heif}t die aus den Cofaktoren A% = (a;;) die adjungierte Matrix.

Lemma:
(AT)* _ (A*)T
Beweis:

e Es sei B = (bj;) = AT = (aj;). Streichungsmatrix B;; entsteht aus B
durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte:

By = (47
det(AT) = detA
= det Bij = det Aji

Cofaktoren von B:

by, = (=1)""7.det By
= (*1)l+J - det Aij = afj
= Bx = (b};) = (az%) = (A")"

Satz 6:
1. A-A* = (det A) - E, = A*- A

2. Wenn A invertierbar ist, dann A~! = deiA - A*

Satz 7:
Vektoren ay, ..., a, sind linear abhéngig <

1. Gleichungssystem z; - a; + ...+ a, - ©,, = 0 hat eine nichttriviale Losung
r=(z1...2,) € K"

2. det(ay...an) =0
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Beweis:

® aj,...,a, linear abhiingig < A := (a1 ...a,) hat Rang r < n. Dann hat
A -z =0 (n-r) Fundamentallssungen nach Satz 3 (3.5), also wenigstens
ein Losungsvektor # 0.

e Nach Satz 3d (5.2): Rang A<n < det A=0

Cramersche Regel:

Ein lineares Gleichungssystem A -2z = b (b # 0) mit A € K™*" Rang A
= n, hat die Losung:

xi:7~det(a1...ai,1bai+1...an) (i:l,...,n)

det A

Beweis:

e A-x =b& x1-a1+...a, x, = b. b ist also Linearkombination der
Spalten von A. Wir bilden:

n
det(al...ai_l bai_H...an) = det(al...ai_l Z$k s Ak ai_,_l...an)
k=1

n
= Zxk ~det(ay ...a;—1 af Qg1 ...ap)
k=1

= x;-det(ay...an) =x;-det A

Bemerkung: Cramersche Regel gibt die Losung ohne Berechnung der inversen
Matrix an.
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Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit von
Endomorphismen

6.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

e Essei f:V — W eine lineare Abbildung mit Darstellungsmatrix A =p
Ac bzgl. der Basen B und C. Es gilt V=W, da f Endomorphismus, A =p
Ap.

e Ein Endomorphismus f : V' — V heifit diagonalisierbar, wenn es eine
Basis von V gibt, sodass Darstellungsmatrix von f eine Diagonalmatrix
ist.

e )\ € K heifit ein Eigenwert von {, falls v € V existiert (v # 0) mit f(v) =
A,

e Fin Vektor v € V heifit Eigenvektor zu einem Eigenwert A € K, falls
f(v) =X v mit v #0.

e )\ € K heifit Eigenwert einer Matrix A, falls A ein Eigenwert eines Endo-
morphismus ist bzgl. dieser dann A die zugehorige Darstellungsmatrix.
Kurz: Die Eigenwerte einer Matrix sind die Eigenwerte des zugehorigen
Endomorphismus.

e Bemerkungen:

1. id(v) = v fiir alle v € V. Also Eigenwert A = 1.

2. Wenn ein v € V mit v # 0 existiert und f(v) =0 = A - v, dann hat
f den Eigenwert 0. Ist also v ein Eigenvektor zum Eigenwert 0, dann
v € Kern(f).

3. v sei ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Sei 7 := g - v (p # 0). Dann
gilt:

fr) = flp-v)=p-flv)=pA-v)
= (L A)-v=Xx(n-v)=A-r

Also A Eigenwert von Eigenvektor r.
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4. Zu jedem Eigenvektor r gehort genau ein Eigenwert, denn sind A; #
Ao zwei verschiedene Eigenwerte zu einem Eigenvektor. Dann:

fw) = Mv=Xx-v
:>(/\1*>\2)"U = 0
=M = A

Satz 1:

Ein Endomorphismus ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis von
V aus Eigenvektoren gibt.

Beweis:
1. ,&*
e Es sei B = {vy,...,v,} Basis aus Eigenvektoren von f : V — V.
Nach Definition:
f(’()j):)\j~’l)j (jzl,...,n)
Also Darstellungsmatrix
A 0., O
BAB = 0 /\2 A 0
0 e A
2. ="
e Es sei f diagonalisierbar. Dann existiert Basis B = {vy,...,v,}, so-
dass
A 0., O
BAB = 0 )\2 A 0
0 e A
Also f(v;) = Awj fir j = 1,...,n, also v; Eigenvektor zum Eigenwert
Aj (v #0).
Beispiel:
10
M = <0 0) B = {61, 62}
f(@l) = e1=>A=1
f(@g) = 0=X=0
flv) = flz1-er+az2-e2)=21-€1
Lemma 1:

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

Beweis:

e Induktionsanfang: Ein Eigenvektor ist linear unabhéngig, da # 0.
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e Induktionsvoraussetzung:

— Eigenvektoren v1,...,v,—1 zu Eigenwerten Aq,..., A\—1 mit A; # A;

fiir ¢ # j sind linear unabhéngig.

e Induktionsschritt:

— Wir betrachten Eigenvektoren vq,...,v, zu Eigenwerten Ai,..., A\,

Seien vy, ..
sind vy, ...

Satz 2:

mit \; # A; fir ¢ # jund f(v;) = A -v; firi=1,...,7.

Angenommen v1, ..., v, sind linear abhéngig. Dann gilt:
r—1
Ur = Z Hi - 5
i=1
und es gibt j € {1,...,r — 1} mit p; # 0. Also:

r—1
f(vr):Ar'Ur:Z,ui')\r'vi
=1

Es gilt aber auch:
r—1
flor) = > pi- flv)
i=1

r—1
= > pitdiou
i=1

Also: .
f(vr)_f(vr):Zﬂi'()‘i_)‘r)'vi:0
i=1
Wegen Induktionsvoraussetzung: vy, . .., v,—1 linear unabhéngig, also

nur triviale Linearkombination des Nullvektors moglich.
pi - (A = Ar) =0
wobei p; # 0. Dann:
Ai— A =0= A =\
Widerspruch!

., Uy, (n = dim V') Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten, dann
, U, linear unabhéingig. Sie sind Basis von V.

Hat ein Endomorphismus von V n verschiedene Eigenwerte, dann ist er dia-
gonalisierbar.
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Definition: (Eigenraum)

Sei A € K Eigenwert eines Endomorphismus. Dann heift
Ux={veV;f(v)=v}

der Eigenraum von f zum Eigenwert .
Bemerkung: In U, ist v = 0 zugelassen (kein Eigenvektor!)

Lemma 2:
1. U, ist ein Untervektorraum von V.
2. X Eigenwert von f < U, # {0}
3. Uy = Kern(f — \id)

4. A\1,..., A\, paarweise verschiedene Eigenwerte von f mit zugehorigen Un-
terrdumen Uy, ..., Uy, und Bj = {vj1, ..., v;q, } eine Basis von U; mit d; =
dimUj fir j = 1,...,m. Dann sind die Vektoren vi1,...,v1d,,- -+, Vmd,,

linear unabhéngig und es gilt:

di+...+dn
Uid...0oU,

n

<
c vr

wobei das Gleichheitszeichen gilt < f diagonalisierbar.

Beweis:

1. e Uy#0,da0eUy

e Abgeschlossenheit bzgl. Addition und Skalarmultiplikation: Vv, w €
UyVa,B € K:

flarv+p-w) = a-fv)+8-f(w)
a-Av+B-Aw
= A (a-v+6-w)

2. Klar wegen Definition.

3. Ux={veV;f(v)=X v}, also f(v) —A-v=0 fir alle v € Uj.

fwy=Xx-v = 0
fl)y=Xx-id(v) = 0
(/- Aid)(w) = 0

Also v € Kern(f — \id).
4. e Sei

d;
iovi =y g ve €U
k=1

fir j = 1,..., m mit beliebigen u; € K.
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(a) Fir

alle j: v; #0

Sei p1 - v1 + fm - U = 0. Wegen v; € Uj ist v; ein Eigen-
vektor von f. Da Aq,..., \,, paarweise verschieden sind, sind
V1, ..., Uy linear unabhéngig. Also 1 = ... = ., = 0.

d;
S wikcve =0 (j=1,...,m)
k=1

Vj1,...,vjq, sind linear unabhéngig nach Voraussetzung (Ba-
sis von Uj). Betrachte p; = 1, also alle Vektoren vi1, . .., Umd,,
linear unabhingig.

Es sei vs =0 fir s € {1,...,m}

ds

Hs Vs = Zusk'vsk:O
k=1

= Psk = 0 (k:17ads)

Sei

d;
> mirv =0
j=1j=+#s

mit v; € U;. Die A; mit j # s sind paarweise verschieden.
Also v; mit j # s linear unabhéngig. Somit p; = 0 fiir j =
1,....,m;j # s.
Es sind damit sdmtliche 1, = 0, also vi1,...,Vmngq,, linear
unabhingig.

e Es gibt nx = dy +...+d,, linear unabhéngige Vektoren, also nx < n.

Falls n*

= n, dann bilden die Eigenvektoren vy, ..., Umq,, eine Basis.

Umgekehrt: Wenn Basis aus Eigenvektoren besteht, dann besteht sie
aus Basiseigenvektoren. Jeder dieser Eigenvektoren gehort zu genau
einem Eigenwert A;, damit zu genau einem U;. Weil d; = dimUj

folgt: d;

e Ui D...
(Wire v

dieser Basisvektoren liegen in Uj;. Also dy + ... + dp, = 1.

@ Uy, ist eine direkte Summe, denn U; NU; = {0} fur ¢ # j.
#0eU; ﬂUj, dann f(’U) =\ -v= )\j -v, also \; = )\])

Satz 3: (Diagonalisierbarkeitskriterium)

Endomorphismus f mit paarweise verschiedenen Eigenwerten \; (j =1,...,n)

ist diagonalisierbar

@Zm:dimUj =n

j=1

Bemerkung: Diagonalisierbarkeit priifen:

1. Bestimme alle Eigenwerte \;

2. Bestimmte alle dim U; = d;

3. Kriterium priifen

114

“LAAG I/II" von Gert Bar, Technische Universitit Dresden, Wintersemester 2008/09, Sommersemester 2009

Vorlesung:



6.2 Charakteristisches Polynom

Ziel: Berechnung der Eigenwerte

Sei A Darstellungsmatrix von f bzgl. Basis B (f : V' — V Endomorphis-
mus). Dann gilt:
y=A-zx

mit f(v) = w,2 = kp(v),y = Ko (w).

Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert A: f(v) = A-v = w. Also:

y=A-xz = T
=A-x—-Xzx =

(A—X-E)-z =

o O >

Eigenvektor v # 0 < x # 0 < homogenes lineares Gleichungssystem hat
nichttriviale Losung (det(A — A\ - E) = 0)

x4 = det(A — X\ - E) heifit das charakteristische Polynom von f bzw. von
A 6 Knxn.

aip — A ai12 e A1n
a1 a9 — Ao a21
XA =
anl An2 ol Gpn — A

Polynom vom Grad n in der Variable A € K mit Koeffizienten aus K
x4 = 0 heifit die charakteristische Gleichung von f bzw. von A.
Beispiele:

1. f Nullabbildung: f(v)O0 fiir alle v € V, also A Nullmatrix

—A 0
0 =X 0
det(A—\-E) = . = (="
0 -
=X =0

2. Identische Abbildung f(v) = id(v) = v fiir alle v € V, A Einheitsma-

trix

det(A—X\-E)
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det(A—\- E)

Satz 1:

0
-x 2 -1
1 =X -4
3.0 1-)
1 -4 3-x -1
2"3 1—)\‘)‘" 3 1—)\'

A3 44N 40— 26

Die charakteristischen Polynome von Darstellungsmatrizen desselben Endomor-

phismus sind gleich.

Beweis:

e Seien A, A’ Darstellungsmatrizen bzgl. B bzw. B’. Nach 4.4:

Al=8"1.4.5

mit S als Ubergangsmatrix von B nach B’.

e Somit gilt:

xar = det(A'—\-E)=det(S™'-A-S -\ E)
St.A.S—).5tE.S)
STt (A-X-E)-S)

I
[oFen
@ @
=+ =+

det(S71) - det(S) - det(A — \- E)

Satz 2: (Koeffizienten von chi,)

= det(S-S7Y) - det(A—\-E)
= det(A—\-E)

Endomorphismus f : V' — V mit n = dim V und Darstellungsmatrix A € K™*".

Dann:

XA =0, - A"+ ... +a- A+ g

ist Polynom n-ten Grades und es gilt:

Beweis:

Qp

Qp—1

&%)

(="
(="t Zan‘

det A
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e Essei A= (ay...a,) und E = (e1...e,). Dann gilt wegen der Multili-
nearitét der Determinante:

xa = det(A—X-E)=det(ag —A-e1...ap—A-ep)

= det(arag —A-eg...anp —A-e,)+ (=) -detdet(eras — A ea...anp — A ep) +

Bemerkung:
e Nach Satz 1 sind die Koeffizienten «y, invariant bei Basistransformation.
e > | aj; heifit Spur von A.

Satz 3:

A € K Eigenwert von f bzw. von Darstellungsmatrix A < X ist Nullstelle von
XA ()\) =0.

Beispiel:
1.

)

X4 = det(25A 7E>\>:(2—/\)-(7—/\)—15

= AM-9-1
Berechnung der Koeffizienten auch nach Satz 2 moglich
Fiir x4 =0:
9 1

Aus 1.5 bekannt: komplexes Polynom n-ten Grades (¢, z € C, ¢, #0)

P(z) = Z cp - 2~
k=0
Definition:

z; heifit a;-fache Nullstelle (Nullstelle der Vielfachheit «;), falls (2 — 2;)% ein
Teiler von P(z) ist, d.h. es gibt Polynom Q(z) vom Héchstgrad (n — ), sodass

P(z) = (2 — 2;)" - Q().
Lemma 1:

Sei zg eine Nullstelle von
n

P,(z) = ch 2R

k=0
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dann ist P,(z) durch (z — zg) teilbar, d.h. es existiert P,,_1(z) mit P,(z) =

(z—20) Poo1(2)
Beweis:

e Durchfithrung einer Division durch (z — z1) mit z; € C beliebig.

P(2):(z—2z1) = Cn 2" by 2V by +
zZ— 2z
r = cCo+21 'bo
P,(z T
= ( ) = Pn—l(Z) —+
zZ—z1 z—z
Dabei gilt:

n—1
P,_1(2) = Z by, - 2"
k=0
mit b,_1 := ¢,.
e Wenn z; = zg eine Nullstelle von P, (2):

0 = Pu(2)=Pn-1(20) (20— 20) + 7
=r = 0

Bemerkung;:

e Der Divisionsrest r ist der Funktionswert P, z; an der Stelle z1:
P.(z1)=(21—21)  Poo1(z1) + 7= Py(z1) =7
Fundamentalsatz der Algebra:

Sei P, (z) Polynom n-ten Grades iiber C.

1. P,(z) = 0 hat genau n Losungen z1,...,2, € C, falls diese entsprechend

ihrer Vielfachheit aufgezéahlt werden.

2. P,(z) zerfillt in ein Produkt aus Linearfaktoren
P.z)=an - (z—21) (2 — zny)N

mit N <nund 328, o; = n.

Wiederholung:

e Nach 1.5: 22 4+ pz + ¢ = 0 hat die Lésungen

p, [P "
21/2:—§i Z—Q‘e

. 2 2
wobei r = [B- —q[, ¢ = Arg(% —q).

SIS

e Falls p,qg e R:
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1. Fﬁr%—qzo:
2

p p
= —— :l: _— =
Z1/2 B 4 q
2. Fiir % —q<0:
P P’
=g Eu -ty
e Wenn P(z) reelles Polynom und zy ¢ R Nullstelle von P(z), dann auch zg
Nullstelle.
zg = a+1-08 Zo=a—1-0
(z—2) - (z—%) = 22—(20+%)2+2 %
N—— N——
P q
p = 20 g=a’+p
e

Jede echte komplexe Nullstelle fithrt auf einen Faktor z? + pz + ¢ mit
2
P- — q < 0 (irreduzibler Faktor)

Folgerung 1:

Ein reelles Polynom P(z) = Y}'_,ck - 2¥ mit ¢ € R n-ten Grades (¢, # 0)
zerfillt in ein Produkt aus Polynomen 1. Grades (Linearfaktoren) und Polyno-
men 2. Grades (irreduzible Faktoren):

l m
Pz = e [1G -2 [1 +p 2 +a0)
j=1 k=1

mit [ + 2m = n und

2
A%:::gf'_Qk<:0

Folgerung 2:
Ein reelles Polynom ungeraden Grades besitzt eine reelle Nullstelle.

Beweis:

l+2m=n = 2k-1 (ke Nk >m,k,m >0)
=1 = 2-(k—m)—1

Satz 4:

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber R, f : V' — V ein Endomor-
phismus. Dann gilt:

1. f besitzt einen Eigenwert, falls n ungerade ist.

2. f besitzt hochstens n Eigenwerte
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3. Falls V ein endlichdimensionaler Vektorraum {iber C ist, dann besitzt f

genau n Eigenwerte.

Definitionen:

1.

Eigenwert A; von A habe die algebraische Vielfachheit «;, wenn \; eine
a;-fache Nullstelle von y 4(A) = 0 ist.

. Es heifle v; = dim U; die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes \;

von A, wobei U; den Eigenraum von \; bezeichnet.

Satz 5:

Fiir jeden Eigenwert \; von A gilt:

1<y <oy

Beweis:

o U{veV;f(v)= A v} #{0}, k(v) =z € Losungsraum des homogenen

linearen Gleichungssystems (A — A E) -z = 0. Also
~vi =dimU; =n — Rang(A— )\, - E) > 1

<n

U; hat Basis aus Fundamentalldsungen vy, ..., v,, mit 5 = s(vi).

Die Vektoren vy, ..., v,, konnen zu einer Basis des gesamten Vektorraums
V mit dim V' = n ergénzt werden. Dann ist

f('Uk;):)\i"U]g (kzlaa’yz)
Also hat Abbildungsmatrix A von f die Gestalt

Ai 0
B
4= 1 i
0 D
mit beliebigen Teilmatrizen B und D.
xa = det(A—X-E)
Ai — A 0
B
~ o Xi— A
0 D
= (A=A 'ta}Z
P,

A; hat die algebraische Vielfachheit o; = =, falls P,_,,(X\;) # 0. Da
P,_,,(Ai) = 0 nicht ausgeschlossen werden kann: v; < a;.
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6.3 Diagonalisierbarkeit

Nach Satz 5.1: f diagonalisierbar < f hat Basis aus Eigenvektoren.
Satz 1: (Diagonalisierbarkeitskriterium)

Ein Endomorphismus f ist diagonalisierbar <
1. xy zerfdllt iiber K vollsténdig in Linearfaktoren.

2. Fiir jeden Eigenwert A; von f ist die algebraische und die geometrische
Vielfachheit gleich.

Beweis:
1. ,=¢

e Es sei f diagonalisierbar, dann hat f eine Diagonalmatrix als Abbil-
dungsmatrix. Es ist
A-ep = apk-ex

fiir natiirliche Basisvektoren e, (k=1,...,n).
Diese sind n Eigenvektoren zu den n Eigenwerten agr - nicht not-
wendig paarweise verschieden. 1, ..., 3, seien paarweise verschieden,
wobei 8; in A d; mal auftrete.

B 0 ... 0

0 . 0 .

A= 0 B
: . 0
0 ... 0 B

mit 21:1 dj =n.

xa = det(A—X\-E)
= [Ie-v o

Produkt aus Linearfaktoren (vollstindig) mit o; = d;. Es gehoren
a; Eigenvektoren zum Eigenwert zum Eigenwert §; fiir j =1,...,7.

dim Uj = Oéj = "}/j
2. &

e Es gelte (1) mit o; = v; = d;. Zu jedem Eigenwert 5; gehoren d;
linear unabhéngige Eigenvektoren, weil d; = dim U; vorausgesetzt

war. Da
T r
E Oéj =N = E dj
j=1 j=1

folgt mit Lemma 2d (5.1), dass es n linear unabhéngige Eigenvektoren
gibt, die dort eine Basis bilden. Nach Satz 1 (5.1): f diagonalisierbar.
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Bemerkung;:

o x; zerfillt {iber K in Linearfaktoren ist analog (11) definiert. Dort gilt
K =C.

e Algebra: Wenn K algebraisch abgeschlossen ist, dann zerfallt jedes Poly-
nom iiber K. C ist algebraisch abgeschlossen, R nicht.

Uberpriifung der Diagonalisierbarkeit

Endomorphismus f : V' — V hat bzgl. einer beliebigen Basis eine Abbildungs-
matrix A.

1. x4 = det(A — X\ - E) berechnen.

2. x4 moglichst in Linearfaktoren zerlegen, d.h. alle Nullstellen (Eigenwerte)
von x4 ermitteln.

3. Eigenriume zu den Eigenwerten bestimmen (homogene lineare Gleichungs-
systeme losen, Dimension der Losungsmannigfaltigkeiten bestimmen) Dann
Satz 1 anwenden.

Beispiel:
1. Es sei
0o 2 -1 —-A 2 -1
A=(2 -1 1 |=2A-X-E=|2 -1-2AX 1
2 -1 3 2 -1 3—A

(a) 1. Schritt:

xa = det(A—X-E)
= A 4202440 -8

(b) 2. Schritt:
Scharfes Hingucken: A\; = 2 ist Nullstelle. Polynomdivision:

xa = (A-2)-Q()
A=2)- (=N +4)=-A=22-(\+2)
Aq ist 2fache Nullstelle, Ay = —2 einfache Nullstelle (o; = 2, a9 = 1).

(¢) 3.Schritt:
Eigenraum zu \;:

(A=2E)-z = 0
-2 2 1
2 -3 1)z =0
2 —-11

Da (2,—-3,—1)T und (1,1,1)7 linear unabhingig sind, also Rang (A—
2F) = 2, folgt:
dimU; =3—-2=1%#a,

Damit A nicht diagonalisierbar.
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2. Essei f:R3 = R?: 2+ f(x) mit

—T2 —+ xs 0 —]. ]. T
fl@)=1|-3z1 —2z0+3z3 | = -3 -2 3] |x
—2x1 — 222 + 323 -2 -2 3 T3
—_—
BAB

pAp ist Darstellungsmatrix von f bzgl. Basis B = {e1, ea, e3}.

(a) 1. Schritt:

| 1
xXa = det(A—X-E)=|-3 —2-X 3
—2 -2 3-2)

= XN+ 4a-1

(b) 2. Schritt:
Offensichtlich: A\; =1 ist Nullstelle von x4 = 0. Polynomdivision:

(XX HA-1):(A=1) = =N4+1=(1-X)- -1+
=xa = —(A=1)%-(1+X)
A1 = 1 ist also zweifache Nullstelle, Ao = —1 einfache Nullstelle

(041 = 2,0[2 = 1).

(c) 3. Schritt:
Eigenraum zu Ap:

(A-E)-z = 0

-1 -1 1
-3 -3 3]z = 0
-2 -2 2

Offensichtlich: Rang(A-E)=1. Damit:
dimlU; =3-1=2=a

Zwei Losungen konnen abgelesen werden:

b = by =1[1

—_ o

by und by bilden Basis von Uj.

Eigenraum zu A:

(A+E)-z = 0
1 -1 1
-3 -1 3]z = 0
-2 -2 4
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ablesbare Losung:

bs =

N W

Da 1.Zeile + 2.Zeile = 3.Zeile ist Rang(A+E)=2, also dimUs =1 =
ag. Also f diagonalisierbar mit Basis B’ = {b1, ba, b3} aus Eigenvek-
toren.

Nach Satz 1, 6.1:

M 000 1 0 O
B’AB' = 0 )\1 O = 0 1 0
0 0 X 0 0 -1

Es gilt: B Ap = St g A+ S.
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Anwendungen von Matrizen,
Determinanten, Eigenwerten

7.1 Orthogonalprojektion
e Sei U ein Untervektorraum des R™ mit Skalarprodukt < .,. >. Die Abbil-
dung w: R" - U,z — 2’ mit
VyeU:<x—a',y>=0
heifit Orthogonalprojektion von R™ auf U.
e Bemerkungen:

— x — 7’ ist orthogonal zu beliebigem y € U.
— w ist linear.

— Veranschaulichung im R3:

Lemma 1:

Sei w : R™ — U eine Orthogonalprojektion und {uy,...,u,;} eine Basis von U
mit m < n. Dann:

wr)=2' e<r—2u>=0 (i=1,...,m)
Beweis:
1. =~
e Es sei w(z) = 2/, dann gilt:
<zx-—12',y>=0

fiir alle y € U, also auch fiir Basisvektoren.

2. &
e Es gilt:
<z-—zu;> = 0 (i=1,...,m)

:><x—x’,>\i-ui> = 0

m
é<l’*$’,2)\i'ui> = 0

j=1
<z—-2,y> = 0
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fiir alle y € U.

Berechnung des Bildes x’ von x:
Ansatz:

m
! __ . .
x—g Qj - Uj
Jj=1

nach Darstellungssatz. Also:

m
<x—Zaj-uj,ui> = 0 (i=1,...,m)

j=1

m
<Zaj~uj,ui> = <xu >

=1

m

Z%’<Uj,ui> = <zu; >

j=1

Lineares inhomogenes Gleichungssystem mit m Gleichungen und m Unbekann-
ten ;.

<Up,ur > ... < Up, Uy > (e %1 <xT,u; >
< U, U1 > e < Uy, Uy > (07 < T, Um >
G = (< u;,u; >) heifit Gramersche Matrix fiir beliebige Vektoren ui, ..., Um,.

G ist symmetrisch.

Lemma 2:

Vektoren uq, ..., uy, sind linear unabhiingig < Rang(G(u1,...,umn)) =m
Beweis: Ubung

Damit folgt fiir Orthogonalprojektion: G hat vollen Rang, also gibt es genau
eine Losung des Gleichungssystems

(e %1 < z,u; >
— : .Gt

(a77% < X, Uy, >

Satz 1:

w:R™ = U,z — w(x) = 2’ sei Orthogonalprojektion.

1. Bzgl. einer Basis uq, ..., uy, von U gilt:

m
r = Z aj - u;
j=1
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten «; € R.
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2. Fiir alle y € U gilt:
o — 2|l < [lz =yl

dh. o — /| = min(l|z — yl.,y € U).
Beweis:

1. Siehe oben.

2. Es gilt:
lz —yll* = Jlz—a'+2" —y|?
— <)@ ) @)+ (@ —y) >
= flz—a'|+2- <z -2’2’ —y >+’ —y|?
0
=z —2'1* = Jo—yl® =o' —y?

>0

lo =2l < llz—yl?
(,=fir 2’ = y)
Beispiele:
1. Orthogonalprojektion des R? auf eine Ebene U
U=R-u; +R-uy = Lin(u,us)
mit u,us € R linear unabhéngig. Dann gilt:

2 = aq-u; +a-us

o . G_l . <z,u; >
Qa9 < x,us >
<ui,ur > <ui,us >
< Ug,u1 > < uUg,Uuz >

Es sei
1 0 Tl
up =10 uo=\(1| z=1 2o
0 0 T3
Dann:
_ (1 0 a1
G (O 1) =G=G " =F
<O¢1> - E. (< T, ul >) o <$1)
< X,uy > )
w:R3 - R? (
(Grundrissabbildung)

Bemerkung: G wird eine Diagonalmatrix, falls u; paarweise senkrecht zu-
einander gewahlt werden. Dann G~! einfach zu berechnen.
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2. Ausgleichsgerade: Messungen bei einem physikalischen Versuch ergeben
Messwerte x; zum Zeitpunkt ¢;

t]0 1 2 3
0 1 1 4

Nach theoretischen Modellansatz soll f(¢t) = m -t + n (affin-lineare Funk-
tion) gelten. Bestmogliche Koeffizienten m,n gesucht.

Losung;:
0 0 1
_ 1 . 1 + 1
r = 1 r = 9 (65) 1
4 3 1
U = Lin(ui,uz)
Es gilt:
<up,up > = 14 <up,ug >=6 <ug,uy >=4
<z,up > = 15 <z,us >=6
14 6
=G = (6 4> det G = 20
Es ist das lineare Gleichungssystem
ar)  (<z,up >
G (ag) o << T, U >>
zu 16sen, z.B. mit Cramerscher Regel.
15 6
ar\ _ 1 |6 4| _ (¢
(&%) det G 14 15 —1%
6 6
6 3
= f(t) = —-t——
Bemerkung:
1112 . 2 .
_ = — = < -, — >
[l — || min [l —y||” = min <z —y,z —y
4
— ; L0 \2
= min i:1(ail Yi)
4
= i A2
wobei
0 1 Y1
_ 1 1 _ Y2
y=m 9 +n 1] = | v
3 1 Ya
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und A; = z; — ;.

Methode der Orthogonalprojektion liefert eine Ausgleichsgerade f(t) = m-
t+mn, die die Summe der Koordinatendifferenz-Quadrate A? zwischen den
Messwerten und der Ausgleichsgeraden minimiert. (Gaufische Methode der
kleinsten Fehlerquadratsumme)

7.2 Orthogonalitit

Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt < .,. >
1. z,y € V heiflen orthogonal (zly) &< z,y >=0
2. U, W seien Untervektorrdume von V, U heifit orthogonal zu W (U_LW)

S VuelUVweW : <u,w>=0

3. W sei Untervektorraum von V, dann
W= {veVVw e W < v,w >= 0}
orthogonales Komplement .

4. Menge {v1, ...} von Vektoren heiit orthogonal, falls < v;,v; >= 0 fiir alle
i,j mit ¢ # j.

5. Menge {v1,...} von Vektoren heiflen orthonormal , falls sie orthogonal
sind und Vi :< v;,v; >=1

6. Menge {v1,...} von Vektoren heifit eine Orthonormalbasis, wenn sie or-
thonormal und eine Basis von V ist.

Bemerkung;:
{v1,v2, ...} orthonormal < Vi,j :< v;,v; >= 0;;
Beispiele:
1. Es sei W := Linv mit v € R*\{0}. Dann:
Wt ={z eR}Vy € W :< x,y >=0} = Linv"
Das orthogonale Komplement ist die zu W senkrechte Gerade durch 0.
2. Es sei W := Lin(v,w) mit v,w € R? linear unabhingig.

Wt = {zeR3VyeW <z y>=0}
= {zeR¥Vo,BeR <z, a-v+ - -w=0}
= {zeR}Vo,BER - <z,0>+h- < z,w >=0}
= {zeR? <z,0>=0A<2,w>=0}

2 lineare Gleichungen fiir 3 Unbekannte, also eindimensionale Losungs-
mannigfaltigkeit:

r=A-n=Avxw (A eR)
Also: Wt = Lin(v x w). (Normalengerade zu W)
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Lemma 1:

Sei W ein Untervektorraum von V.

1. W+ ist ein Untervektorraum von V.

2. WHnw = {0}

Beweis:
1. Wt #0, da 0 € W+. Abgeschlossenheit bzgl. der Addition:
Ve,ye Wh:VweW:<z,w> = 0A<y,w>=0
><z+y,w> = 0

Abgeschlossenheit bzgl. der Skalarmultiplikation:
Ve,ye Wh:YvweW,ae K <a-z,w> = 0
a <z,w>=0
2. indirekt: Sei z € W+ N W mit z # 0. Dann:
YVyeW <z,y> = 0
<zz> =0
=z = 0

Lemma 2:

{v1,...} C V orthogonal und v; # 0 fiir alle i, dann

1. {A1 - v1,...} orthonormal, wenn \; = ﬁ fiir alle i

2. {v1,...} linear unabhéngig.
Beweis:

1. Es gilt:

0 i#j
AL lloill* = 1i =

<)\i'via>\j‘vj> = )\i')\j<’l)i,’l]j>
0ij

2. Linearkombination des Nullvektors fiir beliebige m € N:

m
E o; -V = 0
i=1

m
<Y aiviv > = <0, >
=1
m
ZO(Z"<’U¢,UJ‘> =0
1=1
aj - < V5,05 > = 0
N—_——
#0
=05 = 0vy

130

“LAAG I/II" von Gert Bar, Technische Universitit Dresden, Wintersemester 2008/09, Sommersemester 2009

Vorlesung:



Lemma 3:

B = {vy,...,v,} Orthonormalbasis von V. Fiir beliebige v € V' gilt:

n
v = E < U,V > v
i=1

Beweis:

e Darstellung eines Vektors bzgl. einer Basis:

n
UZZ&"W
i—1

mit eindeutig bestimmten &; € R. Es gilt:
n
<v,v; > = < Zgz " Vi, Vj >
i=1
n
= Zfz <, V5 >
i=1
n
= D &=
i=1

Bemerkung:
e Bzgl. Orthonormalbasis B ist die Koordinatenvektorabbildung einfach:

<wv,v1 >
kp(v) =z = :

<V, VUp >

Satz 1: (Schmidtsches Orthonormierungsverfahren)

Zu je m < n linear unabhéngigen Vektoren aq,...,a,, eines euklidischen Vek-
torraums V mit n = dim V' gibt es eine orthonormale Menge vy, ..., v, sodass
Lin(vy,...,v) = Lin(ay,...,a) fir k=1,...,m.

Folgerung: Fiir m=n: Jeder endlich-dimensionale Vektorraum besitzt eine Or-
thonormalbasis.

Beweis:

e Beweis durch Konstruktion der orthonormalen Menge {vy,..., v} nach
dem Orthonormierungsverfahren von E. Schmidt

1. Schritt:

1
llaxll

Normieren von a; liefert v = a1 und Lin(v1) = Lin(ay).
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2. Schritt:

Bestimme v} € Lin(vi,az) mit < vy, v5 >= 0. Ansatz:

/
Vy = Qg + Q- V1

mit
0 = <’(11,Ué >=<ag,v1 > tay- < U1,V >
a1 = —<ag,v; >
= vy = as— < ag,v1 > Uy

vy # 0, da Linearkombination aus linear unabhiingigen Vektoren
a1, v1. Normieren von v} liefert:

1

I

v

U2

und Lin(vy,ve) = Lin(ay, az).
3. Schritt:
Bestimme v} € Lin(vi,vs,as) mit < vg,v1 >=0 und < v§,v3 >=0
e Herleitung einer allgemeinen Formel:

— Sei{wy,...,v;} orthonormal (k < m)und Lin(vy,...,vx) = Lin(ay,...,ax).
Bestimme v}, ; mit

k
/
Vg1 = Ak41 + Zai e
i=1
mit
! .
0 = <wvpyq,v5> i=1..k
k
= <ak+1+2ai-vi,vj>
i=1
k
= <ak+1,1}j>+zai'<’0i,’l}j>
i=1

= < ag+1,95 > +a;

=a; = —<Qk+1,V5 >
k
/
= Vpy1 = ak+1—g < Ak41,V5 > V4

i=1

v}y # 0, da nichttriviale Linearkombination aus linear unabhéngi-
gen Vektoren

1 /
Vk+1 = * Vg
oyl
Dann {vy, ..., vgt1} orthonormal und Lin(vy, ..., vk11) = Lin(ay, ..., agt1)-
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Satz 2:

Sei W ein Untervektorraum eines endlich-dimensionalen Vektorraums V. Dann:
LV=W+Wt={veVy=w+w!mitweW,wt Wt}
2. Wiwt
3. dimW 4+ dimW+ = dimV

Bemerkung:

e Nach Lemma 1: W+ Untervektorraum von V. Nach a) ist V die Summe
zweier Untervektorrdaume. Wegen b) heifit die Summe W +W+ orthogonal.

Beweis:
e Es gibt eine Orthogonalbasis {w1,...,w,,} fir W. Basisergéinzungssatz
liefert Basis fiir V {wy,..., Wm, Gm41,.--,an}. Mit Satz 1: Orthonormal-

basis {w1, ..., Wm,...,w,} von V. Fiir beliebige v € V:

UZZfz"wiZ Zfzwz + Z & w;
i=1 i=1

i=m-+1
ELin(wlv“-vwmr):W ELin(w,,Hrl,...,wn):WL

Basistransformation mit Orthonormalbasis:

Nach 4.4: Seien B = {v1,...,v,} und B’ = {v],..., v} } Basen von V. Dann

n
/
vi= sk v
k=1

mit S = (s3;) regiilir (Ubergangsmatrix von B nach B’). Wenn B und B’ Or-
thonormalbasen, dann:

5ij = < ’U;,U; >
n n
= < ZSM 'Uk,ZSlj sU >
k=1 =1
n n
= ZZSM © 815 < Vg, vy >
k=11=1
n n
= ) skicsiyc 0w
k=11=1
Nach 3.2.2:
ST -S = (Sij)T . (SU)
= (o5) - (s55)  oij:=sji

= (pij)
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mit

Damit:

k
=857 = 57!
Mit S = (s1...s,) folgt:
ST.S= (s} s;)=F

K2

d.h. sT - s; = 6;;. Bzgl. des natiirlichen Skalarprodukts im R" sind verschiedene
Spalten von S orthogonal und jede Spalte ist normiert.

Definition:

Matrix S € R™ ™ heifit orthogonal, wenn ST = S~! gilt (auch orthonormal
genannt).

Satz 3:

Wird bzgl. einer Basistransformation eine Orthonormalbasis in eine Orthonor-
malbasis iiberfiihrt, so ist die Ubergangsmatrix orthogonal.

Bemerkung;:
1. Wegen
ST.§=F=5.5"1=5.57
gilt:
sl
S ST —F = . (SlT SnT)

T

= (85)=(s"-5")

Die Zeilen von S sind normiert und paarweise verschiedene Zeilen sind
orthogonal.

2. Die Zeilen (Spalten) einer orthogonalen Matrix S bilden eine Orthonor-
malbasis des R".
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Beispiel:

1. Die Matrix
cosp —singp 0
S=|sinp cose 0
0 0 1

ist orthogonal fiir ¢ € R. Durch
S:RP R s’ =82

ist lineare Abbildung (Drehung um x3-Achse des Koordinatensystems um
Winkel ¢) beschrieben.

Definition:
O(n) = {AeR™"A™!=4T}
SO(n) = {A€O0(n)|detA=1}
Satz 4:

O(n) und SO(n) bilden bzgl. der Matrizenmultiplikation je eine Gruppe - die
orthogonale Gruppe bzw. spezielle orthogonale Gruppe.

Beweis:

e Nach 3.2 Satz 4: Die regulédren Matrizen bilden bzgl. der Matrizenmultipli-
kation eine (nicht-kommutative) Gruppe. O(n) ist Teilmenge der Gruppe
der reguldren Matrizen, SO(n) C O(n).

o Es geniigt zu zeigen, dass O(n) eine Untergruppe der Gruppe der reguléiren
Matrizen ist und SO(n) eine Untergruppe von O(n).

e Untergruppenkriterium fiir U:

l.eeU
2. a,belU=a-belU
3.acU=alecU

e O(n) Untergruppe:

1. E€O(n),denn E-' = E = ET.

2. YA,B € O(n):

(A-B)y'=B"'- A" =B"-AT=(A-B)"
3. Zu zeigen: (A71)71 = (AT fiir alle A € O(n):
A7 = AT
(Afl)T _ (AT)T — A= (Afl)fl

e SO(n) Untergruppe:

1. E€ SO(n),dadet E=1und FE € O(n)
2. YA,B € SO(n): A- B € O(n) nach Teil 1. Auflerdem

det(A-B)=det A-detB=1
3. VA € SO(n): A=! € O(n) nach Teil 1. Und:
det(A™!) = det(AT) =det A =1
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7.3

Orthogonale Endomorphismen

Definition:

Sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt < .,. >, f : V — V
Endomorphismus. f heif3t orthogonal

S VYo,w e V< f(v), flw) >=<v,w >

Lemma 1:

f orthogonal =

1. |lf()|| = |jv]| fir allev € V
2. Wenn X Eigenwert von f, dann |A| = 1.
3. Yo,w eV i<v,w>=0&< f(v), f(w) >=0.
4. f injektiv
5. Ist dim V' < oo, dann ist f ein Automorphismus und f~1! ist orthogonal.
Beweis:
1. Nach Definition:
Yo,we V< f(v), f(w) >=<v,w >
Fiir v=w:
< f(v), f(v) >=<v,0>= [|f()]* = v
2. f(v)=X-vmitv#0,\e€R. Mit 1.:
loll = @I = 1A= ol = [A] - [lo]
Al =1

3. Klar mit Definition.
4. f injektiv < Kern f = {0} nach 4.1 Lemma 2. Angenommen vy,vy €

Kern(f) mit v; # va. Dann:

flo1) = 0= f(v2)
= [[f)ll = 0=[f(v2)ll
= [loafl = 0= vzl
v = wvy=0

Widerspruch zur Annahme vy # v

5. Wenn dim V' < oo, dann existiert Orthonormalbasis {v1,...,v,} von V

mit n := dim V. Definition:

< f(vi), f(vj) >=< vi,v; >= di;
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Also {f(v1),..., f(vn)} Orthonormalbasis von V, damit f surjektiv. f nach
d) injektiv, also bijektiv. Es existiert f=% mit f~!(w;) = vy mit f(v;) =
wi. Es gilt:

< fHwn), fHwe) > = <wive >=< f(v1), f(v2) >
< wip,wg >

Bemerkung: Lemma 1la) kann auch umgekehrt werden.
Satz 1:

Ist f ein Endomorphismus eines euklidischen Vektorraumes mit der Eigenschaft
VeV lf(v)ll = v

(dann heifit f isometrisch ), dann ist f orthogonal.
Beweis: Ubung
Lemma 2:

Sei V ein euklidischer Vektorraum mit < .,. > und Orthonormalbasis B =
{v1,...,0,} mit n:= dim V. Dann gilt:

<v,w >= a7 Yy
wobel x = kp(v) und y = kp(w) die Koordinatenvektoren v und w bzgl. B.

Beweis:

e Es gilt:
n n
<v,w >=< ZZL’Z "Ui,zyj SV >
i=1 J=1

mit x; =< v,v; > und y; =< w, v; >. Damit:

n o n
<v,w> = szi'yj<vi7vj>

i=1 j=1

= szi.yj.gij

i=1 j=1
n
T
= E Ti Y =T Y
=1

Satz 2:
Sei V ein euklidischer Vektorraum mit Orthonormalbasis B = {v1,...,v,}, f
Endomorphismus auf V, dann gilt: f orthogonal < Darstellungsmatrix A von f

bzgl. B orthogonal

Beweis:
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o f:V = Vv f(v) = r hat bzgl. B die Darstellungsmatrix A mit
kp(r) = A-x mit kp(v) = z. Sei f(w) =: s und damit kp(s) = A - y mit
y = kp(w).

forthogonal < < f(v), f(w) >=<v,w >

(kp(r)" - kp(s) =2 -y

(Ax)T - Ay =27 -y

2l AT A.y=2T .y

AT A=FE

to e

7.4 Drehungen und Spiegelungen im R?

e Definition:

S & Cos &

S(a) = <09sa Sina)

D(a) = <Cf)soz —Sina>

mit
D(a)-D(B) = Dla+B)
D(a)-5(8) = Sa+p)
S(a)-5(B) = Dla-p)
S(B)-D(a) = S(B-a)
Weiter gilt fiir alle a € R:
det D(a) = 1 det S(a) = —1
(D(@)™! = D(-a) = (D(a))”

a))” =
(S(@)™" = S(a)=(S(a)”

Also D(a) und S(«) € O(2), d.h. das sind Darstellungsmatrizen von ortho-
gonalen Endomorphismen Endomorphismen bzgl. einer Orthonormalbasis
B des R% Es sei B = {(0,1),(1,0)}.

e Jeder Einheitsvektor ldsst sich schreiben als

o= (25)

mit ¢ € R. Fiir alle z € R%:

z = ||z| - e(p)
Dann ist
. _ CcoS @ - COS — sina - sin
D(a)-e(p) = (sina - €os  + cos a - sin 90)
B cos(a+ )\
B <sin(a + <P)) =elate)
=2 =D(a)-z = |z]-ela+p)
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Satz 1:

1. Die Abbildung
§:R* - R* z+ 2’ =D(a) -z

beschreibt eine Drehung um O durch den Winkel a.

2. Die Abbildung
0:R? = R% x s o(x) = S(a) -

beschreibt eine Spiegelung an der Geraden durch O mit dem Neigungs-
winkel 5.

3. Sowohl ¢ als auch ¢ sind isometrische Automorphismen auf R2.

Beweis:
1. Siehe oben.
2.
St@)-a = S()-lal-e(s)
= Jal D) (5 ) el
= ol D) (%57)
= lel- D) (G =5)
~ el D) - e(~)
ol - e(a - )
e Fir o = 2

(% (0%

S(a) -z = S(a) - |lzfle(35) = 2]l - e(3)

Jeder Punkt [|z[ - e(§) wird auf sich selbst abgebildet.
o Fiir p = 5 + .

S(a)- llo] - e(5 +m)

|
G
=

|

I
2

—cos & —cos &
is(a)ﬁc.(—sing) = I+ <—sin3>
2 2

= =S(a) - [l2] - e(5)

Fir v := £[jz[ - e(§) gilt S(a) - v = v. Damit: Alle Punkte der
Geraden g : x = A-v (A € R) werden auf sich selbst abgebildet. g ist
eine Fixpunktgerade (Spiegelungsgerade).

Il
1
Bl

o)
—
2

o Fiir p = 5 + 7 gilt:
+3)=w

=w

Jeder Punkt p-w wird auf —y - w abgebildet (1 € R), d.h die Gerade
u - w wird auf sich selbst abgebildet (Fixgerade), wobei w_Lv.
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e Sei x = A- v+ p-w ein beliebiger Punkt.
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Komplexe und unitare Vektorraume

8.1 Reelle Einschrinkung und komplexe Erweiterung

einleitende Bemerkung:

e Einfiihrung von C iiber Zahlenpaare: C ist ein Kérper mit R? = R x R als
Trigermenge und Addition

(a1,b1) + (az,b2) = (a1 + ag, by + by)
und Multiplikation

(a1,b1) - (a2,b2) = (a1 - az — by - ba, a1 - by +az - by)

o Wiederfinden des Ausgangskorpers R durch Einbetten mittels injektiver
linearen Abbildung

t:R—C=R?*aw tla)=(a,0)

Addition und Skalarmultiplikation in R gehen in vertréglicher Weise in
Addition und Multiplikation in C iiber:

ta; +az) = (a1 +az,0) = (a1,0)+ (az,0) = t(ar) + t(az)
var-az) = (a1-az,0) = (a1,0)- (a2,0) = v(a1) - (az)

Insbesondere findet man Null und Eins von C:
1(0) = (0,0) t(1) =(-1,0)

Bekannte Schreibweise erhélt man durch ¢ := (0, 1),
2 =(0,1)-(0,1) = (-1,0)

Damit a; +¢- by = (a1,b1)

e Bemerkungen:
1. R? ist ein Korper, der zu dem Korper
C={a+1-bla,b € R,2? = -1}
isomorph - zwei verschiedene Ausfithrungen desselben Korpers (glei-

che Struktur)
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2. Alle n-dimensionalen Vektorrdume iiber demselben Koérper sind iso-

morph (— 4.1)

e Ein Vektorraum heifit komplex, falls K = C.

e Beispiele:

Lemma 1:

1. Es sei

C'={z=(z1,...,2n)z: €Cyi=1,...,n}

mit Addition
242 =(z14+21,.. 20+ 2)

und Skalarmultiplikation
c-z=(c21,...,C" 2p)

mit ¢ € C. Es gilt: dim C" = n.

. Es sei

R?*" = {(ay,...,an,b1,...,by)|as,b; ERi=1,...,n}
mit komponenterweiser Addition und Skalarmultiplikation
cx=(cr-a1—co-ba,...,c1-an—Co-by,c1-b1+co-aq,...,c1-by+co-ay)

mit ¢ =¢; +1- ¢y € C. Es gilt: dim R?™ = 2n.

Ist V ein Vektorraum iiber C, so ist V auch ein Vektorraum iiber R.

Beweis:

e Menge der Vektoren unveréndert, Wechsel zu einem Unterkorper.

Definition:

Ist V ein komplexer Vektorraum, so heifit V iiber R seine reelle Einschrénkung,
Bezeichnung: rV. (auch: Reellifizierung von V)

Satz 1:

Sei V ein komplexer Vektorraum.

1.

Vektoren, die in V linear unabhéngig sind, sind auch in rV linear un-
abhéngig.

. Vektoren, die in V linear abhéngig sind, sind in rV nicht notwendig linear
abhéngig.

. Vektoren, die in rV linear unabhéngig sind, sind in rV nicht notwendig
linear unabhéngig.

.dimV =n = dimrV =2n
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Beweis:

e 1.-3.: Ubung
e 4.: B={vy,...,v,} sei Basis von V.
kp:V—=>Co—kp(v) = (141 91, ., Tn+1-Yn)
n
=v = Z(xk+z-yk)~vk
k=1
n n
= Zﬂ%'vk-f—zyk'l'vk
k=1 k=1
Damit Bx = {v1,...,0p,2 v1,...,2 U, } Erzeugendensystem von rV und

linear unabhéngig {iber R, also Basis von rV.

Lemma 2:

Sei V ein komplexer Vektorraum mit Basis B = {vy,...,v,}. Dann ist

Vg ;:{U:Z)\k.vkp\ieR,i:l,...,n}
k=1

wobei Vv, w € Vg und VA € R:

vH+w = Z)\k~vk+2uk~vk:Z(AkJr,uk)'vkGVB
k=1 k=1 k=1

Av = Z)\')\k-vkEVB
k=1

Dann ist Vg ein reeller Vektorraum der Dimension n, der ein reeller Ausschnitt
von V bzgl. B heifit.

Satz 2:

Sind B und B’ zwei Basen eines komplexen Vektorraumes V, so stimmen die
reellen Ausschnitte Vg und Vp/ genau dann iiberein, falls es eine reelle Uber-
gangsmatrix S fiir eine Basistransformation von B nach B’ existiert.

Komplexe Erweiterung: Auf welche natiirliche Weise kann V {iber R zu einem
Vektorraum iiber C erweitert werden? L.A. ist fiir v € V:2-v ¢ V. Also muss
Menge der Vektoren vergréflert werden.

Lemma 3:

Die aus V iiber R definierte Menge

V=V xV={vw)v,weV}
ist mit Addition

(v,w) + (v, w') = (v+ v, w+w')
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und Skalarmultiplikation
¢ (v,w):=(c1-v—co-w,c1 W+ cg-v)

mit ¢ = ¢; +12-cy € C ein Vektorraum iiber C, die komplexe Erweiterung
(Komplexifizierung) von V.

Bemerkungen:
1. Vorbild: C
2. (0,0) ist Nullvektor mit 0 € V'
3. Es gilt:
v (v,w) = (—w,v) - (0,w) =(—w,0) 2-(v,0)=(0,v)

4. V iiber R kann mittels ¢ : V' — C,v — +(v) = (v,0) (injektiv und linear)
in cV eingebettet werden.

Satz 3:

Ist V ein reeller Vektorraum mit Basis B = {vy,...,v,} und ¢V die Komplexi-
fizierung von V, so ist

1. ¢B = {(v1,0),...,(vn,0)} eine Basis von ¢V
2. der reelle Aussschnitt (¢V).p gleich (V) =V x {0}, also isomorph zu V.
Beweis:

1. ¢B ist ein Erzeugendensystem von ¢V, denn V(v, w) € ¢V:

n n
o) = (zxk zy>
k=1 r=1

n

(xk 4+ yk) - (vi,0)
k=1

cB ist linear unabhéngig:
0.0 = (z oS )
k=1 r=1
=T = yk:O (k;:l,,n)
Satz 4:

¢V sei Komplexifizierung eines reellen Vekorraumes V. Fiir jeden reellen Aus-
schnitt W := (¢V).p gilt: W 2 V.

Beweis: Ubung
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Naheliegende Schreibweise
(u,v) :=u+1-v i?=-1

und rein formal gleiche Addition und Multiplikation wie bei komplexen Zahlen

&V = VxiV={u+1 vuveV}
(w,0) + (W 0') = (utu) 42 (v+2)
(c1+2-¢2) (w,v) = (c1-u—co-v)+1-(c1-v+ca-u)

Definition:

u — 1 - v heift der konjugiert komplexe Vektor von z = u+1-v € ¢V. Wenn

z
Z = z, dann heift z reell. Es gilt: z = 2.

Satz 5: (Fortsetzung einer linearen Abbildung)

Seien V,W reelle Vektorrdume und cV, ¢W ihre Komplexifizierungen. Sei f :
V — W eine lineare Abbildung. Es gibt genau eine lineare Abbildung cf :
¢V — ¢W fiir deren Einschrankung V x {0}:

Cf'VX{O} =tof (13)
Beweis:

e Esgilt: fla-v+a' -v)=a- f(v)+a - f(v') fiir alle v,v' € V,a,a/ € R.
Seicf:cV = cWmitcV=VxVund W =WxW, z=(v,w) — cf(z)
linear, d.h.

cf(z+72) = cf(z) +cf(Z) =cf((v,w)) +cf((v',0))
cf(s-z) = s-c(f)=s-cf((v,w))
Bei Einschrinkung auf s € R und z, 2’ € V' x {0} gelte (13), also:

cf(z) = cf((v,0)) = «(f(v)) = (to f)(v)
Dann ist
veef(z) = vcf((v,0)) =2 (f(v),0) = (0, f(v))
=cf(v,w) = ¢f((v,0) +cf((0,w)) = cf((v,0)) +2-cf((w,0))

= (f(©),0) + (0, f(w))
= (f(v), f(w))

Falls also eine lineare Abbildung cf mit Eigenschaft (13) existiert, so gilt
cf (v,w)) = (f(v), f(w)) und die Darstellung ist eindeutig.

e Umgekehrt: Verwendet man cf((v,w)) = (f(v), f(w)) als Definition von
cf, so rechnet man die Linearitidt nach.
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8.2 Unitadre Vektorradume

8.2.1 Semibilinearformen

e Ks

Korper mit bijektiver Abbildung K — K : a — a mit a + b = a + b,
-b, a = a fiir alle a,b € K.

Beispiel: C mit Abbildung a +¢-b—a—1-b

e VW seien Vektorrdume iiber K, Abbildung o : V x W — K, (v,w) —

o(v,

w) heifit Semibilinearform, wenn Yv,v" € V,w,w’ € W,a € K: :

!

olv+v,w) =0, w)+o(v,w) (additiv bzgl. 1. Komponente)
o(v,w—+w') =oc(v,w)+olv,w) (additiv bzgl. 2. Komponente)
(

a-v w) =a-o(v,w) (homogen bzgl. 1. Komponente)

= (
= (
= (
= (

Wenn Va € K : a = a, so heifit o eine Bilinearform.

e Beispiele:

1.SeiV=W=R"K=R,Y:a=a,

n
z,y) :in'yi
i=1

ist eine Bilinearform, bekannt als natiirliches Skalarprodukt.

. Sei V=W =C", K =C, a ist konjugiert komplexe Zahl von a. Mit

z,y) = Zxk Yk
k=1
ist Semibilinearform definiert:
(S1)-S(3): Klar

(S4):

n
o(r,a-y) = ka'a'ykzzxk'&'gk

k=1 k=1
n
= é-ka K =2a-0(x,y)
k=1

Sei V=W =R2%K=R,a=a.

ozy)=a"-A-y

mit A = AT # 0 ist Bilinearform. Die Menge aller Punkte x € R?
mit o(z,x) = 1 ist eine Quadrik (Kegelschnitt) des R2.

146

“LAAG I/II" von Gert Bar, Technische Universitit Dresden, Wintersemester 2008/09, Sommersemester 2009

Vorlesung:



Beispiel:

1 0
o(z,z)=1= (21 )" (0 2) . (i;) =22 4 222

(Ellipse)

4. Sei V.= W = Cla,b]: Menge der stetigen Funktionen iiber dem
Intervall [a,b], K = R,a = a. Fiir f,g € Cla,b]:

b
o(f.9) = / (f - 9)(x) da

ist Bilinearform.

e Endlich dimensionale Vektorrdume V,W iiber K. V habe Basis B = {vy,...,un},
W habe Basis C' = {wy,...,wp}. 0 : V x W — K sei Semibilinearform.
Dann:

mi; = o(v;, w;) i=1,....m;j5=1,...,n

mit gM¢c = (m;;) € K™*": Darstellungsmatrix von o bzgl. der Basen B

und C von V,W.
m T1
YweV:v = chl’ui r=| ! | =rp(v)
i=1 T
n n
YweW :w = Zyj-wj y=| 1 | =krc(w)
=t Yn

Mit (S1)-(S4) folgt:

m n
o(v,w) = J(in . vi7Zyj wj)
i=1 j=1

= Zszy’j -0 (v, wy)

i=1 j=1
= T 5 Moy

Satz 1:

Eine Semibilinearform o : V x W — K mit der Darstellungsmatrix gM¢c be-

rechnet sich geméfl
o(v,w)=2" g Mo -y

mit z = kp(v) und y = ke (w).
8.2.2 Symmetrische, hermitesche Formen und Skalarprodukt
Definition:

e Semibilinearform o : V x W — K heif3t
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— ... symmetrisch :< V =W und o(v,w) = o(w,v)
— ... hermitesch :< V = W und o (v, w) = o(w, v)

e Beispiele:

1. Die Bilinearformen aus Beispiel 1,3,4 (— 8.2.1) sind symmetrisch.

2. Die Semibilinearform aus Beispiel 2 (— 8.2.1) ist eine hermitesche
Form.

Lemma 1:

Ist 0: V xV — K eine symmetrische bzw. hermitesche Semibilinearform, dann
gilt:

1. (81) = (S52) und (S3) = (54)
2. o(v,v) =o(v,v) fiir allev € V
3. K = C und a Konjugium von a, dann (v, v) reell.

4. Jede Darstellungsmatrix M von o ist symmetrisch (M = M™) bzw. her-
mitesch (M = MT)

Beweis:
e Hermitesch:

1. Es gilt:

oclv,w+w) = olw+w,v)=ocv,w)+olw

Und:

o(v,a-w) = ola-w,v)=a-o(w,v)

2. Klar nach Definition.
3. Klar.
4. V=W habe Basis B = {v1,...,v,}, dann:

mij = o(vi,v;) = o (v, v;) =My;
Damit:
M = (my) = M" = (my) = MT = (m5) = (my;) = M
e Symmetrisch: Klar.
Definition:

1. Semibilinearform ¢ : V x V — K mit K = R oder K = C heifit positiv
definit, wenn Vv € V\{0}

o(v,v) € R o(v,v) >0
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2. Eine positiv definite symmetrische bzw. hermitesche Semibilinearform von

V heifit ein Skalarprodukt (inneres Produkt).
Beispiele: (aus 8.2.1)
. V=W=R", K =Ra=a, Vo,y € R":

n n
o(z,y) = Zmi'yizzyi'xi =o(y, )
i=1 i=1

o(z,z) = fo > Oftirz £ 0

i=1
Also o Skalarprodukt.
2. V=W=C" K =C, a Konjugium von a

n n

U(l‘,y) = Z%E:Zyzxﬁza(%@
i=1 i=1
n

o(z,x) = sz T = Z(mfl +a%) > Ofiire # 0
i=1

i=1
Also o Skalarprodukt.
3. V=W=R:, K=R,a=a

o(z,y) = 2" Ay
oy,x) = y - Aaz=@u" - Ax)"
— xT.AT.y:xT.A.y:g(y’x)

o ist nicht positiv definit:
4= (30)
= o(@z) = (&1 x2)- <_01 8) : @;) __— Y
4. V=W=Cla,b, K=R,a=a
o(f.g) = Lﬂw»awﬁzlﬁwwﬂwwzdmﬂ

b
o(f. f) =./f%ﬂﬁ>0 (f #0)

Also o Skalarprodukt.

Lemma 2:

o sei positiv definite Semibilinearform mit K = R oder K = C, dann gilt:

olv,v) =0 0v=0

Beweis:
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1. ,=“

anderenfalls Widerspruch zur Definition

2. ,&=“

Sei v = 0. Dann v = 0 - w mit w # 0. Also:
o(w,) =00 -w,0-w)=0-0(w,0-w)=0
Lemma 3:

Sei (V, o) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum mit Orthonormalbasis B =
{v1,...,v,}. Die Darstellungsmatrix von o bzgl. B ist die n x n-Einheitsmatrix
und damit o(z,y) = 27 -y mit 2 = kp(v) und y = kp(w) fiir v,w € V.

Beweis:
e Esgilt: o(z,y) =27 - M - mit M = (m;;),
mi; = O'(’Ui,l}j) = 6ij == M=F
8.2.3 Normierte, euklidische und unitire Vektorraume

e Sei V ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung |.|| : V — K, v — |]v]|
heifit Norm auf V, wenn

= (N1) [|A- ol = [A] - [lv]
= (N2) flu+ ol < Jlull + (v
~ (N3) || =0 v=0

e Ein Vektorraum, auf dem eine Norm erklért ist, heifit ein normierter Vek-
torraum (V, ||.|]).

e Wenn o ein Skalarprodukt auf V und K = R bzw. K = C, dann heifit
(V,0) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum.

e In jedem euklidischen bzw. unitiren Vektorraum (Vo) kann durch
[oll = Vo(v,v)

eine Norm definiert werden. Um (N1)-(N3) nachzuweisen, brauchen wir
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Satz 2: (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

In jedem euklidischen bzw. unitédren Vektorraum (V, o) gilt:

U(ua U) ' U(u7 U) < 0'(’(1,, U) ! O’(U, U)
d.h. mit Norm geschrieben:
o (u, v)| < lul - [[]|

wobei ,,=“ < u,v linear abhéngig.
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Beweis:

e Sei v # 0, anderenfalls Behauptung trivial. Dann VA € K:

0 < olu—A-v,u—A-v)
= o(u,u)+o(u,—A-v)+o(=A-v,u)+o(=A-v,=\-v)
= o(u,u) —A-o(u,v) = X-a(v,u) + X X-o(v,v)

o(uw).
o(v,w)°

Speziell fir A =

~o(u,v) ol o) — o(u,v) ”
O el oy ) Gy )
+:((Z’UU))2 -o(u,v) - o(v,v)
o elwy) ——
- ( ’ ) 0'(’1},’1}) ( ’ )

J(u7 ’U) : U(U, U) < U(Ua u) : O'(U, U)
Fiir ¢ € C gilt: ¢+ ¢ = |¢|>. Damit:
o, 0)[ < [l - o]

,=“< u—A-v=0< u,v linear abhingig.

Beispiele:
1. R™:
n n n
dowy | <\ )| 2y
Jj=1 Jj=1 j=1
2. C™
sz v | < Z|Ij|2 Z‘yj|2
Jj=1 j=1 j=1
3. Cla,b]
b b b
ft)-gt)dt| < fAt)dt | - / g>(t) dt
Satz 3:
Jeder euklidischer bzw. unitérer Vektorraum (V, o) wird durch ||v|| := /o (v, v)

fiir v € V' zu einem normierten Vektorraum, d.h. es gelten (N1)-(N3)
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Beweis:

e Definition sinnvoll, da o(v,v) > 0. (N1):

Voh-v,A-v) =1/A-X-o(v,0)
VIAR - o (v,0) = A - [|o]]

Aol

B
+
=
o
I

olu+v,u+v)=0c(u,u)+o(u,v) +o(v,u) +o(v,v)
——

o(u,v)

= o(u,u) 4+ 2Re(o(u,v)) + o(v,v)

< o(u,u) + 2lo(u,v)| + o(v,v)
= ull® +2lo(u, )| + [lo]?
<l + 2+ Jlull - loll + [vl1* = (full + oll)?

(N3) gilt wegen ||v]| = y/o(v,v) =0 < v =0 (Folgerung 2 in 7.2)

8.3 Orthogonale und unitire Endomorphismen

e Sei (V, o) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum.

e Die Definitionen zur Orthogonalitit von Vektoren, Teilmengen aus Vek-
toren und zur Orthonormalitét von Vektoren wird von euklidischen Vek-
torrdumen auf unitidre Vektorrdume iibertragen, indem das Skalarprodukt
< .,.>1in 7.2 durch o(.,.) ersetzt wird.

e Ein Endomorphismus f auf einem euklidischen bzw. unitdren Vektorraum
(V, o) heifit orthogonal bzw. unitér

e VYo,weVio(f(v), f(w) =0, w)

e Ein Endomorphismus f heifit isometrisch

VeV fv)l = v
Lemma 1:

Endomorphismus f sei orthogonal bzw. unitir. Dann gilt:

1.

- W

[f @) = [lo] fir alle v € V/

Ist A Eigenwert von f, dann |A| = 1.

Yo,w eV :o(v,w) =0< o(f(v), f(w)=0
f ist injektiv.

Wenn dim V' < oo, dann ist f ein Automorphismus und f~! ist orthogonal
bzw. unitéar.
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Beweis: siehe 7.3 fiir ,orthogonal“, analog fiir ,,unitér®
Satz 1:
Ein Endomorphismus f ist isometrisch < f orthogonal bzw. unitar

Beweis:
1. ,«<“: siche Lemma 1,a)
2. ,=“: Es gilt:

lac- v+ B - wlf?

ola-v+f-wa- v+ w)
a-a-ov,v)+a-B-ov,w)+a-p-o(wv)+ 83 o(w,w)
- [ol* + - B-o(v,w) +a--o(w,v)+ 6] |w]?

- f(v) + B f(w)]?

- [ f)? + - B-a(f(v), f(w)) +a-B-o(f(w), f(v))
B f (w)]?

Wegen || f(v)|| = ||v]| fir alle v € V folgt:

a-Bo(fv), f(w)+a-B-o(f(w), f(v)) =B ol,w)+a B o(wv)

Wenn o = =1 gilt:

a(f(v), f(w)) + o (f(w), f(v))
o(f(v), f(w)) +o(f(v), f(w)) = o(v,w)+0o(v,w)
Re(a(f(v), f(w))) = Re(o(v,w))

Wenn a = —1, 8 = folgt:

o(f(v), f(w)) —o(f(w), f(v)) = o(v,w)—=o(w,v)
o(f(v), f(w)) —a(f(v), f(w)) = o(v,w)—o(v,w)
Im(a(f(v), f(w))) = Im(o(v,w))
Also a(f(v), f(w)) = (v, w).

Unitdre Matrizen:

o(v,w) + o(w,v)

f
f

e Mit B = {vy,...,v,} als Orthonormalbasis von (V, o) wollen wir 7.3, Satz
2 auf unitdre Vektorrdume iibertragen: f orthogonal < Darstellungsmatrix
bzgl. B ist orthogonal

e Es sind dquivalent:

1. f unitar

2. o(f(v), f(w)) = o (v, w)
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3. rT s =27 gmitr = kp(f(v)),s = kp(f(w)),r = kp),y = kp(w)
und weiter: r = A -z, s = A -y, wobei A Darstellungsmatrix von f
bzgl. B. Damit gilt:

(A-x)"-(A-g) = 2"y
2T AT Ay = 273
' (AT A-E)-§ = 0
E

4. A71 = AT,
o Matrix A € R™*" bzw. € C"*™ heif}t ...

— orthogonal & A~1 = AT
— unitér < A7 = AT

Satz 2:

(V,o) habe Orthonormalbasis B. Ein Endomorphismus f auf V ist orthogonal
bzw. unitdr < Darstellungsmatrix von f bzgl. B ist orthogonal bzw. unitér.

Bemerkung:
e Bekanntlich

O(n) {Ac RV A = AT}
SO(n) = {A€0(n)|detA=1}

Sei
U(n) :={AecC™"A~! = AT}

die Menge der unitdren Matrizen.

Satz 3:

O(n), SO(n), U(n) sind Gruppen bzgl. der Matrizenmultiplikation - die ortho-
gonale, spezielle orthogonale und unitére Gruppe.

Satz 4:

Wird bei einer Basistransformation in einem euklidischen bzw. unitidren Vek-
torraum eine Orthonormalbasis in eine Orthonormalbasis iiberfiihrt, so ist die
Ubergangsmatrix orthogonal bzw. unitér.

Beweis: Ubung

Folgerung 1:

A € C™*™ unitir < Spaltenvektoren von A sind eine Orthonormalbasis von C™
< Zeilenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis des C™.
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Folgerung 2:

A unitér = |det 4| =1
Beweis: Ubung

Satz 5:

Ist f: V — V ein unitdrer Endomorphismus und dim V' < oo, dann besitzt V
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f.

Beweis:

e vollstdndige Induktion iiber n = dimV > 1
LV.: Satz gelte fiir V mit dimV =n —1

I.B.: Sei dimV = n.

XA)==x(c1 = A) ... (cn— A) ¢ eC
zerfiillt iiber C vollstéindig in Linearfaktoren und Aq, ..., A, sind die Ei-
genwerte von f. Sei v; Eigenwert zu A; mit [jv1]| = 1,
flor) = A-w
W = {weVl]o(w,v)=0}

Es gilt: f(W) C W, denn Yw € W:

o(f(w), A1 -v1) = o(f(w), f(v1))
= o(w,v1)=0

= Ai-o(f(w),v)
Nach Lemma 1b): A Eigenwert von f, dann |[A| = 1. Damit:

o(f(w),v1) =0

Definiere g : f|W — W. g ist unitér und es gilt: dim W = n — 1. Aufgrund
der Induktionsvoraussetzung gibt es eine Orthonormalbasis v, . .., v, von
W bestehend aus Eigenvektoren von g.

Es ist dann {vq,...,v,} eine Orthonormalbasis von V = Linv; & W,
bestehend aus Eigenvektoren von f.

Bemerkung:

e Obiger Satz/Beweis wurde korrigiert, da nur diese Beweisrichtung korrekt
15t.

e Der Satz gilt nur dann fiir orthogonale Endomorphismen, falls deren cha-
rakteristische Polynome vollstéindig in Linearfaktoren zerfallen.
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Satz 6:

1. Jeder unitéire Endomorphismus f eines endlich-dimensionalen Vektorrau-
mes V ist diagonalisierbar und besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigen-
vektoren.

2. Hat f die Darstellungsmatrix A € U(n), dann gibt es S € U(n), sodass
A1
ST.A.S=
An
mit \; € C, |\ =1fiiri=1,...,n.

3. V=Uy&...0U,, wobei A\1,..., )\, die paarweise verschiedenen Ei-
genwerte von f bzw. A bezeichnen und U,, den Eigenraum von ;.

Beweis:

1. Nach 6.1,Satz 1: f diagonalisierbar < 3 Basis aus Eigenvektoren ... und
Satz 5.

2. Nach 4.4,(17)
A=8"1.4.8

wenn A Darstellungsmatrix von f bzgl. B = {v1,...,v,}, A’ Darstellungs-
matrix von f bzgl. B’ und S Ubergangsmatrix von B nach B’. Mit 4.4 (14)

ist dabei
n
[ .
’Uj = E Vg * Skj
k=1

Man wahle eine nach Satz 5 existierende Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren von f, dann ist nach Satz 4 S unitér und f(v}) = A;-vj, A; Eigenwert

von f, \;] =1 firi =1,...,n (Lemma 1b). Die Darstellungsmatrix von f
bzgl. B’ ist
A1 0
A/ = .
0 An

Da S unitéar:

A=8T.4.8

3. V=U\®...0U,, nach 2.3, Satz 2. Seiv € Uy,,w € U,,. Dann:

o(v,w) = o(f(v), f(w))
= o(X-v, A -w)
= XN\ o(v,w)

m

Angenommen o (v, w) # 0. Dann gilt:

/\Z;\] = 1
Ai- A =61
=X = PN =ENA N =N

im Widerspruch zu i # j. Also o(v,w) = 0.
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Riickblick in 7.4
e Sei A€ O(2), dh.

A— < COS (v sina) oder A — (Cosa sin « )

—sina  cos« sina —cosa

o 1.Fall: A € SO(2): Drehung

XA = A2 — 92\ -cosa+1
A2 = cosa+/cos2a—1 € R, falls cos’a—1>0

MpeR & a=k-7w (keZ)

Nur in diesem Fall hat A die Form

10 -1 0
A—(O 1>0derA—(O _1>

e 2. Fall: A € O (2): Spiegelung

Xa=AM—-1=A=1)-(A+1)

Also zwei reelle Eigenwerte (A1 = 1, s = —1) und zwei Eigenvektoren
v1,v2 mit |Jv1]| = |jv2]| =1 und A-v1 =v1, A v3 = —va.
o(vr,v2) = o(A-v1, A vy) = —0(v1,v2)
= U(’Ul,vg) = 0

Es gibt eine Ubergangsmatrix S aus Eigenvektoren vy, v, fiir den Basis-
wechsel {eq,ea} = {v1,v2}, sodass

T (1 0
s ~A-s_(0 _1>

Mit diesen Anregungen behandeln wir jetzt orthogonale Endomorphismen
fve 5 y®)

Satz 7:

Sei f: V(") — V(") ein orthogonaler Endomorphismus, dann gibt es eine Ortho-
normalbasis von V bzgl. der f diese darstellende Matrix besitzt (p, g, m € Np):

1 0

Ay
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mit P € KP*P,Q € K%, A € K?™X2™ wobei

A, = < COS (4 sinai> € 50(2)

—sina; cosq;
mit a € (0,27), 0 # .

Beweis: vollsténdige Induktion iiber n = dim V'
e Induktionsanfang: n=2 (Klar - Drehung/Spiegelung)

e Induktionsschritt: Sei n > 3. Es gibt Untervektorraum W C V mit
dim W € {1,2}, sodass f(W) = W und f ist bijektiv nach Lemma 1. (W
Untervektorraum von V = W ist Untervektorraum von V, W N W+ =
{0}, V.= W WHt). Dann f(W+) = W, f=! orthogonal. Fiir alle
weW,veWt:

= = o(f(v),w) =o(f7(f(v), f(w))
= o(v, [ (w))
Nach Induktionsannahme gilt der Satz fiir dim V' = n—1, d.h. es gibt einen

Endomorphismus g := f|y1 : Wt — W, Die somit in W+ existierende
Orthonormalbasis B” wird zu einer Orthonormalbasis von B ergénzt.

1. Ist dimW =1 und v € W mit ||v|| = 1, so ist B” U {v} =: B. Weil
f(v) = v hat die Darstellungsmatrix die verlangte Gestalt.

2. Ist dimW = 2 und h = flw : W — W, dann existiert Ortho-
normalbasis B von W. Dann sei A =p5 Ap. Wegen dimW = 2 ist
A€ O(2). Wenn A € SO(2), so sei B' = B. Wenn A ¢ SO(2), dann
sei A Spiegelungsmatrix, dann gibt es S € O(2) mit

1 (1 0
S ~A~S_(O 1)

Man bestimmt Orthonormalbasis B” derart, dass S € O(2) die Uber-
gangsmatrix des Basiswechsels B zu B’. Dann:

1 0
B’ AB’ = <0 _1>
Es gibt in jedem Fall eine Orthonormalbasis B’ von W, sodass
+1 0
0 =1

(COS & —Ssin a) ac (07 2’/T)\’/T

sina  cosa

pAp =

Ergénzt man B” durch B’ zu B, so hat (nach eventueller Umnumme-
rierung) die Darstellungsmatrix die verlangte Gestalt.
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8.4 Adjungierte und selbstadjungierte Endomorphismen

e (V,0) sei ein euklidischer bzw. unitéirer Vektorraum.

e Ein Endomorphismus f : V — V heift zu einem Endomorphismus f :
V — V adjungiert, falls Vo, w € V:

a(f(v),w) = o(v, f(w))
Folglich:

o(w, f(v)) = o(f(v),w)

e Auswirkung der Definition auf Darstellungsmatrizen: (V, o) habe Ortho-
normalbasis B = {vy,...,v,}. Dann:

o(f(v),w) =y" -z

mit y = kp(f(v)) = A -z, 2 = kp(w), x = kp(v), A Darstellungsmatrix
von f. Auflerdem:

a(w, f(v) = 27§ =a(f(w),v)

= Z -z

!

mit Z = kp(f(w)), d.h. mit Darstellungsmatrix A von f:

i=A 2
Damit:
o(fw),w)=y" -z = ov, f(w)=a" 2
A-2)T-z = 2T (A-2)=2T- (A 2)
@7 AT). 2 = (a7 -A)-z
AT = A
AT A
Satz 1:

Endomorphismus f : V' — V besitze die Darstellungsmatrix A bzgl. einer Or-
thonormalbasis. Dann ist ein adjungierter Endomorphismus f von f eindeutig
bestimmt durch seine Darstellungsmatrix bzgl. der Orthonormalbasis

A=A"

Folgerungen:

L f=1f

2. Ist f unitér, dann {1’1 = AT — A. Es existiert f~! mit Darstellungsmatrix
A~1 also f~1 = f.
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3. f unitdr und f adjungierter Endomorphismus, dann
a(f(v), f(v)) = a(f(v), f(v))
Satz 2:

Sei f ein unitéirer Endomorphismus von (V,¢) mit dimV < oo, f adjungierter
Endomorphismus von f.

1. Jeder Eigenwert von f ist konjugiert komplex zu einem Eigenwert von f .

2. Ist v Eigenvektor von f zum Eigenwert A, so ist v Eigenvektor von f zZum
Eigenwert A.

3. Im euklidischen Fall ist A = ), falls Eigenwert \ existiert.
Beweis:

1. Eigenwerte sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms:
xr(A) = det(A—X-E)
x;A) = det(AT —X-E) =det(A—\-E)
= det(A—X-E)=xs(\)

Falls x;s(A) = 0 (A Eigenwert von f), dann

VW) =) =0=0

2. Sei v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A\, dann f(v) = A\ - v, d.h.
f(v) = A-v=0. Damit:

0 = o(f(v) =X, f(v)—A-v)
= o(f). f0)) ~ A-o(v. F(©)) = - o(f(0).0) + A~ X-o(v,0)
= o(f(0), F0) A~ 0(F(0),0) = A+ o(v, f(0)) + A- X+ 0(v,0)
= o(f(v) =X, fv) = A-v)

Damit:
fW=X-v=0¢& flv)=A-v

3. Im euklidischen Fall ist A = A, damit A = A7,
Xj(A) = det(A" —X- E) = det(A — X+ E)
Eigenwerte stimmen iiberein, falls existent.
Definition:
Endomorphismus f heiit selbstadjungiert, falls f = f.

Satz 3:
1. f selbstadjungiert = o(v, f(w)) = o(f(v),w)
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2.

f selbstadjungiert habe Darstellungsmatrix A bzgl. Orthonormalbasis <
A hermitesch

Beweis: klar

Satz 4:

(V,o) mit dimV =n < co und f : V — V selbstadjungiert, dann zerfillt das
charakteristische Polynom von f iiber R vollsténdig in Linearfaktoren.

Beweis:

o 1L.Fall: K =C

Dann ist nach Fundamentalsatz der Algebra
XrA) = (=1)"-(A=X)...(A=A\p)

mit A\; € C fur ¢ = 1,...,n. Wir zeigen, dass A\; € R fiir alle i. Sei v; ein
Eigenvektor zum Eigenwert A;, dann f(v;) = A; - v; mit v; # 0 und

Ajo(vivg) = a(vy, A - vy)

= U(Uj,f(?}j)):U(f(Uj)yq}j)
. = Aj - o(vj,v5)

:>)\j = )\j
Also A\j e Rfiir j=1,...,n.
2. Fall: K =R

Durch Komplexifizierung wird 1. Fall hergestellt: Sei B Orthonormalba-
sis von V, dann A =p Ap Darstellungsmatrix hermitesch (speziell reelle
symmetrische Matrix fiir f wird jetzt iiber C betrachtet.) Die komplexe
Erweiterung fa von f wird durch A beschrieben und ist wegen Satz 3
selbstadjungiert. Nach Fall 1 sind alle Nullstellen von xs, reell. Weiter
Xf = Xfa, also Nullstellen von x s und Nullstellen von xr, gleich.

Folgerungen:

1.

Jeder selbstadjungierte Endomorphismus ist diagonalisierbar und besitzt
eine Orthonormalbasis B aus Eigenvektoren.

Selbstadjungierter Endomorphismus f besitzt eine hermitesche Darstel-
lungsmatrix A = AT und es gibt eine unitire Matrix S, sodass

A 0
pAp=8T - A.8 = ,
0 An

. Ist f selbstadjungiert, A\; # Ay zwei Eigenwerte von f mit Eigenvektoren

v, Vg, dann gilt
o(vj,vr) =0

Die Eigenwerte einer hermiteschen Matrix sind reell.
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8.5 Gruppe O(n)

O(n) = {A e R "A™! = AT}

ist Untergruppe der Gruppe der reguléren n x n-Matrizen.

Verallgemeinerung der Spiegelung aus R? in den R":

e Die Abbildung

cosa  sina
sinaw  —cosa

cp:chp(x)zS(a)-xmitS(a)z( )eO‘(2)

beschreibt eine Geradenspiegelgung und zwar an der Geraden

oon (23)
Sin 5
Das ist eine Fixpunktgerade, d.h. h € ¢ = ¢(h) = S - h = h. Weiter
gezeigt: Jeder Punkt z = p-w mit w = v+ wird auf ¢(z) = —z abgebildet,
d.h.
z € Lin(w) = p(2) = —z

Beliebiger Punkt @ = k + z mit h € g,z € Lin(w) hat Bild
p(z)=ph+z)=h—z2=h—(z—h)=2h—2z
e Ebene € des R3:
<n,x—a>=0 n#0

Hyperebene:
H,,= {r eR"| < n,z—a>=0;n+#0}

dabei (R™,< .,. >) euklidischer Vektorraum mit o(x,y) =< =,y >=
2Ty, weil Orthonormalbasis fiir R™ ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
vorausgesetzt werden kann.

<n,r—a> = <n,x>—<n,a>:nT~x—nT-y

= ny-r1+...+ny -z, —d=0
(lineares Gleichungssystem fiir x1,...,2,)

e Kann die Formel fiir die Spiegelung allein unter der Verwendung des Nor-
malenvektors n beschrieben werden?

e Im R? Fufipunktsatz bekannt (— 2.3.3): Normale NN, von £ durch p schnei-
det £ im Fuflpunkt f

<n,p—a>
_7."1
<n,n>

f=p
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Ubertragung: p — z,n — w,a — 0

<w,r >
7.11)

fo= T tww>
o(f) = f p@)=2h-z
=o(f)—px) = o(f—-z)=f—-2h+z=0—f
= p(z) = 2f—$=2<x—le'w(wT.x).w)_x

= 2<wa1.w.w.(wT.x)>l,
= 2<x_wT1~w (w~wT)~a:>—x
- x_wTZ.w (w-w) -z
_ (E‘wTQ.w'(w'wT>) N

verallgemeinerungsfihige Darstellung einer Geradenspiegelung: Spiegelung
an dem orthogonalen Komplement eines 1-dimensionalen Untervektorrau-
mes Lin(w) durch obige Formel beschrieben.

Wir definieren fiir 0 # w € R™
2

wl - w

Sw=FE—

. (w~’LUT)

als Spiegelungsmatrix der Spiegelung ¢ : R — R", 2 +— S, - = an der
Hyperebene H,, q.

Es gilt Sy, € O(n), denn

2
ST = ET_wT-w (w - wh)T
2
= E_wT~w (w-wT) =S,
Weiter:
Sy Sy=...=F

Namensgebung gerechtfertigt? Sei 2 € R™ beliebig mit x = a - w + h mit
heHyp,a€R.

plr) = Sy-xz="8u(a-w+h)
= a- Sy -w+Sy-h=—a-w+h
wobei
2 T
Sw-w = E—m(w-w) w=w—2w=—w

Sw-h = h

e Folgerungen:
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1. Die Gerade Lin(w) wird in sich abgebildet.
2. Jeder Punkt h € Hy o ist ein Fixpunkt.
3. d(z, Hy,) = d(z,h) = d(¢(z), Hw,o) = d(e(z), h) = |lz=h| = [le-w]|

Erzeugung der O(n) durch Spiegelungen:

Lemma 1:
AcOn) o A1 =AT o ||A-z| = ||z|
Lemma 2:
Seien u,v € R™ mit u # v, ||ul| = ||v||. Dann existiert w € R™, w # 0, sodass

Sw-u=vund S, -v = u..

Beweis:

e Nach Voraussetzung gilt:

0# lu—v|* = <u—v,u—v>
ull = 2- < u,v > +|jv
2 (Jull*= < u,v >)
2(< uyu > — < u,v>)
= 2<uu—v>=2u" - (u—v)

I?

e Wihle w = v — v. Dann:

(u—v)" - (u—v)

Sy - u zlgﬂ,u=<E—2 (u—w~W—vF>4¢

= u— 2 (u—v)-ul (u—w
B (u—0)T - (u—w) ( )T(:T_Z
= u-— L (u—v)-(2u" u—2u" v
N (u—0)T - (u—w) ( )- 2 2 )
= u-— lu— vl (u—v)=u—(u—v)=v

(u=0v)"- (u—v)
Analog Sy, - v = u.
Satz 1: (Erzeugungssatz)

Jede Matrix A € O(n), A # E ist das Produkt von héchstens n Spiegelungen.

Beweis:

e Sei A€ O(n) mit A= (a1...an), A # E. Dann |ja;|| = 1 und es gibt i
mit a; # e;. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei ¢ = 1.

e Nach Lemma 2 existiert eine Spiegelung S7 mit

Sl‘alieli(l,o,...,O)T
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Damit

S1'A = (51~a1 S1~a2 S1~an)
= (el Sl'(lg Sl'(ln)
1 c
" O(n)
= € n
: B
0

Dabei ¢=0, weil die Norm der ersten Zeile 1 ist.

o Weiter mit vollstéandiger Induktion nach n:

Sp-Sp_1---S-A = E
AP = STNS, Sy)
A = ,5‘1—1.....5*1

dabei kann S; = F auftreten fiir 4 > 1.

Lemma 3:

1. VA € RM{0} : Sy = Su

2. det S, = —1
Beweis:
1. Es gilt:
S)\.w:Ef;-()ww)()vw)T:Sw
(A-w)T - (A w)

2. Vorbereitend zeigen wir: Vw € R™"\{0},VA € O(n) : Sgp = A- Sy, - AT:

2
Spw = E-— AA-w) (A w)T
2 T 4T
B Loy PR
—
E
2
= A.AT — - CAow-wt AT
w? - w
2
- A.(E p w-wT)'AT
wT -w
Wegen 1. geniigt es det S, = —1 fiir ||w|| = 1 zu zeigen. Es existiert

A € O(n) mit W = A - e; nach Lemma 2.

Sw=Sac, =A-S., - AT
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Damit:

det S,, = det(A-AT) detS(e;) = det S,
N————’
1
1 0 0
0 0 0
= det|[2—-].
0 0
= det(—el €9 en):—l

Folgerung:
A€ SO(n),A+# E < A ist Produkt einer geraden Anzahl von Spiegelungen.

Anwendung der Spiegelungen in der Numerik: (Herstellung von gestaffelten
Gleichungssystemen)

Satz 3:

Fiir alle M € R™*™ existiert S € O(n) und eine obere Dreiecksmatrix R, sodass

M=S-R
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Beweis:
e Sei M = (mq...m,). Dann:
[l = limall - lleall = Mlimall - llexlll

Nach Lemma 2 gibt es S € O(n), sodass

S'm1:||m1||'el
Also:
S-M = S-(m1 mn)

= (S’-m1 S-mn)
[z [—
0

B : B
0

mit b € R* 1 B € RO=DX(=1) Weiter mit vollstindiger Induktion.
Beschreibung von Drehungen im R":

e Die Abbildung x € R? — D(«a) - z mit

D(a) = <cos a —sin a>

sinoe  cosc
beschreibt eine Drehung,
SO(2) = {D(a)|a € R}
Winkel zwischen zwei Vektoren x,y € R™\{0}:

<xy>

L,y) = ~BY >
€08 £@:9) = T ol

e Bei einer Drehung § : R™ — R" erwarten wir:
1. Vo e R™ : ||z|| = [|6(x)]|
2. Vo € R": L(x,0(x)) = const.

e Beobachtung: Hintereinanderausfithren zweier Spiegelungen S,, und S, lie-
fert Eigenschaften von . Dazu sei

Vo :oyu(z) = Sy -z

Vy:ou(y) = So-y
Dann:

(opoou)(z) = oy(ou())
= S, Su-x=05,-y
wobel
2]l = llow(@)|| = [[Su - [l =t ||y

Also:

[(ow 0 au)(@)] = 15 - yll = llyll
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Lemma 4:

Seien u,v € R™ linear unabhiingig und ||u|| = ||v]| = 1. Der Untervektorraum
H:=H,nH,
hat die Dimension (n-2) und
1.VxeH,:S,-x==x
2.VyeS,:S,-y=1y
3. H* = Lin(u) ® Lin(v)
4. R"=H*oH
Bemerkungen:
1. M Teilmenge V = Lin M Untervektorraum von V

2. W, W’ seien Untervektorrdume von V, dann W N W' Untervektorraum
von V und W U W’ kein Untervektorraum von V

3. W+ W' = Lin(WUW’) ist die Summe der Untervektorrdume (wieder ein
Untervektorraum).

4. WaeW =W+ W mit WNW’' = {0} heiit direkte Summe.

5. Wa W' =W @ W’ heifit orthogonale Summe von W und W’, dabei W
orthogonal zu W’.

6. Dimensionsformel fiir dim V < oo:
dim(W + W') = dim W + dim W’ — dim(W N W)
Beweis:

1. Es gilt mit x € Hy:

Sy-x = (E—

2. Analog.
3. Seiz e H, und x € H,, dann x € H, d.h.

W'z = 0 vz =0

UT

also x € H Losung des linearen homogenen Gleichungssystems mit Koeffi-
zientenmatrix vom Rang 2. Damit H die Losungsmenge mit dim H = n—2.

H, ist Untervektorraum des R™, denn
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(a) 0e H, ={z e R"| < u,z >=0}
(b) =,y € H, = x+y € H,, denn

O=<u,z>+<uy>=<u,rz+y>
(¢) e R,x € H, = (A-x) € Hy, denn
O=<u,z>=>0=<u,A-z>

H, ist ebenfalls Untervektorraum des R™. Damit H = H, N H,, Untervek-
torraum des R™ (siehe Bemerkung).

Sei
W := Lin(u) ® Lin(v) ={w e R"w=A-u+p-v;\,p € R}
Also YVw € W,Vh € H:

w' h=W\-utp-v)T-h=x-ul hi4X- T h=0
T/ T/

Also W = H*.
4. Esist dim H = n — 2,dim H+ = 2,dimR" = n mit H N H+ = {0}. Nach

Dimensionsformel:
dim(H* ® H) =dim H + dim H* =n
Lemma 5:

Seien u, v € R™ linear unabhéngig und ||u|| = ||v|| = 1. Sei W := Lin(u)®Lin(v).
Dann Vo € W = H+:

<x,Sy - Sy x>=<z,8>-(2<uv>?-1)
Beweis: Ubung

Satz 4:

Vu,v € R™ linear unabhéngig: Die Komposition ¢, o o, der Spiegelungen be-
schreibt eine Drehung in H+ durch den Winkel

(< u,v >)2
cosw =2 —— -
[Jull - [lv]l

, bei der der Untervektorraum H = H, N H, elementweise fest bleibt.
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Beweis:
e Sei zunéchst ||u|| = ||v]] = 1. Sei D := S, - S,,. Nach Lemma 5:

< z,Dz > < z,Dz > <z,Dzx> 9 < 2
= = - u,v -
<zz> < Dx,Dx > |z| - ||Dz|| ’

unabhéngig von x, d.h. x und Dx schlielen einen konstanten Winkel ein,
fiir den nach Definition gilt:

<z,Dx >
cosw:M=2<u,v>2 -1
=] - [ Dz

Damit ist der orthogonale Endomorphismus z — Dz eine Drehung um H
durch w.

e Sind u,v nicht normiert (wie bisher angenommen), dann muss auf der
rechten Seite normiert werden.

Satz 5:

Seien x,y € R™, z # y, ||z|| = |ly|| mit » > 2. Dann gibt es D € SO(n), sodass
y=D- .

Beweis:

e Sei v € R” mit x # v # y und ||z| = ||v||. Nach Lemma 2: Es gibt
Spiegelungsmatrizen S, So mit S1-x = v und So-v = y. Also S3-S1-x =y,
D := S5 - S1. Nach Satz 3 beschreibt D eine Drehung, also D € SO(n).

Lemma 6:
YA€ O(3)IgeR*N\{0}: A-qg=(det A) - q

Beweis:

1. A€ SO(3), also det A = 1. Dann A = S, - S,,. Nach Satz 4 ist S, - S, eine
Drehmatrix, die eine Drehung um H durch w beschreibt und fiir z € H+
ist < 2, Dz > konstant. Nach Lemma 4: dimH =n —2 = 1,dim H+ = 2.
Es ist w = u x v ein Normalenvektor von H+ bzw. Basisvektor von H.
Fir h € H gilt:

Su-h = h Sy -h=nh
=8, Su-h = h
A-h h
2. A€ 07 (3),also det A = —1, d.h. A = S,, (Spiegelungsmatrix zu w € R3
mit |Jw|] = 1). Dann:
Sw W= —w
Lemma 7:

Fiir alle A € O(3) gilt, dass der Eigenraum zum Eigenwert det A eindimensional
ist (Lin q).

Beweis: Klar.
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geometrische Deutung;:

e Eine Gerade Lin(q) mit ¢ # 0 aus Lemma 6 heifit eine Fixgerade bzgl. des
Endomorphismus f : R? — R3 mit Darstellungsmatrix A. Falls A € SO(3)
ist, dann sogar Fixpunktgerade (Drehachse).

e Bemerkung: A besitzt eine Fixpunktgerade < A hat einen reellen Eigen-
wert.

Satz 6:
Jedes A € O(3) besitzt eine Fixgerade - den Eigenraum zum Eigenwert det A.
Satz 7:

Die Fixgerade Lin(q) zu A € SO(3) steht senkrecht zu H-. Es wird x nach Ax
gedreht, d.h. fiir jedes x € H' gilt:

A-x=(cosa)-z+ (sina) -z X q

wobei A-g=¢mit [|¢|| =1 und o = L(z, A - x).

8.6 Quadratische Formen

e Sei V ein Vektorraum iiber K, ¢ : V x V — K eine Bilinearform. o
symmetrisch, falls o (v, w) = o(w, v).

e Jede Bilinearform [ definiert eine quadratische Form

q(v) == B(v,v)

Gehort q zu einer symmetrischen Bilinearform o, dann heifit o die Polar-
form von q.

e Zu jeder symmetrischen Bilinearform gehort also eine quadratische Form.
Umkehrung: Gibt es zu jeder quadratischen Form (genau) eine symmetri-
sche Bilinearform? Falls ja, dann

qv+w) = ov+w,v+w)
= ow,v)+(1+4+1) o(v,w)+ o(w,w)
oc(v,v) +2-o(v,w) + o(w,w) char(K) # 2
= o(v,v) + o(w,w) char(K) = 2
—_————
q(v)+q(w)

Im Fall char(K) # 2 folgt aus q eindeutig die Bilinearform

N =

o(v,w) = (g(v +w) — g(v) = g(w)) -
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und o ist additiv, homogen in beiden Argumenten und symmetrisch. Somit
auch Existenz von Polarform o zu einer gegebenen quadratischen Form
von q gezeigt. Rechnung zur Homogenitét:

oA -vw) = 5 (gA-v+w)— o) - q(w))
(B - v+ 1w, A v+1w) = B0, A - v) = Blw, w))
M- (Blo, w) + B(w,v))

A (Bv+w,v+w) — Bv,v) — B(w,w))

NI—= NN =N =N =

A (q(v+w) — q(v) — q(w))
Satz 1:

Auf V iiber K mit char K# 2 bestimmen eine quadratische Form q und ihre
Polarform einander gegenseitig.

Darstellungsmatrix der Polarform:
e Sei dim V' = n. Dann nach 8.2.1 Darstellungsmatrix von o:
M = (o(vi,v)))
bzgl. Basis B = {v1,...,v,} und es gilt M = M7T. AuBerdem
olv,w)=a M-y
mit © = kp(v),y = kp(w).
e Sei q durch eine Bilinearform 3 auf V definiert, dann 8(v,w) =27 - A -y

mit A = (B(vs,v;)). A ist nicht notwendig symmetrisch. Die zugehérige
quadratische Form ist g(v) = B(v,v). Zu q gibt es genau eine Polarform

nach Satz 1.
1.
alv,w) = gla(v+w)—q(v) —q(w))
= %-(B(v—i-w,v—i—w)—B(v,v)—,@(w,w))
= (@) A @y T Az —yT Ay
= 1-(xT-A~y+yT-A-x)
2 ——
(Az)T-y
= %-xT-(A+AT)~y:xT~M~y
mit 1
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Satz 2:

1.

Nach Wahl einer Basis B = {vy,...,v,} fiir V mit char(K)# 2 ist jede
Bilinearform 8 durch

Blo,w)=az" - A-y
bestimmt, wobei § und A einander gegenseitig bestimmen. Dabei ist
eine symmetrische Bilinearform < A symmetrisch.

. Eine quadratische Form ist durch

qv) =27 M-z

bestimmt, wobei M ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als symmetrisch
angenommen werden kann. Dann ist die Polarform o(v,w) = a7 - A -y
eindeutig bestimmt.

Einteilung der quadratischen Formen:

q heift ...

positiv definit :< VYo € V\{0} : ¢(v) >0
positiv semidefinit :< Vv € V\{0} : g(v) >0
negativ semidefinit :< Vo € V\{0} : ¢(v) <0
negativ definit :< Vo € V\{0} : ¢(v) <0

indefinit :< weder positiv noch negativ semidefinit

Satz 3:

Ein Skalarprodukt eines reellen Vektorraumes endlicher Dimension ist die Po-
larform einer positiv definiten quadratischen Form.

Satz 4: (Normalform einer quadratischen Form)

Ist ¢

: V(") 5 R eine quadratische Form, dann existiert eine Orthonormalbasis

C ={wi,...,w,} bzgl. der q durch eine Diagonalmatrix dargestellt wird.

Beweis:
e Sei qv) = 27 - A- 2 mit A = AT eine quadratische Form auf einem
Vektorraum iiber R mit Basis B = {v1,...,v,}.

A kann als Darstellungsmatrix eines selbstadjungierten Endomorphismus
f 'V — V aufgefasst werden. Nach 8.4, Satz 4 ist f diagonalisierbar. Es
existiert eine Orthonormalbasis C' = {wy, ..., w,} aus Eigenvektoren bzgl.
der f die Diagonalmatrix

A O
F=8T.4.8= X €R
0 An
besitzt, wobei
S = (,%B(wl) ﬁB(wn))
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Beispiel:
1. Sei ¢ : R? — R eine quadratische Form auf R,

L[5 1 V6 1
(-1 5 N ES
V6 V6 0 T3

Eigenwerte, Eigenvektoren zu A:

1
Moo= 1 =1 /\3:—§
V6 -1 1 V6
a; = 0 as = 1 az = —é\/é
1 0 1

Orthonormalbasis C: Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren auf {as, a2, as}:

6 e 1
g G 1 [ R
w1, = 0 w2:§. 5 'lU3:§' _ﬁ

1
7 3 V3

Damit:
1 0 0
F=S8"-4.8=(0 1 0
00 —%
Normalform von q mit y = ko (v):
gv) = y'-F-y
1
= yi+yi—ov

3

Anwendungen von quadratischen Formen:
o Kegelschnitte im R?
e Quadriken des R™

e Eichquadriken
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