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1 MENGEN UND AUSSAGENLOGIK 8

1 Mengen und Aussagenlogik

Die Grundlage dieses mathematischen Gebietes ist die Mengenlehre. Diese kann als Sprache der
Mathematik verwendet werden.

1.1 Mengen

Die Menge ist ein mathematisches Objekt und beinhaltet Elemente. Eine Menge A ist eine Zu-
sammenfassung bestimmter, wohl-unterscheidbarer Objekte a unserer Anschauung oder unseres
Denkens zu einem Ganzen. Diese Objekte heifien Elemente der Menge. Man schreibt a € A, sofern
a Element der Menge A ist, andernfalls a ¢ A. Schreibweise:

a € M (a ist ein Element von M)
a & M (a ist kein Element von M)

Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten. Schreib-
weise:

A = B (gleiche Mengen)
A # B (ungleiche Mengen)

1.1.1 Teilmengen

A ist Teilmenge von B genau dann, wenn fiir alle a € A stets a € B gilt. (Enthalt die Moglichkeit
der Gleichheit).

1.1.2 Schreibweisen fiir Mengen

{1,2,3} = {1,3,2,3}

Mengen konnen auch Mengen als Elemente enthalten. Zahlen werden widerum als Mengen defi-
niert.

1.1.3 Die leere Menge

Menge ohne Elemente. Schreibweise: () statt {}.

Symbol  Bedeutung

{0} eine nichtleere Menge, Menge mit einem Element,
Menge mit der leeren Menge enthalten,
Anschaung: Ein Sack mit einem leeren Sack drin.)

{{0}} Menge mit der Menge der leeren Menge

{0,{0}} Menge mit zwei Elementen

1.1.4 Bezeichnung fiir einige Mengen

Symbol Bedeutung

N={1;2;3;4;...} natiirliche Zahlen

No ={0;1;2;3;4;...} natiirliche Zahlen mit 0

{g,..., 1} Die natiirlichen Zahlen liickenlos von ¢ bis [

{a,b,q,...,l,¢c,d, e} Die Zahlen a, b, ¢, d, e und die natiirlichen Zahlen liickenlos von ¢ bis [
7Z=4{-2,-1;0;1;2;...} ganze Zahlen

Q={%lacZ,bec N} rationale Zahlen

R = siehe Vollstindigkeitsaxiom reelle Zahlen (Beispiele: v/2, )
C=RxR komplexe Zahlen (Beispiele: 7,1 — 4, /3 + 2i)
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1.1.5 Aussonderung durch Eigenschaften

Gegeben ist die Menge aller z, die Elemente von A sind und die Eigenschaft F haben. Schreibwei-
sen:

{r € Aund E(z)}

{v € A|E)}

Beispiel: {z € N|x ist gerade und = < 5} = {2,4}

1.2 Aussagenlogik mit Mengen
1.2.1 ‘Wahrheitstabellen

w ... wahr

f ... falsch

Keine Aussage ist: Diese Aussage ist falsch.
Seien a und b Aussagen (w oder f), dann gilt:

’a\b\a/\b\a\/b\ exklusiv oder \ a—b \ a<+—b \ —a ‘
und | oder | entweder a oder b | wenn a, dann b | a gilt genau dann, wenn b gilt | nicht a
w | w w w f w w f
w | f| f w w f f f
flw f w w w f w
fl1rlf f f w w w
1.2.2 Quantoren
Vo € A: E(x) fiir alle z in A gilt E(x)
dr € A: E(x) es gibt ein z in A, fiir das E(x) gilt
dlz € A: E(x) es gibt genau ein x in A, fiir das E(z) gilt

VeeN:JyeN:ry>z flir jedes = in N gibt es ein y in N, fiir das y > z gilt:
wahre Aussage

JyeN:VzeN:y>z es gibt eine natiirliche Zahl, welche grofer ist als alle anderen
Zahlen: falsche Aussage
Vo e : E(z) fiir alle Elemente der leeren Menge gilt E(x): Immer wahr, da die

leere Menge keine Elemente hat,
fiir die die Aussage hétte liberpriift werden miissen
Jz € 0: E(x) es gibt ein z als Element der leeren Menge mit F(x): ist falsch,
da es nicht mal ein Element geben kann fiir das die Aussage zutreffen kénnte

1.2.3 Mengentheoretische Operationen

ANB:={z|lzx € ANz € B} Durchschnitt von A und B, Gesprochen: A geschnitten B.
AUB:={z|z € AVz € B} Vereinigung von A und B, Gesprochen: A vereinigt B.
A\ B:={x|r € ANz ¢ B} Relatives Komplement, Gesprochen: A ohne B.

1.2.4 Schreibweise

:= ... Der Ausdruck auf der linken Seite wird durch den auf der
rechten Seite definiert.
links wird ein neues Symbol, oder bereits bekannte Objekte neu arrangiert. Auf der rechten Seite
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wird dann erkldrt was dieses Arrangement bedeuted. Es kann eventuell zusétzlich notwendig sein
zu zeigen dass die rechte Seite wohldefiniert ist, d.h. definiert ist.

1.2.5 Rechenregeln

Idempotenz ANA=A AUA=A

Kommutativgesetz ANB=BnNA AUB=BUA

Assoziativgesetz AN(BNC)=(AnB)nC AU(BUC)=(AUuB)UC
Distributivgesetz AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AUBNC)=(AUB)N(AUC)

Absorptionsgesetz AN(AUB)=A AU(ANB)=A

Die Beweise dieser Aussagen werden durch Wahrheitstabellen erbracht.

1.2.6 Das Venn-Diagramm

Das Venn-Diagramm ist eine Darstellungsmoglichkeit von Mengen. Hier einige Beispiele:

Bild nicht verfiigbar!AoderBr.png Bild nicht verfiighar!AundB.png Bild nicht verfiighar! AundAoderC.png
Abbildung 1: BUC Abbildung 2: AN B Abbildung 3: AN (BUC)

1.2.7 Echte Teilmengen

Eine Menge A ist eine echte Teilmenge von B, wenn Folgendes gilt:
ACB:ACBANA#B

1.2.8 Konventionen der Logik

Das Symbol — bindet starker als A und V und diese stérker als — und <. Zum Beispiel ist der
Ausdruck —a A b — ¢ so geklammert: ((—a) Ab) — c.

1.2.9 Logische Ausdriicke

Ein logischer Ausdruck heifst allgemeingiiltig, wenn er stets wahr ist, egal wie die Wahrheits-
tabelle der Aussagevarianten sind und egal welche Pradikate fiir die Pradikatsymbole und welche
Mengen fiir die Mengensymbole eingesetzt werden. Zwei Ausdriicke A und B heifien dquivalent,
geschrieben A < B, falls A <» B allgemeingiiltig ist. A impliziert B, geschrieben A = B, falls
A — B allgemeingiiltig ist. Im Allgemeinen gilt:

aV -a & wahr

—a & a

(a —b) < bV —a (Ausdruck auch wahr, wenn a nicht wahr ist)
(a=b)A(b—=a) & awd

—(a VD) & aA-b

—(a Ab) & e Vb

—(Jz € A: E(x)) <& VezeA:-E(x)

-(Vz e A: E(x)) < JzeA:-E(z)

Achtung: Die folgenden Aussageformen sind paarweise nicht &quivalent:
(a—=b)—c

a— (b—c)

(a—=b)A (b —c)
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1.2.10 Der mathematische Beweis

Zwischen mathematischen Aussagen gelten die Schreibweisen =, <= und <. In Beweisen will man
Ketten von Schliissen ziehen. Beispiele:

aAl(a—b) = b Aus a folgt b, wobei a wahr ist. Daraus folgt: b ist wahr.
—bA(a—b) = -a Aus a folgt b, wobei b nicht wahr ist. Daraus folgt: a ist
nicht wahr.
(a—=b)A(b—c) = a—c Ausa folgt b und aus b folgt c. Daraus folgt: aus a folgt c.
(avVih)Nn(a—=c)AN(b—c) = ¢ Wenn a oder b und aus beiden ¢ folgt,
dann gilt c.

Schreibweise: (A= B = C):< (A= BAB=C)

1.2.11 Die Potenzmenge

Die Menge P(A) := {B|B C A} aller Teilmengen von A wird als Potenzmenge von A be-
zeichnet. Daraus folgt, dass die leere Menge () und die Menge A Elemente der Potenzmenge
P(A) sind. Die Potenzmenge P(A) einer n-elementigen Menge A besitzt 2" Elemente. Beispiel:

PO, {0}}) = {0, {0}, {{03}, {0, {0}}}.

Jede Menge hat genau eine Potenzmenge P(A), z. B. P({1,2}) = {{1},{2},{1,2},0}

Die leere Menge ist Element jeder Potenzmenge: () € P(X)

Jede Menge ist Teilmenge von sich selbst: X € P(X)

Die Potenzmenge der leeren Menge enthélt nur die leere Menge. P(0) = P({}) = {{},{}} =
{0}

e Von endlichen Mengen ist die Potenzmenge endlich. Die Anzahl der Elemente der Potenz-
menge einer endlichen Menge lésst sich so berechnen:

lz]| =2 ... Menge = mit genau zwei Elementen
lz]] < oo ... endliche Menge
|P(z)|| = 2l*I = 22 = 4 ... Berechnung der Anzahl der Elemente der Potenzmenge

Der Beweis wird durch vollstdndige Induktion erbracht.
1.2.12 Durchschnittsmenge/Schnittmenge
Sei M eine Menge von Mengen, dann gilt (fiir M # 0):
NM={z|VAe M:ze€ A) ™.

Ein Beispiel:

N{{1,2,3},{2,3,7},{{2,7},3}} = {1,2,3} n{2,3,7} n {{2,7},3} = {3}.

Andere Schreibweise: ({{M;|i € I} ={x|Vi € I: z € M;}. (... I: Indexmenge)
Beispiel: I :={1,2,3,4}
m{Bl7BQ,B3,B4} = {1“\71 S {1,273,4};{17 S Bz} = {CL‘|{,C EBiANxEByANx € B3 Ax € B4}

1Menge aller z, die in jeder Menge A des Mengensystems liegen
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1.2.13 Vereinigungsmenge

UM={z|3AeM:zc A}.?
Andere Schreibweise: | J{M;|i € I} = {z|Ji e I: x € M,}.

1.2.14 Das Tupel

Definiere (a,b) := {{a},{a,b}}. (a,b) heilit ein geordnetes Paar oder 2-Tupel oder nur Tupel,
wobei zwei geordnete Paare (a,b) und (a’,’) genau dann gleich sind, wenn a = o’ Ab = b'. (Leichte
Ubung)

1.2.15 Das kartesische Produkt

Das kartesische Produkt zweier Mengen A und B ist definiert als A x B := {(a,b)|a € A,b € B}.
A% = Ax A
Beispiel: {1,2} x {1,2,3} = {(1,1), (1,2), (1,3),(2,1),(2,2),(2.3)} 3

1.2.16 Feststellung 1: Aussagenlogik

Sei M eine nichtleere Menge von Mengen, dann gilt:

e AU(NM)=n{AUB|B e M}
o AN(UM)=U{ANB|Be M}
Beweis:

x € AN (UM) reANzeUM
r€ANEBBeM:ze€B)
dBeM: (re ANz € B)
dBeM: (xr€ ANnB)
reU{ANB|Be M}

AN(UM)=U{ANnB|BeM}

teeee

)
=
n
[}

Eine Feststellung ist eine Tatsache, welche bewiesen wird, es aber nicht verdient, Satz genannt zu
werden.

2Fiir ein « gilt: es gibt ein A in M, sodass = € A.
3Beachte: (a,b) # (b, a), falls a # b.
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2 Relationen und Abbildungen

2.1 Relationen

Definition: Seien A, B Mengen. Eine Teilmenge R C A x B heifst eine Relation zwischen A und
B. Falls A = B, dann heifst R eine Relation auf A.

Schreibweise: statt (a,b) € R schreibt man auch oft aRb. z.B. die Relation "<": a < b statt
(a,b) €<

2.1.1 Beispiele fiir Relationen

a) Die Gleichheitsrelation auf A (Diagonale) ANA = {(a,a)|a € A}
b) Die Teilerrelation auf Z (ganze Zahlen) R={(m,n) € ZxZ|m teilt n}
geschrieben: m | n (d. h. I € Z)
(d. h. es gibt ein a € Z: n = am)
¢) Die Kleinerrelation auf R {(z,y) e RxR|z <y}
d) Die Relation ’liegt auf’ zwischen der Menge {(p, g) | p ist Punkt der Ebene,
der Punkte der Ebene und der Menge der g ist Gerade der Ebene und
Geraden der Ebene. p liegt auf g}

2.1.2 Veranschaulichung einer Relation

Relation (Menge von geordneten Paaren): {(1,1),(2,1),(2,3),(3,1),(3,4),(1,3)} (= Relation auf
der Menge {1,2,3,4}.

Bild nicht verfiigbar![width=4cm|Foliel.png

Abbildung 4: Veranschaulichung als Pfeildiagramm

Ein Pfeil geht von a nach b genau dann, wenn (a,b) € R ist. Die Mengen A und B sind getrennt
gezeichnet. Die Menge kann auch nur einmal dargestellt werden, wenn A = B:

Bild nicht verfiighar![width=4cm|UE1.png

Abbildung 5: A= B

(A, R) heiftt dann auch ein gerichteter Graph (ohne Mehrfachkanten) und A ist die Menge der
Ecken des Graphen und R die Menge der Kanten. Anwendung;:

e Strafennetz (Kanten := Straken, Ecken := Kreuzungen)
e Transportnetz

Bild nicht verfiighar![width=4cm|Folie3.png
Abbildung 6: Veranschaulichung als Tabelle

Falls insbesondere A, B C R, dann stellt man den Graphen als Teilmenge der Ebene dar. Zum
Beispiel zRy < = < y.

Bild nicht verfiighar![width=4cm|UE2.png  Bild nicht verfiigbar![width=4cm]Folie5.png  Bild nicht verfiighar![w
Abbildung 7: xRy < x <y Abbildung 8: zRy < 22+ 42 < 1 Abbildung 9: xRy < x
Kreisscheibe Kreislinie
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2.1.3 Definitionen und Feststellungen: Eigenschaften von Relationen

Def. Seien R C A x B, S C B x C. Dann definiere:

R™Y:={(b,a) € B x A|(a,b) € R} (R wird vertauscht)

SoR:={(a,c) e AxC|3be B: (a,b) € RA(b,c) €S}

(lies: S nach R)

Bild nicht verfiighar![width=4cm|Folie7.png Abbildung 10: S o R (Gestrichelte Linie)
VA Diagonale von A
reflexiv Sei R eine Relation auf A, dann heifft R reflexiv, falls Ay C R, d. h., falls

fiir alle @ € A gilt (a,a) € R
symmetrisch falls R = R™!, d. h. falls fiir alle a,b € R gilt: (a,b) € R = (b,a) € R
antisymetrisch ~ falls RN R~ C Ay, d. h. fiir alle a,b € R gilt: {(a,b) € RA (b,a) € R)Yd=a=1b
transitiv falls Ro R C R, d. h. fiir alle a,c € R gilt: (a,b) € R und (b,¢) € R =

(a,c) € R

Es gilt nicht: symetrisch < — antisymetrisch.

Eine Relation R auf M heift Aquivalenzrelation, falls sie reflexiv, symmetrisch und transitiv
ist. Eine Relation R auf M heift eine Ordnungsrelation (auch Halbordnung, partielle Ordnung)
wenn sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist (Teilmengenrelation: A C B) Falls zusétzlich
fiir alle a,b € A gilt: (a,b) € R oder (b,a) € R, dann heiflt R eine Totalordnung.

Beispiel: Teilmengenrelation C auf P(M)

2.1.4 Definitionen: Einschrinkung von Relationen

Sei R C A x B eine zweistellige Relation. Die Einschrinkung der Relation R auf C' und D ist
definiert durch:
R|E:=RN(C x D) Rlc = RJ& RIP .= R|P

2.1.5 Partiell geordnete Mengen

Sei M eine Menge und < eine Ordnungsrelation auf M, dann heift (M, <) eine partiell geordnete
Menge. Falls < sogar eine Totalordnung auf M ist, dann heifft (M, <) eine total geordnete
Menge (linear geordnete Menge, Kette). Bezeichnung: y > x bedeutet x < y. Beispiele fiir
partiell geordnete Mengen:

1) (P(M),C) Teilmengenrelation
2) (N, {(a,b) € N x N|a teilt b}
3) (R,X) ist total geordnet (< wie iiblich)

Definition: Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge und S € M und y € M, dann heift x € M:

kleinstes Element falls Vye M: x <y
grofites Element falls Vye M:y<zx
maximales Element falls YyeM: (x <y=xz=y)
minimales Element falls YyeM: (x >y=xz=y)

obere Schranke von S falls VseS:s<uz

untere Schranke von S falls VseS:x<s

Infimum von S falls x die grofte untere Schranke von S ist.

Supremum von S falls x die kleinste obere Schranke von S ist.

Oberer Nachbar von y  falls y<axAhr#yAVzeM:y<z<zx=z=zxzVz=y
(nichts zwischen z und y)

Unterer Nachbar von y analog

Sei z,y € M: Falls x < y oder y < x, dann heiffen x und y vergleichbar, sonst unvergleichbar.
(M, <) heift ein Verband, falls fiir je zwei Elemente z, y € M gilt: Das Supremum von {z,y} und
das Infimum von {z,y} existieren.
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2.1.6 Graphische Darstellung von endlichen partiell geordneten Mengen als Hasse-
Diagramm

Man symbolisiert die Elemente durch Punkte und beschreibt die Relation ’ist oberer Nachbar’
durch Kanten die von unten nach oben gehen.

Bild nicht verfiigbar![width=4cm|BnA.png Abbildung 11: b ist oberer Nachbar von a.

Bild nicht verfiigbar![width=4cm]AW.png Abbildung 12: Hasse-Diagramm der Relation ({1, 2, 3,4}, <
).

Bild nicht verfiighar![width=4cm|BW.png Abbildung 13: Teiler von 6 (2 kein Teiler von 3).

Bild nicht verfiighar![width=4cm|CW.png Abbildung 14: Beliebiges Hasse-Diagramm.

Gegeben ist S = {b,c}. Im Folgenden ist a die grofite untere Schranke von S, also Infimum. Es
gibt kein Supremum, also keine kleinste obere Schranke von S:

Bild nicht verfiighar![width=4cm|Diagl.png Abbildung 15: S = {b, c}.

Im Folgenden ist ¢ sowohl minimal, als auch maximal:

Bild nicht verfiighar![width=4cm|Diag2.png Abbildung 16: ¢ als minimales und maximales Ele-

ment.

Im Folgenden hat S keine untere Schranke und damit auch kein Infimum:
Bild nicht verfiighar![width=4cm|Diag3.png Abbildung 17: S ohne Infimum.

Eventueller 3D-Eindruck ist irrelevant, nur Hohe auf Papier zéhlt.

2.1.7 Feststellung 2: Grofsites Element

Das grofste Element bzw. das kleinste Element einer partiell geordneten Menge
ist eindeutig (falls es existiert), folglich sind auch Supremum und Infimum
eindeutig bestimmt, falls sie existieren.

Beweis:

Seien Y7 und Y, grofste Elemente, dann folgt Y7 < Yo und Yo < Vi, also Y] =Y,
(antisymmetrisch). D. h. das grofite Element ist eindeutig. (Eindeutigkeit des
kleinsten Elements analog.) H

Bezeichnungen: Falls sie existieren bezeichne max M das grofite, und min M das kleinste Element
von M. Fir S C M bezeichne sup S das Supremum und inf S das Infimum.
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2.1.8 Feststellung 3: Maximales Element

In einer endlich partiell geordneten Menge (M, C) mit M # () gibt es stets
minimale und maximale Elemente (mindestens eins).

Beweis:

M # 0, also gibt es ein Element a. Starte mit diesem, wihle ein echt grofieres
und davon wieder ein echt groferes. Da M endlich ist, bricht das Verfahren
ab, d.h. nach endlich vielen Schritten wihlt man ein Element, das kein echt
grofieres Element besitzt und damit maximal ist. (Minimales Element analog).
|

2.2 Abbildungen

(= Zuordnungen, oder Funktion)

2.2.1 Definition und Schreibweise

Seien A, B Mengen. Eine Abbildung f von A nach B, geschrieben f: A — B, ist eine Relation
f € Ax B, sodass fiir jedes a € A genau ein b € B existiert mit (a,b) € f. Schreibweise: b = f(a) fiir
(a,b) € f, auch b = fa, wenn aus dem Zusammenhang klar ist was gemeint ist. Zur Definition der
Abbildung gehort die Angabe der Menge A (der Definitionsbereich oder die Quelle), der Menge
B (der Wertevorrat oder das Werteziel) und der Relation f (die Zuordnungsvorschrift).
Formal werden Abbildungen als Tripel (f, A, B) definiert.

Die Relation {(a, f(a))|a € A} heifit auch der Graph der Abbildung. Wenn b = f(a), dann
heifst b das Bild von a unter f und a ein Urbild von b unter f.

2.2.2 Konvention

Die Schreibweise f: A — B bzw. A 1 B soll bedeuten, dass A, B Mengen und f eine Abbildung
ist. Schreibweise:

fir A—B
ar f(a)
Hier ist a ein Variablensymbol fiir Elemente von A, das Symbol +— bezeichnet die Zuordnung der
Elemente.

Beispiele:
fi R—>R und g¢g: R—[0,00)
t s t2 t s 12

Die beiden Abbildungen f,g sind verschieden, obwohl die Relationen iibereinstimmen, weil die
Wertevorrate verschieden sind.

Bild nicht verfiigbar![width=9cm]|Grafl.png Abbildung 18: Graf von f.

h: R —R keine Abbildung, R\ {0} — R ist Abbildung
t 1 t 1



2 RELATIONEN UND ABBILDUNGEN 17

2.2.3 Identische Abbildung

Die identische Abbildung M — M bezeichnet die durch id(z) = x definierte Abbildung von M
nach M. Sie heift die identische Abbildung und wird auch mit idy; bezeichnet (bzw. id, falls aus
dem Kontext klar ist, dass es um M geht). Die Relation ist Ay = {(x,z) |z € M}.

2.2.4 Feststellung 4: Komposition mehrerer Abbildungen

Seien f: A — B und g: B — C Abbildungen, dann ist die Relation g o f
(gesprochen g nach f) eine Abbildung in A nach C, d. h. wir kénnen schreiben
gof:A—=C (A ENY;IEN (). go f heilt die Komposition von g nach f. Es
gilt: (g o f)(a) = g(f(a)).

Beweis:

Sei a € A, dann gibt es genau ein b € B mit (a,b) € f und zu diesem genau
ein ¢ € C mit (b,c) € g. Also ist dieses ¢ das einzige Element in C mit
(a,c) ego f

Nach Schreibweise ist b = f(a), ¢ = g(b), also ¢ = ¢g(f(a)) und ¢ = (g o f)(a).

2.2.5 Feststellung 5: Rechnen mit Kompositionen

Wenn f: A - B, g: B — C, h: C — D Abbildungen sind, dann ist
ho(go f)=(hog)o f eine Abbildung von A nach D.H

Beweis:
Hausaufgabe

2.2.6 Eigenschaften von Abbildungen

Eine Abbildung f: A — B heifst ...
injektiv ~ falls fiir alle aq,a2 € A gilt f(a1) = f(a2) = a1 = ag, d.h. falls
jedes Element aus B héchstens ein Urbild hat.
surjektiv  falls fiir alle b € B mindestens ein a € A existiert, mit f(a) = b, d. h. falls
jedes Element aus B mindestens ein Urbild hat.
bijektiv ~ falls f injektiv und surjektiv ist, d. h. falls jedes Element aus B genau
ein Urbild hat.

2.2.7 Fortsetzung

Sei f: A — X eine Funktion. Eine Fortsetzung g von f ist wenn g: B — X, A C B und
Ve € A: f(x) = g(x)
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2.2.8 Feststellung 6: Umkehrabbildung

Sei f: A — B eine bijektive Abbildung, dann ist die Relation f~! eine Abbil-
dung von B nach A, also f~': B— A mit f~1(b) =a & f(a) =b.

Die Abbildung f~! heifft dann die Umkehrabbildung (inverse Abbildung)
von f. Es gilt dann ferner:

o f~1ist bijektiv

e
o f[Tlof=ida
o fofl=idp

Beweis: klar, bzw. sehr einfach.ll

2.2.9 Die leere Funktion

Bemerkung: Es gibt genau eine Abbildung ) — B, diese wird die leere Funktion genannt und mit
@5 bezeichnet. Sie ist leer: g = 0

Beispiele:

Bild nicht verfiigbar![width=3cm]Abbl.png Abbildung 19: jedes wird hinten erreicht: f ist surjek-
tiv, f ist nicht injektiv.

Bild nicht verfiigbar![width=3cm|Abb2.png Abbildung 20: weder surjektiv noch injektiv.

Bild nicht verfiighar![width=3cm|Abb3.png Abbildung 21: bijektiv.

Bild nicht verfiighar![width=3cm|Abb4.png Abbildung 22: keine Abbildung.

Bild nicht verfiigbar![width=3cm]Abb5.png Abbildung 23: keine Abbildung.

2.2.10 Definition und Schreibweise von Abbildungen

Sei f: A — B eine Abbildung und A C A, dann bezeichne f[g} ={f(a)]a € Z} f[g] heiRt das
Bild von A unter f (oder Bildmenge). Falls keine Missverstdndnisse zu befiirchten sind, schreibt
man auch f(A) fir f[A] (genau: falls ANP(A) =0).

Entsprechend fiir B C B definiere f~1[B] := {a € A| f(a) € B}. f~![B] heikt das vollstéindige
Urbild von B unter f (oder Urbildmenge).
Falls keine Missverstindnisse zu befiirchten sind, schreibt man auch f~!(B), statt f~![B].

Beispiel: A := {0, {0}}, P(A) = {0,{0}, {{0}},{0,{0}}}
Was heifit jetzt f({0})?
Fiir jede Menge A gibt es genau eine Abbildung mit ) — A. Diese wird die leere Funktion () 4

genannt. (4 := (0, A, 0)

2.3 Aquivalenzrelation

werden oft mit ~ bezeichnet.
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2.3.1 Definition
Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M und a € M, dann gilt:
[alw :={zeM|z~a}={x e M| (x,a) € ~} (Menge aller z die zu a dquivalent sind)
heift die Aquivalenzklasse von a beziiglich ~. Schreibe [a], falls klar ist, was ~ ist. Es gilt:
(x,a) e~ x~asx € la
Des Weiteren definiere:
M/~ :={[a]~|a € M} (Menge aller Aquivalenzklassen)

heift die Faktormenge von M beziiglich ~. Also die Menge der Aquivalenzklassen. Definiere die
Abbildung
nat.: M — M/~

nat.(a) := [a]~
Sie heifit die natiirliche Abbildung.
Beispiel:

Gegeben ist die Menge aller Studenten. Jedem Student wird eine Ubungsgruppe zugeordnet. Die
Aquivalenzklassen sind diese Ubungsgruppen.
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2.3.2 Satz 1: Aussagen iiber Aquivalenzrelation

Sei M # (), dann gilt:
e Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M, dann gilt fiir alle a,b € M:

— wenn [a] # [b], dann gilt [a] N [b] = 0 (Wenn die Ubungsgruppen
verschieden sind, dann haben sie kein gemeinsames Element, oder
ein Baustein kann nicht in zwei farbsortierten Haufen sein ).

— [a] = [b] & a ~ b. Ferner gilt:

* a € [a], also insbesondere [a] # ()
« M=Uflalac M)

e Sei m C P(M), sodass gilt:

—0¢m (i)
— ANB =1, fir alle A, B € m mit A # B. (ii)
~ Um =M (iii)

Dann gibt es genau eine Aquivalenzrelation ~ auf M. sodass m = M/~.

Definition:
m C P(M) heilt eine Zerlegung von M (oder eine Klasseneinteilung), falls m
(i), (i) und (iii) erfiillt.

Satz 1 besagt also, dass fiir jede Aquivalenzrelation ~ auf M die zugehorige
Faktormenge M/~ eine Zerlegung von M ist. Genauer handelt es sich bei der
Zuordnung ~ + M/~ um eine Bijektion von der Menge der Aquivalenzrela-
tionen auf M in die Menge der Zerlegungen von M.

Beweis:

e Da ~ reflexiv ist, ist a € [a], also sehen wir [a] # @ und M = |J{[a] |a €
M}. Seia ~ b, wenn x € [a] ist, dann ist © ~ a, also x ~ b (Transitivitét),
also z € [b], d. h. [a] € [b] und genauso [b] C [a] (da b ~ a wegen ~
symmetrisch). Insgesamt: a ~ b = [a] = [b]. Sei [a] = [b], dann ist a € [b],
also a ~ b. Insgesamt: a ~ b < [a] = [b].

Sei nun [a] N [b] # 0, dann wéhle x € [a] N [b]. Dann ist z ~ a und x ~ b, also
[x] = [a] und [z] = [b] also [a] = [b].

e Erfiille m C P(M) die Voraussetzung. Definiere eine Relation
~=J{AxA|lAem}CMxMalsoa~bs3JAem:ac ANbE A,

Zu zeigen: ~ ist eine Aquivalenzrelation.

20
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reflexiv Sei a € M. Wegen (iii) gibt es ein A € m mit a € A, also
(a,a) € Ax A Cr.

symmetrisch ~ Seien a,b € M mit a ~ b. Dann gibt es ein A € m mit
a€ ANDE A, also b~ a.

transitiv Seien a,b € M mit a ~ b und b ~ ¢. Dann gibt es A, B € m
mita € ANbe ANbe BAc€e B, alsobe AN B, also wegen
(ii) A= B, also a ~ c.l

Beispiel:

informell: Gegeben ist eine Menge von farbigen Bauklotzen. Die Bauklétze werden nach Farbe
sortiert. Jetzt hat jeder Haufen genau eine Farbe und zwar die gleiche die auch ein einzelner
Bauklotz aus dem Haufen hat.

formaler: Gegeben ist eine Menge von Bauklétzen und eine Menge von Farben. Jedem Bauklotz
wird eine Farbe zugeordnet. Sortiere die Klétze nach Farbe. Der néchste Satz wird beweisen, dass
es nur eine Moglichkeit gibt den Haufen eine Farbe zuzuordnen sodass die Farbe eines Steines die
gleiche ist wie der Haufen in dem er sich befindet.

2.3.3 Satz 2: Abbildungssatz

Sei f: A — B eine Abbildung, dann definiere auf A die Relation ~ ¢ durch
a1~y az & fla1) = f(az).

Feststellung: ~ ist eine Aquivalenzrelation, wie man sich sofort {iberlegt.
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Sei f: A — B eine Abbildung und ~:=~y, dann gibt es genau eine Abbil-
dung f: A/~ — B, sodass f = f onat, wobei nat: A — A/~ die natiirliche
Abbildung sei. Ferner gilt:

e £ ist injektiv.

o falls f surjektiv ist, dann ist fsogar bijektiv.
Beispiel: Bauklotz — Farbe: Bauklotze werden nach Farben sortiert.
Jeder Haufen wird einer Farbe zugeordnet. Bijektiv: Jeder Haufen wird
einer Farbe zugeordnet und jede Farbe kommt vor.

Beweis: _ . ~ .
Eindeutigkeit: Gelte f onat = f = f o nat. Zu zeigen: f = f. Sei
x € A/~j, dann gibt es ein ¢ € A mit [a] = nat(a) = z. Also

f(z) = f(nat(a)) = f(a) = f(nat(a)) = f(x), also [ = f.

Existenz: Definiere f([a]) := f(a). Zu zeigen: f ist wohldefiniert, d. h.

reprasentantenunabhéngig, d. h. zu zeigen: [a1] = [a2] = f([a1]) = f([az2]).
[a1] = [a2] = a1 ~ az = f(a1) = f(a2). (Nach Definition von ~).

o f injektiv: Zu zeigen: f(z1) = f(x2) = @1 = @. Sei f(x1) = f(x2). Nach
Definition von A/~ gibt es a1,a2 € A mit 1 = [a1] = nat(a1),z2 =

[az] = nat(az) also f(a1) = f(nat(a1)) = f(z1) = f(x2) = f(nat(a1)) =

f(az2), also ay ~ ag, also x1 = [a1]~ = [az]~ = xo.

o falls f = fo nat surjektiv ist, dann ist fsurjektiv7 also insgesamt bijektiv:
f
A= B4 C—g(f(A) = (g0 f)(A) M

2.3.4 Das Auswahlaxiom
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Definition: Eine Folge in M (M Menge) ist eine Abbildung f: N — M. Schreibweise: (z;)ien

bedeutet f(i) =: x;.

Feststellung

Falls A # () und f: A — B injektiv ist, dann gibt es eine Abbildung g: B — A
mit go f =idy4.

Frage: Sei f: A — B surjektiv, gibt es dann eine Abbildung ¢g: B — A mit
f 0g = ZdB7

Beweisanfang: Sei b € B Wihle aus f~1({b})(# 0) ein Element o € f~1({b})
beliebig und definiere g(b) := a usw. Dann gilt: (f o g)(b) = b. Falls B endlich
ist, ist der Beweis okay. Falls B unendlich ist bedeuted eine solche Auswahl die
Existenz einer gewissen (unendlichen) Menge nahmlich ¢ C B x A, die nicht
durch eine Aussage definiert ist.
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Definition: Sei M # () eine Menge und m eine Zerlegung von M. Eine Auswahlmenge von m ist
eine Teilmenge A C M, sodass fiir alle B € m der Durchschnitt AN B genau ein Element enthilt.
Auswahlaxiom: Fiir jede Menge M # () und jede Zerlegung m von M gibt es eine Auswahlmenge.
Aquivalent zum Auswahlaxiom ist wegen Satz 1: Fiir jede Menge M und jede Aquivalenzrelation
~ auf M gibt es ein vollstindiges Reprisentantensystem A von M/~ d. h. A enthélt aus jeder
Aquivalenzklasse (beziiglich ~) genau ein Element.

Beispiel: Eine Klassenstufe wahlt einen Klassensprecher. Die Menge der Klassensprecher einer
Schule ist ein vollstdndiges Représentantensystem.

2.3.5 Satz 3: Anwendung des Auswahlaxioms

Die folgende Aussage ist dquivalent zur Giiltigkeit des Auswahlaxioms: (x) Zu
jeder surjektiven Abbildung f: A — B gibt es eine Abbildung g: B — A mit

fog=1idg.

Beweis:
Gelte das Auswahlaxiom. Zeige, dass dann f: A — B surjektiv.

Betrachte {{{(a,b)|a € f~1(b)}}|b € B}. Dies ist eine Zerlegung der Relation
f € A x B. Sei G eine Auswahlmenge dieser Zerlegung (also insbesondere
G C f). Dann ist g := G~! die gesuchte Abbildung g: B — A, denn zu
jedem b € B gibt es genau ein a € A mit (a,b) € G und das ist dquivalent zu
f(a) =0, weil (a,b) € GC f, also fog=1idp.

Umgekehrt: Gelte (%) und sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M, dann betrachte
nat: M — M/~ ist surjektiv. Nach (*) gibt es eine Abbildung g: M/~ — M
mit nat o g = idys/~. g(M/~) ist die gesuchte Auswahlmenge.l

2.3.6 Allgemeines kartesisches Produkt
Definition: Sei (M;);cr eine Familie von Mengen, formal: M: I — m, ¢ — M; Abbildung,

M; .= M (3) fiir i € I, m ist Menge von Mengen. Es gilt:
[Lic; Mi:={x: I — U,c; M;|x Abbildung, sodass fiir alle i € I stets (i) € M; gilt}.

Schreibweise:
x; fir x(i)

Die k-te Projektion (fiir k € I) ist definiert durch pg: []
alle z € [[,c; M;.

ser My — My mit py () := x(k) = x fiir

Beispiel: Fiir I = N, M; = Rist [[,c; M; = [[;en R = RY = die Menge aller Folgen reeller Zahlen.

Definition:
Ax- - xA:=A" =1], A
X X ie{l,...,n}
n—mal
Schreibweise fiir ein = {(1,21),...,(n,z,)} € A™

(@1, Tn)



2 RELATIONEN UND ABBILDUNGEN

2.3.7 Satz 4: Kartesisches Produkt (mit AC)

AC (= Auswahlaxiom) ist dquivalent zu: Alle kartesischen Produkte von Fa-
milien nichtleerer Mengen ist nicht leer. Der Beweis ist sehr einfach.ll

2.3.8 Zornsches Lemma (mit AC)

Sei (M, <) eine nichtleere partiell geordnete Menge, sodass jede Kette in M
eine obere Schranke hat. Dann gibt es (mindestens) ein maximales Element in
M.

Zur Erinnerung: eine Kette in M ist eine Teilmenge die beziiglich < linear geordnet ist.l

2.3.9 Definition: Wohlordnung
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Eine Totalordnung (lineare Ordnung) < auf einer Menge M heifit eine Wohlordnung (und (M, <)

eine wohlgeordnete Menge), falls jede nichtleere Teilmenge ein kleinstes Element hat.

Beispiel: (N, <) ist wohlgeordnet.

2.3.10 Wohlordnungssatz (mit AC)

Auf jeder Menge M gibt es eine Wohlordnung. Behauptung: Sowohl das
zornsche Lemma, als auch der Wohlordnungssatz sind zu AC &quivalent.

Beweis:
lang und schwierig.ll

Wohlordnungssatz = (AC): Sei m eine Zerlegung von M, sei < eine Wohlordnung auf M, dann

ist {min A| A € m} eine Auswahlmenge.

Definition: Zwei Mengen A, B heifien gleichméchtig, geschrieben |A| = | B| (oder card A = card B),

falls es eine bijektive Abbildung f: A — B gibt.

Feststellung:

Offensichtlich gilt fiir alle Mengen A, B, C":
i) |Al = 4] Beweis:  ida
ii) |Al=|B|=|B|=|A] Beweis: f: A — B bijektiv
= f~1: B — A bijektiv
iii) |A|=|B|A|B|=|C|=|A|=|C| Beweis: f,g bijektiv=go f
bijektiv l
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2.3.11 Maichtigkeiten
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Eine Menge B heifst méchtiger oder gleichmichtig in Relation zu einer Menge A, falls es eine

injektive Abbildung f: A — B gibt. Geschrieben |A| < |B] (oder card A < card B).

Feststellung:

Offenbar gilt:
) [A] < 4]
i) [Al=|B|=[|A| <|B]
i) [A[<[BIAIB|<|Cl=|A]<|C| W

2.3.12 Bernsteins Michtigkeitssatz

Wenn es injektive Abbildungen f: A — B,g: B — A gibt, dann gibt es eine
bijektive Abbildung h: A — B. Also |A| < |B|A|B| < |A| = |A] =|C].

Beweis:
Konstruieren Sie eine bijektive Abbildung h: A — B, sodass h(a) = b =
f(a) =bV g(b) = a) (Fallunterscheidung).l

2.3.13 Satz: Vergleichbarkeit (mit AC)

Fiir je zwei Mengen A, B gilt: |A| < |B| oder |B| < |A|.H

Feststellung;:

Fiir alle Mengen M gilt |M| < |P(M)]| (klar: @ — {a}). Es gilt: |M| # |P(M)|.

Bezeichnung: Statt |A| < |B| A |A] # |B] schreibt man auch |A| < |B].
(Beispiel: Es gilt, dass |[M| < |[P(M)]|) &

Feststellung:
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Falls AC gilt, dann gilt: Wenn es eine surjektive Abbildung f: A — B gibt,
dann gilt |B| < |A|.

Beweis:
Folgt aus Satz 3.

Bemerkung:
Es gilt: |R| = |P(N)| (Vergl. Analysis).l

2.3.14 Frage/Hypothese zum AC

Gibt es eine Menge A mit |N| < |4| < |P(N)|? Es stellt sich heraus (P. Cohen 1963): Die Nicht-
existenz einer solchen Menge ist unabhéngig von den iibrigen Axiomen der Mengenlehre (einschl.
Auswahlaxiom).

(CH) Kontinuumshypothese: Es gibt keine Menge A mit |N| < |A] < [P(N)].
(GCH) verallgemeinerte Kontinuumshypothese: Fiir jede unendliche Menge M gilt: Es gibt keine

Menge A mit |M| < |A| < |P(M)].
Satz: (GCH) = (AC).

2.3.15 Axiomensystem Zermelo-Fraenkel mit AC (ZFC)

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten.

Sei M eine Menge und P(z) ein Pradikat (Aussageform), das fiir jedes x € M entweder wahr
oder falsch ist, dann ist {x € M | P(z)} eine Menge.

Wenn A, B Mengen sind, dann ist {A, B} eine Menge.

Wenn m eine Menge von Mengen ist, dann ist | Jm eine Menge.

Wenn M eine Menge ist, dann ist die Potenzmenge von M eine Menge.
Unendlichkeitsaxiom: Es gibt eine Menge M, fiir die gilt:

-DeM
— falls € M, dann ist auch 2 U {z} € M

AC (Auswahlaxiom)

Fundierung: Es gibt keine unendlich absteigende Kette beziiglich der Elementrelation, d. h.
eine Folge (M;);en mit M; 1 € M; fir alle ¢ € N ist ausgeschlossen.

Sei n € Ny, dann bezeichne:

n:={0,...,n—1}

0.4
3={0,{0},{0,{0}}}
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2.3.16 Endlichkeit
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Eine Menge heifit endlich, falls es ein n € Ny gibt, mit |M| = |n|. Statt |M| = |n| schreibt man

auch |M| = n. M heifit unendlich, falls M nicht endlich ist.

2.3.17 Sitze zu endlichen Mengen

Feststellung

Seien n, m,n € Ny.

e a) Falls |[M|=n und |M| = m dann folgt n = m.
|M| = 7.
| M7 N Ms.

ist, dann gilt: f ist injektiv genau dann, wenn f surjektiv ist.

Beweis:
a), b), c¢) sind klar und formal mit vollstdndiger Induktion nachweisbar.

zu d)
Sei f: M — N injektiv, dann ist:

fIMi= M — f(M)

ahnlich.

Schreibweise: |N| = R (sprich: aleph Null)l

e b) Falls |M]| =nund M C M mit M # M, dann gibt es ein 7 < n mit
e ¢) Falls M; und M; endlich sind, dann gilt: |M; U Ms| = |M;| + | Ma] —

e d) Falls M endlich ist und |M| = |N| und f: M — N eine Abbildung

bijektiv. Also |N| = |M| = |f(M)| (nach Voraussetzung). Also folgt:
f(M) C N, also f(M) = N (wegen b)), also f bijektiv. Riickbeweis ist
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Satz mit abzahlbarem AC

Falls M unendlich ist, dann gilt |N| < |M]|.

Idee:

Wihle nacheinander verschiedene Elemente x1, x5, x3,... aus M aus, also z,, €
M\ {z1,...2p—1}. Entweder gibt es ein m € N mit {z1,...2,,} = M, dann
wire M endlich (|[M| = m), oder andernfalls ist f: N — M und f(n) := z,
eine injektive Abbildung, also |N| < |M|.1R

2.3.18 Abzihlbare Mengen

Definition: Eine Menge M heifit abzéhlbar, falls |M| < |N|. M heift abzdhlbar unendlich, falls
gilt |M| = |N|. M heifit {iberabzéhlbar, falls [N| < |M| (Sagt man, dass M abzéhlbar sei, meint
man also: M ist endlich oder abzéhlbar unendlich).

Folgerung mit AC:
Eine Menge ist genau dann unendlich, wenn es eine injektive Abbildung f: M — M gibt, die nicht
surjektiv ist.

Beispiele:

1) f:N—=N mit f(n) =n+1 ist injektiv aber nicht surjektiv.
2) |N|]=2N| 2N:={2n|n € N}: Menge der geraden natiirlichen Zahlen ist gleichméchtig
zur Menge aller natiirlichen Zahlen.
Beispiel:
Gegeben sei ein Hotel mit unendlich vielen Zimmern. Das Hotel ist voll belegt. Es kommt ein

Reisebus mit abzdhlbar unendlich vielen Fahrgésten. Um Platz zu schaffen, wird jeder Gast im
Hotel auf das Zimmer mit der doppelten Zimmernummer verlegt.

Feststellung;:

N x N ist abzahlbar unendlich.l

Feststellung:

N” fiir n € N ist auch abzahlbar.l

Feststellung;:

Sei m C P(M) und gelte m ist abzéhlbar und jedes Element von m ist ab-
zéhlbar, dann ist auch Um abzéhlbar, d. h. abzdhlbare Vereinigungen von
abzéhlbaren Mengen sind abzdhlbar. B
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3 Algebraische Grundstrukturen

Gruppen, Ringe, Kérper

3.1 Gruppe

Definition: Eine Gruppe (G, o) ist eine Menge G zusammen mit einer Abbildung
o: G x G — G, (a,b) — aob, sodass gilt:

e i) Fiir alle a,b,c € G gilt: ao (boc) = (aob)oc (Assoziativgesetz)
e ii) Es gibt ein Element e € G mit aoe =a = e o fiir alle a € G (e := neutrales Element).
e iii) Fiir alle a € G gibt es ein b € G mit aob=e =boa (b:= zu a inverses Element).

Definition: Falls (G, o) eine Gruppe ist und zusétzlich gilt:

e iv) aob=boa fiir alle a,b € G (Kommutativgesetz), dann heifit G eine abelsche* Gruppe.

3.1.1 Feststellung 7: Gruppeneigenschaften

Sei (G, o) eine Gruppe, dann gilt:

e Es gibt genau ein neutrales Element eg € G, e := eg mit ea = ae = a
fiir alle a € G. e heift also das neutrale Element von G (beziiglich o).

e ba =e = ab=cefiir alle a,b € G.

e Das Inverse ist eindeutig, meist geschrieben als a !

e Fiir alle a,b € G gilt: (ab)™! =b7ta™! mit (a71)"t =a.

e Fiir alle a,x,y € G gilt: (ax = ay =z =y) und (za =ya = z =y).
Beweis:

e angenommen e, e’ seien neutrale Elemente, dann folgt e = ee’ = ¢’.

e Nach ii) b) gibt es ein ¢ € G mit ¢b = e also ab = (ea)b = ((¢b)a)b =
(c(ba))b = ceb = cb =e.

e Sei a, b € G. Angenommen ba = ca = e wegen ii) folgt ab = ac = e, also
b=eb= (ca)b=c(ab) = ce = c.

o (0t )(ah) = b k) = b~ = b = § 1D = ¢ alo
a7t = (ab)~! We1ter aa ! =a"la=e, alsoa=a(a"t)" L

ear=ay=z=-cr=(ata)r=atar) = a(ay) = (a ta)y = ey =
y. za = ya = = = y analog.l

Schreibweise: In abelschen Gruppen bezeichnet man oft die Verkniipfung mit +, das neutrale
Element mit 0 statt e und das Inverse von a mit —a.

4pnach Nils Abel
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3.1.2 Beispiele fiir Gruppen

e Sei M eine Menge. Sei S(M) :={f: M — M | f bijektiv }, dann ist (S(M), o) eine Gruppe
(mit o Komposition von Abbildungen). Sie heift auch die symmetrische Gruppe auf M.
Insbesondere bezeichne S, := S({1,...,n}).

Definition:

Eine Abbildung M x M — M, (a,b) — ab heilt eine Verkniipfung auf M. Sie heifft assoziativ,
falls fiir alle a,b,c € M gilt: a(bc) = (ab)c.

3.1.3 Halbgruppe

Eine Halbgruppe (M, o) ist eine Menge M mit einer assoziativen Verkniipfung.

Beispiele:
(S(M),o)  Gruppe
(N, 4) Halbgruppe
(Z,4+) Gruppe
(Q,-) Halbgruppe

(Q\{0},-) Gruppe

Sei ¥ eine Menge (Alphabet). X* ist die Menge aller Worter (endliche Folgen von Buchstaben, also
Elementen von X). Das leere Wort besteht aus keinem Buchstaben. Das Hintereinanderschreiben
der Worte als Verkniipfung ist eine Halbgruppe.

3.1.4 Feststellung: Beklammerung bei inversen Verkniipfungen

Sei M x M — M eine Verkniipfung. Dann gilt: Jeder Ausdruck mit beliebiger
sinnvoller Beklammerung beschreibt dasselbe Element, d. h. man kann
die Klammern weglassen, falls keine Missverstdndnisse zu erwarten sind.

(ab)(ed) = a(b(cd))

Beweis:
wird weggelassen (einfach, aber langwierig)

Beispiele:

o U:P(M)xP(M)— P(M) ist eine assoziative Verkniipfung.

o Abb(M, M)x Abb(M, M) — Abb(M, M) mit (f, g) — fog ist eine assozia-
tive Verkniipfung. Die Menge der Abbildungen von M nach M genannt
MM,

Beispiel:

M :={0,1,2}, {Ju{1h)u{2,3} ={} U ({1} U{2,3}) Beispiel:
f(2) = 22, g(x) = 20, h(z) = 3

((f og) o h)(z) = (2(32))* = (f o (90 h))(x)

Bezeichnung:
Sei (G, o) eine Gruppe, A, B C G. Dann bezeichne AB := {ab | a € A,b € B} das Komplexpro-
dukt. A= :={a7' | a € A}. Fiir a € G schreibe aB fiir {a}B und Ba fiir B{a}.1
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3.1.5 Untergruppen
Sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e. Eine Untergruppe U (geschrieben U < G.) ist

eine Teilmenge von G, sodass gilt:

1) eeU
2) zeU=a2teU (& U'=0U)

(x7teU=x¢eU wegen (z7 1)~ =)
3) zyyeU=uzyelU (& UU=VU)

Die Aquivalenzen sind einfach zu zeigen.

3.1.6 Feststellung 8: Gruppe mit Einschrinkung

Sei (G, o) eine Gruppe, U eine Untergruppe, dann ist (U, o|Y, ;) eine Gruppe,
wobei o|Y. ;; die Einschriinkung der Abbildung o: G x G — G auf U x U und
U ist.

Beweis:

Fiir x,y € U ist xo|Y, )y € U, wegen 3.1.5 3). o|Y. ; ist also wieder eine
Funktion.

Bemerkung;:
Man schreibt dann wieder o statt ol ,.H

3.1.7 Links- und Rechtsnebenklasse

Sei (G, o) eine Gruppe, U eine Untergruppe. a € G:
aU heiflt dann eine Linksnebenklasse von U.
Ua heiftt dann eine Rechtsnebenklasse von U.
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3.1.8 Feststellung 9: Gruppe mit Aquivalenzrelation

2)

b)

c)

a)
b)

Sei (G, o) eine Gruppe, U eine Untergruppe. Dann gilt:

Die Relation ~ definiert durch a ~ b :< aU = bU ist eine
Aquivalenzrelation auf G.

Fiir alle a,b € U sind dquivalent:

i) aU = 0U

ii) bealU

iii) a=tb € U

Die Aquivalenzklasse von a beziiglich ~ ist aU. ([a]~ = aU)

Beweis:

klar
bU=aU

1) = ii): b=becbU=0bbcbU =" bealU
ii) = iii): be€alU =a 'beal(aU)=eU=U
oder:bealU =be{faujuclUt=FuelU: au=>b=
JueU:u=a'b=atbe {uuecU}
iii) =1i): a'be U= (a=b)U CUU =U = bU = a((a”'b)U) C aU
aU C bU entsprechend:
a” b e U= ((a1)b)™ = (b7ta) e U= = U also bU C aU
a€al [a]NDZEf{xeG\xwa}:{xEGUEU:aU}

2{x€G|x€aU}:aUl

3.1.9 Definition: Normalteiler

U C G heilst ein Normalteiler von G, falls gilt: U ist Untergruppe von G und
fir alle a € G gilt: aU = Ua. Geschrieben U < G.

3.1.10 Feststellung 10: Normalteiler

Eine Untergruppe U ist genau dann ein Normalteiler von G, wenn
aUa™! = U fiir alle a € G gilt.

Wenn (G, e) abelsch ist, dann ist jede Untergruppe von (G, e) ein
Normalteiler von (G, e).

{e} und G sind Normalteiler von G.l

Sei U C @ eine Untergruppe. Aus alUa~! C U fiir alle a € G folgt,
dass U ein Normalteiler ist. Damit ist auch

aUa= (a"HU(a"1)"t C U (ersetze a durch a1),

also a- (a7 Ua)-a ' =U CaUa™?

32
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3.1.11 Definition: Gruppenhomomorphismus

Seien (G, 0), (H, ) Gruppen. Ein (Gruppen-)Homomorphismus f: G — H ist eine Abbildung,
sodass f(zoy) = f(x)e f(y) fur alle z,y € G.

Ein Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus. Falls (G,0) = (H,e), dann heifit ein
Isomorphismus f: G — G ein Automorphismus von G.

Beispiel:

exp: R—=R;y Ry:={zeR|z>0}=(000)
T e

ist ein Gruppenhomomorphismus von (R, +) nach (R,,-). Da e*™¥ = e%c?.H

3.1.12 Feststellung 11: Gruppenhomomorphismus und neutrales Element

Wenn f: G — H ein Gruppenhomomorphismus ist, dann gilt f(e) = ¢’ und
f(a™) = f(a)™! (e bzw. €’ neutrales Element von G bzw. H).

Beweis 1:

¢ fe) = fle) = flee) = f(e)f(e) = ¢ = f(e)

Beweis 2:

fl@)f(a™) = flaa™") = f(e) = ¢’ = f(a)(f(a)) ' = fla™!) = (f(a))"' W

3.1.13 F 1.6:

Seien (G1,*), (G2, ) und (G3,-) Gruppen und
f: Gi1 = G, f: Gy — G5 Homomorphismen. Dann ist (go f): G; — G3 ein
Homomorphismus

Beweis:
Fiir alle z,y € G gilt:

(go Nzxy) = g(flzxy) ' E
(9o f)x)- (g0 F)y)

3.1.14 Definition: Isomorphie zwischen Gruppen

Zwei Gruppen (G, o), (H,e) heifen isomorph, geschrieben G = H, falls es einen Isomorphismus
f: G — H gibt. f~! ist dann ebenfalls ein Isomorphismus. (Aufgabe)

3.1.15 Definition und Folgerung:

Sei (G, -) eine Gruppe. Bezeichne Aut(G) := {f | f: G — G Automorphismus}. (Aut(G),o) ist
dann eine Untergruppe von (S(G),o) = ({f: G — G | f bijektiv },0).
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3.1.16 Definition und Proposition(wichtige Feststellung): Faktorgruppe

Sei (G, -) eine Gruppe und N ein Normalteiler. Bezeichne G/N := {a- N | a € G} die Menge der
Linksnebenklassen. Dann ist: (x)

(a-N)-(b-N) - (a-N)- (N -b) - a-(N-N)-b
~— ~—
nach def N Normalteiler assoziativ, weil N Gruppe
= a-N-b = (a-b)-N
~— ~—
da N Untergruppe: N - N = N nach def N Normalteiler

Die Linke Seite héngt nicht von der Auswahl der Représentanten ab. Folglich gilt:

o: G/INxG/N — G/N,((a-N),(b-N)) — (a-b)N, ((a-N)e(b-N) := (a-N)-(b-N)) ist eine wohlde-
finierte Verkniipfung. Ferner gilt fiir diese Verkniipfung das Assoziativgesetz, e- N = N ist das neu-
trale Element und a~!- N das inverse Element von a-N in G/N. (a™'-N)-(a-N) = (a"'a-N) = N.

Also ist ((G/N),e) eine Gruppe und nat: G — G/N mit nat(x) := z - N ein Homomorphismus,

denn nat(z-y) = (z-y)- N © (x-N)-(y-N)=nat(z) - nat(y) = nat(z) e nat(y).

(G/N, e) heikt die Faktorgruppe von G modulo N und nat: G — G/N der natiirliche Homomor-
phismus. N C G sei immernoch ein Normalteiler.

nat G — G/N der natiirliche Homomorphismus
g—=g-N

Beispiel:

Sei n € Z. Die zyklische Gruppe Z,, ist die Faktorgruppe von (Z,+) modulo nZ, also Z, :=
(Z/nZ,+). nZ = {nzx | © € Z} ist eine Untergruppe von (Z,+). nZ ist Normalteiler, da (Z,+)
abelsch ist.

Schreibweise:
Fiir u,v,w,n € Z. u+ v = wmod n bedeutet

nf((u+v) —w), d h (u+(nZ))+(v+ (nZ)) = (w+ (nZ))

Beispiel:
Zs =7/52 = {5Z,1 + 57,2+ 57,3+ 57,4 + 5Z}

Kurzschreibweise:
Zs = {[0]s, [1]5, [2]5, [3]5, [4]5 }

Also zum Beispiel

25+ [3]5 =2+ 5Z 43 +5Z =2+ 5Z+ 3+ 5L =5+ 5% = 5Z = [0]5
in Z5(2 4+ 3 = 0mod5).

Z19 entspricht dem Ziffernblatt auf einer Analoguhr.
Die zyklische Gruppe Z,, hat genau n Elemente: nZ, 1+nZ, ... ,n—14+nZ oder [0],, [1],, ... [n—1],.

3.1.17 Feststellung und Definition: Produkt zweier Gruppen

Das Produkt zweier Gruppen (G, ), (H,*) ist die Gruppe (G x H,o) mit (g1,h1) o (g2, h2) =
(91 *gg,hl *hg).

Der Beweis, dass dies eine Gruppe ist, erfolgt durch einfaches Nachrechnen, z. B. (e,¢e’) ist das
neutrale Element, wenn e das neutrale Element in G ist und e’ das neutrale Element in H ist.
(a,b)~! = (a=1,b71) ist das inverse Element.
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3.1.18 Feststellung: Projektion

Die Projektionen P;,P, aus (G x H,o) sind Homomorphismen.
Pl((ghhl) © (gz,hz)) = P1(91 * g2, h1 *hz) =91 %092 = Pl(glv hl) * Pl(gl, hz)-
Py((g1,h1) 0 (g2, h2)) = Pa(g1 * g2, h1 * ha) = hy x hy = Pa(g1, h1) * Pa(g1, ha).

P:GxH—G,(g,h)—yg
Po: G x H— H,(g,h) s h

Die Beschreibung einer Verkniipfung kann durch eine Verkniipfungstabelle er-
folgen:

Bild nicht verfiigbar![width=2cm]|Z3.png Abbildung 24 :Verkniipfungstabelle:
Z3.l

Seien im Folgenden (G, -), (H, ) Gruppen, ¢ € G, ¢’ € H neutrale Elemente.

3.1.19 Proposition 12: Untergruppen und Normalteiler

Sei f: G — H ein Homomorphismus von (G, -) nach (H,-).

a) Sei U C G eine Untergruppe. Dann ist f(U) C H eine Untergruppe.
b) Sei V C H eine Untergruppe. Dann ist f~1(V) C G eine Untergruppe.
¢) Sei N C H ein Normalteiler. Dann ist f~}(N) C G ein Normalteiler.

Beweis:

a) Seien vy,vy € f(U). Dann gibt es uy,uz € U mit v; = f(uq),
Vg = f(UQ) also v1v9 = f(ul)f(ug) = f(U1UQ) S f(U), da ujug € U,
wegen Untergruppe.
¢ = f(e) € F(U) und v~ = f(u)} = f(u~) € f(U)
(vergl. Feststellung 11, v = f(u)).

b)  Seien ui,uz € f71(V), d. h. f(u1) €V, f(uz) € V, also ujus € f=1(V),
da f(urug) = f(ur)f(u2) € V.
urt € f7UV), da flurt) = flun) "t € Viee f7UV), da fle) =€ €V,
= f~1(V) C G ist eine Untergruppe.

¢) Sei N C H ein Normalteiler. Dann ist f~!(N) C G eine Untergruppe
(nach b)). Fiir alle a € G,z € f~}(N) gilt aukerdem
flaza™) = f(a) f(z) f(a) " € f(@)Nf(a)~' = N,
also ara™! € f~1(N), also ist af ~}(N)a=! C N, also f~1(N) ist
Normalteiler von G.l

3.1.20 Definition: Kern

Sei f: G — H ein Homomorphismus, ¢’ € H neutrales Element.
ker(f) := f~1({¢/}) = {a € G | f(a) = €'} heikt der Kern von f. Der Kern besteht also aus allen
Elementen von G, die auf das neutrale Element ¢’ von H abgebildet werden.
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Eselsbriicke: Im Kern sind alle Elemente die iiber f stolpern und hinfallen.
Feststellung

Nach Proposition 12 ¢) ist ker(f) ein Normalteiler in G.l

Bemerkung;:
Wir betrachten den Homomorphismus

¢: G — Aut(G),a > (z = axa™").

1 1 1

a(zy)a™t = azx(e)ya™! = azx(a " a)ya~! = (aza™)(aya™?)

»(G) C Aut(G) ist nach Proposition 12 a) eine Untergruppe. Die Automorphismen ¢(G) heifien
innere Automorphismen, d. h. f € Aut(G) ist genau dann ein innerer Automorphismus, wenn
es ein a € G gibt mit f(r) = aza™! fiir alle x € G.

3.1.21 Feststellung 13: Innerer Automorphismus

Sei U C G eine Untergruppe, dann gilt: U ist genau dann ein Normalteiler
von G, wenn f(U) = U fiir alle inneren Automorphismen f: G — G.

Beweis:

f(U) = U fiir alle inneren Automorphismen < aUa™! = U fiir alle a €

.1.10d
G ’ 1<:1)0 ) U ist ein Normalteiler von G.l

3.1.22 Feststellung 14: Natiirlicher Homomorphismus

Sei N ein Normalteiler und nat: G — G/N der natiirliche Homomorphismus.
Dann gilt: ker(nat) = N.

Beweis: (IV ist Neutrales Element in (G/N,-) )
a € ker(nat) < a € nat~!({eN}) < nat(a) € {eN} < nat(a) = eN & aN =
N&ac NI
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3.1.23 Satz 5: Der Homomorphiesatz

Sei f: G — H ein Homomorphismus ((G,-), (H,-) Gruppen). Dann gibt es
16) nach (H,-) mit fonat =
f, wobei nat(z) = x - ker(f) der natiirliche Homomorphismus ist. Ferner ist f

genau einen Homomorphismus f von (G /ker(f), >

injektiv. Falls f surjektiv ist, dann ist f ein Isomorphismus.

Tt f(x)

nat(z) = x - ker(f)

Beweis: Zunéchst ist

z~pas flr)=fla) & en = f(2) fla) = f(z"a)

Pef e =14 ¢ ker(f) B ea. ker(f)

wodureh fiir alle a € G-
nat(a) = a-ker(f) = {z € G |z € aker(f)} = {z € G |z ~; a} = [a]~, = nat., (a)
was wiederum

G/ker(f) ={a ker(f) |a€ G} ={[a]~, |a € G} =G/~

ergibt. Wir kénnen den Abbildungssatz verwenden (Satz 2). Also gibt es genau
eine Abbildung f mit fonat., = f, wobei die natiirliche Abbildung nat ~
definiert ist durch: nat.,(a) = [a]~,. Ferner gilt:

Fla-ker(f)™ " b-ker(f)) = J(ab-ker(f)) = f(nat(ab)) = f(ab)

= fla)- f(b) = f(a-ker(f)) - f(b-ker(f))

Also ist fv ein Homomorphismus. Die iibrigen Behauptungen folgen aus dem
Abbildungssatz.l
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3.1.24 Definition Index

Sei G eine endliche Gruppe. Dann heifit |G| die Ordnung von G (die Anzahl der Elemente
von G). Sei U C G eine Untergruppe. Definiere durch G/U := {aU | a € G} die Menge der

Linksnebenklassen. [G : U] := |G/U| heift der Index von U in G. Achtung: (G/U,S'lo'M) ist nur
dann eine Gruppe, wenn U ein Normalteiler ist!

3.1.25 Feststellung 15: Ordnung

Definiere fiir alle a € G die bijektiven Abbildungen a- : G — G,z +— ax. Also
gilt fiir die Untergruppe U C G, dass |U| = |aU] fiir alle a € G. Nach Fest-
stellung 9 bilden die Linksnebenklassen eine Zerlegung von G. Sei {a;U|i € I'}
diese Zerlegung, wobei |I| = |G/U|. Dann |G| = ‘Uiel{aiU}‘ = ierlaU| =
2iellUl = U135, 1 = Ul -] = [U] - |G/U]

Also |G| = |U| - |G/U|, d. h. die Ordnung von G ist gleich dem Produkt der
Ordnung von U und dem Index von U in G. Insbesondere sind |U|,|G/U|
Teiler von |G|. Die Anzahl der Elemente einer Gruppe ist gleich der Anzahl
der Linksnebenklassen mal ihre jeweils gleich grofte Grofe.l

3.1.26 Feststellung 16: Durchschnitt von Untergruppen

a)  Sei M eine nicht-leere Menge von Untergruppen von G, dann ist der
Durchschnitt (91 eine Untergruppe von G.
b) Sei M ein Normalteiler in G, dann ist (91 ein Normalteiler von G.

Beweis: einfache Ubung. B

3.1.27 Definition: Erzeugte Untergruppe

Sei (G, -) eine Gruppe und M C G eine Teilmenge, dann bezeichne (M) := ({U | M C U <4 G}.
(M) ist nach Definition die kleinste Untergruppe von G die M enthélt. (M) heift die von M
erzeugte Untergruppe von G.

Analog: Von M erzeugte Normalteiler ist (J{N C |[M C N < G}

Beispiel:

(0) = {e}
In Z1o = 2/122 ist ({[3]}) = {[0], 3], [6], 9]}, [12] = [0] in Z1

Schreibweise:
Schreibe auch (a,...,z) fir ({a,...,z}).
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3.1.28 Definition: Bezeichnung

Fiir a € G,n € N bezeichne o :=a---q
—

n-mal
Y= e (neutrales Element)

a
a~ " (a—l)n

3.1.29 Feststellung 17: Surjektiver Gruppenhomomorphismus

Fir a € G, wobei (G,-) Gruppe, ist f: Z — {(a),n — a™ ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus von (Z, +) nach ({a), ). (eigentlich ({a),-|) )

Beweis:

an+m — anam

f surjektiv: (a) = {a™ | n € Z} Klar.
Formal: mit Induktion W

3.1.30 Definition: Endliche Ordnung

Sei a € G. Falls es m € N gibt, mit ™ = e, dann heift a von endlicher Ordnung und die kleinste
Zahl n € N mit a™ = e heift die Ordnung von a, geschrieben: ord(a) = n.

Beispiel:
In Z15 hat [3] die Ordnung 4. In (Z, +) hat 1 keine endliche Ordnung.

Schreibweise:
In (G, +) schreibt man n-a fir a+ ... + a.
—_————
n-mal
Bemerkung;:
Falls ord(a) = n ist, dann ist ker(f) = nZ fir f: Z — (a) mit m — a™ (Beweis klar).
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3.1.31 Feststellung 18: Anwendung des Homomorphiesatzes

Falls ord(a) = n ist, dann ist (a) & Z,,.

Beweis:
Folgerung aus dem Homomorphiesatz mit f: Z — (a), m +— a™ und weil
ker(f) = nZ.

mt a™

[m] =m+nZ
Abbildung 26l

Insbesondere folgt aus Feststellung 18, dass (a) = {a°,...,a" '} unda’' = e’ ©i—jenZ s i=
jmodn, wobei n := ord(a).

Eine einelementig erzeugte Gruppe G, d. h. es gibt a € G mit (a) = G heifst eine zyklische Gruppe.
Wir haben gezeigt, dass eine zyklische Gruppe isomorph ist zu Z,, (fiir ein n € N) oder zu (Z, +)

3.1.32 Die symmetrische und die alternierende Gruppe
Sn i =S8({1,...,n})

SM)=A{f|f: M — M, f bijektiv}

(S(M), o) bildet eine Gruppe.

Definition:

Sei M # (). Ein Element m € S(M) heift ein (endlicher) Zyklus, wenn es endlich viele paar-
weise verschiedene Elemente z1,...,z, € M gibt, sodass 7(z1) = ®o,...,7(x;) = ;41 fir
t=1,....,m—1und n(x,,) = 21 und w(x) = z fir alle x € M \ {x1,...,2,}. Man definiert
dann (z1,...,2m,) = 7 und die Lange des Zyklus als m.

Beispiel:

Kinder auf dem Schulhof. Es gibt einen Kreis in dem manche Kinder stehen. Jedes Kind nimmt
den Platz seines Nachbarn ein. Kinder auferhalb des Kreises bleiben auf ihrem Platz.

3.1.33 Zyklus

Ein Zyklus der Lange 2 heifit eine Transposition. Zwei Zyklen (x1,...,2,,) und (y1,...,Yy,) hei-
fen elementfremd, wenn {z1,...,Zm} N {y1,...,yn} = 0 gilt.
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Bemerkung:
Nach Definition ist (z1,...,Zm) = (T2, -, Tm,Z1) = .. = (Tit1y oy Ty, T1y. .., &) = ... flir
i=1,....m—1

3.1.34 Permutationen

Sei M eine endliche Menge. Die Elemente von S(M) heifen Permutationen von M.
Die Zweizeilenform:

(+ty 2 o)

Des weiteren wird die Komposition als Produkt geschrieben und bezeichnet (o := ).
Darstellung einer Permutation als Produkt von elementfremden Zyklen als Beispiel:

(1,3,6,4)(2)(5,7)

3.1.35 Feststellung 19: Eigenschaften von Permutationen

a) Jede Permutation einer endlichen Menge ist das Produkt (Komposition)
von elementfremden Zyklen.

b) Das Produkt von zwei elementfremden Zyklen ist unabhéngig von der
Reihenfolge der Zyklen.

c) Die Darstellung nach a) ist eindeutig, bis auf die
Reihenfolge der Zyklen, (x1,...,2x) = (z2,..., Tk, 1) = ... und auf die
Angabe von 1-Zyklen (Identitéiten).l

Definition:
Ein n-Zyklus ist ein Zyklus der Lénge n.

Beispiel:

Das Produkt von zwei Permutationen (schreibe sie direkt hintereinander statt o) wird als Abbil-
dung aufgefasst, also zuerst wird die rechtsstehende Abbildung angewandst.

[(1,3,7)(2,4)(5,6)] - [(1,4,5)(2,6)] = (1,2,5,3,7)(4,6).

3.1.36 Feststellung 19.2:

a) Ein Zyklus der Linge m ist als Produkt von (m — 1) Transpositionen
darstellbar.

b) Jede Permutation (einer endlichen Menge) ist als Produkt von
Transpositionen darstellbar.

Beweis:
(CL‘17 .. ,.Tm> = (xl7xm) e (:Cl)xQ)
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3.1.37 Vollstédndige Induktion

Sei A ein Pradikat fiir natiirliche Zahlen. Falls A(1) wahr ist (Induktionsanfang) und falls fiir alle
n € N gilt: Falls A(n) wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr. Dann gilt Vn € N: A(n) also A(n)
ist fiir alle n wahr.
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3.1.38 Feststellung 20

Sei m € S, das Produkt von ¢ Transposition. In der Darstellung von 7 als
Produkt elementfremder Zyklen, in dem jedes Fixelement (w(x) = =z) als
1-Zyklus aufgefiihrt ist, bezeichne Z(7) als die Zahl aller Zyklen und g() als
die Zahl der Zyklen gerader Lange. Dann gilt: g(7) =n — Z(7) = t mod 2.

Beweisidee:

Z(m) — g(m) ist die Anzahl der Zyklen ungerader Lénge, also
Z(n) — g(n) = nmod 2

n—Z(r) = —g(r) = g(7) mod 2

Durch vollstdndige Induktion nach ¢ wird gezeigt: fiir das Produkt 7 von ¢
Transposition gilt: ¢ =n — Z(7) mod 2.

Beweis: Z(7) — g(7) ist die Anzahl der Zyklen ungerader Lénge.
Einschub: n lasst sich als Summe schreiben: n = nq + ns, nq die Anzahl der
Zahlen die in geraden Zyklen vorkommen, no die Anzahl Zahlen die in unge-
raden Zyklen vorkommen. n1 =2An=n1+ngs =>n=2+n2 = n =ny
Vi e {1,...,Z(m) — g(m)} gilt: der ungerade Zyklus z; hat m; = 1(&
m; ungerade) Zahlen

_ NA(m)—g(n Z(7r) g(m) ¢ _ _ =, = _
ny = S0 = SAO80 1 _ 7(0) — g(r) = 0 = np = 2(m) — g(r)
Einschub Ende
Also Z(m) — g(7) = nmod 2,
Durch vollstédndige Induktion nach t wird gezeigt: Fiir das Produkt 7 von ¢
Transposition gilt: ¢ = n — Z(7) mod 2
Induktionsanfang: (¢ = 0) Dann ist 7 = id, also Z(7) = n & n—Z(r) =0 =
0=t
(t = 1) Dann ist 7 eine Transposition, also Z(7) =n — 1
Induktionsannahme: Gelte die Behauptung fiir das Produkt 7 von ¢ Transpo-
sitionen, also n — Z(7) = t mod 2
Induktionsschluss: Sei 7’ := (y1,y2) - 7
Zu zeigen n — Z(7') =t + 1mod 2 d.h. zu zeigen Z(n') — Z(7w) = 1 mod 2
Sei 7 als Produkt von elementfremden Zyklen inklusive 1-Zyklen dargestellt
(vgl. F1.14c¢)
Dann miissen die y; und yo schon in Zyklen vorkommen.
1.Fall: y1, yo kommen in demselben Zyklus vor, sagen wir in (u1,...,Un),
0.B.d.A. y1 = u1, y2 = u, (fiir ein 1 < r < m), dann gilt:

(y17y2)'(y1?u27 R 7’u”r‘—17y2a uT+17 v ,'U/m) = (ylau27 L] 7u7‘—1)(y2au7‘+17 . ,Um)
i ! ! !

also aus einem Zylus werden zwei Zyklen, also Z(7') — Z(7) =1 =1 mod 2

2. Fall: y1, y2 kommen in verschiedenen Zyklen vor, sagen wir in (uq,...,u,),
(v1,...,vs) und uy = y1, v1 = y2 0.B.d.A.
Dann gilt:

(yuyz)(yl,uza e 7ur)(y2,1}2, e 7'03) = (y17u27 ceey Upy Y2, V2,0 ,Us)
. : ) :

also aus zwei Zyklen wird ein Zyklus, also Z(7') — Z(w) = —1 = 1 mod 2
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3.1.39 Satz 6 und Definition: Signum

Die Abbildung sign: S,, — {1, —1} mit sign(7) = (—1)9(™) ist ein Gruppenho-
momorphismus in ({—1,1},-) & Z.

sign(m) heifst das Signum von 7. Es sind &quivalent:

(i)  sign(m) =1 (aufpassen: 1 ist ungerade)
(i)  Es gibt eine Darstellung von 7 als Produkt einer geraden Anzahl
von Transpositionen.
(ili) Jede Darstellung von 7 als Produkt von Transpositionen enthélt
eine gerade Anzahl von Transpositionen.
(iv)  g(m) ist gerade.
Beweis:
Da ¢g(m) in einer Darstellung von 7 als Produkt elementfremder Zyklen (im
Wesentlichen) eindeutig ist (Feststellung 19), ist g(7) wohldefiniert und g(7) =
tmod 2 (Feststellung 20). Daraus folgt dann:
(1) & (iv) ist trivial.
sign ist ein Homomorphismus: Falls 7 als Produkt von ¢ Transpositionen und
7 als Produkt von s Transpositionen darstellbar ist, dann ist 7 - 7 ein Pro-
dukt von t + s Transpositionen, also sign(nr) = (1)t = (=1)}(-1)* =
sign(r) sign(7).A

3.1.40 Feststellung und Definition: Alternierende Gruppe

Sei sign: S, — {1,—1}. A, := ker(sign) = {m € S,|sign(r) = 1}. Nach
Feststellung 20 und Satz 6 ist A, ein Normalteiler von S, (Kern eines
Homomorphismus). A4,, heift die alternierende Gruppe. Eine Permutation
7 € Sy, heift gerade, falls sign(m) = 1 ist (d. h. falls 7 € A,,). 7 heilt ungerade,
falls 7 nicht gerade ist. Falls n > 2 hat die A,, den Index 2 in S,, Es gibt
genau 2 Linksnebenklassen, weil die jede Permutation entweder gerade oder
ungerade ist.

Es gilt: |S,| =n(n —1)(n—2)---1 = n! also nach Feststellung 15: |A,| = in!
(fiir n > 2).M

Achtung:
Ein Zyklus gerader Linge ist eine ungerade Permutation und ein Zyklus ungerader
Liange ist eine gerade Permutation.

Beispiel:
Sign((173a2>5)(274’ )(3’ ))(( 6)( 12,4, ))_1 =
sign((1,3,2,5)(2,4,1)(3, ))(51gn((47 , (

sign(1, 3,2, 5) sign(2,4, 1) sign(3, 7)(sign(4, 5,
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Beachte: sign ist ein Homomorphismus.

3.1.41 Definition: konjugiert

Sei (G, -) eine Gruppe. Zwei Elemente x,y € G heiflen zueinander konjugiert, wenn es ein a € G
gibt mit y = aza~!, d. h. es gibt einen inneren Automorphismus, der x in y abbildet.

Zwei Untergruppen Uy, Uy heifen zueinander konjugiert, falls es ein a € G gibt, mit Uy = aU;a™".

3.2 Ringe und Korper
3.2.1 Definition: Ring

Ein Ring (R, +, ) besteht aus einer Menge R und zwei Verkniipfungen +: R x R — R und
-t R X R — R, sodass fiir alle a,b,c € R gilt:

1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
2) (a-b)-c=a-(b-c) Assoziativgesetz
3) (a+bd)-c=(a-c)+(b-c) Distributivgesetze
a-(b+c)=(a-b)+(a-c)
Konvention:

- bindet stéarker als +, d. h. z. B. bedeutet a-b+a-c= (a-b) + (a-c).

Bezeichnung:
Das neutrale Element beziiglich + wird mit 0 bezeichnet. Das inverse Element bzgl. + wird mit
—a bezeichnet.

3.2.2 Definition: Ringeigenschaften
Sei (R, +,-) ein Ring.

e R heiflt kommutativ, falls ab = ba fiir alle a,b € R.

R heifst ein (Ring) mit Eins bzw. unitér, falls es ein Element 1 € Rgibtund 1-a=a-1=a
fiir alle a € R.

R heifst ein (Ring) ohne Eins, falls es R nicht ein Ring mit Eins ist.

R heifst nullteilerfrei, falls fiir alle a,b € R gilt: ab=0= (a =0V b=0).
e R heift ein Schiefkorper, falls (R \ {0}, -) eine Gruppe ist.

R heit ein Korper, falls (R \ {0}, -) eine abelsche Gruppe.

R heifst ein Integritétsbereich, falls R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit Eins ist
wobei auferdem 1 # 0. (({0},{((0,0),0)},{((0,0),0)}) soll ausgeschlossen werden, denn
wenn es ein a # 0 gibt, dann folgt -1 =a#0=a-0)

3.2.3 Feststellung 21: Ringeigenschaft

Fiir einen Ring (R, +, ) gilt: Es gibt mindestens ein Element in R.
Beweis: (R, +) ist eine Gruppe.
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Fiir einen Korper (K, +,-) gilt: Es gibt mindestens zwei Elemente in K.
Beweis: (K,+) und (K \ {0}, +) sind Gruppen.

3.2.4 Feststellung 21: Ringeigenschaft

In einem Ring gilt: -0 =0=0-qa fir allea € R,denn 0 +a-0=a-0 =
a(04+0)=a-0+a-0,also0=a-0 (0-a =0 analog).

3.2.5 Beispiele fiir Ringe

N, +,) kein Ring, weil (N, +) keine Gruppe

Z,+,-) Ring, kommutativ, mit Eins, nullteilerfrei, Integritdtsbereich, kein Schiefkérper
Q,+,) Korper

R, +,-) Korper

C,+,") Korper der komplexen Zahlen

2Z,4+,-) kommutativer Ring ohne Eins

{0},+,-) trivialer Ring, kommutativer Ring mit Eins (Die Eins ist 0),

kein Schiefkorper, da (@, -) keine Gruppe, insbesondere kein Integrititsbereich

3.2.6 Feststellung 22: Ringarten

Nach Definition gilt fiir einen Ring (R, +,-):

R Ring mit Eins
Z

R Schiefkérper
Z N
R Korper R nullteilerfrei*
SN
R kommutativ
* Sei ab =0 und o0.b.d.A a # 0, dann gibt es ™!, also ist b = 1b = a~!(ab) =
a”10=0.1

3.2.7 Definition: Ringhomomorphismus

Seien (R, &g, Or), (S, ®s, ®s) Ringe. Eine Abbildung f: R — S heifst ein Ringhomomorphismus,
falls fiir alle a,b € R gilt: f(a®rb) = f(a) Bs f(b) und f(a ©rb) = f(a) ©s f(b). Ein bijektiver
Ringhomomorphismus ist ein Ringisomorphismus.
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Zwei Ringe heiflen isomorph, falls es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt. Geschrieben:
(Ra @Ra GR) = (Sv @Sa GS)

Falls f: R — S ein Ringhomomorphismus ist. dann ist f~': S — R ebenfalls ein Ringisomorphis-
mus.

Nach Definition ist ein Ringhomomorphismus insbesondere auch ein Gruppenhomomorphismus
(R,+) und (R, ®)

3.2.8 Definition: Kern

Falls f: R — S ein Ringhomomorphismus ist, dann heift ker(f) := f=*({r € R | f(r) = 0}) der
Kern von f.

3.2.9 Definition: Unterring

Sei (R,+,-) ein Ring. S C R heilt ein Unterring, falls 0 € S und falls fiir alle a,b € S gilt:
a+be S —ae S abeSs.

3.2.10 Definition: Unterkorper

Sei (K, +,-) ein Kérper. Ein Korper (L, +|E, ;. +|E, ;) heifit ein Unterkdrper von (K, +,-), wenn
{0g,1x} CLCK.

3.2.11 Definition: Produkt

Das Produkt von zwei Ringen R, S ist definiert als (R x S, +,-) mit

(r1,81) + (72, 82) = (r1 + 72, 51+ $2)
—— N —
ER €s

Beispiel: (Z x Z,+, -) nicht nullteilerfrei:

(1,0)-(0,1) =(1-0,0-1) = (0,0)

3.2.12 Folgerung: Produkt von Ringen
Das Produkt von zwei Ringen ist ein Ring. Beweis Ubung. Z. B.: Assoziativgesetz Multiplikation

((r1,81) - (12,82)) - (r3,73) = (r1 - 712,81 - 82) - (73, 83)
= ((r1-7r2)-73,(s1-52) - 53)
= (r1-(ra2-7r3),51- (52 53))
= (r1,81) (r2 - 83,72 - S3)
= (

71,51)((r2, 82) - (73, 53))

3.2.13 Definition: Ideal

Sei (R,+,-) ein Ring. I C R heift ein Ideal, falls (I, +]|) eine Untergruppe von (R, +) ist (also
0Ocl,a+bel,—ae€l)und fir alle a,b € I,r € R gilt: ra € I,ar € I. Insbesondere sind Ideale
auch Unterringe.

3.2.14 Beispiel

Die Menge der Geraden Zahlen ist mit + und - ein Ideal. ~
Gerade Zahlen addiert sind gerade. (a +b =2a + 2b =2(a + b))
Eine gerade Zahl mal eine beliebig Zahl ist gerade. (ar = (2a)r = 2(ar))
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3.2.15 Definition und Proposition: Faktorring

Sei (R, +,-) ein Ring und I ein Ideal. Dann setze R/I = {a+ 1| a € R}. (R,+) abelsch = (I,+)
Normalteiler. (R/I,+) ist eine abelsche Gruppe (Faktorgruppe von (R, +) modulo I). Definiere
-+ R/IxR/I — R/I durch (a+1)(b+1I)=ab+ 1.

Diese Verkniipfung ist wohldefiniert: Sei a,a, b,g € RAuwssa+I =a+1,b+1= b+ 1 folgt:
a—a€l,b—>bel, weil:
a+I=a+1
s{at+iliely={a+j|jel}
sdijelati=a+]
sSdi,jel:a—a=i—j
sSa—-ael (t—je€l,da(I,+) ist Gruppe)

Also (a —a)b € I und a(b—b) € I, dann ab—ab = (a — a)b+a(b—b) € I, also ab+ I = ab + I.
Assoziativgesetz fiir - und Distributivgesetze fiir I folgen direkt aus denen in R.

Damit ist (R/I,+,-) ein Ring und nat: R — R/I mit nat(a) := a + I ein Ringhomomorphismus
mit. (R/I,+,-) heift der Faktorring modulo 1.
ker(nat) = nat™*(0 + I)

={zeR|a+I=1}

={zxeR|F,jel:z+i=7j}

={zeR|F,jel:x=j—i}

—~
el
=1

3.2.16 Feststellung: Kern als Ideal

Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist ker(f) ein Ideal in R.

Beweis:

ker(f) = f~*({r € R| f(r) = 0}) Untergruppe von (R, +) schon gezeigt. Aus
r € R,a € ker(f) folgt f(ra) = f(r)f(a) = f(r)-0 = 0, also ra € ker(f).
(ar € ker(f) analog).

Beispiel:

Fiir n € Z ist nZ ein Ideal in (Z, +,-) (klar).

(Zp,+,) mit Z, (=7Z/nZ) ist der Restklassenring von Z modulo nZ.
Multiplikation in Z,: [a],[b], = [ab]n, [a], = a +nZ.1

Sein € Z. (Z,,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins (= [1],,). Frage: Wann ist Z,, nullteilerfrei?

Beispiel:
Zg ist nicht nullteilerfrei, denn [2]6[3]s = [6]s = [0]6
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3.2.17 Feststellung 23: Nullteilerfreiheit

Z,, ist genau dann nullteilerfrei, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis:
Falls n > 2 keine Primzahl ist, dann gibt es mi,mo € N\ {1} mit
n = mimg und damit ist [m],[ma], = [mime], = [n], = [0]., aber

[m1]n # [0]n, [m2] # [0], also Z, nicht nullteilerfrei.

Falls n eine Primzahl ist, dann ist Z,, nullteilerfrei, denn falls n eine Primzahl
ist, folgt aus n | a - b (n teilt a - b) die Aussage n |a VvV n|b.

[a]n - [b], = [abln, = [0]n, = [a],, = 0], V [b],, = [0]n

3.2.18 Feststellung

Ein endlicher Integritdtsbereich ist ein Korper. Insbesondere is Z,, ist genau
dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis:

Sei R ein endlicher Integritétsbereich. Es gilt R # {0}. Betrachte die Abbildung

a- :R—R
b—a-b

Fiir a # 0 ist diese Abbildung injektiv, denn fiir by, b € R gilt:

a-blza-b2=>a-(b1—b2):0
=a=0Vb —by=0
= b1 = by (wegen a # 0)

Fiir eine endlich Menge gilt, dass jede injektive Abbildung f: R — R bijektiv
ist, also gibt es ein b€ Rmit a-b=1, also b=a"! Also (R, +,-) ein Korper.
(Beachte R\ {0} # 0)

Bezeichnung:
Sei (R,+,-) ein Ring, r € R, m € Z. Dann definiere -': Z x R — R durch:

/
r:

0
r4+rdr4etr firme N:

0-
m-r:

m-mal

m- r:=(-m) (-r) fir m € Z\ N\ {0}

49
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Auflerdem definere:

rm=r.  JrfirmeN
N—_——
m-mal
Konvention:

Schreibe wieder - statt .
- bindet starker als +.
alsoz. B.:2r+3s=r+r+s+s+s

Rechenregeln:

Es gilt fiir m,n € Z,r,s € R :
(m+n)r =mr+nr

(mn) . (rs ) = (mr)(ns)
€Z -:ZXxR—R €R

(folgt aus dem Distributivgesetz, vollstindiger Induktion und Fallunterscheidung) B

3.2.19 Definition: Charakteristik

Sei K ein Kérper. Dann definiere

0, falls fiir alle n € N stets n - 1x # Ox gilt
p, falls p die kleinste natiirliche Zahl mit p- 1 = Ok ist

char(K) := {

K heifst dann ein Korper mit der Charakteristik char(K).

Die Charakteristik gibt also an, wie oft man das neutrale Element der Multiplikation mit sich
selbst addieren muss, damit sich die 0 ergibt.

Beispiele:

@Q,+,9), R,+,-), (C,+, ) sind Kérper der Charakteristik 0. (Z,, +, -) fiir p Primzahl ist ein Kérper
der Charakteristik p.

3.2.20 Feststellung 24: Charakteristik und Primzahl

Sei K ein Korper der Charakteristik p # 0. Dann ist p eine Primzahl.

Beweis:

Angenommen p wire keine Primzahl. Dann wihle p = nyns mit ni,ny €
{2,....p —1}. Esgilt: 0 = p-1 = (mna) -1 = (ng - 1)(ng - 1) (weil das
Distributivgesetz gilt). Da K nullteilerfrei ist, folgt ny -1 = 0 oder ny -1 = 0.
Da nq, ny < p ist dies ein Widerspruch zur Minimalitdt von p.H

3.2.21 Feststellung:
In einem Korper K der Charakteristik p # 0 betrachte:
——
€N

Dies ist ein Unterkorper von K. Denn
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n-1)+(m-1)=Mm+m)-1=k-1, falls n+m =k mod p.
—n-l=(p-n)-1,(n-1)-(m-1)=(n-m)-1

Inverse von n -1 (mit n # 0 mod p) in K ist m -1 mit (n-m) =1 mod p

Dieser Unterkorper von K mit p Elementen, heiftt der Primkérper von K. Der Primkdérper ist der
kleinstemogliche Unterkorper.
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4 Vektorraume

4.1 Unterraume, lineare Unabhangigkeit, Basis, Dimension
4.1.1 Definition: Vektorraum

Seien (K,+,-) ein Korper, (V,®) eine abelsche Gruppe und @: K x V' — V eine Abbildung.
V = (V,®, ®) heifit ein Vektorraum iiber K oder K-Vektorraum, falls fiir alle z,y € V, A\, u € K
gilt:

1) Moy =00x)d(AOy)
2; A+p)oz=MN02)® (Lo )
3

A p)er=X0 (o)
4) l1eoz=x
Bezeichnung;:

Man nennt die Elemente von V' Vektoren und die Elemente von K Skalare.

4.1.2 Bemerkung und Konvention

©® und - bindet stirker als @ und 4+, also AGx+ A+ A- N Oy=A0x)d (A+(A-N) Oy).

verwende griechische Buchstaben fiir Skalare und Vektoren fiir lateinische. Statt @ und © schreibe
+ bzw. -. Welche Operation dann gemeint ist, ergibt sich dann aus dem Kontext, also:

1)
2) (A+pr=Ax+px
3)  (Aw)z = A(px)
4) lz==x
Nicht definiert ist zum Beispiel:
A+ oz
eEK (2%

4.1.3 Besonders wichtige Beispiele und Schreibweisen fiir Vektoren

Sei (K, +,-) ein Korper, n € N. Definiere

V= K" =K x - xK=1Len, nK
b
n-mal
+:VxV =V

(al,...,an)+(b1,...,bn)+—>(a1+b1,...,an+bn)

S KxV =V
AMay, ... an) = (Aaq, ..., Aay)
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K™ := (V,+,) ist der (n-dimensionale) Standardvektorraum. Durch einfaches Nachrechnen er-
gibt sich sofort, dass (V,+) eine abelsche Gruppe ist und dass 1), 2), 3), 4) gelten und somit
der Standardvektorraum ein Vektorraum ist. Spéter werden wir zeigen, dass bestimmte ,endlich
dimensionale’ Vektorrdume ,isomorph“ zu K™ sind.

Sei (K, +,-) ein Kérper. Dann ist (K, +,-) auch ein Vektorraum, dhnlich zu K*.

4.1.4 Schreibweise
a1 ai
Man schreibt iiblicherweise die Elemente von K™ als | : | statt (ai,...,ay). | @ | nennt man

aTL a’n
Spaltenvektor und (aq,...,a,) Zeilenvektor.

4.1.5 Geometrische Interpretation

R? kann man als Menge der Punkte der Ebene auffassen (beziiglich eines Koordinatensystems).
Bild nicht verfiighar![width=4cm|R21.pngAbbildung 28

Bild nicht verfiigbar![width=4cm|R22.pngAbbildung 29

4.1.6 Physikalische Bedeutung

Vektorielle GroRen, z. B. Geschwindigkeit (Vektoren im R?), Skalare GroRen, z. B. Masse, Léinge,
Betrag der Geschwindigkeit.

4.1.7 Hobherdimesionale Bedeutung

Auch sehr hohe Dimensionen haben anschauliche Interpretation: Beispielsweise hat eine Bank n
Konten. Zu jedem Zeitpunkt gibt ein Vektor die Verteilung des Geldes auf die einzelnen Accounts
an. Eine Einzahlung enspricht dann der Addition eines Vektors, bei dem ein Eintrag positive ist
und der Rest 0.

Frage: Was ist ein Vektor?

Antwort: Ein Element eines Vektorraums.
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4.1.8 Feststellung 25: Rechenregeln

N

\_/\_/\_/%D ~— — — —

B

W DN =

>~
~—

Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt fiir alle A € K,z € V:

A0y = Oy (Oy € V neutrales Element beziiglich @)
Ogx = 0y (0 € K neutrales Element beziiglich +)
AM=z) =—(A\z) = (- Nz (—z inverses Element beziiglich &)

A =0y =z=0yVA=0g

eis:

A0y 4+ 0y = )\(Ov) = )\(OV + Ov) = A0y + A0y = Oy = A0y
OK&L‘-FOKI': (0K+0K)!E:OK$:0KLL'+OV =>OK{,C:0V
Az + A(—2x) = Mz — ) = N0y = 0y, also A\(—z) = —(\x)
(=Nz+Ax = (A + XNz =0gx =0y, also (—A\)z = —(\x)
Sei A # 0 und Az = Oy.

Oy =210y =A"tAz) = (AN Nz =1r =z, also x =0y B

4.1.9 Definition: Linearer Untervektorraum

o4

Sei V' ein K-Vektorraum und U C V. Dann heifft U ein linearer Untervektorraum (kurz: Unter-
raum) von V, falls gilt: (U, +) ist eine Untergruppe von (V,+), (also insbesondere 0 € U), und fiir
alle A € K folgt ausu € U stets \u e U. (& K-U CU)
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4.1.10 Feststellung 26: Unterraumkriterium

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir eine Teilmenge U C V (V ein K-
Vektorraum):

i) U CV ist ein Unterraum.
i) U#0Dundfiirallez,ycU)€ K gilt: x +y € U und Az € U.

-: K x U — U und U ist mit diesen Operationen ein K-Vektorraum.

Beweis durch Ringschluss:

i) = iii)

Wegen i) ist (U,+) eine Untergruppe von (V,+). (Diese ist auch abelsch)
Also ist —|—|ng eine Funktion. Nach Definition von Unterraum ist K - U C U.
Somit ist auch die Einschrinkung -|% ., eine Funktion. Die Gesetze 1) bis
4) aus der Definition des Vektorraums gelten fiir alle z,y € V, A\, u € K, da
(V,+,-) ein K-Vektorraum ist, also gelten die Gesetze auch fiir z,y € U C V.

iii) = ii)

Fir A € K,z,y € U gilt: A\x € U (wegen -: K x U — U),
x+yeU (wegen +: U x U — U),

U # 0, da (U, +) abelsche Gruppe.

ii) = i)

Wegen U # ) gibt es ein u € U. Dann ist wegen ii) und Feststellung 25:
—u=(-lNueUund0=u—u=u+(—u) €U, ferner gilt fiir alle z,y €
U:x+yeU —z=(—1)xeU,also ist (U,+) eine Untergruppe in (V,+) und
fiir alle A € K,z € U gilt Ax € U. Damit ist U ein Unterraum.Hl

ili) + bzw. - lassen sich einschrénken zu den Abbildungen +: U x U — U bzw.

Sei (V,+,-) im Weiteren ein K-Vektorraum.

4.1.11 Feststellung 27: Durchschnitt und Summe von Unterraumen

a) Sei U eine nichtleere Menge von Unterrdumen von V. Dann ist (| ¥ ein
Unterraum von V.
b) Seien Uy, Us Unterrdume von V. Dann ist

Beweis:
Entfillt, einfache Ubung. W

Ui + Us :={u1 + ua | u1 € Uy,us € Us} ein linearer Untervektorraum von V'

4.2 Linearkombination von Vektoren, lineare Hiille, Basis

4.2.1 Definition: Linearkombination

95

Seien v1,...,v,, € V. Ein Vektor v € V heifst eine Linearkombination von vy, ...,v,,, wenn es

Ayeey A € K gibt mit v = Mop + ...+ Aoy, = Aiv; (i 1auft von 1 bis n).
i=1

7
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Fiir eine nichtleere Teilmenge M C V ist v € V eine Linearkombination von Vektoren aus M, falls
eseinn € Njvy,...,v, € M gibt, sodass v eine Linearkombination von vy, ..., v, ist.

4.2.2 Definition: Lineare Hiille

Sei M C V.

Lin(M) := {v € V' | v ist eine Linearkombination von Vektoren aus M}
={veV|IneNJv,...,u, € M IAg,...,. N1 v =11 s \vi}
Lin(0) := {0}

Lin(M) heift lineare Hiille von M in V oder der von M aufgespannte lineare Unterraum.
Es gilt:

M C Lin(M)
Lin(M) = Lin(Lin(M))
M C P = Lin(M) C Lin(P)
v € Lin(M \ {v}) = Lin(M \ {v}) = Lin(M)
Lin(A) + Lin(B) = Lin(AU B)
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4.2.3 Satz 7

Lin(M) =(\{U | M CU AU ist ein Unterraum von V'}

Beweis:

Fiir M = ( gilt die Behauptung offensichtlich. Sei M # ().

7’g“

Zu zeigen: Jede Linearkombination aus M ist in jedem der Unterrdume iiber
die der Schnitt in der rechten Menge gebildet wird enthalten.

Sei also m € Nyv,...,0p, € M, A1,..., A, € K und U ein Unterraum mit
MCUCV.

Wegen M CU gilt v, e U firi=1,...,m

Nach Definition linearer Unterraum fiir U folgt erst

ANvieUfiri=1,....m

und mit trivialer vollstdndiger Induktion auch, dass die Summe enthalten ist:

in: )\ivi ceU
i=1

Somit ist die Linearkombination auch im Schnitt enthalten.

DL(

N=

Zeige die (logisch stirkere) Aussage:
M C Lin(M) A Lin(M) ist ein Unterraum von V'

denn nach Definition vom Schnitt folgt dann, dass der Schnitt auf der rechten
Seite ein Teilmenge von Lin(M) sein muss. Zeige Eigenschaften aus Folgerung
26 ii):

e 0 € Lin(M), da 0= 0Ov fiir v € M # 0 beliebig, somit Lin(M) # 0

o Sei
m,n € N,
Vly- s Umy Umtls - -« s Umntn € M,
Alyee oy Amgn, A € KL
Dann gilt:
<Z)\ vl> = i A\i)v; € Lin(M)
i=1
und

m m-+n m—+n
i=1 =1

i=m-+1

o7

Nach Feststellung 27 ist Lin(M) also ein Unterraum von V und Lin(M) ist der kleinste Unterraum
(beziiglich C) von V', welcher M enthélt.
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4.2.4 Definition: Erzeugendensystem

M C V heifst ein Erzeugendensystem von V, falls Lin(M) = V.

Beispiel:

i ({()}) = () remf e

geometrisch: Gerade durch (8) und (_12>
1 0 A
Analog im R? (Raum), z. B. Lin 11,11 = At p |4 peR
0 1 I
0 1 0
Ebene die durch die drei Punkte [ 0], 1], 1] beschrieben wird.
0 0 1

4.2.5 Definition: linear unabhéngig

Eine Teilmenge M C V heift linear unabhingig (Abkiirzung: 1. u.), falls fiir je endlich vie-
le paarweise verschiedene Vektoren vy,...,v,, € M und Aq,..., A\, € K aus i A;v; = 0 stets
A1 = Ay =+ = A\, = 0 folgt. Analog ausgedriickt: Es gibt keine nichttriviale Llizlearkombination
von Elementen aus M, die 0 ergibt.

Ein geordnetes Tupel (vq,...,v,,) mit v; € V fir i = 1,...,m heifit linear unabhéngig, wenn die
Menge {v1,...,vn} linear unabhéngig ist und die Vektoren vy, ..., v,, paarweise verschieden sind.

Eine Menge (bzw. ein Tupel) von Vektoren heift linear abhéngig, falls sie nicht linear unabhén-
gig ist.

x € V heiflst linear abhéngig von M, falls z € Lin(M).
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4.2.6 Feststellung 28: Lineare Unabhingigkeit

Die folgenden Aussagen sind dquivalent fiir M C V:

i) M ist linear unabhéngig
ii) Fir alle v € M gilt: v ¢ Lin(M \ {v}) (kein Vektor v € M lésst
sich als Linearkombination der tibrigen Vektoren aus M darstellen).

Beweis:
(1) = (44): Zu zeigen: —(it) = —(4).

Angenommen v € M N Lin(M \ {v}). Dann gibt es v1,...,v,, € M \ {v}

m

und A1,..., A, € K mit v = ) A\jv;. Ohne Beschrankung der Allgemein-
i=1

heit (0.B.d.A.) seien die Vektoren vy,...,v,, paarweise verschieden (wegen

A+ pu = (A4 p)u). Daraus folgt 0 = —(1)v + Y A\;v;. Dies ist jedoch eine

=1
nichttriviale Linearkombination von Elementen aus M zu 0, also ist M linear

abhéngig.

(#4) = (i): Zu zeigen: —(i) = —(i3).

Angenommen 0 = i A\;v; mit v; € M paarweise verschieden und mindestens
ein \; # 0. O.B.d.fAz.1 sei A1 # 0 (ggf. umnummerieren, Reihenfolge dndern).
Dann ist A\jv; = i(_)‘i)vi’ also vy = i()\fl(—)\i))vi € Lin(M \ {v1}). Also
gilt —(ii). W i =

Beispiele:

e () ist linear unabhingig.

e Falls 0 € M, dann ist M linear abhéingig (1 -0 = 0 nichttriviale Linearkombination zu 0).

e Falls in (v1,...,v,,) ein Vektor doppelt vorkommt, dann ist das Tupel linear abhéngig.
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e Falls v € M und \v € M fiir ein A\ # 1 dann ist M linear abhingig: v # Av wegen \ # 1

und Av + (—1)(Av) =0, da —1 # 0.
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4.2.7 Feststellung 29: Lineare Unabhingigkeit

Beweis:

Sei M C V linear unabhéngig und = € V' \ Lin(M). Dann ist M U {z} linear
unabhéngig.

Sei 0 = > A\;jx; + Az mit 2; € M paarweise verschieden und Ay, ..., Ay, A € K.

Zu zeigeﬁ: AM=--=An,=A=0.
Fall 1:
A = 0. Dann ist wegen M linear unabhéngig A\ = s = ... =\, =0.

Fall 2: X # 0. Dann ist

im Widerspruch zu € V' \ Lin(M). Wodurch dieser Fall nicht eintreten kann.

Ax = — Z NiZ;
=1
=z =Y (=A""\)z; € Lin(M)

=1

4.2.8 Definition: Basis

M C V heift Basis von V| falls M ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von V ist.

Ein Tupel (by, ...

,bm) von Vektoren in V heifst eine geordnete Basis von V, falls die b; paarweise

verschieden sind und {b1,...,b,} eine Basis von V ist.
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4.2.9 Satz 8: Charakterisierung einer Basis

Die folgenden Aussagen sind dquivalent fiir eine Menge M C V :

(i) M ist eine Basis von V

(ii) M ist ein minimales (beziiglich C) Erzeugendensystem von V.

(ili) M ist eine maximale (beziiglich C) linear unabhéngige Menge in V.
Beweis:
(i) = (i1): Sei M eine Basis. Dann ist M ein linear unabhéngiges Erzeugen-
densystem. Untersuche M C M wobei v € M\ M. Wegen Feststellung 28
gilt v ¢ Lin(M \ {v}). Wegen v ¢ M gilt auRerdem M C M \ {v} und damit
auch Lin(M) C Lin(M \ {v}). Daraus folgt v ¢ Lin(M). Deshalb ist M kein
Erzeugendensystem von V.

(#1) = (i): Sei M ein minimales Erzeugendensystem. Dann ist M \ {v} fiir
v € M kein Erzeugendensystem, also Lin(M\{v}) # V. Wéarev € Lin(M\{v}),
dann auch Lin(M \ {v}) = Lin(M) = V was ein Wiederspruch ist. Also
v ¢ Lin(M \ {v}). Mit Feststellung 28 folgt dann dass M linear unabhéngig
ist und somit eine Basis.

(i) = (i4i): Sei M eine Basis. Dann ist M linear unabhéingig

Angenommen M C M (JT/f echte Obermenge) wire linear unabhingig. Sei
v E M\ M C M. Dann ist laut Feststellung 28 v ¢ Lin(ﬂ) D Lin(M) im
Widerspruch zu Lin(M) = V.

(#91) = (i): Angenommen Lin(M) # V, dann wihle v € V' \ Lin(M). Dann ist
nach Feststellung 29 M U {v} linear unabhéngig im Widerspruch zur Maxima-
litdt von M.

4.2.10 Beispiel: Standardbasis

1 0 0
0 1
Die Vektoren e; == | . |,eo:= | .|,...,en := | .| in K" bilden eine Basis von K", wobei
0 0 1
0,1 € K, die zwei neutralen Elemente sind. (eq,...,e,) heift die Standardbasis von K™.
Beweis:
1 0
a1 [111+0++0 0
| = : =ar|.|+...+an| | = D asey, also ist {e1,...,e,} ein
' ' : 0 i=1
an, O+...404a, -1 0 1
al O
Erzeugendensystem. Aus Y. a;e; = : = |:| folgt a1 = ax = --- = a, = 0, also ist
i=1
an, 0

{e1,...,e,} linear unabhingig.
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4.2.11 Beispiel: Der Vektorraum K’

Sei I eine Menge und K ein Korper. K := {f: I — K | f Abbildungen} = II;c;K (allgemeines
kartesisches Produkt) mit den Operationen +: K x K! — K und -: K x K — K, die durch
(f+9)(@) := f(i) + g(@) bzw. (Af)(¢) := Af(i) fir alle i € I definiert sind, ist ein K-Vektorraum.

Beweis:
Klar (einfaches Nachrechnen).

KW .= {f € K'|f(i) = Ok fiir alle bis auf endlich viele i € I} ist ein Unterraum von K.
{ei|i €I} mit

e; € K(I)
. 1, firj=1
€; =
() {0, sonst
ist eine Basis von K ().
Bemerkung;:
Falls I endlich ist, ist K) = K!. Auferdem K? = { O } (der Nullvektorraum).

~—
leere Abbildung

KT ist eine Verallgemeinerung von K" mit n € N. Jetzt kann (veranschaulicht gesehen) ein Vektor
v € K! auch unendlich viele Eintriige haben. Ein Vektor v € K!) hat endlich aber beliebig viele
Eintrige. Falls I = {1,...,n} fiir ein n € N, dann gilt:

K!' =1/ K = Wicqr,. oy = K"
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4.2.12 Satz 9: (mit AC und zornschem Lemma)

Sei M C V linear unabhéngig und sei £ mit M C E C V ein Erzeugen-
densystem von V. Dann gibt es eine Basis B von V mit M C B C EF C V.
Insbesondere gilt: Jeder Vektorraum hat eine Basis (setze M := 0, E := V).

Beweis:

Sei M :={S | M C S C FE und S ist linear unabhéngig}. 9 ist somit eine
Auswahl an linear unabhéngigen Teilmengen. Es gilt 9 £ (), da M € 9.
AuBerdem ist (9, C) eine partiell geordnete Menge.

Sei L C 9 eine nichtleere Kette (d. h. beziiglich C linear geordnete Teil-
menge). Wir wollen zeigen, dass |[JL € M gilt. M C |JL C E ist klar.
Zu zeigen: |JL ist linear unabhéngig. Seien wvi,...,v, € |JL paarweise

verschieden und Aq,..., A, € K mit > A\v; = 0. Fiirallei =1,...,n gibt es

dann ein S; mit v; € S; € L. Da L Zbelziiglich C linear geordnet ist, gilt das
Gleiche auch fiir die Teilmenge {Si,...,S5,}. Deshalb konnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass S; C Sy C --- C S, gilt. Daraus folgt v1,...,v, € S,. Da
S, als Element von 9 linear unabhéngig ist, folgt Ay = --- = A\, = 0. Also
ist |J L linear unabhéngig. Damit ist | L eine obere Schranke von L in (90, C).

Da somit jede Kette in (9, C) eine obere Schranke besitzt, folgt aus dem zorn-
schen Lemma die Existenz eines maximalen Elementes B € 9. Angenommen
es gilt Lin(B) C Lin(F) = V. Dann gibt es ein v € Lin(F) mit v ¢ Lin(B).
Bei der Darstellung von v als Linearkombination muss mindestens ein Vektor
e € E\ B dabei sein, sonst wire v € Lin(B). Also ist e € V' \ Lin(B) und B
linear unabhéngig. Somit ist B U {e} nach Feststellung 29 linear unabhéngig
und es gilt auerdem M C BU{e} C E, also BU{e} € M. Wegen B C BU{e}
ist dies ein Widerspruch zur Maximalitdt von B. Daraus folgt Lin(B) = V.
Somit ist B ein linear unabhingiges Erzeugendensystem, also eine Basis.H

Bemerkung:

Falls E endlich ist, dann braucht man im Beweis von Satz 9 nicht das zornsche Lemma, da dann
die Menge 9t ebenfalls endlich ist und eine nichtleere endliche partiell geordnete Menge stets
maximale Elemente enthalt.

4.2.13 Definition: Lineare Abbildungen

Seien V, W K-Vektorrdume. Eine Abbildung f: V' — W heiftt linear, falls fiir alle z,y € V,\ € K
gilt: f(x +y) = f(z)+ f(y), f(Ax) = Af(z). Ein Isomorphismus f: V — W ist eine bijektive
lineare Abbildung. V' und W heifien isomorph, geschrieben V = W, wenn es einen Isomorphismus
f:V — W gibt. Eine lineare Abbildung f: V — V heifst auch ein Endomorphismus.

Bemerkung:
f0v) = f(0xz) = 0k f(z) = Ow
f(=z) = f((-Dx) = (-1)f(z) = —f(z) fir f: V — W linear.

Eine lineare Abbildung ist insbesondere auch ein Gruppenhomomorphismus von (V,+) nach
(W, +).
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4.2.14 Beispiel und Definition: Projektion
ai

Die Projektionen p;: K™ — K mit p; | : | := a; ist linear fiir 7 € {1,...,n}. Die Projektionen
an

pi: KT — K mit p;(f) := f(i) sind linear fiir i € I.

Beweis:
klar:

pi(Af) = (Af)(@) = A(f(@) = AMpi(f))
pi(f +9) = (f+9)(i) = f(@) + 9(i) = pi(f) + pi(9)

4.2.15 Feststellung 30 und Definition: Eigenschaften linearer Abbildungen

a) Wenn f: U —V, g: V— W lineare Abbildungen sind, dann ist
go f: U — W linear.

b) Wenn f: V — W ein Isomorphismus ist, dann ist f=t: W — V
ebenfalls linear und ein Isomorphismus.

c¢) Falls U; CU ein Unterraum ist und f: U — V linear, dann ist
f(U1) ein Unterraum von V.

d) Falls Vi CV ein Unterraum ist und f: U — V linear, dann ist
f~Y(V1) ein Unterraum von U. Insbesondere ist
ker(f) :== f~1({0}) = {u € U | f(u) = 0} ein Unterraum von U.
ker(f) heifst der Kern von f.

e) Eine lineare Abbildung f: U — V ist genau dann injektiv,
wenn ker(f) = {0}.

Beweis: 9zu e):

»=" Sei f injektiv. Dann folgt fiir beliebige z € U mit f(z) = f(0),
~
=0
dass ¢ = 0 gilt. Damit ist ker(f) = {z € U | f(z) = 0} = {0}.
w»<="“ Sei ker(f) = {0}. Dann folgt aus f(z) = f(y),

dass f(z —y) = f(z) — f(y) =0, also z —y € ker(f),
——
={0}
wodurch wiederum = — y = 0, was x = y zur Folge hat. B

Bezeichnung;:
Fiir U CV und \: U — K,u — A, ist die Summe > A u definiert, falls {u € U | A\, # Ok}
uelU
endlich ist. Lasse Summanden der Form Ou weg und beachte, dass endliche Summen unabhéngig
von der Reihenfolge der Summanden sind. Kommentar: > Ayu:= Oy.
ueD
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4.2.16 Feststellung 31: Raum der Linearkombinationen

Sei M C V. P sei die Interpretation von A € K (M) als Linearkombination aus
Vektoren aus M. Sie ist definiert durch:

P: KM v
P(A):= > Au)-u
ueM

wobei alternativ A(u) = p,(A) und p,, Projektionen sind. Dann gilt:

P ist linear.

P ist injektiv & M ist linear unabhéngig.

P (K™)) = Lin(M), also insbesondere P surjektiv < Lin(M) = V.
P ist ein Isomorphismus < M ist eine Basis von V.

Also V = K(M)  falls M eine Basis.

Bemerkung;:

b) A c¢) bedeutet anders ausgedriickt: M ist linear unabhingig <
P: Lin(M) — V injektiv < jeder Vektor in Lin(M) ldsst sich eindeu-
tig (bis auf die Reihenfolge der Summanden und Summanden der Form 0b) als
Linearkombination von paarweise verschiedenen Vektoren aus M ausdriicken.

2L zeE

d) bedeutet: M ist genau dann eine Basis von V, wenn sich jeder Vektor in
V eindeutig als Linearkombination von Vektoren aus M darstellen lasst. Mit
Satz 9 (mit AC) folgt: Jeder Vektorraum V ist isomorph zu einem Vektorraum
der Form K™) (M Menge). Also fiir V K-Vektorraum und B Basis ist V
isomorph zum Vektorraum der Linearkombinationen aus B.

Beweis:

PA+M) = Z(A—FM)(u)u

ueM

= Z (Alw) +M(u)) - u Definition +: KM x kM) 5 gD
ueM

= Z Alu) - u+ Z M(u) - u
ueM ueM

=P(A)+P(M)

PAA) = > (AA)(u) - u
ueM
= Z AA(w)) - u Definition -: K x KM — g(M)
ueM
=A Z Alu) - u
ueM

= AP(A)
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b)
P injektiv & {A € KM | P(A) =0y} = {Oxan }
=ker(P)
eVAe KM:  PA) =0=A=0gm
——
= > A(u)u
ueM
& in jeder Linearkombination von verschiedenen Elementen aus M,
die Oy ergibt, sind alle Koeffizienten 0
< M linear unabhéngig
¢)
P (KD = P{0v}) = {P(0v)} = {Z@vm) u} = {0y} = Lin(0)
u€ed
Sei M # (.

,», 2" Jede Linearkombination aus M lasst sich als Linearkombination von paarweise verschiedenen

m
Elementen schreiben. Sei Y A\ju; € Lin(M) mit u; € M paarweise verschieden. Definiere A durch
i=1

Au;) == N\ fiir i € {1,...,m} und A(u) := 0 fir u € M\ {uy,...,%y,}. Dann ist A € K™) und

somit .
Z)\Z-ui = Z Alu)-ueP (K(M)>
i=1

ueM

,C“ Ausdriicke der Form Y A(u)-u fiir A € K™) sind in Lin(M). (Summanden 0-u weglassen,
ueM
restliche Summanden sind endlich).

d)
P Tsomorphismus < P (K*)) =V und ker(P) = {0} < M ist ein Erzeugendensystem und M
ist linear unabhéngig < M ist eine Basis.ll
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4.2.17 Satz 10: Basisaustauschsatz

Seien B, C Basen von V. Sei b € B. Dann ist C'\ Lin(B\ {b}) # 0 und fiir alle
¢ € C\ Lin(B\ {b}) ist (B\ {b}) U{c} eine Basis von V.

Beweis:

Da B eine Basis von V ist, ist B ein minimales Erzeugendensystem (Feststel-
lung 28), also Lin(B\ {b}) C V. C kann keine Teilmenge von Lin(B\ {b}) sein,
denn sonst:

C'C Lin(B\ (b))
= Lin(C) C Lin(B\ {b})
=V =Lin(C) C Lin(B\ {b}) TV

also C' ¢ Lin(B \ {b}), d. h. C'\ Lin(B \ {b}) # 0. Sei ¢ € C \ Lin(B \ {b}).

Dann ist (B \ {b}) U {c} linear unabhingig (Feststellung 29). Da B eine Basis
ist, gibt es by, ..., b, € B\ {b} paarweise verschieden und Ay,..., Ay, A € K

mit ¢ = > \jb; + Ab. Es gilt A # 0 wegen ¢ ¢ Lin(B \ {b}) und damit

i=1

m

b=A"" <c -3 Aibl) =Ale+ ) (AT
=1 =1

also b € Lin((B \ {b}) U{c}). Aus dem und Lin(B) =V folgt

Lin((B\ {b}) U{c}) = Lin(BU {c}) = V

4.2.18 Definition: endlich-dimensional

V heifit endlich-dimensional, falls V' eine endliche Basis hat. (geschrieben: dim V' < 00). Falls V/
nicht endlich-dimensional ist, dann heifst V' unendlich-dimensional (geschrieben: dim V' = o).
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4.2.19 Satz 11 und Definition: Dimensionen von Vektorraumen

Sei V' endlich-dimensional. Dann haben je zwei Basen von V' dieselbe (endliche)
Zahl n von Elementen. Diese Zahl heifft die Dimension von V', geschrieben:
dimV =n.

Beweis:

Sei B eine endliche Basis von V und C irgendeine Basis von V. Dann kénnen
wir nacheinander jedes Element von B nach dem Basisaustauschsatz durch
ein Element aus C ersetzen und erhalten so eine Basis C/ C C von V mit
|B| = |C’|. Da C eine Basis ist, ist C' ein minimales Erzeugendensystem (laut
Feststellung), also C' = C, also |B| = |C’| = |C|.1

Bemerkung;:
Sei I endlich, dann: dim K = |I|

Bemerkung:
Wegen Satz 9 und Satz 11 sind dquivalent:

i) V ist unendlich dimensional.
ii)  V hat eine unendliche Basis.
iii) jede Basis von V ist unendlich.

Beweis:
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i) & V ist nicht endlich-dimensional. < V hat keine endlich Basis. < jede Basis von V ist

unendlich. < iii)
...\ Satz 9 . . . . "
iii) = ” V hat eine Basis und sie ist unendlich. = ii)

- iii) < Es gibt eine endliche Basis. S Jede Basis ist endlich. < — ii)

4.2.20 Satz 12: endlich-dimensional

Jeder Unterraum U eines endlich dimensionalen Vektorraums V ist endlich-
dimensional und es gilt:

a) dimU <dimV

b) dimU =dimV <U=V

Beweis:

Sei dim V' = n. Sei B eine Basis von U. U ist linear unabhéngig. Nach Satz 9
gibt es eine Basis C' von V mit B € C C V und |C| = n (nach Satz 11).
Also dimU = |B| < |C]| = n = dim V' und falls = gilt, dann ist B = C, also
U=Ln(B)=Ln(C)=V.1
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4.2.21 Feststellung 32: lineare Unabhingigkeit

Sei A C V linear unabhingig, B,C C A mit BN C = (. Dann ist
Lin(B) N Lin(C) = {0}.

Beweis:
Sei ¢ € Lin(B) N Lin(C). Dann gibt es A\; € K,u; € K mlt i = 1,...,77,,
j=1,...,m, b € B,¢c; € C paarweise verschieden mit = = Z Aib; = E i,

1= i=

also 0 = E Aibi + E —pjcj. Da b, ¢; € A und A linear unabhingig folgt
i=1 j=

Ai=0flrallei=1,...,n,und u; =0 firalle j=1,...,m, also z = 0.1

4.2.22 Satz 13 und Definition: Komplementirrdume (mit AC, falls dimV = c0)

Zu jedem Unterraum U C V gibt es einen Unterraum W mit U N W = {0}
und U + W = V. Ein solcher Unterraum W heifst ein zu U komplementéarer
Unterraum.

Beweis:

Sei A eine Basis von U = Lin(A). Nach Satz 9 gibt es eine Basis B von V
mit A C B C V. Definiere W := Lin(B \ A). Dann ist U N W = {0} (vgl.
Feststellung 32). Aufierdem:

U+ W =Lin(A) +Lin(B\ A) =Lin(AUB\ A) =Lin(B) =V

4.2.23 Feststellung 33: Kardinalititen

SeidimV =n < .

a) Falls M C V linear unabhéngig, dann ist |M| <
b) Falls E C V ein Erzeugendensystem von V ist, dann ist n < |E|.

Beweis:
a) Sei M linear unabhingig. Dann gibt es nach Satz 9 der Existenz einer

Basis eine Basis B von V mit M C B also |M| < |B| = n.
b) Sei E ein Erzeugendensystem. Dann gibt es nach Satz 9 eine Basis B
von V mit B C E also n = |B| < |E|.

69
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4.2.24 Bemerkung

Seien z1,...,x, € V paarweise verschieden. Dann gilt: Falls M C {z1,...,z,,} eine maximal
linear unabhéngige Teilmenge ist, dann ist M eine Basis von Lin({x1,..., 2, }), wie wir in Beweis
von Satz 8 gezeigt haben. Folglich gilt: dim Lin({x1,...,z,}) = [M| d. h. dimLin({z1,...,2m})
ist die Anzahl der Elemente einer maximalen linear unabhéngigen Teilmenge von M.

4.2.25 Satz 14: Dimensionssatz fiir lineare Unterrdume

Seien U, W Unterrdume von V mit dimV < oco. Dann gilt: dim(U + W) =
dimU + dim W — dim(U N W).

Beweis:

Seim := dim(UNW) und (a4, ..., an,) eine Basis von UNW. Ergénze einerseits
zu einer Basis (a1,...,am,b1,...,b,) von U und andererseits zu einer Basis
(a1y...,Qm,c1,...,¢5) von W (jeweils paarweise verschiedene Vektoren). Wir
wollen zeigen, dass dann (ay, ..., am,b1,...,br,c1,. .., Cs) eine Basis von U+W

ist, hieraus wiirde folgen:

dm(U+W)=m+r+s=(m+r)+(m+s)— m
—_——  —— _v
=dimU  =dimw =dmUnW)
Zunéchst ist B := {a1,...,am,b1,...,bq,c1,...,¢s} ein Erzeugendensystem
von U 4+ W:

Lin(B) = Lin({a1,...,am,b1,...,br,c1,...,¢s})
=Lin({a1,...,am,b1,..., 0.} U{a1,...,am,c1,...,¢s})
=Lin({a1,...,am,b1,...,b:}) + Lin({a1,...,am,c1,...,¢s})
=U+V

Noch zu zeigen: B ist linear unabhingig. Sei

0= Z Xiai + Z fib; + Z Bics
=1 i=1 i=1

—_—— —\— ——
=:a =:b =:c

acUNW,beU,ce W.Dann gilt b= —a—c € W und insgesamt b = —a—c €

UNW. Da (ay,...,a,) Basis von U N W ist, kann b als Linearkombination

m

der a; dargestellt werden. D.h. es gilt b = > v;a,. Daraus folgt 0 = a+b+c =
i=1

lygE

(N +7vi)a; + Z Bici. Wegen (ai,...,am,c1,...,Cs) linear unabhéngig folgt

1= =1

wiederum 8y = ... = s = 0. Eingesetzt ergibt dies 0 = > \ja; + > p:b;. Da
i=1 i=1

auch (a1,...,am,b1,...,b,) linear unabhéngig erhalten wir A\; = ... = A\, =

11 =...= pus = 0. Damit ist B linear unabhingig und deshalb eine Basis von

uv+mw.n
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4.2.26 Feststellung 34: Direkte Summe

Seien Uy, ...,U, C V Unterrdume und U = Uy 4. ..+ U,,. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

i) UnW,={0}firi=1,...,m, wobei
Wi=U~+... U1+ U1+ ...+ Up.
i) Ausui+...4up=0mitu; € U; firi=1,...,m folgt

U = ... = Uy = 0.
iii) Jedes u € U lésst sich eindeutig schreiben als u = uy + ... + up,
mit u; € U; firi=1,...,m.
Bemerkung;:

Falls eine (und damit alle) der Bedingungen (i), (ii), (iii) erfiillt ist, nennt man
U auch direkte Summe der Unterrdume und schreibt U =U; @& ... ® U,,.H

Bemerkung;:
° ImFallm:2istU:Ul@UgéUlﬂng{O} und U = Uy + Us.

e Falls (by,...,by) eine (geordnete) Basis von V ist, dann ist V. = Kb; @ ... & Kb, (folgt
direkt aus der Definition einer Basis).

4.2.27 Feststellung 35: Dimension der direkten Summe

Bemerkung:

Seien Uy, Uy, Us C V Unterrdume. Dann gilt: (U; ® Us) ® Us = Uy @ (Us @ Us). Die linke Seite
enthilt die Aussagen U; N Us = {0} und (U + U) N Uz = {0}. Daraus folgt (Ubungsaufgabe)
U N (Uz 4+ Us) = {0} und damit dann auch Uy N (U + Us) = {0} (vertausche die Rolle von Uy
und Us).

Falls dimU; = oo fiir ein 4 € {1,...,m}. Dann ist dim(U; @ ... ® U,,) = oo.
Seien nun die U; endlich dimensional. Dann gilt

dm(U; ®...0Uy,) =dimU; + ... + dim U,,.

Beweis:
Es reicht die Behauptung fiir m = 2 zu zeigen. (trivial vollstindige Induktion)
Nach Dimensionssatz gilt:

dlm(U1 + Ug) =dimU; +dim Uy — d1m(U1 n UQ)
—_——

= dim{0} =0
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4.2.28 Feststellung 36 und Definition: Produktraum

Seien W1, ..., W,, K-Vektorrdume. Dann ist
W:=Wy x...xWp,

mit komponentenweiser Addition und Multiplikation mit Skalaren ein K-
Vektorraum. Er heifft der Produktraum von Wy, ..., W,,.

)\(xla"'7xm)+(y17"'aym> = ()\xl+y1>a)‘xm+ym)
Sei p;: W — W; mit
Pi(T1ye oo ) 1= @y

definiert. Die Projektionen p; sind linear und surjektiv. Es gilt:
W=Wia..eW,

wobel

WZ-IZ:{(O,...,O, X; »07»0)|xz€Wz}

an der i-ten Stelle

Offensichtlich ist W/ = W;. Man schreibt auch W = W1 & ... & W, fir
Wi x...x W, und nennt dies die (dufere) direkte Summe von Wy,..., W,,.R

4.2.29 Feststellung 37: Vektorrdume und Isomorphieeigenschaften

Seien U, V, W K-Vektorrdume und f: U — V und g: V — W ein Isomor-
phismen (bijektive lineare Abbildung). Dann sind f~! und fog Isomorphismen.

Beweis:

e+ ) = @) +A F(FH W) f bijektiv

= FU @)+ A W) £ linear
=N @)+ A y) f bijektiv
(fog)(z+Ay) = f(g(z + \y))
= f(9(x) + Ag(y))
= flg(z)) + Af(g(y))
= (fog)(x)+A(fog)(y)

Bemerkung:
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Wenn f: V — W ein Isomorphismus ist, dann {ibertragen sich alle Begriffe und Eigenschaften (die
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mittels + und - definierbar sind).

Beispiele:
e B Basis von V = f(B) Basis von W.
e M C V linear unabhéingig = f(M) C W linear unabhéngig
e dmV =n=dmW =n.

4.2.30 Definition: Rang
Sei dmV =n,dimW =m, f: V — W lineare Abbildung. Dann heifst

Rang(f) := dim(f(V'))

der Rang von f.

73
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4.2.31 Satz 16: Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen

Sei f: V — W eine lineare Abbildung und dim(V) < co. Dann sind f(V') und
ker(f) endlich dimensional und

dim(V) = dim(f(V)) + dim(ker(f)),

also
dim(V) = Rang(f) + dim(ker(f)).

Beweis:
ker(f) C V, also nach Satz 12 dim(ker(f)) < dim(V) < co. Nach Satz 13 gibt
es einen zu ker(f) komplementéren Unterraum U C V' mit

ker(f)NU = {0} und U + ker(f) = V.
Sei f |5(V) die Einschrankung von f auf U und f(V'). Dann ist
ker (f|J[;(V)) = ker(f\f(v)) NU =ker(f)NU = {0}

und

fV) = f(U +ker(f))
(U) + f(ker f)
v

1%
).

f
f
f

Also ist f‘g(v) bijektiv, womit dim(U) = dim(f(V')), wodurch nach Dimensi-
onssatz linearer Unterrdumne dann gilt:

dim(V) = dim(U) + dim(ker(f))—dim(U Nker(f)) = dim(f(V))+dim(ker(f)).
—dim(f(V) —{0}

Rang f = dim f(V') nach Definition.l
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4.2.32 Feststellung 38 und Definition: Basisisomorphismus

die Abbildung ig: K™ — V mit

1=

Bemerkung: ig(e;) = Y p_; €ixbr = b;

Sei B = (by,...,b,) eine geordnete Basis von V (also dimV = n). Dann ist

T n
iB = Z z;b;
Ty i=1
ein Isomorphismus. Er heifst der zu B gehorige Basisisomorphismus.
Beweis:
ip linear ist klar. ip ist bijektiv, da wegen (bi,...,b,) Basis von V gilt:
n

Jeder Vektor v € V hat eine eindeutige Darstellung als v = > 2;b; mit z; € K.
i=1

Die Umkehrabbildung iz ~': V — K™ heift die Koordinatenabbildung von V'

T
n
zur Basis B, alsoip ™' (v) = | : |, wennv = Y x;b; die eindeutig bestimmte
i=1
T, '
Darstellung von v als Linearkombination der b4,...,b, ist.l

75

Alternativer Beweis zu Feststellung 38: Laut Feststellung 31 ist V = K mit P als Isomorphismus.

Zeige KB = K{1:on} — K™ Definiere f: KB — K{bn} fiir alle x € KB und i € {1,...,n}:

f(@)(@) == 2(bi)

f ist ein Isorphismus und somit auch ig = P~ o f~1.

4.2.33 Feststellung 39: Isomorphie von Vektorrdumen

a) Jeder n-dimensionale K-Vektorraum V' ist isomorph zu K™.

isomorph, wenn sie dieselben Dimensionen haben.

Beweis:

ist dann V = K™,

b) Zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume V' und W sind genau dann

a) Es gibt eine Basis B = (by,...,b,) von V und nach Feststellung 38

b) V=W=dmV =dimW klar, dmV =dimW =n=V K"=W .1

4.2.34 Quotientenvektorraum

Sei V' ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum. (V,+) ist eine abelsche Gruppe, (U,+)
eine Untergruppe. Betrachte die Faktorgruppe (V/U,+) und den natiirlichen Homomorphismus

nat: V. — V/U, V/U := {a+ U | a € V}. Definiere K x V/U — V/U durch
A(x+U):=0\x)+U
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(Fir A # 0ist A-(z+U) = X-U, aber nicht fir A = 0) Damit wird (V/U, 4, -) ein K-Vektorraum. Er
heift der Quotientenvektorraum von V nach U. nat: V' — V/U wird damit eine lineare Abbildung.
Begriindung: Fir \,pe K, c+y € V/U,y+ U € V/U:

A+p) - (z4+0)= A+p)- 24U =M+ px)+U = Ax+U)+ (pz+U) = A-(z+U)+p-(z+U)
A(x+U+y+U)=((x)+U)+ (W) +0)

nat(Az) = Az +U =\ (x+U) = X - nat(x)

Veranschaulichung:

Beispiel: V = R2, U 1-dimensionaler linearer Unterraum.

V/U = {xz + Ul|z € V} Menge der zu U parallel Geraden.

W ein zu U komplementérer Unterraum als vollstindiges Reprisentantensystem von V/U

4.2.35 Satz 2.19: Homomorphiesatz fiir Vektorrdume

Seien V, W K-Vektorrdume und f: V' — W eine lineare Abbildung. Dann gibt es genau eine
lineare Abbildung f: V/ker(f) — W mit f = fonat, V/ker(f) := {a + ker(f) | a € V}. f ist
injektiv und falls f surjektiv ist, dann ist f ein Isomorphismus

T b f(z)

nat(z) = x + ker(f)

Beweis: Nach dem Homomorphiesatz 1.9 fiir Gruppen gibt es genau einen Gruppenhomomorphis-
mus von (V/ker(f),+) nach (W,+) mit f = f onat. Fiir jedes z € V, A € K gilt: f(A- (z +

ker(f))) = f(A-z+ker(f)) = f(nat(A\-z)) = (fonat)(A-z) = f(r-z) T 2 Af(2) = Af(nat(z)) =
Af(z + ker(f)) Damit ist f eine lineare Abbildung.
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a + ker(f)
W =R!
a
ker(f) f ist orthogonale Projektion auf W
0
V =R2?

4.2.36 Feststellung 40: lineare Fortsetzung

Falls dimV = oo mit AC fiir b). Sei V, W K-Vektorrdume, B C V und
f: B — W eine Abbildung.

a) Falls B eine Basis von V ist, dann gibt es genau eine lineare Fortsetzung
f':V — W von f (Fortsetzung heift f'(b) = f(b) fir alle b € B)

b) Falls B linear unabhéngig ist, dann gibt es mindestens eine
lineare Fortsetzung f': V — W von f.

c) Falls Lin(B) =V, dann gibt es hochstens eine (d. h. entweder genau eine
oder gar keine) lineare Fortsetzung f': V' — W von f.

Beweis:

Eindeutigkeit von a) c¢): Sei Lin(B) = V und f”, f': V — W linear mit
/(b)) = f(b) = f"(b) fiir alle b € B. Jeder Vektor v € V lisst sich schreiben
als 31" | \;b;, damit

f'(w) = f (Z m;) = DAL ) = 3o NS b)) = ()

i=1
Also ist f’ eindeutig bestimmt.

a) Falls B eine Basis ist, dann ist v = Y A\;b eindeutig bestimmt.
beB
f'() := > Apf(b) ist somit wohldefiniert. Es gilt f/(b) = 1- f(b) = f(b).
beB

Linearitit: Ubung.
b) Setze B nach Satz 8 (Mengen zu Basen mit AC) zu einer Basis B
von V fort und definiere f: B — V durch
7o) = { f) fallsbe B
0 ,fallsbe B\ B
Setze f gemiR a) eindeutig zu
einer linearen Abbildung f': V — W fort.H

7
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Sei K ein Korper, L ein Unterkérper. Dann kénnen wir K als L-Vektorraum auffassen. Bezeichne

ihn LK
< LxK—K
Nz)— Xz
Beispiel K :=R, L :=Q:

4.2.37 Satz 15: Charakterisierung endlicher Korper

1)

phie genau einen Korper (K,+,

(K, +) = (Zp X ... x Zp,+) = (Z7,+). (K\{0},+) = (Zg-1,+)-
n-mal

Beweis:

zu 1)

K = 7} und damit |K| = |ZI’}| =|Z,|" = p".

bewiesen.“ W

Sei K ein endlicher Korper. Dann gilt: |K| = p™, wobei p = char K ist, also p
eine Primzahl und n € N, ndmlich n = dimyx, wobei L der Primkérper von

K ist.

2)

Sei p eine Primzahl und ¢ = p". Dann gibt es bis auf Isomor-
) mit ¢ Elementen. Ferner

L ={0,1,2,...,p — 1} = Z, ist der kleinste Unterkérper von K. Es gilt

Die tibrigen Aussagen werden in der Vorlesung ,Algebra und Zahlentheorie’
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5 Matrizen und lineare Abbildungen

5.1 Matrizen
5.1.1 Definition: Matrix

Eine Matrix ist ein Schema der Form

ail
A =
am1
wobei m,n € Nund a;; € K firi=1,...,m,j=1,...

ailp a2 aiz a4 ais
a21 Q22 Q23 G24 425
a31 asz2 agz as34 ass
41 Q42 (43 Q44 Q45
as51  as2 G53 G54 455
ag1  Ae2 a4  A65
ar1 Q72  arz  Qr4  Aars

A1n

amn

,n. Zum Beispiel:

a16
426
ase
Q46
as6
a6
are

arr
a7
as7
Q47
as7
ae7
a7

aig
a28
a3s
Q48
asg
aes
ars

79

Freie Stellen bedeuten 0 € K. A heifst eine Matrix iiber K mit m Zeilen und n Spalten oder eine
m x n-Matrix mit Koeffizienten in K. (Sprich: ,m Kreuz n“) A heifit vom Typ m x n. a;;
nennt man den Koeffizienten der Matrix an der Stelle (i, 7).

Eine quadratische Matrix ist eine (m x n)-Matrix mit m = n (also eine n x n-Matrix). Sehr
formal kann man eine Matrix als Abbildung A: {1,...,m} x {1,...,n} — K mit (¢,7) — a;;
definieren. Die Menge aller m x n-Matrizen {iber K wird mit K™" bezeichnet:

Statt K™ " schreibt man manchmal auch K™*",

.....

yeey}

Damit ergibt sich sofort, dass K™ ein K-Vektorraum ist mit Dimension

dim K™" = dim K {Lombdbent — 1010 omy < {1,... 0} =m-n

Somit ist

K o2 rmen

wobei Addition und Multiplikation mit Skalaren komponentenweise definiert sind.

5.1.2 Rechnen mit Matrizen

aix - Qin b11
+
Am1 - Gmn b1
ail
A
m1

bln

bm,n

Q1n

amn

/\al

1

)\aml

aiy +bu

am1 + bml

Q1n + bln

amn + bmn

)\aln

Amn
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Kurzschreibweise:
(@ij) := (aij)ij = (aij)iciscma<isn = A, B = (bij), A+ B = (ai; + bij), M = (Aay;). Die Kurz-
schreibweise nur verwenden, wenn aus dem Kontext klar ist, dass (a;;) eine m x n-Matrix ist.

Die Menge der Matrizen, die genau einen Koeffizienten 1 haben und bei denen alle anderen Koef-

fizienten 0 sind, bilden eine Basis von K™,

5.1.3 Blockmatrizen

Seien A; ; Matrizen, sodass fiir alle i,7,k,1,m,n,0,p,q € N mit ¢,k < m sowie j,l < n gilt, dass
Ai; e KO? & A € Ko7

fallst =k Ap=roder j =1 Ao =q ist.
Blockmatrizen entsteht durch zusammensetzen der A; ; Matrizen.

All Al,n
Am,l e Am,n

Die Kastenklammern weisen auf eine Blockmatrix hin.

5.1.4 Bemerkung und Konvention

(m x 1)-Matrizen heifen auch Spaltenvektoren
(1 x m)-Matrizen heifen auch Zeilenvektoren
(1 x 1)-Matrizen werden auch als Skalare, d. h. Korperelemente, aufgefasst

Wir wollen im Weiteren K™ als Menge von (m x 1)-Matrizen auffassen.

5.1.5 Bezeichnungen

Sei
aipr -+ Qin
A P—
Am1 e Amn
eine m x n-Matrix. Die Vektoren
| aj
a; ==a; = : e KMo~ gml
| Qmj

heifsen die Spaltenvektoren der Matrix A. Schreibweise:

A= ar - an| =:(a1,...,a,)
| |

d. h. ein n-Tupel von Vektoren in K" wird auch als m x n-Blockmatrix aufgefasst. Entsprechend
heiften

a,:=— a, —:=(an,...,a;m) € K" =2 K"
die Zeilenvektoren von A Schreibweise:
— a — ay
A= =:
- a;n . a;n

Ein m-Tupel von Zeilenvektoren wird als m x n-Blockmatrix aufgefasst.
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5.1.6 Definition: transponierte Matrix
Die transponierte Matrix A7 entsteht durch Vertauschen der Spalten mit den Zeilen, d. h.:

T
aii e Q1n ail e am1

= : |, also wenn A € K™" dann ist AT € K™™.

Am1 " Amn A1n Amn
T 1 4
Beispiel: (}1 g 2) =12 5
3 6

5.2 Matrixbeschreibung linearer Abbildungen

Seien B = (b1,...,b,), bzw. C = (e1,...,¢m) geordnete Basen der K-Vektorrdume V bzw. W
(also dimV = n,dimW = m) und f: V — W eine lineare Abbildung. Dann ist f nach Fest-
stellung 40 durch die Angabe der Bildvektoren f(by),..., f(b,) eindeutig bestimmt. Jeden dieser
Bildvektoren kann man eindeutig in der Form

f(b;) = Z%‘Ci (1)

schreiben, mit a;; € K, firi=1,...,m,j7=1,...,n.
air - Qin

Wir nennen die (m x n)-Matrix My = : g =: A die Matrix von f beziiglich
am1 - Gmn

der geordneten Basen B und C.

Andererseits kann man die a;; € K (i € {1,...,m},j € {1,...,n}) beliebig vergeben und erhélt
eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung fa, fiir die (1) gilt (vgl. Feststellung 40). § f4 nennt
man die durch die Matrix A € K™™ beschriebene lineare Abbildung beziiglich der Basen
B und C. Es gilt dann also

n m

f Zn:%‘bj =3 aywzjc (2)
j=1

j=1i=1
Beweis:
f ijbj = Zf(ijj) = ijf(bj) (:) Zl“j Zaijci = Zzaijxjci
j=1 =1 =1 j=1 i=1 j=1i=1

Wir haben also eine natiirliche Bijektion zwischen der Menge der linearen Abbildungen f: V — W
(V' mit Basis B, W mit Basis C, dimV =n, dimW = m) und K™".

Besonders einfach ist die Situation, wenn V = K™ W = K™ gilt und die Basen B,C die Stan-
dardbasen sind, d. h. B = (e1,...,e,), C = (e1,...,€m).

n
> a1
L1 m n Jj=1

P = (e ) 2D aume = Gty | =
1

Tn j=1 Jj=11i=1 =1 \j=

NE!
.
L

AmjTj

€K j=1
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Wemnz= | @ |,y=| : | = f(z), dann ist also

Tp Ym

Yi = Zaij$j~ (4)
j=1
Insbesondere gilt fiir k € {1,...,n}, dass

n
> 15€k;
j=1 a1k

flew) = : = (5)
Z ek, Amk
j=1
d. h. das Bild des k-ten Standardbasisvektors ey, ist gleich dem k-ten Spaltenvektor der zugehorigen
Matrix, d. h. a;; ist die i-te Komponente des Bildes von e; unter f:

aij = pi(f(ej)) (6)
Wir haben also in natiirlicher Weise eine Bijektion zwischen der Menge der linearen Abbildungen
fi+ K™ — K™ und der Menge der (m x n)-Matrizen {iber K beziiglich der Standardbasen. Ist
A € K™" dann soll die durch A beschriebene lineare Abbildung f4 bzgl. der Standardbasen
mit demselben Symbol A := f4 bezeichnet werden, d. h. die Matrix wird als lineare Abbildung
K™ — K™ aufgefasst. Damit ist Az = A(z) = fa(z) = y und mit (3):
ailr - Qlp 1 a11T1 + -+ A1inTn
= : (7)
Am1 - Amn Ln Am1T1 + -+ Qmnn

Umgekehrt gilt fiir die Matrix My zur linearen Abbildung f: K™ — K™ bzgl. der Standardbasen:
Mf - (f(el)a RS f(en))

ay T n
Wenn A = mit a; = (a1, ..., 0im) und (a;1,...,am) | | := > aipxy dann ist
; k=1
am :1771,
ajx
Axr =
al x

m

Fiir lineare Abbildungen g: K™ — K™ und f: K™ — K' ist die Komposition f o g definiert.
Da wir Matrizen als lineare Abbildungen auffassen und umgekehrt, ist damit das Produkt von
Matrizen A € K™ B € K™" erklirt als Komposition der zugehorigen Abbildungen. Definiere
AB € Kb durch

AB = Mj,ots (8)

5.2.1 Das Produkt von Matrizen

Fiir Matrizen A = (a;;) € K™, B = (b;;) € K™" ist das Produkt C := AB, C = (¢;;) € K'",
durch

cij = ) ainbi (9)
k=1
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mit 1 <¢ <[ und < j <n gegeben.

Beweis:
cii © pilfele) = pilfan(es) C pilfoy,or, (€)
=pi((fao fB)(e;)) = pi(fa(fB(e;)))
be in: a1kbr;
1 k=1 m
© pi | fa : ® Di : = Zaikbkj
b i airbi; =
k=1
Bemerkung:

(7) ist ein Spezialfall von (9). (n =1)

Also:

AB = : ar o an| =(a

;bj)lgigl,lgjgn
Beispiel:

120 g (1-242-540-1 1-0+2-840-8\ (12 16
3.0 4)\] g \3:-2+40-5+4-1 3-0+0-8+4-8)/ \10 32

Falksches Schema:

(G200 \]

B
A AB

2 0
5 8
1 8

1 2 0 12 16
3 0 4 10 32

Matrix zur identischen Abbildung id: K™ — K™ ist:

1
1
In:En': = 0 1
1 0
0 0 1

Matrix zur i-ten Projektion p;: K™ — K ist: (1 an der i-ten Stelle)
0O - 010 - 0)=¢
Was fiir Abbildungen beschreibt die 1 x 1-Matrix
f (a) K —- K

T — ax
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Der Spaltenvektor v € K™ aufgefasst als m x 1-Matrix beschreibt die Abbildung K — K™ mit
T = 2.

Beispiel:
A
A B, = mit x — Az.
A

Geometrisch beschreibt dies eine Streckung um den Faktor A (fiir A < 0 Streckung mit |A| mit
anschliessender Spiegelung am Punkt 0.

Es gilt (wenn die Produkte definiert sind): A(BC) = (AB)C. Beweis ist klar, da das Assoziativge-
setz fiir die zugehorigen linearen Abbildungen gilt und wir die natiirlichen Bijektionen zwischen der
K™ und der Menge der linearen Abbildungen K™ — K™ haben und das Produkt von Matrizen
dem Produkt der linearen Abbildungen entspricht.
Beweis:

A(BC) = A(Myyop.) = Mp,of ) = My, o(fsofc)

(Myporo

(AB)C = (MfAOfB)C = Mf(MonfB)Ofc = M(fAOfB)Ofc

GG ) -Gn) e (66

Dieses Beispiel zeigt, dass fiir quadratische (n x n)-Matrizen A, B gelten kann:

Beispiel:

1) AB+# BA
2) AB=0,aber A#0, B#0, BA#0
Beispiel:

A:<8 é),AQ:AA:OaberA;AO

5.2.2 Beziehung zwischen linearer Funktion und Matrix

Seien U und V endlich dimensionale K-Vektorrdume und f: U — V eine lineare Abbildung.
A € K™" eine Matrix. Des Weiteren sei:

B = (b1,...,b,) geordnete Basis von U, dimU =n

C = (c1,...,¢m) geordnete Basis von V, dimV =m

fa

ip und i¢ sind die Basisisomorphismen. f4 ist die lineare Abbildung zur Matrix A beziiglich
der Standardbasen. Es gilt dann:

f = dcofacip™!

& f(b) = iaijci
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Dies ist gleichbedeutend mit: f oip = ic o fa gilt genau dann, wenn A die Matrix zu f ist
beziiglich der Basen B und C"

foip=icofae A=GM;

Beweis:
Nach Feststellung 40 Lineare Fortsetzung sind die Funktionen foip und ic o A gleich, genau dann
wenn sie die Elemente der Standardbasis gleich abbilden.

by > f(b;) = Dy @i
f

U——V

fa a;

Un j

5.2.3 kommutive Diagramme

Man sagt ein Diagramm von Abbildungen ist kommutativ, wenn fiir je zwei gerichtete Abbildungs-
wege von Pfeilen mit derselben Quelle und demselben Ziel gleich abbilden.

Seien f1: U =V, fo: V — W lineare Abbildungen. Sei A; := ngl die Matrix von f; bez. B und
C. Ay := B My, die Matrix von f» bez. C und D. Dann ist das folgende Diagramm von linearen
Abbildungen kommutativ:

Jao f1
U fi v fo e
5.2.2 5.2.2
B - ic ~ D
Kn Km l
fa, fa, K
fasa,

Wobei ip,ic,ip die Basisisomorphismen sind. f4, ist die zugehorige lineare Abbildung zur Matrix
A; beziiglich der Standardbasen. Der vorherige Satz ergibt fioip = icofa, und fooic =ipofa,.
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Es folgt:

(fao fi)oip = fao(ico fa,)
= (iD ofAz) OfA1

=1ip o fa,a,

Damit folgt aus dem vorherigen Satz, dass A3 A; die Matrix von f; o f; beziiglich der Basen B
und D ist. Also

ng20f1 = (ngQ) (ngl)

5.2.4 Bemerkung

Fir | |
A = |ay e anp
| |
gilt:
n n ai; n [ 017 D1 AN " A
. . . 7
DN =) M| | = L= : = Al
j=1 J=1 amj J=1 amj)\j 27:1 amj)\j >\n
Somit

AK"™ = {Ax|x € Kn} = Lin{al,...,an}

5.2.5 Rang einer Matrix
Sei A e K™™ A= (ay,...,a,) (a; Spaltenvektoren von A). Dann heifit
Rang(A) := dim Lin{aq,...,an}

der Rang von A.

5.2.6 Feststellung 41

Sei dimV = n,dimW = m, f: V — W linear, seien B und C Basen von V'
bzw. W und A die Matrix von f bez. B und C. Dann gilt:

Rang(f) = Rang(A)

Beweis:

ip,ic sind Isomorphismen. A = ic ' o foip und Lin{ai,...,a,} = {Az|z €
K™}, also Rang(A) = dim(ic ! o f o ip)(K") = dim(ic ' (f(V))) =
dim (V) = Rang(f), da der Isomorphismus ic ' die Dimension bewahrt.Hl
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5.2.7

Feststellung 42

Es gilt: Rang(A) ist die Anzahl der Spaltenvektoren eines maximalen linear
unabhéngigen System von verschiedenen Spaltenvektoren der Matrix, also fiir
@iy sy a; 18t (aiy, ..., a; ) linear unabhéngig und jeder weitere Spaltenvektor
von A ist davon linear abhéngig.

Beweis:

{ai,...,a,} ist ein Erzeugendensystem des Unterraums Lin{ay, ..., a,}. Daher
gibt es eine Basis B C {a1,...,a,} (Satz 9, ohne AC, da dim W < o0). Diese
Basis hat Rang(A) Elemente und ist ein maximal linear unabhéingiges System.

5.2.8

Feststellung 42: Dimensionen und lineare Abbildungen

Sei f: V — W linear und dim V' < co. Dann gilt:
a) f injektiv Rang f = dimV/
b)  f surjektiv Rang f = dim W
¢) f bijektiv Rang f = dim W = dim V'
d) Rangf <dimV und Rangf <dimW

Beweis:

klar mit Satz 16 und f injektiv < ker f = {0}, f(V) = W & dim f(V) =
dim W (wegen dimV < co).l

tee

Bemerkung:
Falls dimV = dim W < oo, dann gilt: f injektiv < f surjektiv.

5.2.9

Feststellung 42’: fiir Matrizen formuliert

Sei A € K™". Die lineare Abbildung A: K™ — K™ st

A injektiv & Rang A =n

A surjektiv. & Rang A =m

f bijektiv & Rang A = n = m (quadratische Matrix)
RangA<n und RangA<m N

NSRS

5.2.10 Definition: invertierbar

Eine Matrix A € K™" heift invertierbar, falls es eine Matrix A~! gibt, mit A='A = AA"' = F .
A € K™™ ist also genau dann invertierbar, wenn Rang A = n = m.

87
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5.2.11 Definition: Endomorphismenmenge

Bezeichne End(V) :={f: V — V|f lineare Abbildung} die Menge der Endomorphismen von V.

5.2.12 Feststellung 43: Aussageniquivalenz Dimensionen und lineare Abbildungen

Sei f: V. — V linear und dimV = mn < oo. Dann sind &quivalent:
a) f ist ein Automorphismus von V' (d. h. f: V — V ist bijektiv)
b) Rangf=mn
c) f ist injektiv
d) f ist surjektiv
e) esgibtein g € End(V) mit go f =id
f) esgibt h € End(V) mit foh =1id
Beweis:

klar mit Feststellung 42. B

5.2.13 Feststellung 43’: Entsprechend fiir quadratische Matrizen

Sei A € K™". Dann sind dquivalent:

a) A ist invertierbar

b) RangA=n

c) A: K"™— K" ist injektiv

d) A: K™ — K" ist surjektiv

e) esgibt B € K™" mit BA = E,, (Einheitsmatrix)

f) es gibt C € K™" mit AC = E,, (Einheitsmatrix)
Beweis:

klar mit Feststellung 42. B

5.2.14 Definition und Feststellung 43: Vektorriume und Homomorphismen

Hom(V,W) = {f: V — W]|f lineare Abbildung} mit (f + g¢)(z) =
f@) + o) fir © € Vifig € Hom(V,W). \)x) = Af(x) fir
x € VA € K,f € Hom(V,W) ist ein K-Vektorraum (also insbesondere
f+ge€ Hom(V,W),\f € Hom(V,W) fiir f,g € Hom(V,W)).

Beweis:
einfaches Nachrechnen B
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5.2.15 Feststellung 44: Rechenregeln mit Hom

Fir alle f1, fo € Hom(U,V),g1,92 € Hom(V,W), A € K gilt:
ceqgio(fitfo)=qofitagiof
e (it+g2)ofi=gqiofitgacf
e (Ag1)o fi=Agiof1)
* g10o (A1) =Ag1o f1)

Beweis:
einfaches Nachrechnen. Anwendung der linearen Abbildung auf v € U.

Beispiel:
(gro(fitf2)(u) = g1 ((fi+f2)(w) = g1(fi(u)+ fa(u)) = g1 (f(u))+g1(f(u)) =
(grof1)(u)+(g10f2)(u) fiir allew € U. also g10(f1+ f2) = (g10f1)+ (g10 f2)A

5.2.16 Feststellung 45: Rechenregeln mit Hom

Seien B, C geordnete Basen von V bzw. W und dimV < oco,dimW < oo.
Seien f1: V. — W, fo: V. — W lineare Abbildungen, \ € K. Seien A; bzw. A,
die Matrizen von f; bzw. fs beziiglich B und C. Dann ist A; + Ay die Matrix
von fi1 + fo beziiglich B und C' und AA die Matrix von Af; beziiglich B und
C.

Beweis:
klar, einfaches Nachrechnen. B

5.2.17 Feststellung 46: Abhingigkeiten und Dimensionen

Falls dimV = U, dim W = m, dann ist Hom(V, W) & K™".

Beweis:
wéhle in V bzw. W geordnete Basen, wende Feststellung 45 an. ll
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5.3 Rechenregeln fiir Matrizen

5.3.1 Feststellung 47: Rechenregeln

Seien Ay, Ay € K™", By, B, € K™". Dann gilt:
e (B; + B3)A; = B1 A1 + Bo Ay
e Bi(A1 + As) = B1A1 + B1As
e (AB1)A; = A(B141)
e Bi(A\A;) = AM(B141)

Beweis: direkte Folgerung aus Feststellung 45 und 44 beziiglich der Standard-
basen. W

5.3.2 Definition: Algebra

Sei K ein Korper. Ein Ring R mit 1, der gleichzeitig ein K-Vektorraum ist, sodass A(gf) = (Ag)f =
g(A\f) fir alle A € K, f,g € R gibt, heit eine Algebra (mit 1) iiber K, kurz K-Algebra. Also ist
K™ eine K-Algebra.

5.3.3 Definition: Ubergangsmatrix

Seien B = (by,...,by), B' = (b},...,b),) (geordnete) Basen von V. Dann kann man die Basisele-

mente in B’ darstellen, d. h. es gibt eindeutig bestimmte s;; € K und

h
i=1
Die Matrix S = (s;;);; heikt die Ubergangsmatrix von B nach B’

Bemerkung;:
Nach Deﬁnition der Ubergangsmatrix ist das folgende Diagramm kommutativ:

die 1511

ZB/\\

Kn s K™
6]‘ }

Snj

Das heifdt 4,y = i3 - s oder s = i;l o ip, also ist s invertierbar und s—! = i;;l - ip. 1, 1y, sind die
Basisisomorphismen der iibergangsmatrix von B’ nach B.
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K'IL > K/n,
S
Also ist S die Matrix zur Abbildung id: V' — V bebuziiglich der Basen B’ und B.

5.3.4 Satz 17: Transformation der Matrix zu einer linearen Abbildung bei Wechsel
der Basen

Sei dimV = n, dimW = m, B und B’ seien Basen von V, C und C’ seien
Basen von W und f: V — W eine lineare Abbildung. Sei A die Matrix von f
beziiglich der Basen B und C' und A’ dieMatrix von f beziiglich B’ und C’,
dann gilt A’ = T-1AS, wobei S die iibergangsmatrix von B nach B’ und T
die Ubergangsmatrix von C' nach C” ist.

Beweis:

A =it ofoily=(icT)tofo(igoS) =T "'(i; fip)S =T *AS W

Als Diagramm:

V—™ W

Bei Endomorphismen f: V' — V wird man im Allgemeinen f iir V' jedes Mal dieselbe Basis B
wahlen. Statt A ist die Matrix von F beziiglich B und B’ sagt man ’A ist die Matrix von f
beziiglich B’.

5.3.5 Satz 17’: Spezialfall von Satz 17

Seien B, B’ Basen von V', n = dim V und f eine lineare Abbildung f: V — V.
Sei A die Matrix von f bezliglich B. Sei A’ die Matrix von f beziiglich B’,
dann ist A’ = S~'AS, wobei S die Ubergangsmatrix von B nach B’ ist. B
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5.3.6 Satz 17’: Spezialfall von Satz 17

Seien B = (b1,...,b,) und C = (cq,...,¢,) Basen von K™ und f: K™ — K"
linear. Sei E = (ey,...,e,) die Standardbasis (als Matrix Einheitsmatrix F).
Dann ist C' die Ubergangsmatrix von E nach C. Entsprechend istB~! die
Ubergangsmatrix von B nach E, also B~'C die Ubergangsmatrix von B nach
C.

Bild nicht verfiigbar![width=5cm|SS1.png Abbildung 36

Bild nicht verflighar![width=5cm|SS2.png Abbildung 37

C:ic/vy\iC:C
K" —=— K"

C ist die Ubergangsmatrix von E nach C.

Beispiel:
f Spiegelung an der Geraden R (1) in R2.

fler) = ez, f(B1) = b1, f(e2) = e1, f(b2) = —b2
Bild nicht verfiighar![width=5cm|SS3.png Abbildung 38

Also ist beziiglich der Standardbasis die Matrix von f (1) (1)) Also ist die Matrix von f beziig-

. . 1 —1Y, . 1 0 _ 0,5 0,5 1 -1
lich Basis B = (by,bs) = ((1> , ( 1 )) ist (O 1). B! = <0’5 0,5>, denn (1 1 ) .
0,5 0,5y (1 0
-0,5 0,5) \0 1/
1 -1 1 0 0,5 0,5 1 1 0,5 0,5 0 1
-1 _ . . ) ) — . ) ) —
BAB™ = <1 1 ) (0 —1) (—0,5 0,5) <1 —1) (—0,5 0,5) (1 0)

Bild nicht verfiighar![width=7cm|SS4.png Abbildung 39
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6 Lineare Gleichungssysteme

Sei K ein Korper. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem * (LGS)

anry  +apry ...+ apT,  =0b;
as1Ty  +agers  +...+  aspx, = b (4.1)
Am1T1 +amaT2 +...+  Gmn®n = bm
* von m Gleichungen mit n unbekannten 1, ..., x,, wobei a;; € K (firi=1,...,m,j=1,...,n)
T
und by, ...,b, € K gegeben sind und alle n-Tupel | --- | € K™ gesucht sind, die das Gleichungs-
Zn
system l6sen.
In Matrizenschreibweise:
Az =b (4.2)
Gegeben:
A_<a11 aln)GKm’n,bGKm
m1 - Amn
Gesucht:

Alle z € K™ mit Az = b. Jedes x € K™ mit Ax = b heifst eine Losung des LGS (4.1) bzw. (4.2).
Gesucht {z € K"|Az = b}, d. h. gesucht ist das vollstdndige Urbild des Vektors b € K™ unter der
linearen Abbildung A: K™ — K™.

6.1 Satz 18: Losungsmenge bei LGS 1

Das LGS Az = b von m Gleichungen und n Unbekannten (d. h. A € K™")
hat fiir jedes b € K™:

a) hochstens eine Losung < RangA=n A injektiv

b) mindestens eine Losung < RangA=m A surjektiv

c) genau eine Losung < RangA=n=m A bijektiv
Ax = b hat eine Losung < b € BildA = Lin{ai,...,a,} wobei
A = (a1,...,a,). Es gilt b € Lin{ay,...,a,} < Lin{ay,...,a,} =

Lin{ai,...,a,,0}. A

6.2 Definition: erweiterte Matrix

Bezeichne (A, b) die erweiterte Matrix (A,b) = (a1, ..., an,b). Esgilt Lin{ay,...,a,} = Lin{aq,...,a,,b} <
Rang A = dim{aq,...,a,} = dim{ay,...,a,,b} = Rang(A,b). Es folgt Satz 19.
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6.3 Satz 19: Losungsmenge bei LGS 11

Das lineare Gleichungssystem Ax = b von m Gleichungen und n Unbekannten

hat
a) mindestens eine Losung < Rang A = Rang(A4,b)
b) genau eine Losung < Rang A = Rang(A,b) =n
c) keine Losung < Rang A # Rang(A,b)

[ |

6.4 Struktur der Losungsmenge
6.4.1 Definition: homogen und inhomogen

Das LGS Az = b heilst homogen, wenn b = 0 und inhomogen, wenn b # 0 Wenn das LGS
Ax = b gegeben ist, dann heift Ax = 0 das zugehorige homogene LGS. Die Losungsmenge des
homogenen LGS Az = 0 ist {x € K"z € K™|Az = 0} = ker A, also ein linearer Unterraum.

6.4.2 Feststellung 48: Losung eines LGS

Sei u € K™ eine Losung des LGS Ax = b (also Au = b). Dann gilt: v € K™
ist genau dann eine Losung des LGS Az = b, wenn v — u € ker A, d. h. wenn
v — u eine Losung des zugehdrigen homogenen LGS Az = 0 ist.

Beweis:

=

u und v seien Losungen des LGS Ax = b also Au = b, Av = b also
Av—u)=Av—Au=b—-b=0

=
Aus Au =bund A(v —u) =0 folgt Av=Au+ (v—u))=Au+ Alu—u) =
b+0=00

Aus Feststellung 48 und Satz 19 folgt Satz 20.

6.4.3 Satz 20: Struktur der Lésungsmenge eines LGS

Die Losungsmenge des LGS Az = b ist
a) ¢ , falls Rang A # Rang(A, b)
b) {u}+kerA:={u+wlwekerA} , wobein eine beliebige Losung
des LGS Az = b ist und falls
Rang A = Rang(A4, b)
[ ]

Die allgemeine Losung (Menge aller Losungen) des inhomogenen LGS Az = b ist die Summe
aus einer speziellen Losung u des inhomogenen LGS Ax = b und der allgemeinen Lésung des
zugehorigen homogenen LGS Ax = b, falls das inhomogene LGS iiberhaupt 16sbar ist.
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6.4.4 Definition: affiner Unterraum

Eine Teilmenge M C V heifst ein affiner Unterraum von V', falls M = ¢ oder es ein v € M gibt,
sodass U := M # {—v} ein linearer Unterraum von V ist, also M = {v} + U.

-1 ,falls M = ¢

A M={ Gy falls M = {0} + U

Die Dimension ist sinnvoll, da U unabhéngig von der Wahl von v € M ist (nachrechnen). U heift
der zu M gehorige lineare Unterraum.

Beispiel:
Die nulldimensionalen affinen Unterrdume sind die eindimensionalen Teilmengen von V' (Punkte).

6.4.5 Satz 20’

a) Die Losungsmenge eines LGS ist ein affiner Unterraum.

b) Falls es eine Losung des LGS Az = b gibt, dann ist die Dimension des
Losungsraums n — Rang A (wobei A € K™, d. h. n = Zahl der
Unbekannten).

Beweis:
a) Unformulierung von Satz 20.

b) Nach Satz 20 ist der zugehdrige lineare Unterraum ker A. Nach
Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen ist
Rang A+ dimker A =n (A: K™ — K™) also ker A =n — Rang A.l

6.5 Der Gauss-Algorithmus zur Losung von LGS

Zur Losung von homogenen LGS Ax = 0 betrachte Matrix A. Zur Lésung von inhomogenen LGS
Az = b betrachte die erweiterte Matrix (A, b).

6.5.1 Umformung des LGS

Typ 1 Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.
pgj‘): Addiere zur j-ten Gleichung das A-fache der i-ten Gleichung.
Typ 2 Vertauschen von zwei Gleichungen
pij: Vertausche die i-te Gleichung mit der j-ten Gleichung
Typ 3 Multiplikation einer Gleichung mit dem Faktor A € K \ {0}.

7"1()‘): Multipliziere die i-te Gleichung mit A.

Nach einer Umformung vom Typ 1 ist offenbar jede Losung des gegebenen LGS auch eine Losung
des neuen LGS und umgekehrt, denn die Umformung pg"\) und damit pgj_/\)

gemacht. Die Umformungen &ndern die Losungsmenge des LGS nicht.

wieder riickgangig

¢ij # 0. Zieche von der r-ten Gleichung (Zeile) r # i das %—fache der i-ten Zeile ab. Also
Crs = Cps — Z—ZQS fiir 7 # . dy = d — Z—jdi Insbesondere ¢, = ¢,j — Z—JJC” =0.
Starte mit der erweiterten Matrix (A, b). Das Verfahren bricht ab, wenn in jeder Zeile, die nicht

aus lauter Nullen besteht (auf der linken Seite), gibt es mindestens einen Eintrag # 0, so dass



6 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 96

in der entsprechenden Spalte alle {ibrigen Glieder 0 sind. Die rechte Spalte zahlt dafiir nicht mit.
ci;j heift das Pivot-Element des Austauschschritts. Diese Form ist durch Umformung vom Typ 1
stehts erreichbar.

6.5.2 Beispiel des Verfahrens

T Ta T3 x4 | rechte Seite

(1) T2 + I3 + T4 1 0 1 1 1 1
(2) T + 2392 + 3393 + 71’4 = 1 1 2 3 7 1
(3) 2r1 + 3x9 + 23 = 0 2 3 1 0 0
(4) -1 + 5xo + 2z = 0] —1 5 0 2 0
(1) s + a3 + x4 = 1] 0 1 1 1 1
(3) - ® — bryg — ldzy = -2 0 -1 —-15 -—14 -2
(4 Txg + 3x3 + Y9r4 = 1 0 7 3 9 1
(3" — 4z — 13z4 = -1 0 0 -4 -13 -1
(47) — 4z + 224 = -6 0 0 -4 2 —6
(47) 1524y = =5 0 0 0 15 -5
(47) = x4 = —3 = —%, einsetzen in (3") = —das+ 12 = 1= —daz = — 15 = 25 = 3 cinsetzen
in(I') = 2243 -4 =1=25=0,einsetzen in (2) = 21 +2-0433 73 =1=>2, =1-44+1 =

6.5.3 Nachtlosbarkeit eines LGS

Wenn bei der Umformung des LGS eine Gleichung der Form 0 = b; entsteht und b; # 0, dann
nicht lgsbar.

6.5.4 weiteres Beispiel

Nach den Zeilenumformen von Typ 1 sei die erweiterte Matrix:
() o 1 2 412
2 1 2 0 112
3 1 1 1 1|1
4 0 0 0 0]0

Losung durch suksesives Einsetzen. Gleichung 0 = 0 weglassen. Frei wahlbare Variablen zs, z5.

(1) 2z3 +4xs = 2 = 23 = 1 — 25, (3) einsetzen = x1 + o + (1 —225) + a5 =1 = 1 = —x2 + 5
(2) einsetzen = (—xo + x5) + 2@0 + 224 + 25 = 2 = 19 + 2204 + 225 =2 = x4 = 1 — 0,520 — 5

Losungsmenge
0 -1 1
Z1 0 1 0
r1=—a2+x5,23=1—225,24=1—-0,020—25 p = |1 | + R 0 +R| -2
o5 1 -0,5 -1
0 0 1

Was bewirken die Zeilenumformungen der Matrix:

Typ 1:
ain A1n ai a1in
Ol R R a1 S @i
Yolain o agn aji+Aain o Gjn t+ A

Qm1 **°  Qmn am1 ce Amn
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Dies ist gerade die Multiplikation der Matrix von links mit QE;) =10 A

K™" a;; = X, ap, = 1, ag, = 0 sonst. A — QE;‘) <A

Beispiel:
100 a1l a2 Q13 ai a12 a13 N
0 10 as1 age a3 | = as1 a2 as3 = Q15
A0 1) \a31 azz ass Aarr +asr Aaiz + a3z Aaisz + ass
Typ 2:
Vertausche i-te Zeile mit j-ter Zeile (i # j). Multiplikation von A von links mit
R | DU T
piji=|- - 1 - .[eKmn
e 1 .0

A\ — -
QM) =Q5 ™Y 2uTyp 1
p;; = pij zu Typ 2

Typ 3:
Multiplikation der i-ten Zeile mit A # 0.

- Q

97

)
ij €
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6.5.5 Inversion von (n x n)-Matrizen

98

Ziel: Durch elementare Zeilenumformung aus A die Einheitsmatrix machen, d. h. TA|TE, TE =

E=T=A1
Beispiel

A E

1 2 2 1 1 0 0 0
1 0 2 0 0 1 0 0
3 2 0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 0 1
1 0 2 1 1 0 0 -1
1 0 2 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1 -2
1 1 0 0 0 0 0 1
1 0 2 0 1 0 -1 1
1 0 2 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1 -2
1 1 0 0 0 0 0 1
0 0 2 0 1 0o -1 1
1 0 0 0] -1 1 1 -1
1 0 0 1| -1 1 1 -1
1 1 0 0 0 0 0 1
0 0 2 0 1 0o -1 1
1 0 0 0| -1 1 1 -1
0 0 0 1 1 -1 -1 1
0 1 0 O 1 -1 -1 2

Mit Typ 2 und Typ 3 Zeilenumformung (vertauschen der Reihenfolge von Zeilen und Multiplika-

tion von Zeilen mit A € K \ {0} ergibt sich:

1 00 0] -1 1 1 -1
01 0 0 1 -1 -1 2
00 1 0|05 0 -05 05
00 0 1 1 -1 -1 1
B AT

1 1 1
. 1 -1 -1 2
A7 = 0,5 0 -05 0,5
1 -1 -1 1

Falls bei den Umformungen auf der linken Seite eine Zeile 0 entsteht, dann ist A nicht invertierbar.

6.5.6 Die transponierte Matrix

T
ailp - Amil .
A1n e Gmn

Beispiel

12 3\
45 6)

W N =
S O

a

mn

In

> Also Ae K™" < Ae K™™.
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6.5.7 Feststellung 49: Rechenregeln

a) (A1 + AQ)T = A,{ + Ag

b) AA)T — AT

c) (ATHT = A

d) (AB)T _  BTAT

e) FallsAe K™n invertierbar, dann ist (A7)~ = (A~HT
Beweis:

a), b), ¢) unmittelbar klar.

ay aiby - aiby
(- (b1 bl))T = =

am amby - amb

R LN

_ T T

" B Y A R

bi am blTam b
zu e)
B=A"'< AB=FE = BA = BTAT = ET = E = ATBT also BT =
(A1 m

Bemerkung:
Mit a) bis c) folgt A — AT ist ein Isomorphismus zwischen den K-Vektorriumen K™" und K™™.

Wir koénnen auch entsprechend Spaltenumformungen definieren (nicht geeignet fir LGS). Sei
Ae K™,

Typ 1’  Addiere das A\-fache der i-ten Spalte zur j-ten Spalte.

Also Matrix A = (Q\VAT)T = 4(Q))T = AQ\.
Typ 2 Vertausche die i-te Spalte mit der j-ten Spalte.

A = (PijAT)T = AP}; = AP” (Bemerkung: Pz; = ]Dij = PJT,; = le) A APﬂ
Typ 3 Multipliziere die i-te Spalte mit A.

(RMT = RM A s ARV,
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6.5.8

Feststellung 50

Der Rang einer Matrix A &ndert sich nicht bei Zeilen- oder Spaltenumformung
der Typen 1, 2, 3 bzw. 1’, 2’, 3.

Beweis:

Sei A € K™™ mit Rang A = dim(BildA), BildA := {Az|z € K"}. Die be-
trachteten Zeilen- bzw. Spaltenumformungen sind Multiplikationen mit inver-
tierten Matrizen von links bzw. rechts. Andererseits gilt Rang A = Rang BA =
Rang AC wenn B € K™" bzw. C € K™" invertierbar sind, dann invertierba-
re Matrizen entsprechend Isomorphismen. Diese bewahren die Dimension von
Unterrdumen. Zur Rangbestimmung einer Matrize kann man also Zeilen- und
Spaltenumformungen (vom Typ 1,2,3,1’,2°,3’) verwenden um eine Matrix zu
erhalten, deren Rang man direkt ablesen kann.

|

6.5.9

Satz 21

Sei A € K™ r = RangA. Dann gibt es invertierbare Matrizen
1 .. 0 0

. o I TR DU _(E. 0
Be K™™ C e K™" sodass BAC = 0 ... 1. <O 0>

Beweis:
Wir koénnen folgende Gestalt erreichen. Mit Typ 1: In jeder Zeile # 0 gibt es
einen Koeffizienten # 0, sodass in der entsprechenden Spalte sonst nur 0-en
stehen, danach mit Typ 3: Diese Koeffizienten # 0 kénnen als 1 gewéhlt wer-
den, danach mit Vertauschen von Zeilen (Typ 2) und mit Vertauschen von
!
Spalten (Typ 2’) die Gestalt <E(;T 13), schliesslich mit Typ 1’ die Gestalt
1 -« 0 --- 0
0 1 0
0 --- 1
0O --- 0 --- 0
Rang von A (da die Zeilen- und Spaltenumformungen den Rang nicht veréin-
dern.

. Der Rang der Matrix (%T 8) ist r, also gleich dem

Folgerung:
Fiir eine linerae Abbildung f: V — W mit dimV = n,dim W = m,dim(f(V)) = r (Rang) gibt es
geordnete Basen von V bzw. W (im allgemeinen verschiedene Basen), sodass f beziiglich dieser

Basen die Matrix (

E, 0

0 0>€K’ hat.
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6.5.10 Satz 21

Fiir jede matrix A gilt Rang A = Rang A"

Beweis:

Nach Satz 21 gibt es invertierbare Matrizen B,C mit BAC = (E(])T 8)

Also Rang A = Rang(BAC) = r = Rang (%’ 8) = Rang(BAC)T =
Rang(CT AT BT) = Rang AT, da BT,CT nach Feststellung 49 e) invertierbar
sind. B

6.5.11 Definition: regulédr und singulir

Invertierbare Matrizen nennt man auch reguldr. Nichtinvertierbare quadratische Matrizen nennt
man singulér.

6.5.12 Definition: lineare Gruppe

Sei V ein K-Vektorraum. Dann bezeichne GL(V') := {f: V — V| f linear und bijektiv} = Menge
der Automorphismen von V. GL(V) ist mit o (Komposition von Abbildungen) eine Gruppe. Sie
heift die (allgemeine) lineare Gruppe von V (general linear group). Statt GL(K™) schreibt man
auch GL(n, K). Offenbar gilt (GL(n,K) = {A € K™"|A invertierbar} mit Matrixmultiplikation
wegen der natiirlichen Bijektion zwischen linearen Abbildungen K™ = K™ und (n x n)-Matrizen.

6.5.13 Definition: obere Dreiecksmatrix

Eine obere Dreiecksmatrix ist eine matrix der Form A € K™" mit a;; = 0 fiir ¢ > 7, also
A= <CL11 aln)'
0 ann

6.5.14 Definition: untere Dreiecksmatrix

Eine untere Dreiecksmatrix ist eine Matrix der Form A € K™" mit a;; = 0 fiir ¢ < j, also

6.5.15 Definition: Diagonalmatrix

Eine Diagonalmatrix ist eine Matrix der Form A € K™" mit a;; = 0 fiir ¢ # j, also A =
a1 0
0 ann)

6.5.16 Bezeichnungen
Eine Untergruppe von GL(n, K): Bezeichne

A9 = {Ae€ GL(n, K)|A ist obere Dreicksmatrix}
AV = {A € GL(n,K)|A ist untere Dreicksmatrix}
D, = {Ae€GL(n,K)|A ist Diagonalmatrix}

A9 {Ae A9lay =1firi=1,...,n}
AV = {AeAlla;=1firi=1,...,n}
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6.5.17 Feststellung 51

Falls A eine obere oder eine untere Dreiecksmatrix ist, dann gilt
i=1

Beweis:

Nachrechnen

Als Hasse-Diagramm:

Bild nicht verfiighar![width=4cm|MHD.png
Abbildung 40: Veranschaulichung als Hassediagramm
[ |

6.5.18 Feststellung 52

a) A2 AU D, A9 AU sind Untergruppen von GL(n, K).
b) A2 =({QPh<j<i<nAeK})
AU=({QP1<j<i<nAeK})
D, = ({RV]1 <i<nhe K\ {0}})
A9 = (A2 U D,)
AU = (AU U D,,)
(-y = erzeugte Untergruppe
Beweis:
Nachrechnen. B

6.6 Permutationsmatrizen

102

FEine Permutationsmatrize ist eine Matrize P € K™" bei der in jeder Zeile und jeder Spalte genau
ein Koeffizient 1 steht und alle anderen 0 sind. Es gibt also eine Permutation o € S, (S, :=

symetrische Gruppe der Permutationen von {1,...,n}, sodass P = P, := (€5(1), €5(2), - - -

e; ist der j-te Standardbasisvektor. Also Py e; = eq(;)-

Folglich gilt: Prye; = €r5(:) = Pregi) = PrPye; fiv i =1,...,n, also Pry = Pr P,

aea(n))'

Offenbar gilt P, = F,, < o = id. Die Abbildung o — P, ist also eine Abbildung S,, - GL(n, K)

und ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus von S,, in GL(n, K).
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6.6.1 Satz 22

Jede invertierbare Matrix A € K™" lasst sich in der Form A = BPC
schreiben, wobei B € AU, C € AQ und P eine Permutationsmatrix ist.

n?

Beweis:
Nachrechnen. B

6.6.2 Feststellung 53

a) Jede regulire Matrix ist das Produkt von Elementarmatrizen.
b) Jede reguldre n x n-Matrix ist sogar von der Form BR%d), wobei B
das Produkt von Elementarmatrizen vom Typ 1 is und d € K \ {0}.

Beweis:

a)

Gaussalgorithmus (vgl. auch Beweis Feststellung 48).

b)
Frage: Ist d durch A eindeutig bestimmt?
[ |

Geometrisch (im Fall K = R) Typ 1 Elementarmatrizen. QE;‘) =

cooRr
e
<
o—oo
— o oo

QT(;‘) ist eine Scherung.
Bild nicht verfiighar![width=6cm]|Scherung.png Abbildung 41: Scherung

Die Scherung éndert das Volument nicht (bei jedem verniinftigen Volumenbegriff).

103
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7 Detarminanten

Sei K ein Korper und A € K™™.

7.1

Detarminantenfunktion

Eine Abbildung d: K™™ — K heifst eine Determinantenfunktion, wenn sie folgende Eigenschaften

hat:

(i)

(i)
(i)

7.2

sie ist multilinear, d. h. linear in jeder Spalte. Dies ist definiert als: Fiir jedes 1 < i < n gilt:
d(al, ey Qi1 A F by, Ay, - ,an) = /\d(al, ey A1, Ay Qg gy e -y At

pd(ay, ..., a;—1,0;,ai11,.-.,0,), d. h. fiir jedes 1 < i < n und feste aber beliebige

a; € K™(j # 1) ist die Abbildung ¢ — d(a1,...,ai—1, @i, Git1, . .., ay) eine lineare Abbildung
von K™ nach K.

d(ay,...,a;...,a4...,a,) =0, d. h. wenn zwei Spaltenvektoren iibereinstimmen, dann ist
d(A) =0.
d(E,) =1

Feststellung 54

Sei d: K™"™ — K eine Detarminantenfunktion. Fiir alle A € K, A =
(a1,...,an) € K™™ gilt:

1) d(ar,...,ai—1,0; + Aaj,...,a,) =d(a1,...,0;-1,0a;,...,a,) fir i # j, d. h.
d(A) = d(AQﬁ‘), d. h. d(A) &ndert sich nicht, wenn man ein Vielfaches
einer Spalte zu einer anderen addiert (Typ 1’), also wegen (iii) folgt

a(Q5) = 1.
2) d(a) = —d(AP;;) (i # j), d. h. d(A) wird mit —1 multipliziert, wenn
man zwei Spalten vertauscht.

3) d(ARZ(-)‘)) = Ad(A), insbesondere (mit (iii)) d(RE)‘) =\

Beweis:

1)

d(al,...,ai_l,ai + )\aj,a¢+1,...an) = d(al,...,ai_l,ai,ai+1,...an) +
)\d(al,...,ai,haj,alqu,...an):d(al,...,an)

)

2

0 = dlar,...,a;i + aj,...,a; + aj,...an) = d(ar,...,0,...,05...0,) F
dlai,...,a;,...,a;,...a,) + dlai,...,a;,...,0;,...ay) +
dlai,...,a;...,0;,...a¢,) = dlai,...,a;,...,0;,...an) +
dlai, ..., a5 ...,05,...a,) also dlai,...,ai...,05,...ay) =
—d(ai,...,a;5,...,0;,...0p)

3

)
d(al, .. .,ai_l,)\ai,aiﬂ, .. .an) = )\d(al, .. .,an)I
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7.3 Feststellung 55: Eindeutigkeit

Es gibt hochstens eine Detarminantenfunktion d: K™" — K und d(A) = 0,
falls A singulér (nicht invertierbar) ist.

Beweis:

Falls A regulér ist, dann lasst sich A als Produkt von Elementarmatrizen schrei-
ben, also wegen Feststellung 54 und (iii) eindeutig bestimmt. Bemerkung: In
Feststellung 53 gilt dann d(A) = d. Falls A nicht regulér ist, dann ldsst sich A

1 0 0O
schreiben als A = CE,Bmit E. = [0 1 0 0] mit »r = RangA < n und
0 00O

B, C' reguldre Matrizen.

d(C, E,,B) = 0, dann nach elementarer Spaltenumformung erhéhlt man aus
A die Matrix der Form C'E,.. Diese enthidhlt n — r > 0 Spalten mit 0-Vektor,
also d(CE,) =0 (wegen (i)). B
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8 Glossar der Definitionen
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Die Bedeutung der verwendeten Symbole ergibt sich aus dem Kontext. Aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit wird auf deren Definition verzichtet. Alle Definitionen sind im Skript erldutert und

umfassend dargestellt.

’ Mathematisches Objekt

Definition

Echte Teilmenge

ACB=ACBAAZB

Potenzmenge P(A)={B: BC A}

Durchschnittsmenge NM={x/ VAecM:xzc€A)
Vereinigungsmenge UM ={z/ JAeM:zc A}

kartesisches Produkt Ax B:{(a,b)/a € A,be B}

Relation RCAxB

Umbkehrrelation R~T=1{(b,a) € B x A,(a,b) € R,(b,c) € R}

Verkniipfung von Relationen (Komposition)

SoR:={(a,b) e AxC, 3Tbe B: (a,b) € R,(b,c) €S}

Identische Abbildung

Ay ={(z,z)|z € M}

Umkehrabbildung

F B =ae fla)=b

Aquivalenzrelation von a

lal~ :={z e M|z ~ a}

Menge der Aquivalenzklassen

M/ ~= {[alla € M}

Aquivalenzrelation

ar ~y az: flar) = f(az)

Symetrische Gruppe

S(M) :={f: M — M|f bijektiv }

Gruppenhomomorphismus

flxzoy)=fz)e f(y)

Kern von f

(
ker [ := ] '({¢}) = {a € Clf(@) =7

Ringhomomorphismus

fla+0b) = fla)+f(b) und f(a-b) = f(a)""f(b)

Faktorring R/r={a+1Ila€ R}. (R/1,+)
Vektorraum V=K'=KxKx...K

n-mal
Linearkombination V=AU + . AUy, = Xn: AUy

=1

KI-Vektorraum

KT :={f: 1 — K|f Abbildungen}

K@

KO .= {f € KT|f(i) = O]fiir alle bis auf endlich viele 4}

Rang von f

Rang(f) := dim(f(v))

Rang von A € K™™

Rang(A) := dim Lin{ay,...,a,}

Menge aller Endomorphismen

End(V) :={f: V — V|f lineare Abbildung}
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9 Gleichungsverzeichniss
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’ Nummer \ Gleichung
™
3.1 f(bj) = Z QA;5Cq
™ Ll Mmoo n
3.2 FO2 b)) = 22 X2 aijzjci
j=1 i=1j=1
I
3.3 Yi = Z Qi
j=1
m
ai; ... Gip xl ajiry A1n T, > a1,
— _ Jj=1
3.4 UREURR I I _ |z
Am1 Amn Tn Am1T1 AmnTn Zl AmjTj
™ =
3.5 Cij = Z aijbi]‘
k=1
h
=1
a;nry  taprs  +...+ ar, =bh
4.1 a21x1 “+a92x2 +...+ A2nTp, = b2
Am1T1 +am2T2 ...+ GmnTn = bm
4.2 Ar=b>
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10 Hinweise

10.1 Allgemeine Information

Das Skript deckt den Stoff der Vorlesung ab, enthilt aber wenig Beispiele, wie sie in den Ubungen
behandelt werden.

10.2 Symbolik des Skripts

Feststellungen und mathetamtische Beweise (Sdtze) sind im Rahmen aufgefiihrt. Die wichtigsten
Definitionen und Gleichungen sind graun unterlegt. Schlagworter sind im Fettdruck dargestellt.

11 Quelle des Materials

Dieses Skript ist eine Vorlesungsmitschrift des Moduls MATH-SEGY-LAAG: Lineare Algebra.
Die Vorlesung wurde von Prof. Ulrich Brehm gehalten. Es liegt dem handgeschriebenen Vorle-
sungsskript von Prof. Dr. Ulrich Brehm zu Grunde.

Telefon 0351-463-34168
E-Mail  ulrich.brehm@tu-dresden.de

11.1 Weitere Quellen

e http://www.youtube.com/watch?v=_WsozSzbUTc): Die Potenzmenge - Teil 1

e http://www.youtube.com/watch?v=Mw275rRDsxY&feature=relmfu): Die Potenzmenge - Teil
2

e http://tu-dresden.de/tulogosw.png: Logo der Technischen Universitdt Dresden (TUD)

11.2 Verwendete Programme
o EXTEX
e Microsoft Photo Draw

e Microsoft Power Point

12 Uberarbeitungen
Im Skriptupdate vom 1. Mérz 2019wurden folgende Dinge {iberarbeitet und korrigiert:

e Mengen und Aussagenlogik

Relationen und Abbildungen (soweit wie besprochen)

Matrizen (soweit wie besprochen)

Gleichungsdarstellung

Farbunterlegungen


http://www.youtube.com/watch?v=_WsozSzbUTc
http://www.youtube.com/watch?v=Mw275rRDsxY&feature=relmfu
http://tu-dresden.de/tulogosw.png
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Satz 5.1. Hier kommt der Satz 3.1 hier. Das hat mit Ubergangsmatrizen
bzw. Darstellung von linearen Abbildungen in verschiedenen Basen zu tun.

Satz 5.2 (Dimensionssatz). Seien V,W K-Vektorraume, dimV < oo
und f: V. — W eine lineare Abbildung. Dann gilt dimV = dim(ker f) +

dim f(V).

F 5.3. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen.
Dann ist f genau dann injektiv, wenn f invertierbar ist.
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Satz 5.4. Sei f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen Vektorraumen. Dann ist f genau dann injektiv, wenn
det f # 0, wobei det definiert ist fir die zu f zugehdige Matrix beziiglich
irgendeiner Basis.

Satz 5.5 (Entwicklungssatz fiir Determinanten). Denke dir hier den Ent-
wicklungssatz fiir Determinanten.

6 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum.

Definition 6.1. Zwei quadratische Matrizen A, A’ heilen ahnlich oder
konjugiert (zueinander), geschrieben: A = A’, wenn es eine invertierbare

Matrix S gibt, mit A’ = S~1AS.

Folgender Satz beschreibt die Motivation dieser Definition aus dem Verhalten
von Matrizen bei einem Basiswechsel:

Satz 6.2. Fir A, A’ € K™" gilt A =~ A’ genau dann, wenn es 2 Basen
B, B’ von K" gibt und einen Endomorphismus f: K™ — K" gibt, sodass
A die Matriz von f beziiglich B und A’ die Matrixz beziiglich B’ ist.

Beweis. ,<=“Nach 5.1 (Wibhle fiir S die Ubergangsmatrix von B nach B’)
, = “Wihle die Basis B beliebig und B’ so, dass S die Ubergangsmatrix
wird. O

Satz 6.3. ~ ist eine Aquivalenzrelation auf K™

Beweis. reflexiv A~ A’, denn A = E;'AE,
symmetrisch A ~ A/ = 35 € GL(n,K) mit A’ = S71AS, also A =
SASL = (511451

transitiv A ~ A/ NA' ~ A" = 35T € GL(n,K) : A’ = STTAS N A" =
T-1AT — A" = T-1S~1AST = (ST)~'AST
O

Sei im weiteren f € End(V), d.h. f: V — V ist eine lineare Abbildung und
A € K™" die zugehorige Matrix (beziiglich Standardbasis).
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Definition 6.4. A € K heifit ein Eigenwert (EW) von f, falls es ein x € V/
gibt, mit z # 0 und f(z) = Az.

x € V heifit ein Eigenvektor (EV) von f zum Eigenwert A, falls  # 0 und
f(z) = Az

Sei A € K ein Eigenwert von f, dann heiit VI(\, f) := {z € V|f(z) = Az}
der Eigenraum (ER) von f zum Eigenwert .

U C V heifit Eigenraum von f, falls es einen Eigenwert A von f gibt mit
U=V(\f).

Definition 6.5. Sei A € K™". Wir fassen A als lineare Abbildung
A: K™ — K™ beziiglich der Standardbasis von K™ auf und damit sind die
Begriffe Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum auf quadratischen Matrizen
erklart, also:

A € K heift ein Eigenwert von A, falls es ein x € K™ gibt mit « # 0, Az =
Az

x € K™ heifit ein Eigenvektor von A zum FEigenwert A, falls  # 0 und
Az = Az gilt.

F 6.6. Seix ein Eigenvektor von f zum Eigenwert . Dann ist x kein Fi-
genvektor zum Eigenwert p # X, d.h. der Eigenvektor bestimmt eindeutig
seinen Eigenwert.

Beweis. Aus f(x) = Az und f(z) = px folgt \e = pr = (A —p)z =0 229
A=p O

F 6.7. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) A ist Eigenwert von f.

(ii) ker(f — Aid) # {0}

(iii) f — Aid ist nicht injektiv.

Beweis. o (i) <« (i) fx) =X <= (f-Aid)jz =0 < =z ¢
ker(f — Aid). Die Behauptung folgt aus der Definition von Eigenwert: A
ist Eigenwert von f <= Iz €V :z#0A f(zx) =\

e (ii) < (iii)“: Schon gezeigt (Fiir g € End(V) gilt: kerg = {0} < ¢
injektiv)
O
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F 6.8. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) z ist Eigenwert von f zum FEigenwert \.

(i) x € ker(f —Aid) Az #0

Beweis. f(z) =l <= (f —Aid)z =0 < x € ker(f — Aid) O

F 6.9. Sei dimV = n < oo, dann gilt: \ ist genau dann ein Eigenwert
von f, wenn det(f — Aid) = 0 ist.

Beweis. Nach Folgerung 5.3 ist f — Aid genau dann injektiv, wenn f — \id
invertierbar ist. Nach Satz 5.4 (angewendet auf die zu f — Aid gehorige Matrix
beziiglich irgendeiner Basis) ist f — Aid genau dann invertierbar, wenn det(f —
Aid) # 0. O

F 6.10. Sei A € K™™, dann ist X ein Eigenwert von A genau dann, wenn
det(A—AE) =0

Beweis. Ax = Az <= (A — AE)z = 0. Es gibt ein  # 0 mit (A — AE)z =
0 <= det(A—AE)=0 O

F 6.11. Sei dimV =n < oo und U = V(A f). Dann gilt: dimU =
n — Rang(f — \id)

Beweis. U = ker(f — Aid). Nach dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen
(5.2) gilt: dimU = dimker(f — Aid) = dim V — dim(f — Aid) = n — Rang(f —
Aid) O

F 6.12. Der Figenraum U von f zum Eigenwert X ist ein linearer Unter-
raum U DV mit U # {0}.

Beweis. Seien x,y € U,a € K, dann gilt: f(x+ay) = f(z)+a f(y) = Az+aly =
Az + ay), also v +ay € U. U # {0}, da A Eigenwert von f ist. O

Alle Feststellungen gelten entsprechend fiir Matrizen A € K™".



6 FEIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN 6

6.1 Bestimmung der Eigenwerte und -vektoren von A €
Knn

1. Bestimmung der Eigenwerte: Bestimme alle A € K fiir die det(A—AFE) =0
gilt.

2. Bestimmung der Eigenrdume V (A, A) von A zum Eigenwert A (V = K™):
Man 16se das homogene lineare Gleichungssystem (A — AE)x = 0 (Eigen-
wert A einsetzen). Der Eigenraum ist mindestens eindimensional (wenn A
wirklich Eigenwert ist).

Zu 1:
F 6.13.
aj]p — A ai2 N QA1n
a21 ago — Ao A92n
det(A — \E) =
An1 An2 oo QA — A

ist ein Polynom n-ten Grades von \. Genauer
det(A - AE) = (_l)n/\n + bn—l)‘n71 +---+ bl/\ + bO

mitby,...,bp_1,(—1)" € K. Ferner gilt: by = det A,b,,—1 = (—1)"™ Spur A.

Beweis. Nach dem Entwicklungssatz 5.5 ist klar, dass det(A — AE) ein Polynom
vom Grad héchstens 7 in A ist.

Der einzige Summand aus den n! Summanden, die selbst Produkte sind, der A™
enthalt, ist (a11 — A) - -+« (apn — A). Daher ist der Koeffizient von A™ gleich
(1)

by = det A klar (wihle A = 0). Der einzige Term, der A"~ ! enthilt, kommt in
(a1 — A) -+ (@pn — A) vor, also ist der Koeffizient von A"~! (=1)" - (ay; +
e+ ann) OJ

Satz 6.14. Jede Menge von Eigenvektoren zu verschiedenen Figenwerten
von f ist linear unabhdngig.

Beweis. Seien A1, ..., \,, paarweise verschiedene Eigenwerte von f und z; ein
zu \; gehoriger Eigenvektor von f, also x; # 0 und f(x;) = \jz;.
Beweis durch vollstdndige Induktion nach m:

Induktionsanfang Fiir m = 1 gilt die Behauptung, da z; # 0.

Induktionsschritt Sei ZZL a;x; =0mit aq,...,a,, € K. Zuzeigenist: a; =0
fir ¢ = 0,...m. Wende die lineare Abbildung (f — \,,id) auf die Gleichung
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an, also:
0= f(0) = (f — Amid) (Z ax) =Y (f = Amid) (a;z;)
i=1 i=1
m m—1 .
= a; ()\z — )\m) €Tr; = Z az(/\z — )\m)u’(}i IIldu:kthIl a1 = "= Qm—-1 — 0 —
mAm =022 4,, =0 0

F 6.15. Fulls dimV = n < oo, dann kann f: V — V hochstens n ver-
schiedene Figenwerte haben.

Definition 6.16. f € End(V') heiit diagonalisierbar, wenn es eine Basis
von V' aus Eigenvektoren gibt. Entsprechend heifit eine Matrix A™" dia-
gonalisierbar, falls sie dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist, d.h. falls es
S € GL(n, K) gibt, sodass D = S~1AS eine Diagonalmatrix ist.

Offenbar gilt:

F 6.17. A € K™" ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis
von K™ aus Eigenvektoren von A g¢ibt.

Beweis. Wenn B = (by,...,b,) eine Basis aus Eigenvektoren zu Eigenwerten
b 0
A2
A1, ..., A, ist, dann ist die zugehorige Matrix D = ) und umge-
0 CAn
kehrt. Ferner gilt D = B~'AB O

Wenn B = (by,...,by,) eine Basis aus Eigenvekt)\oren x;on A ist und b; Eigenvek-
tor zum Eigenvektor )\;, dann ist B~ AB = ( 1 ) ) eine Diagonalmatrix.
Das Verfahren zur Diagonalisierung/ Entscheiduong ol;\rlél diagonalisierbar ist:

1. Bestimme alle (verschiedenen) Nullstellen A1, ..., A\, von det(A — AE).

2. Bestimme zu jedem A; den Eigenraum V'()\;, A). Wihle in jedem dieser
Eigenraume eine Basis. Dann ist die Vereinigung dieser Basen der Eigen-
rdume wegen Satz 6.14 linear unabhéngig.

Falls 31", dim V(\;, A) = n(= dimV), dann ist A diagonalisierbar und die
Vereinigung der (gewéhlten) Basen der Eigenrdume ist eine Basis von V.
Umgekehrt gilt: Falls A diagonalisierbar ist, dann gibt es eine Basis von V' aus
Eigenvektoren von A und damit gilt > ", dim V(X\;, A) = n
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F 6.18. a) A € K™" ist diagonalisierbar genau dann, wenn
m
> dimV(A;, A) =n =dimV
i=1
(A1, .., Am paarweise verschiedene Eigenwerte von A)

b) Falls A € K™" n verschiedene Figenwerte hat, dann ist A diagonali-
sierbar.

Definition 6.19. dim V' (\;, A) nennt man auch die geometrische Viel-
fachheit des Eigenwertes A;.

Beispiel. e (V) hat als einzigen Eigenwert 1, die geometrische Viel-
fachheit ist 2.

o A=(§1)det(A-AE) = ’ A 15\‘ = (1—X)2. Also hat A nur einen
Eigenwert, ndmlich 1.
(38) (22) =(3) = =x2 = 0. Der zugehorige Eigenraum ist also:

{(%) |z € R}. Die geometrische Vielfachheit des Eigenwert 1 ist 1,
daher ist A nicht diagonalisierbar.

e A=(973) tdet(A—AE) =det () 2}) = A2 +1
= fiir K = R hat A keine Eigenwert, also nicht diagonalisierbar.

— fiir K = C hat A die 2 verschiedenen Eigenwerte (i, —i), ist also
diagonalisierbar iiber C.

Bemerkung: Geometrisch beschreibt A eine Drehung um 90°.
e Projektion der Ebene auf eine Gerade g: Eigenwert 1 fiir alle Punkte

auf g ungleich 0; Eigenwert 0 fiir alle Punkte ungleich 0 auf h, mit h
orthogonal zu g

e Spiegelung einer Ebene an einer Geraden g: Eigenwert 1 fiir alle Punk-
te auf g ungleich 0; Eigenwert -1 fiir alle Punkte ungleich 0 auf A, mit
h orthogonal g

Beispiel. Sei A diagonalisierbar. Bestimme A™ explizit: Bestimme die Ma-
A1 0

trix S mit D = S™'AS, mit D = als Diagonalmatrix,
0 Am
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also
P 0
A=8SDS™' — A" =8D"S"'=§ St
0 bl

6.2 Polynomringe
K[X] mit KM - Polynome iiber einem Kérper K.

Beispiel:
n
ai:ci
=0
n m n—+m 7
(Z U,il‘i> (Z bll‘l> = Z ajb,-_jxi
=0 =0 =0 7=0

Definition 6.20. Wir betrachten den K-Vektorraum KYo als ei-
ne abelsche Gruppe mit der Multiplikation (a;)ien, © (bi)ien, =
(Zio ajbi_j)ieNo'

Dies ist eine kommutativer Ring mit 1. Dieser Ring wird mit K[X] be-
zeichnet und heif3t der Polynomring tiber K.

Beziiglich der natiirlichen Basis (e;);en, von KMo gilt e; = X? wobei
X =¢; und X" := 1 = ¢g (1-Element des Ringes).

Also lisst sich f € KMo eindeutig als f = Y7 a;2" darstellen mit a,, # 0
(fiir f #0).

Die Elemente von K[X] heien Polynome.

Das Element a € K wird (stillschweigend) mit a - e; identifiziert, also
K C K[X].

Sei f # 0und f = > ja;z" mit a, # 0, dann heiBt n der Grad des
Polynoms f, geschrieben: n = grad f, grad 0 :== —oo.

Beispiel (Warum werden Polynome nicht einfach als Funktionen definiert?).
Fiir die Abbildung f: Zy — Zs mit f(X) = X2+ X ist f(0) = 0, f(1) =
12+ 1 = 0 also als Abbildung f = 0. Als Polynom X2 + X € Z,[X] ist das
nicht das Nullpolynom.

Satz 6.21. Jedem f € K[X] kann man die Abbildung X — f(X) zuord-
nen (X € K ). Diese Abbildung ist genau dann injektiv, wenn K unendlich
1st.

K[X] — Abb(K, K)
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Es folgen nun einige Sétze ohne Beweise iiber Polynomringe.
(ausfithrlicher mit Beweisen z.B. in Florenz: Lineare Algebra I und in Biichern
mit dem Titel ,Algebra “und spéter in der Vorlesung Algebra)

F 6.22. Fir f,g € K[X] gilt

a) grad(f - g) = grad f + grad g

b) f-g=0 = f=0 oder g =0, das heifst K[X] ist nullteilerfrei.
¢) grad(f + g) < max{grad f, grad g}

d) grad(f + g) = grad f, falls grad g < grad f

Satz 6.23 (Division mit Rest). Seien f,g € K[X], g # 0. Dann gibt es
eindeutig bestimmte s,r € K[X] mit f =s-g+r und gradr < grad g.

F 6.24. Sei b € K. Dann ist K[X] — K, Y. a;x" — Y. a;b’
ein Ringhomomorphismus. FEs ist der b-Einsetzungshomomorphismus. Das
Bild von f wird mit f(b) bezeichnet. b € K heifst Nullstelle von f, falls

F(b) = 0.

F 6.25. Seib eine Nullstelle von 0 # f € K[X]. Dann gibt es ein Polynom
gmit f=(x—-0>)g.

Beweis. Aus Satz 6.23 folgt, dass g, € K[X] existieren mit f = (x —b) - g+ r
mit gradr < grad(z —b) = 1. Also gradr =0 = r € K. Ferner f(b) =0 =
(b—"0b)gb)+r = r=0. O

Definition 6.26. a € K heifit m-fache Nullstelle von f € K[X] (m € N),
falls (x —a)™| f und (x — a)™*! Jf. Dies ist dquivalent zu f = (z —a)™g
mit g € K[X] und g(a) # 0.

m ist die Vielfachheit der Nullstelle a von f

Mit Folgerung 6.25 ist klar, dass jede Nullstelle eine eindeutig bestimmte Viel-
fachheit hat.
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F 6.27. Sei f € K[X] und f # 0. Dann ldsst sich f schreiben als

k
f= (Z(T - ai)’"") g (m; >0, a; # a; firi# j)

i=1

wobet g keine Nullstellen in K hat.

F 6.28. Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes A von A € K™™
ist kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit von A (= Vielfachheit
der Nullstelle X vom Polynom det(A — AE).

Beweis in der Ubung.

Definition 6.29. Sei R ein Ring, I C R heifit Ideal, falls
I#0 Va,bel:a+bel Nael,reR:ar€lAracl

Die Ideale sind fiir Ringe, was Nullteiler fiir Gruppen sind.

F 6.30 (Homomorphiesatz). Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus.
Dann ist ker f ein Ideal in R.

Satz 6.31. Sei I ein Ideal in K[X]. Dann existiert ein g € I mit I =
g-K[X]={g- fIf € K[X]}.

Beweis. Falls I = {0}, wihle ¢ = 0. Sonst wahle g € I\ {0} mit minimalen
Grad. Sei h € I, dann existieren r,s € K[z] mit h = g- s+ r mit gradr <
gradg = r=h—gs€l = r =0, da grad g minimal ist in I \ {0}. Also

glh = ICyg-K[X]. g-K[X]CI ist klar.

Bemerkung. a) Der Beweis zeigt: falls I # {0} kann man g beliebig unter sol-

chen mit kleinstem Grad wahlen.

b) Falls T # {0}, ist g eindeutig bestimmt, wenn man fordert, dass g normiert

ist.

Definition 6.32. >_"" ja;2" = g € K[X] heiBt normiert, falls a,, = 1.
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Definition 6.33. Sei 0 # f € K[X]. f zerfillt iiber K, falls f =b[[,(z—
a;)™ mit 0 #£be K, m; € N.

Definition 6.34. Falls fiir alle 0 # f € K[X] aus grad f > 0 folgt, dass
f eine Nullstelle hat, nennt man K algebraisch abgeschlossen (das heifit,
dass jedes Polynom zerfallt).

Satz 6.35 (Hauptsatz der Algebra). C ist algebraisch abgeschlossen.

Bemerkung. Der kleinste algebraische Abschluss von Q ist nicht C, sondern
abzéhlbar.

Satz 6.36. Seip € R[X]. Wenn n € C\R ein Nullstelle von p ist, ist T
ebenfalls eine Nullstelle von p.

Das bedeutet, dass die nicht-reellen Nullstellen in komplex-konjugierten
Paaren mit jeweils gleicher Vielfachheit vor.

6.3 Trigonalisierbarkeit

Sei V' ein K-Vektorraum, dimV =n < oo, f: V — V linear.

Definition 6.37. Sei A € K™". Dannsei x4 € K[X], x(X) = det(XE,,—
A). x4 heifit charakteristisches Polynom. x 4 ist ein normiertes Polynom
n-ten Grades. Beachte x4(\) = det(AE, — A) = (—1)"det(A — A\E,).

F 6.38. Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom, also
A~ B = Xa = Xb-

Beweis. Seien A,B € K™", A~ B. Dann gibt es S € GL(n) mit B = S71AS,
also
x5 = det(XE,, — B) = det(XE, — ST'AS) = det(S™ (X E,, — A)S)
= det(S™ x4 det(S) = x(A)

Definition 6.39. Sei f: V' — V eine lineare Abbildung mit V' endlichem
Vektorraum. Das charakteristische Polynom yx ist definiert als xy = x4,
wobei A die Matrix von f beziiglich einer beliebigen Basis von V ist. (Nach
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Folgerung 6.38 ist dies wohldefiniert.)

F 6.40. Wenn A = (’%1 f;) mit Ay und As quadratischen Matrizen, dann
1St XA = XA, * XAs-

Beweis. x4 = det(XE — A) = det (P (28, ) = det(XE— A;) det(XE —
Az) = XA, X4, O

Definition 6.41. A € K™"™ heifit trigonalisierbar, falls sie dhnlich zu
einer oberen Dreiecksmatrix ist.

fEnd(V) heifit trigonalisierbar, falls es eiine Basis von V' gibt, sodass die
Matrix von f beziiglich dieser Basis eine obere Dreiecksmatrix ist.

Satz 6.42. Sei f € End(V). f ist genau dann trigonalisierbar, wenn x ¢
in Linearfaktoren zerfallt. D.h. x¢(X) = [[,(X — X)) mit A\,... A\, € K.

Beweis. Wenn f trigonalisierbar, dann gibt es eine Basis beziiglich der die Ma-
trix A von f eine obere Dreiecksmatrix ist, also

Al *
A= = x(X) = xa(X) = (X = A) - oo - (X = M)
0 An

Nun sei f € End(V'), sodass x ¢ in Linearfaktoren zerféllt. Beweis mit Induktion
nach n =dimV:

Induktionsanfang n =1 Jede Matrix mit nur 1 Eintrag ist eine obere Drei-
ecksmatrix.

Induktionsannahme Gelte die Aussage fir n — 1 (n > 2).

Induktionsschritt Sei dim V = n. Wahle einen Eigenwert A; und zugehorigen
Eigenvektor x;. Ergéinze ihn zu einer Basis (x1,...,2,) von V (Basiser-
ganzungssatz). Bezliglich dieser Basis ist die Matrix von f von der Form

_ )\1 a12...01n
=05

da f(z1) = Az; = A\x1 (nach der Definition von Eigenwert). Sei W =
Lin{za,...,x,}. Sei g: W — W € End(W) mit Matrix B beziiglich
der Basis (x2,...,v,) von W. Das charakteristische Polynom von f ist
Xr(X) = (X = M)xs(X) = (X — AM)xy(X). Also ist g nach Induktions-
annahme trigonalisierbar, d.h. es gibt eine Basis (yo,...,y,), sodass die
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Matrix C' von g beziiglich dieser Basis eine obere Dreiecksmatrix ist. Da-
mit ist die Matrix ~ Avon f beziiglich der Basis (z1,ya,...,¥yn) von der

Form 1
i (M ale,...al,
i3 ).

also eine obere Dreiecksmatrix.
O

Bemerkung. Der Beweis liefert ein Verfahren die Basis und die obere Dreiecks-
matrix schrittweise zu bestimmen.

Korollar 6.43. Fir A € K™" gilt: xa zerfallt genau dann in Linearfaktoren,
wenn A trigonalisierbar ist.

Korollar 6.44. Jede Matriz in K™™ mit K algebraisch abgeschlossen, insbe-
sondere K = C, ist trigonalisierbar.

6.4 Einsetzen von Matrizen in Polynome

Definition 6.45. Sei p € K[X], p = >I" ;a;X". Fiir f € End(V) und
A e K™" definiere

p(f):aoidv+a1f+a2(f0f)+a3f3+...anf"
p(A) = agE + a1 A+ asA* + .. a, A"

Es gilt

Satz 6.46 (Cayley-Hamilton). Fir alle f € End(V) (dimV < oo) gilt

xf(f) =0=(z—0).
Fir Ae K™™ gilt xa(A) =0.

Beweis. Vorbereitung: Sei 0 # x € V. Betrachte (z, f(z),...f"(x)). Dieses
Tupel von Vektoren ist linear abhéingig, da dimV =n < n+ 1. Sei r < n die
kleinste Zahl mit (z, f(z),... f"(z)) linear abhiingig, also (x, f(x),... f"~(z))
linear unabhéngig. Dann existieren cg, ¢1, . .. ¢,—1 mit f7(z) = Z::_Ol cifi(r). Sei

U, = Lin{z, f(x), f*(x),..., [~ ()}
mit der Basis B = (b1, ba,...b,) mit f(b;) =bj4q fliri=1,...r =1

= f(br) = Zciflbl
i1
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Folglich ist f(Us) C U, und die zugehérige Matrix von f|;; : Uy — U, beziig-
lich der Basis B ist

00 0 0 ¢
100 0 ¢
01 0 0 ¢

M, =
000 ... 0 ¢rs
000 ... 1 ¢4

= xm, =2 — Crq " = Cpgr" T2 —

=, (@) = (@) = e fT7H (@) = eraf (@) — e f(2) — cow =0

Zu zeigen ist nun x¢(f) =0 <= Vo € V : x¢(f)(z) = 0. Fir z = 0 klar.
Sei also x # 0. Dann betrachte U, wie oben und ergénze B zu einer Basis
(b1, by, bry1, ..., by) von V. Die Matrix von f hat bezliglich dieser Basis
die Form A = (1\61, g) Es gilt als xy = x4 = Xxm, - Xp nach Folgerung 6.40.

Also x¢(f)(z) = (xa, o xp(f)(@) = xar, () (xp(f)(z)) = 0, da xar, (f) die
Nullfunktion ist. O

...C1T — Cy

Definition 6.47. Sei f € End(V) (dimV =n < o)
Es gibt genau ein Polynom py € K[X] mit folgenden Eigenschaften:

(1) py ist normiert

(2) ns(f) =0

(3) Vo € K[X] gilt: o(f) =0 = py ¢ (teilt)
(d.h. 3 € K[X] mit o = - py)

pr heifit das Minimalpolynom von f.

Beweis. Sei I = {p € K[X]|¢(f) =0} I ist ein Ideal in K[X] (Kern des Ho-
momorphismus ¢ — ¢(f))

Nach Satz 6.31 gibt es ¢ € I mit I = ¢ - K[X]. Es gilt also genau ein normiertes
Polynom py € I mit I = puy - K[X], d.h. welches 3 und 2 erfiillt. O

Bemerkung. 5 ist durch folgende Eigenschaften eindeutig bestimmt:
(I) gy ist normiert

(ID) pus(f) =0

(IIT) py hat den kleinsten Grad unter den Polynomen ¢ # 0 mit ¢(f) = 0
(vergleiche Beweis zum Satz 6.31)

Satz 6.48. Sei f € End(V). Dann gilt:

a) prlxy

b) Falls a ein Eigenwert von f ist, dann ist py(a) =0
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c) Wenn f genau n verschiedene Eigenwerte hat, dann ist iy = x5
Beweis. a) nach Definition von py und Satz 6.46 von Caley-Hamilton.

b) Sei f(z) = ax fiir ein  # 0 und py = by + by + - -+ + b8~ 4 2.
Dann folgt

k

k k
0= 1y () = (z w) @)= i) = b — ps(a)s
=1 1=0

i=0
Also pif(a) = 0.

c) Wenn f n verschiedene Eigenwerte hat, dann ist wegen b) grad(us) =

n = grad(xy). Mit ps | xy und ps, x5 normiert folgt pp = xy-.
O

Bemerkung. Zu jedem Korper K gibt es einen Erweiterungskorper L (d.h.
K C L Unterkérper), der algebraisch abgeschlossen ist und zwar so, dass je-
des Element in L Nullstelle eines Polynoms in K[X] ist (K[X] C L[X]).

Ein socher Koérper heifit der algebraische Abschluss von K. Er ist bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmt.

Beweis erfolgt spéter in einer Algebra-Vorlesung.

F 6.49. Sei A € K™™. Dann sind xa und pa unabhdngig davon, ob man
A als Matriz in K™"™ oder in L™" auffasst. (L Erweiterungskérper von
K)

Beweis. klar O

n .
Definition 6.50. Sei f = > a;2* € K[X]|. Dann bezeichne
i=0

/= Z ia;x'~ € K[X]. f’ heiBt die (formale) Ableitung

=1

F 6.51. Zu f,g € K[X] gibt es genau ein normiertes Polynom h grofsten
Grades mit h| f und h| g, geschrieben h = ggT(f, g)

Ferner gilt: h ldsst sich darstellen in der Form h = ggT(f,g9) = uf + vg
mit u,v € K[X]

Beweis. Sei I = {uf +vg|u,v € K[X]} das von {f, g} erzeugte Ideal. Dann
gibt es nach 6.31 genau ein normiertes Polynom h € I mit I = h - K[X].
h kann algorithmisch mit dem Euklidischen Algorithmus gefunden werden. [
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F 6.52. Fulls char(K) =0 und f € K[X] eine k-fache Nullstelle a hat,
dann ist (x —a) ein gemeinsamer Teiler von f, f',..., f*=1 aber a keine
Nullstelle von ).

Beweis. Vollstéindige Induktion nach k (Ubung) O

Beispiel. 2° +1 = (z + 1) in Zs, aber (25 + 1)’ = 52% = 0 (siehe HA 4b).
Beachte, dass char(Zs) = 5 # 0.

F 6.53. Sei A€ K™". Falls ggT(xa,xy) =1, dann hat xa im Erweite-
rungskorper von K keine mehrfachen Nullstellen, also pa = xa-

Beweis. Nutze Satz 6.52, 6.51, 6.49, die Existenz eines algebraischen Abschlus-
ses und 6.48 c) O

6.5 Jordan’sche Normalform

Definition 6.54 (Jordanmatrix). Sei A € K, m € N. Dann ist die Jor-
danmatrix

J(\,m) = A e Kmm

—_

Also J(A,m) = AE,, + J(0,m)

Beispiel. J(A\,1) = (), J(X,2) = (3 i)

Satz 6.55 (Jordan’sche Normalform). Sei V' ein K -Vektorraum, dimV =
n < oo, f € End(V). Falls x5 in Linearfaktoren zerfallt (z.B. fir K :=C
stets der Fall), dann existiert eine Basis B von V, sodass die Matriz von
f beziiglich dieser Basis die Form hat

J()\l, ml) 0
J()\Q, mg) e Fonon
0 J(/\k, mk)

Sie heifst die Jordan’sche Normalform von f. Dabei miissen die \; nicht
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H verschieden sein. H

Satz 6.56 (Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform). Die Jordan’sche
Normalform ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Jordan-Kdstchen.

Beweis. Seien Aq,...,\s die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f. Dabei
ist s die Anzahl der Eigenwerte. Dann gehoren zu A; genau h; Jordan-Matrizen
(genannt Jordankéstchen).

zu )\12 J()\l,nu), ey J()\l,nlhl)
zua )\l: J()\l,nll), ey J()\l,nlhl)

2 Ag: J(Agy Ms1)s ooy J(Asy Mishy) (il=1,...,s)

0O.B.d.A. sei fiir alle i: n;1 > nj2 > ... > ngp,. Die Jordankéstchen eines Ei-
genwertes sind nach Grofle geordnet. h; ist die Anzahl der Jordankéstchen zum
EW \;.

Alle Jordankéstchen zu einem Eigenwert bilden einen Jordankasten:

J(Ai, 1)

J (A1, nun,)

Die Jordanmatrix besteht aus den s Jordankésten:

J(>\1, n11)

J(A17 nlhl)

J()\s; nsl)

J()\sa nshs)

dim ker(.J(0,m)*) = min{k, m} (Beweis: Ubung). J(0,m) ist also nilpotent.
Es gilt J(A\,m) + pE,, = J(A+ p,m)
Weiterhin gilt dim ker(J(\,m)*) = 0 fiir A # 0, da

det(J(\,m)) = A™ £ 0

LD (det(T(A,m))E = (A™)F = Ak £ 0

det(J(\, m)")
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Unter der Annahme der Existenz einer Jordan’schen Normalform fiir
f € End(V) méchten wir fiir jeden Eigenwert die zugehdrigen n;; ermitteln:
Sei A € K™" die Matrix zu f in Jordan’scher Normalform. Dann bezeichne fiir
einen Eigenwert \; von A und ein j € N:

i\ S3.2&F.3.7

h;
my; = dimker((f — A;id)?) dimker((A — \E)7) = Z min{n;, j}
t=1

Bemerke: m;; hingt nur von j, A und f ab. Begriindung fiir letztes ,=“: Die
Jordan-Késtchen mit A # )\; tragen nicht zum ker bei, die anderen werden
summiert entsprechend obiger Uberlegung zu J(0,m). (det(J(\ — \;,m)*) # 0,
fir A # \;) O

Bemerkung. Graphische Darstellung fiir die Bestimmung von n;; aus m;;:

22 = Mg = Min,, = Yy Nij
21 = ms7
Sei 6 =: h;.
20 = mse
18 = m;s
16 = mMi4
14 = m;s
10 = m;o
6 =m; = hy
8:77@1 3=ni3 1:7%5
6:ni2 3:7%4 1=ni6

Bemerkung. Da (Vj € N) die m;; nur von f abhingen und die n;; eindeutig
von den m;; bestimmt werden, ist der Jordankasten eindeutig. (bis auf die Rei-
henfolge der Késtchen, (ist aber egal fiir geforderte Eindeutigkeit)) (f = f =
mi; = M;; = n;; = n;;) AuBerdem ist ein Algorithmus zur Bestimmung der
Jordan’schen Normalform gegeben.

Ferner gilt, da Matrizen in der Jordan’schen Normalform Dreiecksmatrizen sind,
M max{n;;|jeN} die Summe der GroBen der Jordankédstchen zum Eigenwert \; ist
(also grofe des Jordankasten), n;; die Grofle des grofiten Jordankéstchen zum
Eigenwert \; ist und damit J(0,n;1)"*~1 # 0 und J(0,n;1)™* = 0, und weil
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Xf = Xxaund puy = pua und weil eine Basis existiert wie wir noch zeigen werden.

.
i=1
pr =[] =2

i=1

und xr = py & zu jedem \; gibt es genau ein Jordankastchen. d.h. h; =1
fiir alle ¢ = 1,...,n sowie f ist diagonalisierbar < n;; = 1 fiir alle ¢ = 1,...n,
ji=1,...h;

Beispiel. Wie viele und welche Aquivalenzklassen von Matrizen A € C'111
unter Ahnlichkeit gibt es, fiir die gilt g4 = X° und dimker A = 4?
dimker A = dimker(A— A E)l=4=h=4
=0
Losung: Wegen p4 = X° ist 0 der einzige Eigenwert. Zu diesen wissen wir

folgendes:

+3 weitere Késtchen

dimker A =4

pa = z°

Dazu gibt es dann drei Moglichkeiten:

Die zugehérigen Matrizen sind (wobei J; := J(0,)):
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01
01
01
01
0
01
01
01
0
[0]
[0]
Js 0 Js 0 Js 0
Ju J3 Jo
B Ji ’ J ’ J
0 J1 0 J1 0 Jo

Der Beweis zur Existenz der Jordan’schen Normalform wird nun mit mehreren
Hilfssétzen vorbereitet.

Definition 6.57 (nilpotent). f € End(V) heiit k-stufig nilpotent (k €
N), falls f* =0, ' # 0 fiir 0 <i < k.
f heifit nilpotent, falls k € N existiert, sodass f k-stufig nilpotent ist.

Lemma 6.58 (Zerlegung in Unterrdume). Sei dimV < oo, f € End(V).
Dann gibt es Unterrdume Vi, Vg von V, sodass gilt:

(I) f(Vn) €V und f(Ve) C Vg

(I1) f|“§g ist nilpotent und f\“;ﬁ ist bijektiv

() V=Vya&Vg (i< V=Vn+VpAVNyNVg={0})

Beweis. Sei V; := ker f* (i = 1,...). Dann ist V; C V;;;. Da dimV < oo gibt

es k € N mit V, = Viy1. Wéhle £ minimal mit dieser Eigenschaft und sei

Vii= fi(V). Dannist V¢ D Vit da f(V) CV = fi(f(V)) C f4(V). Nach Di-

mensionssatz fiir lineare Abbildungen, angewendet auf f?, ist dim V; +dim V* =

dimker fi +dim f(V) = dim V = n, also V¥*! = V¥ Setze Viy := V}, = ker fF,

Vg == VF = f¥(V). Sei € Vy. Dann ist f*(f(z)) = f(f*(z)) = 0. Also
=

f(x) € Vy. Sei € Vp. Dann ist x = f¥(u) fiir ein u € V, also f(z) =

F(fH ) = 5 (f(w) (= (D))

(f|VN)k =0, also ist f[;, nilpotent (k-stufig-nilpotent).

f(Ve) = f(fE(V)) = fHHY(V) = fE(V) = Vp, also ist fly, surjektiv, also fl;.

bijektiv (wegen dim Vp < o0) (= (II))
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Sei x € Vg NVy. Dann ist f*(z) = 0= £*(0) (wegen = € Vy). Da fly, bijektiv
ist, folgt @ = 0, also Vg N Vy = {0}. Wegen dimV =n = dim Vg + dim Vyy =
dim(VB + VN) + dim(VB N VN) = dim(VB + VN> ist V=Vg+ Vy. O

Definition 6.59 (Hauptraum zum Eigenwert \). Sei f € End(V) und A
ein Eigenwert von f. Sei A eine k-fache Nullstelle von py. Dann definiere
den Hauptraum von f zum Eigenwert X\ als:

H(f,\) == | ker(f — \id)®
s=1

Es gilt
ker(f —id) C ker(f — Aid)? € --- C ker(f — Xid)* = H(f, \)

vgl. Aufgabe 2a) auf dem 4. Ubungsblatt.

Satz 6.60 (Zerlegung in Hauptrdume). Sei f € End(V) und zerfalle
das charakteristische Polynom x ¢ in Linearfaktoren und seien Ai,..., Ay

die verschiedenen Eigenwerte von f. xf = Hle(X — X)L Sei V=
H(f,\;). Dann gilt:

(1) V; 2 f(Vi)
(I)V=Vi&- &V

(III) Es gibt eine Basis von V beziglich der die Matriz von f von der
Form

Ay 0

ist und x4, = (X — X\)™

Beweis. Vollstandige Induktion nach k.

Induktionsanfang: Fir k = 1 gilt die Behauptung.

Induktionsannahme: Die Behauptung gilt fiir £ — 1.

Induktionsschritt: Sei xy = (X —A1)™ -+ - (X — ). Wende 6.58 auf f— A id
an. Dann ist V' = Vy©Vp mit geeigneten Vi, Vp, sodass (f — A1 id)|y, nilpotent
und (f — A1id)ly,, bijektiv ist mit (f —A1id)(Vy) € Vv und (f — A1id)(Vp) C
Vp. Wahle eine geordnete Basis zunédchst von Vy und dann V. Dann ist die

zugehorige Matrix von f — Aq id eine Blockmatrix <81 g) mit A nilpotent und

B reguldr und

k k
Xf-aia =Xa X8 = | [(X =X+ A)™ = X™ (X = X+ M)™

i=1 =2
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Da A nilpotent ( = einziger Eigenwert ist 0) und B reguliar ( = 0 ist kein
Eigenwert) ist, folgt x4 = X™!. Fiir f haben wir beziiglich derselben Basis

. . . A4+ MEn, 0 -
die Matrixdarstellung ( 0 B+ Enm1>. Auf fy,, wenden wir die
Induktionsannahme an und erhalten die gewiinschte Zerlegung von V. O

Wir haben damit gezeigt, dass es eine geordnete Basis von V' gibt beziiglich
Ay 0

der die Matrix von f die Form hat, wobei x4, = (X — A;)™.
0 Ag

Daher reicht es fiir den Beweis von 6.55 die Hauptraume H(f, A;) einzeln und

statt f die Abbildungen (f — \; id)\H(ﬁ)\i)  H(f,\) = H(f, \;), d.h. nilpoten-

te Endomorphismen zu betrachten. Dafiir nutze folgendes Lemmas:

Lemma 6.61. Sei f € End(V), k-stufig nilpotent, also f* =0, fF=1 £ 0.
Sei g € V mit f*=1 # 0. Dann ist (xo, f(z0),. .., fF72(x0), f¥(20)) =:
W linear unabhdngig. Sei W := Lin w. Dann gibt esU CV mit f(U) CU
und V=W e U

Beweis. Wir zeigen, dass (zo, f(70),..., f* '(z0)) linear unabhingig ist:
fEYx0) # 0 = (f*1(zp)) ist linear unabhingig. Sei ! die kleinste Zahl,
sodass f!(zq), f'"(x0), ..., f¥ ! (zo) linear unabhingig sind. Angenommen,

[ > 0, dann wire f'"Y(wo) = Y5 Nifi(z0) = fl(mo) = F(f7H(z0)) =
Zf;ll NifH (x) = Zi‘:ll-u Xi—1f4(xo) (wegen f¥(x¢) = 0)im Widerspruch zu
Fi(zo), f7 (20), ..., fF1(x0) linear unabhéngig.

Existenz von U: Beweis mit Induktion nach k:

Falls k = 1 ist f = 0 und jedes Komplement von W = Lin{zy} hat die ge-
wiinschte Eigenschaft. Sei die Behauptung fiir alle m < k — 1 bewiesen. Sei

i=f(V), Wo=f(V)NW, yo = f(x0). Dann

(V1) = {0}, Wo = Lin{yo, f(y0), .- f* "(yo)} = Lin{ f(z0), ..., f* (z0)}

Nach Induktionsannahme angewendet auf f[, = f|;q) : Vi = V1 gibt es Up
mit Vi = Wy @ Uy mit f(Vy) C Up. Sei U = {z € V|f(z) € U} = f~HUp). U
ist ein Unterraum von V.

Wir zeigen V.= W + U. Sei € V. Dann ist f(x) € V3, also f(z) = w + ¢t mit
w € Wy, t € Up. Sei

k—2
w=>> Nfwo) =f | D Nix1fi(w0)
s =0
=wi €W

Also f(x) = f(w1) +t, also t = f(z —w1). Wegen t € Up folgt x —w; € U=
Y Up), also x = wy +(x—wy) =V =W+U.
—~ ——

ew cU
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Wir zeigen WNU = {0}. Seiz € WNU.Daxz € W = f(z) € Wop. Da
f(Uy) C Uy folgt aus = € Uy, dass f(z) € Uy, also f(x) € WoNUy = {0}. Da
x € W folgt

k—1 k=2
2= Aifi(zo) mit i € K= 0= f(z)=> X\f" ()
i=0 =0

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der f¢(zg) folgt A\g = A\j = ... A\p_o = 0
r = A1 fF Y (x0) € Wo. Also gilt wegen z € Uy auch z = 0, also WNU
{0}

Beweis der Existenz der Jordanschen Normalform. Seinun U; ein Komplement

2 Up®(WNU) inU. Also U = Uy ® Uy @(WNU). Wegen U C W+U gilt dann
——

aond

=:U

V=W+U=W+U. Wegen U C U gilt weiter WNU = (WnNU)NU = {0}
und f(U) C f(U) =Uy CU.

Sei (1, ..., u,) eine Basis von U, also (f*~!(z¢),..., 20, u1,...,u,) eine Basis
J(%’ k) g) wegen F(U) C
U, V=WaU.C ist (< k—stufig) nilpotent, also kénnen wir Lemma 6.61
wiederholt anwenden und erhalten die gewiinschte Darstellung. (Formal gesehen
ist dieser Teil iiber vollstdndige Induktion zu beweisen.) O

von V. Bezlglich dieser Basis hat f die Form

7 Euklidische und unitare Raume

Sei in diesem Kapitel K € {R,C}, V ein K-Vektorraum. Wir wollen Lingen
und Winkel definieren. Dazu braucht man zuséitzlich Strukturen auf dem Vek-
torraum.

Definition 7.1. Ein Skalarprodukt (abstrakter Winkelbegriff) auf V' ist
eine Abbildung (-,-) : V x V — K, sodass fiir alle z,y,z € V, A € K gilt:

xz,2) € Rund (x,z) >0

Dabei ist a + ib = a — ib fiir a,b € R, insbesondere fiir K = R gilt (z,y) =
(y, ).

Fiir K = R heiit V' zusammen mit einem Skalarprodukt (-, -) ein euklidi-
scher Raum.

Fiir K = C heifit V' zusammen mit einem Skalarprodukt (-, -) ein unitérer
Raum.

|-|: C—C,

A := vaZ + 0% = Va2 + b — abi + abi = \/(a + bi)(a — bi) = VAX
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F 7.2. In einem euklidischen oder unitiren Raum V gilt fir alle z,y, z €
V, AekK:

3) (2, Ay +z) = Mz, y) + (z, 2)

Beweis.

(2 +2) 2 Dy T 2,0) 2Ny, 2) + (22) = A(y,2) + (5,7) 2 X (2, 9) + (2, &)

Beispiel.

Z1 Y1
1) SeiV=K"Firz=|: |,y= | : | definiere (z,y) := > | 27
Tn Yn

Dies definiert ein Skalarprodukt auf K™ (Jeder fiir sich nachrechnen!).
Man nennt dies das Standardskalarprodukt auf R™ bzw. C™.

Insbesondere gilt K = R: (z,y) =Y 1, 29, =7 y.

2) Sei V :={f:[0,1] — C| f stetig} mit den Standardoperationen. Dann

ist (.):VxV = Cmit (f,g):= fol f(t)g(t) dt ein Skalarprodukt auf
V.

Bemerkung. Statt (z,y) schreibt man auch oft = -y, (z,v), (x| y) oder zy.

Satz 7.3 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Sei (V,(-,-)) ein euklidischer
oder unitirer Raum. Fir alle x,y € V gilt dann:

[z, y)[* < (z,2) (y,y)

Ferner gilt : |(z,y)|* = (z,z) (y,y) < x,y linear abhingig.

Beweis. Sei 0.B.d.A. y # 0 (sonst Behauptung trivial).

Setze @ := — gz; Dann ist

1) 3),3’
0 < (x+ay,z+ay) 2) (z,7) +aly,x) +a(z,y) +aa(y,y) =

pay @W@D @wy) @y | eyl

Wy Wy
5

2 % ((m, ) (y,y) — (z,y) (x,y) — @@m)

(y,y
(b)) — ) )

(Y, y)

also folgt die Ungleichung.
Mit “="genau dann, wenn x + ay = 0 (wegen 2)). x + ay = x — Efjgiy =0 =
x,y linear abhangig.
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Falls z, y linear abhéngig sind, folgt “=":

2

3),F7.2)
O, )P = NP ww)| = X, 0) () =" (O, \y) (5, ) -
>0

Fiir unser Beispiel 2 folgt, dass fir f,g: [0,1] — C stetig gilt, dass

/ £(8) dt/olgoe)?

mit “="genau dann, wenn g = 0 oder f und g sind im C-Vektorraum iiber
{f :[0,1] — C | f stetig} linear unabhéngig. Also es es gibt ein a € C mit
f=a-g

Definition 7.4. Eine Norm auf V ist eine Abbildung ||-|| : V' — R, sodass
fiir alle z,y € V, A € K gilt:

1) el > 0

2) ||lz]| =0 = =0

3) llz +y|| < |lz|| + |ly|| Dreiecksungleichung
) el = 1A el

V zusammen mit einer Norm heifit ein normierter Raum.

z =0y = [lz| = lov]| = [[0x - Ov || = [0 | - OV [| = Ox

Satz 7.5. Sei V ein euklidischer oder unitarer Raum. Dann ist durch

x| :=\/(z,z) firzeV

eine Norm auf V definiert. Sie heifit die von {-,-) induzierte Norm.

Beweis.

1) |lz|| > 0 und reell fiir alle € V' definiert wegen (x,z) € R und (z,z) > 0.

2)

del (,2) =0 <= (r,2)=0 <= =0

2] =0 <=

2) ||z +y|” = (& +y,z+y) ) + (2,y) + (v, 2) + (4, 9)]

[z,
@)+ (w9} + 2@ )l
< el + ll® + 2zl = (el + l)?

3) [Ihall = /(Az, Az) = /AN (@, 2) = |A] - |||

IADIA I
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7.1 Winkel in euklidischen Raumen

Motiviert elementargeometrisch in der Ebene:

Bemerkung (Kosinussatz (x,y # 0)).

2 2 2
2|z lyll cos e = flz[|” + llyll” = ll= = wll

cosa = L) F YY) — (@ -y —y) _
2 ||l 1yl
_ (@Y + ) k== _(2,9)

[zl iyl Al

27

Definition 7.6. In einem euklidischen Raum definiere den Winkel zwi-
schen zwei Vektoren z, y als o mit

o ( (z,y) )
(¢ .= arccos
| [yl

Definition 7.7. Zwei Vektoren x,y € V heiflen orthogonal, falls (z,y) = 0
ist.

Definition 7.8. Seien My, My C V. M7,M5 heilen orthogonal zueinan-

der, geschrieben M; 1 M,, falls (z,y) = 0 fiir alle x € My, y € Ms.
Sei M C V. Dann definiere

M+ :={x € V| (x,y) =0 fiir alle y € M}

genannt das orthogonale Komplement von M.

F 7.9. Seien M, My, M5 C V. Dann gilt:

a) M+ = (Lin M)+

b) M~ ist ein linearer Unterraum von V.

c) My C My = Mi D M

d) M+ 2> M

e) MLt = MLtLL

f) Seien M; CV fiir allei € I, I # 0. Dann ist

(Us) =y

i€l iel
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g) Falls dim(Lin M) < oo, dann ist M++ = Lin M.

h) Falls dimU < oo und U C V' linearer Unterraum, dann ist V. =U @
U+,

Beweis.

a) Aus (z,y;) =0 fir i = 1,...,n folgt (z,> 1, \iy;) = 0, wobei \; € K, also
M+ = (Lin M)+,

b) Entsprechend folgt aus Vo; € M+, (i = 1,...,n), dass (z;,y) = 0 fiir i =
1,...,n, dass (35 Nz, y) = 0 (mit A; € K). 0 € ML, weil (0,y) = 0, fiir
alley € M.

¢) klar
d) , f), g), h) Hausaufgabe
) 11 d:))

e) folgt aus ¢) und d), da M C M*++ = M2 D (M*++)+ und (M1)
MJ_

Definition 7.10. z € V heifit normiert, falls ||| = 1.  # 0 kann man
normieren W

. || 74.3)
vl ™=

L
=l

I = iyllell =1

Definition 7.11. m C V (mit m # 0) heit ein Orthogonalsystem, falls
0 ¢ m und fiir alle z,y € m mit x # y gilt (x,y) = 0.

m C V (mit m # @) heiBt ein Orthonormalsystem, falls fur alle z € m
gilt ||z|| = 1 und fiir alle z,y € m mit « # y gilt (z,y) = 0 (Abkiirzung
ON-System).

Eine Orthonormalbasis (Abkiirzung ON-Basis) von V ist eine Basis von
V', die ein Orthonormalsystem ist.

F 7.12. Jedes Orthogonalsystem ist linear unabhdngig.

Beweis. Sei m ein Orthogonalsystem und z1, ..., x, € m paarweise verschieden.
Gelte Y1, Niz; =0, A; € K. Fiir jedes k € {1,...,n} folgt

0=0-(0,2) = (0-0,zk) <Z>\ l‘ul‘k> = ZM (Ti, 2x) = g (Th, 1) -

i=1

Wegen xj, # 0 ist (zg,zr) > 0, also Ay = 0. Dies gilt fiir jedes k € {1,...,n},
also ist m linear unabhéngig. O
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Bemerkung. Falls eq,...,e, € V ein Orthonormalsystem ist (e; # e; fur ¢ # j),
1 fallsi=j
0 fallsi#j

0;; nennt man Kroneckersymbol.

; e = (& e\ _ €i €i = 1 iy
Beweis. {ei,e) = (i 1247 ) = <\/<ehei>’ ¢<ei,e7.,>> = Ve el

dann gilt (e;,e;) = d;5 :=

F 7.13. Sei (e1,...,e,) eine ON-Basis von V. Seien x,y € V. Dann
gilt © = Y1 (w,e;) e;, d.h. die i-te Koordinate von x bzgl. der Basis
(e1,...,en) ist {x,e;).

Ferner gilt fir x; = pi(z) = (z,e;), yi = (y,e;), dass {(x,y) =
2?21 xy; = 1.

Beweis. Sei z =) | A\ie;. Dann ist

<Cﬂ,€i> = <Z>‘jejaei> = Z)‘j <€jaei> = )\1
= ‘ ——

=5
n n n n n
(ea0) = <zxiei,zyjej> S e e = S
i=1 j=1 i=1 j=1 R
=5

Satz 7.14 (Orthonormalisierungsverfahren nach E. Schmidt). Sei
(z1,22,...) ein endliches oder abzihlbar unendliches System linear unab-
hangiger Vektoren aus V. Dann gibt es genau ein ON-System (e1,ea,...)
mit folgenden Figenschaften:

1) Lin{ey,...,ex} = Lin{xy,...,zp} fir allek =1,2,...
2) (ah,ex) € RY = (0,00)

Beweis. Die eq,eq,... werden rekursiv definiert und 1), 2) und Eindeutigkeit
induktiv gezeigt. Bei einem endlichen System (z1,...,x,) bricht das Verfahren
nach n Schritten ab.

x1 # 0 (wegen (x1,x9,...) linear unabhingig), also ist e; := ﬁ nor-

miert, Lin{e;} = Lin{z1}, und (z1,e;) = <x1,“z—11”x1> = Hzll\l (x1,m1) =

2
m\/<$171’1> = \/<93171‘1> = ||I1|| > O (reell!).

Eindeutigkeit: Aus €] = cx1 mit ¢ > 0 und |e}|| = 1 folgt

_ 2 2
1= (e}, e}) =cc(xy,z1) = |c|” ||21]| ,alsoc:|c|:||x—1”.
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Also €] = e;.
k
Setze byt1 1= Thy1 — p ;g (Tht1, €i) €i-

Dann gilt Lin{ey, ..., eg, bg+1} = Lin{zq, ..., 2k, 241} Ferner ist fir 1 < j <k
k
(bk+1,€5) = <$k+1 = (kg1 e) €z',6j>
i=1
k
= (Tht1,€5) — <Z (Tht1,€:) eia€j>
P
Skalar

k
$k+1,€; E (Thy1,€i) elvej>
i=1 v

§;j, mit TA

ij

= (Try1,€5) — (Thy1,€5)

=0

=0

= (br+1,€5)
b1 # 0 da (21,...,2Zk+1) nach Voraussetzung linear unabhéngig ist. Setze
€k+1 1= ”b v ” Es gilt

||bk+1|| = <bk+1,bk+1> = <Ik+1,bk+1> >0 wegen <6i,bk+1> =0fir k= 1, ey

Also

1 1
(Thy1,err1) = ( Trat, T 0kt1 ) = 77— (Tht1, brgr) >0

[[br+1] [1br-+1 ]

Damit ist (eq, ..., ek, ex+1) ein ON-System mit den Eigenschaften 1), 2).

Eindeutigkeit: Angenommen (ey, ..., ex, €} ) erfiillen 1) und 2), dann ist
k
€kt+1 = Z)\icei + cxp41 mit gewissen A; € K, ¢ > 0 (€ R).
i=1

k
= C(karl + Z)\Zel)
i=1

wegen Lin{ey,...,ex, €} = Lin{zy,...,2p, 241} = Lin{er, ... ep, 2041}
Fir ¢ =1,...,k erhélt man
0= (€hp1s€i) = Nic+ c(Tpy1,€), also Aj = — (Tpq1, €).
Damit ist €} ,; = chpt1. Wegen ¢ > 0 und ||e} || = 1 folgt ¢ = ku > also
r_
€yl = Ck+1- O

Bemerkung (zum ON-Verfahren von E. Schmidt). Bei der Berechnung von Hand
ist es glinstiger zunéchst nur die b; (i = 1,2,...) zu bestimmen:

5 (w1, bi)
by := 1, bgi1 = Ty — Z W

i=1

%
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Zum Schluss ey, := \|Zk (k=1,2,...). Beachte

b; bi (Tht1,b:)
(xg 1,€i>€¢=<$k 17> = b;
’ B CIVARTT

F 7.15 (Folgerung). SeidimV =n < oo. Dann kann jede ON-Basis eines
Linearen Unterraums U C V' zu einer ON-Basis von V' ergdnzt werden,
insbesondere hat V eine ON-Basis.

Beweis. Sei (by,...,by) eine ON-Basis von U. Dann kann diese zu einer Basis

(b1, bk, Tpt1,...,2y) von V erginzt werden. Anwendung des Schmidtschen
Orthonormalisierungsverfahrens (Satz 7.14) bewahrt die by,...,bx, (e; = b;)
und man erhilt eine ON-Basis (b1, ..., bk, €41, ., €pn). Fir U = 0 wihle eine
Basis (x1,...,2,) von V. Wende Satz 7.14 darauf an. O

Frage: Wann wird eine Norm von einem Skalarprodukt induziert?
Antwort fiir K = R.

Satz 7.16. Sei V ein normierter R-Vektorraum. Dann gibt es ein Skalar-
produkt (-,-) : V x V = R auf V mit (z,z) = ||z||* fir alle x € V, wenn
die Parallelogrammgleichung gilt:

lz = ylI* + llz + ylI* = 2(|=)* + lly|*) fiir alle 2,y € V. (P)

Ferner gilt: Falls die Norm von einem Skalarprodukt induziert wird, dann
ist das Skalarprodukt durch die Norm eindeutig bestimmit.

Beweis. “ = ":

(@ —yo—y) +{etyety =2z +2(y) =2+ yI*)

2(
“ < ": Eindeutigkeit: (z +y,z +y) — (x,2) — (y,y) = 2(z,y), also (z, y)
5z +yl* = llzl* = llyl*). Zur Existenz definiere (z,y) == § (||95 +yll* —llz]* —
ly|*). Dann gilt offensichtlich: (z,y) = (y,z), (z,z) = ||:E|| >0 und (z,x) =
0 <= z = 0. Vertraglichkeit mit +:

2((x + vy, z) — (x,2) — (y, z)) = nachrechnen By

Vertraglichkeit mit Skalarmultiplikation wird erst mit Additivitdt induktiv fir
A € Z gezeigt, dann fir A € Q und iiber Stetigkeit fiir A € R. Der Rest des
Beweises wird weggelassen. O

7.2 Orthogonale und unitiare Abbildungen

Definition 7.17. Eine lineare Abbildung f: V — W zwischen euklidi-
schen bzw. unitdren Vektorrdumen heift eine orthogonale bzw. unitére
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Abbildung, falls gilt

(f(2), f(y)) = (,y) firalle z,y €V

F 7.18. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen euklidischen bzw.
unitaren Vektorraumdumen. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) f ist eine orthogonale bzw. unitiare Abbildung
it) Ve eV« [|zf| = || f(2)|]
iii) Ve e Vi lzll =1 = ||f(2)]| =1

i) fir jedes ON-System (e1,...,en) in'V ist (f(e1),..., f(en)) ein ON-
System in W.

Ferner gilt: Falls dimV < oo, dann ist jede der Aussagen (i)-(iv)
aquivalent zu

v) FEs gibt eine ON-Basis von V', die auf ein ON-System in W abgebildet
wird.

Beweis.

i) = ii): 2] = /(z,2) = /(F(2), f(2)) = I £ ()]

i) = iii): klar

iii) = ii): 0.B.dA. .z #0. Mit e = HTlnm gilt
z = [z e und [le]| =1 = [If (@)l = =l [/ ()| = [l]|
ii = iv): Sei (e1,...,e,) ein ON-System in V. Fiir j # k gilt

2Re (f(e;), flex)) = [If () + fler)|* = 1F (e)I* = [1f (ex)])?
= lle; + exll” = lle;I” — llexl®
=2Re(ej,ex) =0
* wegen
lz+y* = (@ +y,2 +y)
z+z=2Rez
—_—
= (z,2) + (¥, y) + (2, 9) + (v, 2)
= [l«l* + llyll* + 2 Re (z, y)
Falls K = C: T (f(e;), f(ex)) = — Re (fie;), f(ex)) = 0

(
Also (f(ej), f(ex)) =0 fiir j # k. || f(e;)|| = 1 nach Voraussetzung iii, d.h.
(f(e1),- ~-7f(en)) ist ein ON-System in W.

iv = it zu zeigen (f(z), f(y)) = (z,y) fiir alle z,y € V. Sei 0.B.d.A. x # 0.
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1. Fall: (z,y) ist linear unabhéngig. Dann gibt es nach Satz 7.14 eine ON-
Basis (e1,e2) von Lin{x,y}. Sei = x1e1 + z2e2, y = y1€1 + Yoeo.
Dann ist (f(z), f(y)) = (z1f(e1) +@2f(e2), y1f(e1) +y2f(e2)) =
Y1 + 2242, da (f(ei), f(e5)) = iy

2. Fall: z,y linear abhéngig, 0.B.d.A. x # 0, z = z1e1, y = y1e1 mit e; =
ﬁx. Weiter wie im 1. Fall.

Sei nun dimV < oo

iv = wv: Nach Folgerung 7.15 gibt es eine ON-Basis von V. Eine solche wird
nach iv) auf ein ON-System in W abgebildet.

v) = 1i): Sei (e1,...,e,) eine ON-Basis von V mit (f(e1),..., f(en)) ON-
System in W. Seien z,y € V. Dann ist nach Fakt 7.13:

n
T = g xie; mit x; = (x,e;),
i=1

n
y = yie; mit y; = (y,e),
i=1

(f(@), f(y) = <inf<ei>zyif<ez—>> =D > ey = (x,y) O
=1 i=1

i=1 j=1

Definition 7.19. Sei A € C,,, ,,. Dann bezeichne A* := (Z)T = (AT) als
adjungierte Matrix, wobei A die konjugiert komplexe Matrix bezeichnet.

Es gilt offensichtlich:

F 7.20. AB = A-B, also (AB)" = B*A*. Fulls A invertierbar ist, folgt
(wegen E = E = E*):

*

N

- AT also (A*)7! = (A7)

Fiir A € C™ gilt det A = det A, also wegen det AT = det A folgt det A* =
det A.

Definition 7.21. A € C™" heifit unitir, falls A regulir und A* = A~}
gilt. Eine reelle unitiare Matrix A € R™™ heifit auch orthogonal. A € R™"
ist also orthogonal genau dann, wenn AT = A~

Bemerkung. Da fir A, B € K™™ die Aussagen 1) AB = E, 2) BA = E, und
3) A regulir und B = A~! dquivalent sind, folgt, dass die Aussagen AA* = E,
A*A = E, und A unitir zueinander dquivalent sind (fiir A € C™™) und auch,
dass AAT = E, ATA = E, und A ist orthogonal zueinander dquivalent sind
(fir A € R™™).



7 EUKLIDISCHE UND UNITARE RAUME 34

F 7.22. Fir eine Matrix A € K" sind dquivalent:
i) A ist orthogonal bzw. unitdr.
1) Die Spaltenvektoren von A bilden eine ON-Basis des K™.
iii) Die Zeilenvektoren von A bilden eine ON-Basis des K.
iv) Die lineare Abbildung A: K™ — K" ist orthogonal bzw. unitdr.

Dabei ist mit K" jeweils der euklidische bzw unitdre Raum mit dem Stan-
dardskalarprodukt gemeint (und Standardbasis).

Beweis. (ii) ist Aquivalent zu A*A = E, denn (ay,...,an)*(a1,...,a,) =
({(ai,a;))ij, also (i) <= (ii). Entsprechend ist (iii) dquivalent zu A*A = E,
also (i) < (iii).

(ii) <= (iv): Die Spaltenvektoren von A sind die Bilder der Standardbasisvek-
toren von K”. Diese ist eine ON-Basis, also folgt die Behauptung aus (v) <=
(i) in Fakt 7.18. O

F 7.23. Wenn A unitir (oder orthogonal) ist, dann ist |det A| = 1.

Beweis.

A*A=FE = 1=det AA* = det Adet A* = det Adet A = (det A)?

F 7.24. Wenn A unitir (oder orthogonal) ist und X ein Eigenwert von A,
dann ist |\ = 1.

Beweis. Sei x Eigenvektor von A zum Eigenwert A, d.h. Az = Az mit z # 0.
Dann ist (z,z) = (Az, Az) = Oz, Az) = M (z,2) = |A\? (z,2), also wegen
(z,x) # 0 folgt |A| = 1. O

Definition 7.25.
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F 7.26. U(n), SU(n) sind Untergruppen von GL(n,C)

O(n), SO(n) sind Untergruppen von GL(n,R)

(GL(n,K) ist die Gruppe der invertierbaren Matrizen in K™™)
SU(n) ist ein Normalteiler von U(n);

SO(n) ist ein Normalteiler von O(n).

Beweis. U(n) bzw. O(n) sind Untergruppen von GL(n,C) bzw. GL(n,R):
A*=A"'B*=B"! = (AB)*=B*A*=B'A™' =(AB)!
(A7) =) = (a7
E*=E=E""!

SU(n) = ker(det), wobei det: GL(n,C) — (C\ {0}) die Determinantenfunktion

ist. det ist ein Gruppenhomomorphismus, denn det AB = det Adet B, also ist

SU(n) ein Normalteiler von U(n).
SO(n) C O(n) Normalteiler genauso. O

Bemerkung (Aufgabe). Bestimme U(n)/sy(n). Idee: Verwende den Homomor-
phisatz der Gruppentheorie:

Un) —2 s (c\ {0}, )

nat _
det

Un)/sum) = det(U(n))

det ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. SU(n) = ker(det)
Fir n > 1 gilt: det(U(n)) = {z € C| |z| = 1}
z 0

1
det

Il
w

0 1
€ U(n) fiur |z] =1
O(n)/SO(n) = ({_17 1}7 ) = ZQ

Satz 7.27 (Matrixtheoretische Formulierung von Satz 7.14 (ON-Verfah-
ren nach E. Schmidt)). Sei A € K™" reguldr. Dann gibt es eindeutig be-
stimmte Matrizen S und C, sodass A = SC ist und S unitir (K = C) bzw.
S orthogonal (K = R) ist und C eine obere Dreiecksmatriz mit positiven
(reellen) Elementen auf der Diagonale (d.h. c;; >0 firi=1,...,n).

Beweis. Wende das ON-Verfahren von E. Schmidt auf die Basis A = (aq,...,a,)
von C™™ (bzw. R™™) an. Dann erhélt man eine ON-Basis S = (ey,...,e,) und

er = Zle cikar mit cgp > 0 und ¢;; = 0 fir ¢ > j. Also § = AC, also
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A = SC~!. Wenn C ecine obere Dreiecksmatrix ist mit ¢;; > 0 Vi = 1,...,n,
dann ist C~! auch eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Elementen auf der
Hauptdiagonalen. Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeitsaussage im ON-
Verfahren. O

F 7.28. Eine requlire obere Dreiecksmatriz C ldsst sich eindeutig schrei-
ben sowohl als C = ND, als auch als C' = DN, wobei N bzw. N obere

Dreiecksmatrizen sind mit n;; = 1 firi=1,...,n und D eine Diagonal-
C11 0

matriz. Ferner ist dann D = <

0 Cnn

Beweis. einfache Ubung O

Satz 7.29 (Iwasawa-Zerlegung). Jede regulire Matrix A € K™™ lasst sich
eindeutig darstellen als A = NDyS, wobei N eine obere Dreiecksmatrix
mit 1len auf der Diagonale, D, eine Diagonalmatriz mit d; > 0 fir i =
1,....,n und S eine unitdre bzw. orthogonale Matrix ist.

Beweis. Wende Satz 7.27 auf A~! an. Man erhilt S = A~'C, also A = CS~! =
CS* mit S unitdre bzw. orthogonale Matrix und C obere Dreiecksmatrix mit
cii > 0, schlieflich mit Fakt 7.28 A = ND,S* (S unitir = S* = S~}
unitér). O

Bemerkung. Analog erhdlt man Zerlegungen der Form D, NS, SND,, SD, N
mit Matrizen S, D4, N mit den Eigenschaften wie in Satz 7.29.

Definition 7.30 (und Feststellung). Sei U C V ein linearer Unterraum.
Gelte V = U @ U+. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

pu:V =V mit py(z) =2 Ve e U
pu(r) =0 Vo e Ut

Sie heiflit orthogonale Projektion auf U. Ferner gilt dann py + pyr = idy.

Beweis. Eindeutigkeit ist klar, da nach Vorraussetzung V = U+U+ (= Lin(UU
UL)) und py auf U U U gegeben ist.

Existenz: Wegen V = U + U+ und U N U+ = 0 lisst sich jedes z eindeutig
schreiben als © = f(x)+g(x) mit f(x) € U, g(z) € U+, f, g lineare Abbildungen
(einfaches nachrechnen). O

Sei im Kapitel 7 im weiteren U C V ein linearer Unterraum mit V = U + U+
(also V=UaU")
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F 7.31. Firallex € V und alle uw € U sind folgende Aussagen dquivalent:
i) u=py(x)
i) v —ue Ut

iit) Fir allew € U gilt ||z — u| < ||l — w|

Beweis.
(i) = (ii): 2 =pr(@) + py.(z) =u+py.(x), also v —u = py.(z) € U+
(i) = (i): pu(z) = pu(u+ (z —u)) = pu(u) +pu(z —u)
evu eUvt
(i) = (iii):
|z = w|® = {(z —u) + (u—w), (@ —u) + (u— w))
= ||z —ul]® + lu — w|® + 2Re <w,u - w>

eUut €U

=l —ul® + Ju—w|* = [z - ul

(iii) = (ii): Wir zeigen —(i1) == —(4i1). Aus —(ii) folgt, dass es v € U mit
(x —u,v) =X #0,0B.dA. |Jv| =1, gibt. Sei w = u+Av. Dann ist w € U
und

o — w|® = {(z — u) — M, (z — u) — \v)
= llz —ull* + AP [Jol* = A v, 2 —u) =X & —u,0)
——
Sy =X
2 2
= [lz = ull” = [Al

2
<z = ull

also —(7i1).

O
F 7.32. Wenn (b1,...,by) eine ON-Basis von U ist, dann gilt fir alle
zeVipy(z) =", (z,b)b;.
Beweis. Y1 (z,b;)b; € U. Wir zeigen x — >_1" | (z,b;) b; € U~.
Fir j=1,...,m gilt <33 - 21111 <J,‘7bl> bi,bj> = <$7bj> - <.Z',bj> =0
also |z — >0 (2, b;) b;| € {b1,..., by}t =Ut O

7.3 Spiegelungen
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Definition 7.33 (und Fakt). Sei U C V linearer Unterraum mit U+U+ =
V. Dann gibt es genau ein lineare Abbildung

sy: V= Vmit sy(z) =a Ve eU
sy(z)=—2z Ve e U™t

Sie heiflit Spiegelung von U. Ferner gilt: sy = py — pyr = 2py — idy.

Beweis. Die lineare Abbildung fy := 2py — idy erfiillt

ﬁ(x):{x firzeU

—z firzeU*t

Damit ist die Existenz gezeigt. Die Eindeutigkeit folgt aus U + U+ = V. O

F 7.34. Sei dimV =n, U CV ein linearer Unterraum, B eine beliebige
Basis von V mit Lin{by, ..., by, } = U, Lin{by,11,...,b,} = UL. Dann ist

1 0 O die Matriz von py bzgl. der Basis B und

1 die Matriz von sy bzgl. der Basis B;

8 Affine Unterraume und analytische Geome-
trie

Sei V ein K-Vektorraum.

Definition 8.1. U C V heifit ein affiner Unterraum von V, falls U = 0
oder es einen linearen Unterraum Xy von V und ein a € V gibt mit
U=a+ Xy :{CL+I|$€XU}.

Beispiel. 1. Die Menge der Losungen eines linearen Gleichungssystems
ist ein affiner Unterraum: {x | Az = b}.

2. Seien z,y € V. Dann ist ¢ + Linz —y =: z + K(x — y) ein affiner
Unterraum, genannt Verbindungsgerade von z und y.

3. (verallgemeintertes 1.). Sei f: V' — W linear (V, W K-Vektorrdume),
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b€ W.Dannist f~1({b}) = {z € V | f(x) = b} ein affiner Unterraum
von V.

Beweis. Fall 1: {z € V| f(z) =b} =0

Fall 2: Es gibt xp € V mit f(xz¢) =b. Dann ist {x € V| f(z) = b} =
x + ker f O

F 8.2. Sei U C V. Dann sind dquivalent
1. U ist ein affiner Unterraum.

2. Fir alle x € U ist U — x ein linearer Unterraum.

3. U =10 oder es gibt x € U mit U — x ist ein linearer Unterraum.

F 8.3. Seim eine Menge von affinen Unterrdumen von V. Dann ist (| m
ein affinier Unterraum.

Beweis. Falls (\m = ( klar. Sonst sei a € [m. Dann ist ((\m) —a =
(M U—-a | U € m} ist ein linearer Unterraum, also ist ()m ein affiner

Xylin. UR
Unterraum. O

Definition 8.4. Sei M C V eine Teilmenge. Dann heifit aff M = ({U |
M C U,U affiner UR von V} die affine Hiille von M (der der von M auf-
gespannte affine Unterraum).

Das heif3t, aff M ist der kleinste affine Unterraum, der M enthalt.

Beispiel. aff § = 0, aff{z} = {z} und aff{z,y} =z + K(y — ) fir = # y.

Von Studenten fiir Studenten. Wann wackelt ein Tische mit vier Beinen garan-
tiert nicht?

Wenn er auf einem drei-dimensionalen Raum in vierdimensionalen Raum steht.
Ein drei-beiniger Tische, der auf einer Geraden steht, wackelt hingegen im All-
gemeinen.

Der vier-beinige Tische im flinf-dimensionalen Raum f&llt dagegen um.

Definition 8.5. Sei M C V. Eine Linearkombination Z?:l A\;x; mit
A € K, ©; € M von Vektoren aus M heifit eine Affinkombination, falls
>i=1"\ =1
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F 8.6. Sei MCV, M#(, zo € M. Dann gilt

n
aﬁM:x0+Lin(M—mo): {Z/\ll‘lTLEN,)\Z e K,x; EM,Z)\i=1},

=1 i

das heifit aff M ist die Menge aller Affinkombinationen von Elementen
von M. Diese Folgerung ist tiberraschend.

Beweis. aff M = xo+Lin(M —x) ist klar, da (af f M) —z( der kleinster lineare
Unterraum von V ist, der M — x( enthélt.

Sei Y7 pi(x; — xo) eine beliebige Linearkombination von Elementen aus M —
xo. Dann ist x4+ > (i — x0) = (1 =X, pi)xo + >, pix; eine Affinkombi-
nation von Elementen von M.

Umgekehrt sei >, Ajz; eine Affinkombination. Dann ist >, \iz; =
o+ > Ai(@i — o) wegen Y. A = 1. O

Definition 8.7. Sei U C V ein affiner Unterraum. Dann ist

. dim Xy falls U #
dimU =
-1 falls U = 0

Definition 8.8. Ein affiner Unterraum U von V heifit ein Punkt genau
dann, wenn dim U = 0, eine eine Gerade genau dann, wenn dimU = 1,
eine Ebene genau dann, wenn dim U = 2 und eine Hyperebene genau dann,
wenn ein ¢ € V \ U existiert mit aff (U U {z}) = V. (Falls dim V' < oo, ist
U Hyperebene genau dann, wenn dimU = dim V' — 1).

Von Studenten fir Studenten. Ein Ingenieur un ein Mathematiker horen eine
Physikvorlesung, in der fiinf- bis acht-dimensionale Rdume genutzt werden. Der
Ingenieur ist frustriert, wihrend der Mathematiker den Vortrag sichtlich genief3t-
Fragt der Ingenieur den Mathematiker: “Wie stellst du dir das denn vor 7”7 —
“Ganz einfach, ich stelle mir n-dimensionale Rdume vor und spezialisiere dann
zun =>5,6,7 oder 8”

Definition 8.9. M C V heifit affin unabhéngig, falls fiir alle z € M
gilt, dass « ¢ (M \ {x}). M C V heifit affin abhéingig, falls M nicht affin
unabhéngig ist.

y € V heiffit von M affin abhéngig, falls y € aff M.

y € V heiBt von M affin unabhéingig, falls y ¢ aff M.
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F 8.10. M ist genau dann affin unabhingig, wenn M = () oder wenn es
xo € M gibt, sodass (M — xg) \ {0} linear unabhdingig ist.

Beweis. “ = " Sei M affin unabhingig und M # @ und xg € M beliebig. Dann
gilt fiir alle x € M, dass = ¢ aff(M \ {z}), also © — x¢ ¢ aff (M \ {z}) —z¢ =
aff (M —z0) \ {x —x0}) = Lin((M — x0) \ {z — z0}), also (M — z) \ {0} linear
unabhéngig.

“ «= 7 Falls M = () klar. Sonst sei 29 € M und (M — x¢) \ {0} linear
unabhéngig. Dann ist fir alle z € M\ {zo}: © —zo ¢ Lin((M —z0) \ {x — z0}),
also (x ¢ aff (M \ {z})

F 8.11. M C V ist genau dann affin unabhdngig, wenn fir alle n € N,
AN € K, z1,...2, € M paarweise verschieden gilt: Aus

> Ximi=0und Y N =0 folgt \y ==X, =0
=1 =1

Beweis. “ = " Falls « € aff(M \ {0}), dann gibt es A € K, z1,..., 2,2 € M
verschieden mit

T = Z)\ixi und Z)\Z-, also 0 = (—1)x + Z)‘ixi

Also die Summe der Koeffizienten gleich 0. ¢ <= ” einfache Ubung O

Bemerkung. M C V ist genau dann affin unabhéngi, wenn {(1,z) | x € M} C
K x V linear unabhéngig ist.

Beweis.
n n n
Z)\i(l,l‘)=0<:> Zx\i=Ound Z)\ia:izo
i=1 i=1 i=1
Weiteres folgt aus der Definition von linear unabhingig und obigem. O

Definition 8.12. Ein Tupel (x1,...z,) heifit affin unabhingig genau
dann, wenn {x1,...,2,} affin unabhingig ist und die z; paarweise ver-
schieden sind.

Satz 8.13 (Dimensionssatz fir affinie Unterrdume). Seien Uy, Uy C V
nicht-leere endlich-dimensionale affine Unterrdume von V. Dann gilt

1. Fall Uy NUy # 0. Dann gilt
dim(U1 V Ug) = dlm(Ul) + dlm(UQ) — dzm(Ul n Ug),

wobei Uy V Uy = aff (U U Us) = sup(Ut, Us).
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2. Fall Uy NUy = (. Dann gilt
dim(U1 \Y Uz) =dimU; +dimUs + 1 — diIIl()(U1 n XUz)»

wobei Xy der zu W gehérige lineare Unterraum ist.

Beweis. 1. Fall Uy NUy # (. Sei xg € Uy N Us. Dann ist

(Ul V Ug) — T = aff(Ul V U2) = Lll’l((Ul — .’Eo) U (U2 — xo))
= (U1 — z0) + (U2 — 70)
Also
dim(Uy Vv Us) = dim((Uy — zo) + (Uz — xg))
= dim(U1 — JC()) + dim(UQ — 130) — dlm((U1 — .ZE()) n (Ug — 1‘0))

:(UlﬂUg)fwo

=dimU; +dimU; — dim(U1 n U2)

2. Fall U; NUy = (. Seien z; € U; und x5 € Usy. Dann ist

(Ul \Y UQ) — T = Lin((U1 — 1’1) U (U2 — .Tl))
= Lin((U1 — l‘l) U {5132 — xl} U (UQ - xg))
= (U —21) + (Uz — x2) + K(z2 — 1)
= XU1 + .XU2 + K(xg — xl),
wobei zo — x1 ¢ Xy, + Xv,, denn sonst gébe es uy € Uy, us € Us mit

X9 —x1 = (ug —x1) — (ug — 2), also ug —uz = 0, also u; = ug, was der
Annahme U; N Uy = () widerspricht.

Also

dim(U1 \Y UQ) = d1m((U1 V Ug) — .%'1) = diHl()(U1 + Xvy, + 1)

Dim.s.

= dln’l(XUl) + dlm(XUz) +1-— dlIl’l(AX'U1 N XUZ)
= dim U; + dim Us + 1 — dim(Xy, N Xp,) O

Definition 8.14. Sei V' ein K-Vektorraum und Uj, Us nicht leere affine
Unterrdume. Dann heien U; und Us (zueinander) parallel ( < Uj ||
Us), falls Xy, € Xy, oder Xy, C Xy, .

Bemerkung. || ist eine symmetrische und reflexive Relation, ist aber nicht transi-
tiv, also keine Aquivalenzrelation! Auf der Menge der affinen Unterdumen einer
Dimension ist || eine Aquivalenzrelation.

Definition 8.15. Sei V ein K-Vektorraum, = € V. Die Abbildung
ty: V — V mit t,(y) = y+ heifit die Translation mit Translationsvektor
x. Eine Abbildung f: V — V heifit eine Translation, falls es ein 2 € V
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gibt mit f = t,. Eine Translation heifit auch Parallelverschiebung.

F 8.16. Firxz,y €V gilt tp4, =ty 0ty =t,0t,.

ty st bijektiv und t;1 =t_,. to = id.

t, bildet affine Unterdume U von V auf affine Unterdume von V' ab und
es gilt t,(U) =U + z, dim(t;(U)) = dim U.

Definition 8.17. Seinen V, W K-Vektorrdume. Eine Abbildung f: V' —
W heif}t eine affine Abbildung, falls eine lineare Abbildung f: V — W und

w € W gibt, sodass f(z) =w + fA(:v) fiir alle z € V', das heifit f =1, 0 f

Bemerkung. w = f(0), also w und ]?sind durch f eindeutig bestimmt, f =
f=fO0)=t_yoyof, f=troyof

Definition 8.18. Eine Affinitdt ist eine bijektive affine Abbildung
V=V

F 8.19. Seien g: V =W, f: W — V affine Abbildungen. Dann gilt

1. fog ist eine affine Abbildung mit fog = fog—i— f(0) und (Té\g) =

o~

fog—=(fog)0)=rfeog.

2. Falls f bijektiv ist, ist f~1 eine affine Abbildung mit f~1 = f/—\1 —

)
Beweis.
(f 09)(0) = F(g(0)) = f(g(0)) + £(0)
(Fog)(@) = (fog)(@) — (f o 9)0) = Flg(x)) + F(0) — (f © g)(0)
= F(g(x) + g(0)) + f(0) — (f 0 9)(0)
= f(g(x)) + (F © 9)(0) + £(0) — (f 0 9)(0) = (f 0 §)()

Sei nun f bijektiv, dann

FN@) = @) — FH(f(0)), denn

2= fN(f(2) = F7UF0) = F-L(F(@) + £(0) — F~L(£(0)), denn f1 ist lineald]
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Definition 8.20.

A(V) :={f: V — V| f affine bijektive Abbildung}
={f: V> V| f Affinitat},

die affine Gruppe, ist eine Untergruppe der Gruppe der bijektiven Abbil-
dungen V — V.

GL(V) C A(V) ist eine Untergruppe von A(V).

T(V), die Gruppe der Translationen, ist eine Normalteiler (und Unter-
gruppe) von A(V).

Offensichtlich ist (T'(V'),0) = (V, +).

T A(V) - GL(V) mit f — fist ein Gruppenhomomorphismus, da E =
3. ker(") = T'(V'), daher ist T(V') ein Normalteiler.

F 8.21. Affine Abbildungen bewahren Affinkombinationen, d.h. sei
f: V. — W eine affine Abbildung und vi,...v, € V, \; € K mit

YA =1 Dann gilt f(3°, Aivi) = Y0, Aif(vi).

Beweis. Lineare Abbildungen bewahren Linearkombination, also reicht es die
Behauptung fiir Translationen zu zeigen. Sei z € V. Dann

te <Z /\ivi> =D Awit Loz = Avi+ Y Nw=> Xi(vi+2) Y Aita(v)

O

Definition 8.22. Punkte Py, Ps, ... heifien kollinear, falls dim aff{ Py, ... } 5
1,d. h. P, P,,... auf einer Geraden liegen.
Sie heifien koplanar, falls dim aff{Py, P»,...} < 2.

Definition 8.23. Seien pi, p2, ps3, kollinear mit p; # p3. Dann gibt es
ein eindeutig bestimmtes A € K mit p; — po = A(p1 — p3), denn py =
Apz+ (1 —A)p1. A heifit dann das Teilverhéltnis von py, pa, ps, geschrieben
A =TV(p1,p2, p3).

Aus Fakt 8.21 folgt, dass affine Abbildungen des Teilverhéltnis bewahren.

8.1 Abstiande: Euklidische Analytische Geometrie
Betrachte einen euklidischen Vektorraum V' (R-Vektorraum mit Skalarprodukt

{5 )):
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Definition 8.24. Eine Bewegung ist eine bijektive Abbildung f: V — V
mit f(v) = f(v) +t (wobei f eine othogonale (bijektive) Abbildung ist

~

und ¢t € V), also f(v) = f(v) — f(0) zugehorige orthogonale Abbildung.

Betrachte den R™ mit dem Standardskalarprodukt ( , ). Die Bewegungen sind
die Abbildung f: R™ — R” mit f(x) = Az + ¢, wobei A eine orthogonale n x n
- Matrix ist, d.h. AT = A= (A € R").

Definition 8.25. Seien X, X5 € V nichtleere Teilmenge. Dann definiert
man den Abstand zwischen X7 und X5 durch

d(Xl,XQ) = inf{d($17$2) | xr1 € X1,$2 S XQ}

d(1’1,$2) = ||$1 - 332H = \/<JU1 — X2,T1 — 3U2>

Wir schreiben d(p, X) fiir d({p}, X), wenn p € V. Fiir affine Unterrrdume

(#0)
Fiir p; + Uy und ps + Us (U; lineare Unterrdume) ergibt sich

d(p1 + Ui, p2 + Uz) = d(p2 + p1, U + U2),

Beweis.

{(p2 +u2) = (p1 +u1) | w1 € Uy, uz € U}

={p2 —p1 — (w1 —u2) | ug € Ur,ug € Uz} = {(p2 —p1) —u|u € U +Us},
also stimmt das Infimum der Norm der Element der beiden Mengen tiberein. [J
Seien Uy, Us lineare Unterrdume und p; + U; und ps + Us affine Unterrdume.
Dann ist d(py + Uy, p2 + Us) = d(p2 — p1, Uy + Us). Damit wird die Frage nach

dem Abstand von affinen Unterdumen zuriickgefithrt auf den Frage nach dem
Abstand von einem Punkt und einem linearen Unterraum.

F 8.26. Sei U CV ein linearer Unterraum und x € V. Dann gilt

d(2,U) = ||z = pu (@) = (l2I* + Ipo@)")? = | 2] = > (b, 1))

k=1,....m

fiir jede ON-Basis (by, ..., by, von U.

Beweis. Schreibe x = u +v mit v € U, v € U, also u = py(z), also

Iz)? = (u+v,u+v) = |[ul)® + [v]|?, also

d(z,U) 2z —pu@)] = (IzI” = o @) F 2 [ lz)> = Y (@, b))}

k=1,....m
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Definition 8.27. Zwei affine Unterrdume A; = p; +U; und As = po+Us
mit U;, Us lineare Unterrdume heiflen windschief, falls 4; N As = @ und
Uy NUz = {0}. Dann gilt

d(Ay,A2) =d(p2 —p1, U1 + Us 8; |(p2 — p1) — U+, (P2 — 1)]| -

Nach F. 8.1 ist w = py,+v,(p2 — p1) der eindeutig bestimmt Vektor v €
Uy + Us, fiir den d(ps — p1,u) = d(p2 — p1,Us + Us) angenommen wird.
Wenn A;, Ay windschief sind ( = U; N U = (), dann ldsst such u
eindeutig zerlegen als u = u; + uy mit w3 € U und uy € U. Dann sind
p1+uy € Ay und ps — us € As das eindeutig bestimmte Punktepaar in
A1 bzw. Ao mit kleinstem Abstand, denn

(p2 —u2) — (pr +w1) = (p2 —p1) — (U1 +u2) = (p2 —p1) —u

Definition 8.28. aff{p; + u1,p2 — u2} heifit des Gemeinlot von A; und
As. Diese Gerade trifft A; und A, und ist ortogonal zu U; und Us, denn

(p2 —uz) — (p1 +u1) = (p2 —p1) —u € (U + Ua) ™.

Definition 8.29. Die Punkte p; + u; € A1 und py — us € A, heiflen die
Fuipunkte des Gemeinlots.

F 8.30. Hyperebenen des R™ mit Standardskalarprodukt beziiglich Stan-
dardbasis konnen durch eine (nicht-triviale) Gleichung dargestellt werden:

H={xeR"| (x,u) =b} mitu#0,beR.
z1
Beachte: utz = (w1 -un ) ( ) = xu; = (x,u) = (u,x)
Tn 7
Man kann umformen: (x,u) = b <= (x,Au) = A\b, also kann man u
normieren. Falls b # 0 multipliziere mit %. Man erhdlt die Hesse’sche
Normalform:

H={zeR"|{(z,u)=>b} mit |u|=1,6>0

Dabei sind u und b eindeutig durch H bestimmt, falls b # 0.

Falls b =0 gibt es zwei Méglichkeiten: uw und —u.

u heifit der Einheitsnormalenvektor von H.

b ist der Abstand zwischen O und H.
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e bu ist der Lotfuflpunkt von O auf H.

e Der zu H gehorige lineare Unterraum ist {x € R™ | (z,u) = 0}.

47

Definition 8.31. Die orthogonale Projektion auf einen affinen Unterraum
A = a+U (U linearer Unterraum) ist durch p(z) = a+py(z—a) gegeben.
Es gilt, dass pa(x) der nichstgelegenste Punkt von = in A ist.

Definition 8.32. Sei A = a+ U ein affiner Unterraum, U der zugehorige
lineare Unterraum. Die Spiegelung an A ist s4(z = pa(z) + (pa(x) —2) =
2pa(x) —x =2a+ 2py(z —a) — x, also s4 = 2p4 — id.

Dann gilt s|, = id und fiir w € 4, v € Ut: s4(w +v) = w — v. (Nach-
rechnen!)

8.2 Winkel

Definition 8.33. Der Winkel zwischen zwei Strahlen (Halbgeraden) s +
R>ou und & + R>gv mit u,v # 0 ist definiert als

e )
Q = arccos | ————
[l - [l

Definition 8.34. Der Winkel zwischen einer Geraden Rz (z # 0) eine
einem linearen Unterraum U # {0} ist

Ipu(:v)H)

]

. = arccos <

Definition 8.35. Der Winkel o zwischen einer Hyperebene H = {x €
R™ | {x,u) =} mit u # 0 (also H = {u}*) und einem linearen Unterraum
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U #0:
3 s (22021

[l

m o

Von Studenten fiir Studenten (sinngemé&f zitiert von Prof. Brehm). Stellen Sie
sich vor, sie sich im 7-dimensionalen Raum und wollen dien Winkel zwischen
einem drei-dimensionalen Raum und einer Hyperebene erkléren.

Definition 8.36. Der Winkel zwischen zwei affinen Unterraumen A4; und
Ag it definiert als der Winkel zwischen den zugehorigen linearen Unter-
raumen. Dabei muss einer der beiden Unterrdume eine Gerade oder eine

Hyperebene sein und der andere muss eine Dimension von 1 bis n — 1
haben.

8.3 Das Kreuzprodukt

Definition 8.37 (Das vektorielle Produkt in R?). Betrachte R? mit Stan-
dardskalarprodukt und Standardbasis e, es, e3. a,b € R?. Dann definiere

3
x:R3IxR3 5 R, axb:= Zdet(a,b, ei)e;

i=1
aq b1 agbg — (13[)2
a9 X b2 = a3b1 — a1b3
as bs arby — azby

a x b heifit das vektorielle Produkt oder Kreuzprodukt von a und b.
Konvention: x bindet stérker als +.

Verallgemeinerung (Diskussion in den Ubungen): f: R? x --- x R® — R"
mit

n
flar,...;an-1):= Zdet(al, ey A1, €4) " €
i=1

Satz 8.38. (1) a x b= —b x a (alternierend oder schiefsymetrisch)
(II) (bilinear)
(a+b)xc=axc+bxc
ax(b+c)=axb+axc
(Aa) x b= A(a x b)
a x (Ab) = Aa x b)
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(III) {a x b,c) = det(a,b,c) ,Skalarprodukt*(Volumen des von a, b, ¢
aufgespannten Spates mit Vorzeichen).

(IV) a x b€ {a,b}* (a x b steht senkrecht auf a und b)
(V) lla x b||> = |lal|® |b]|* = (a,b) Geometrisch:
2 212012 20112 o
lla > bl = llalI” 1BlI° — (llall [b]| cos <t(a, b))* = |lal|” [|bl|" sin® <t(a, b)
= [lax bl = [la[l[|b]| |sin <(a, )]

Damit ist ||a x b|| gleich dem Fldcheninhalt des von a und b aufge-
spannten Parallegramms.

-
-
-
-
-
-
-
-

(VI) a, b linear unabhingig <= a x b= 0.

(VII) det(a,b,a x b) = ||a x b||?> = 0. Geometrisch: (a,b,a x b) ist positiv
orientiert (falls a, b linear unabhdngig) (,3-Fingerregel der rechten
Hand*)

(VIII) a, b linear abhingig< a x b=10
(IX) a x (b x ¢) = (a,¢) b — {a,b) ¢ (Grassman-Identitit)
(X) ax (bxe)+bx(ecxa)+cx(axb)=0 (Jacobi-Identitat)

(XI) {a x b,cxd)=/{a,c){b,d)y — (b,c){a,d) (Lagrange-Identitit)

Beweis. Fiir alle a, b, ¢, d € R3, X € R? gilt:

I, IT klar nach Def. (Rechenregeln fiir det)

a1

111 <a>< b, | co > = cydet(a,b,e1) + codet(a,b,es) + c3det(a,be3) =
C3
det(a, b, ¢)

IV (a x b,a) = det(a,b,a) =0, {a x b,b) = det(a,b,b) =0

V ist ein Spezialfall von XI fir a = ¢, b = d.

Geometrisch interpretiert, betrachte ¢ € {a,b}* mit ||c|| = 1, det(a, b, c) >
0. det(a, b, c) = Volumen des Spates = Fliacheninhalt des von a, b aufge-
spannten Parallelogrammes, da Hohe = ||c|| = 1.

a = <(a,b), also ||la x b|| = ||al]|||b]|| sin «| ist der Flacheninhalt des von a,
b aufgespannten Parallelogrammes.

VII det(a,b,a x b) = {a x b,a x b) = |la x b]|?
VIII a, b linear abhingig = a x b = 0 klar (nach Def.)

Seien a, b linear unabhéngig, wiahle dazu linear unabhéngig Vektor c. Dann
ist (@ x b,¢) = det(a,b,c) # 0, also a x b # 0.
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IX Nachrechnen!! (Ubung)
X folgt aus IX:
ax (bxc)+bx (cxa)+cx (axb)
={(a,c)b— (a,byc+ (b,a)c— (b,c)a+ {c,b)a — {(c,a)b=0

X1
(a x b,c x d) a4 det(a, b, c x d) = det(b,c x d, a) &z (bx(c x d),a)

Z(b,dyc— (b,¢)d,a) = (b,d) (c,a) — (b, ¢) (d,a)

Beispiel. (Anwendung)
e Bestimmung eines Normalenvektors zu a, b

e Erginzung zu ON-Basis. Falls (a,b) ein ON-System in R? ist, dann
ist (a,b,a x b) eine ON-Basis des R3.

e Wechsel der Darstellung einer Ebene in R3 von a + Rb + Rc mit
b, c¢ linear unabhéngig. b x ¢ ist ein Normalenvektor zu b, c. Daher
a+Rb+ Re = {v|(v,b x c) = {a,b x ¢)} = {v|det(v — a, b, c) = 0}

8.4 Kategorisierung von Isometrien im R? und R?

Sei V ein euklidischer Vektoraum (dim V' = oo ist zugelassen)

Definition 8.39. Eine Abbildung f: V' — V heif3t eine Isometrie, falls

1 (@) = F@)ll = llz =yl fir alle z,y €V,

d.h. Abstande werden bewahrt.

Satz 8.40. Sei g: V. — V eine Isometrie. Dann ist f: V. — V mit
f(z) == g(z) — g(0) eine orthogonale Abbildung (also insbesondere eine
lineare Abbildung) (also g eine affine Abbildung, was wir nicht vorausge-
setzt hatten,).

Beweis. Sei g eine Isometrie. Sei f: V' — V definiert durch f(z) := g(x) — g(0).
Dann folgt

1 @)l = llg(x) = g(O)I| = [z — Ol = |||
= [If(z1) = fle)I” = [F @) + 1 f @) = 2(f(21), f(22))
= aa|® + llza|* = 2 (f (1), f(2))

2 g Isometrie

2 2 2
= llg(z1) — g(z2)| 21 = o™ = [l [|” + lz2]” = 2 (21, 22)
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Also bewahrt f das Skalarprodukt.
f ist linear:

£ (@1 + 32) = f(@1) = F(@2)|* = (21 + 22)|” = 2(f(22)) — 2(f(x1), F(22)) +
£ @) + 1 f (2)]®
= |21 + a|* — 2 (x1 + x2, 21) —2 (@1 + 22, 22) — 2 (21, 22) + |21 ]|* + |||
=||(z1 + 22) — 21 — w2||* =0
1f(Ax) = A @)1 = 1f Q) |* = 20 (f(A), f () + N || f ()|
= [|Az||> = 2A Az, @) + A2 |jz]|® = 0

Also f ist linear. f bewahrt das Skalarprodukt, also ist f eine orthogonale
Abbildung. O

F 8.41. Seig: V — V eine affine Abbildung, dimV < oo und f = g —t,
t = ¢(0) die zugehorige lineare Abbildung. Falls 1 keine Figenwert von
f ist, hat g genau einen Fixpunkt xo und lisst sich schreiben als g(x) =

fl@—x0) + xo.

Beweis.
g(zo) = a0 < flzo) —t=my < (id—flzg =1t <= zo=(id—f)"'(¢t)

Beachte, dass id — f bijektiv ist, da 1 kein Eigenwert von f ist und dim V' < oc.
Also

[z —wo) + w0 = f2) + (id —f)(z0) = f(z) +t = g(z)

8.5 Klassifikation der Isometrien in R? und R?
Sei f: R? — R? eine orthogonale Abbildung und A die Matrix zu f bzgl. der

Standartbasis. Dann ist ((a11> , <a21)) eine ON-Basis des R2.

ai2 a22
a3, + a3y = 1. Dann gibt es ¢ € [0,27) mit a1; = cos(p) und ajz = sin(p).
Damit ist entweder:

L[ =(" sin() , falls det A = 1 (Drehung um den Winkel ¢)
a2z cos()

2. oder (') = sin(¢0) , falls det A = —1 (Spiegelung an einer Gera-
aso —cos(y)

den)

1.Fall: det A = 1 Spezialfélle:

A= <(1) (1)) =F (p=0), EW 1, 2-dim. Eigenraum

A= <_01 _01) =—F (p=m), EW —1, 2-dim. Eigenraum
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cos(¢p) = A —sin(p) \ _ 2 cos
det( ine) | coste) A) =2 — 2Xcos(p) + 1

Nullstellen: cos(p) & /cos?(¢) — 1 = cos(p) + isin(y)

2.Fall: det A = —1.
cos(p) — A sin () 2
det sin(¢p) —cos(p) —A) AT
also EW 1 und -1.

Nun zum affinen Fall:

1.Fall: Falls die zugehorige Matrix # FE, ist 1 kein EW, also ist es eine Drehung
um den Punkt o (mit z wie in F8.41)
Falls die zugehorige Matrix = E, dann ist es eine Translation g(z) = x +¢

2.Fall: Sei det A = —1. Seien w EV zum EW 1 und v EV zum EW -1. (u,v) =0,
da A orthogonale Matrix.

Zerlege t in die Komponenten ¢; im Eigenraum zum EW 1, U :=
ERzumEW 1 ¢, = t — ¢ € UL, also t; = ﬁu ty = %v
(t = t1 + t2). Dann ist die Abbildung g1(z) = Ax + t2 eine Spiegelung
an der Geraden G = 2 + Ru, also g(z) = gi(z) + t1 = Az + t die
Komposition aus einer Spiegelung an G und einer Translation ¢; in
Richtung der Geraden.

)

Eine solche Abbildung heifit Gleitspiegelung (oder Schubspiegelung) an
einer Geraden G mit Translation ¢; (falls ¢; # 0, sonst normale Spiegelung)

8.5.1 Klassifikation der Isometrien in R?
8.5.2 Isometrien des R3

Zunéchst betrachte A € O(3) orthogonale 3 x 3-Matrix. Das charakteristische
Polynom von A ist vom Grad 3, hat also mindestens eine reelle Nullstelle; ferner
haben alle komplexen Nullstellen Betrag 1.

Falls das charakteristische Polynom tiber R in Linearfaktoren zerfallt, hat A
eine ON-Basis aus Eigenvektoren und ist bzg. dieser Basis von der Form

1 00 1 0 0

0 1 0] Identitdt oder 0 1 0 Spiegelung an einer Ebene oder
0 0 1 0 0 —1

1 0 O -1 0 0

0 —1 0 | Sp.an Gerade oder 0 —1 0 | Punktspiegelung

0 0 -1 0o 0 -1

Anderenfalls hat A einen reellen EW +1 oder -1 und das charakteristische Po-
lynom konjugiert komplexe Nullstellen cos(y) £ isin(p) mit ¢ # 0, 7. Sei by ein
EV zum EW +1 oder -1 mit ||b1] = 1.

Ergénze zu einer ON-Basis (b1, bs,bs3). Dann ist die Matrix bzgl. dieser Basis

1 0 0 -1 0 0
von der Form [0 cos(p) —sin(p) | oder [ 0  cos(yp) —sin(yp)
0 sin(p) cos(p) 0 sin(e)  cos(p)

Im ersten Fall ist dies eine Drehung um die Gerade Rb; um den Winkel .
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Im zweiten Fall ist dies eine Drehspiegelung mit Drehspiegelachse Rb; und Dreh-
spiegelebene Rbs + Rbs um den Winkel ¢, d.h. die Komposition aus einer Dre-
hung um eine Gerade g und eine anschlieende Spiegelung an einer Ebene Lg.

9 Adjungierte und normale Abbildungen

Wenn nicht anders angegeben, seien in diesem Kapitel V., W euklidische bzw.
unitdre Rdume mit Skalarprodukt (-, ).

Definition 9.1. Sei f: V — W linear. Eine lineare Abbildung f*: W —
V heiflt eine zu f adjungierte Abbildung, falls fiir alle x € V, y € W gilt:

(f@),y)w = (2, f*(v)y

F 9.2. Fulls eine adjungierte Abbildung zu f existiert, dann ist sie ein-
deutig bestimmt.

Beweis. Sei f’ auch eine zu f adjungierte Abbildung, dann gilt fiir alle z € V,
yeWw:

(@, f* () = f' (W) = (=, f*(y) — (&, ['(y) = {f(@),y) — (f(2),y) =0
also f*(y) = f'(y), also da y € W bel. folgt f* = f’. O

F 9.3. Wenn dimV < oo, dann ezistiert zu jeder linearen Abbildung
[V = W die adjungierte Abbildung f*, wenn (e1,...,e,) eine ON-Basis
von V ist, dann gilt:

n

Fw) = fler)) - e

=1

Beweis. Es gibt eine ON-Basis (eg,...,e,) von V. Fiir alle x € V gilt:

n

:L'zZ(x,eﬁ-ei

i=1

Definiere f*(y) := Y1, (y, f(e1)) - €;. Dann ist f* eine lineare Abbildung (da
(+,+) in erster komponente linear ist).
Firallexz € V, y € W gilt:

(f(z), ) :Z z,e1) (fler),y) = Z (y, f(e)) - ei)

. <x7z b Fled) > — {z, 1" (9)

i=1
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* beachte a (z,e;) = (x,ae;) und (f(e:),y) = (v, f(es)),
also ist die oben definierte Abbildung f* wirklich die zu f adjungierte Abbil-
dung. O

Definition 9.4. Sei A = (aj;), ; eine Matrix (K € R, C). Dann bezeichne
A= (Z)T = AT heiBt die zu A adjungierte Matrix.

Offensichtlich gelten folgende Rechenregeln.

(A*)* A
(A+B)” =A*+ B*

(AA)* =\A*

(AB)* =B*A*

det A* =det A (fiir A quadratische Matrix)

F 9.5. Seien V, W endlich-dimensional und f: V. — W eine lineare
Abbildung. Wenn A die Matrix von f beziiglich ON-Basis von V und W
ist, dann ist A* die Matriz von f* (bzgl. derselben Basen).

Beweis. Seien (ei,...,en), (¢1,...,¢m) ON-Basen von V bzw W. Fir A =
(aij); ; gilt f(e) = Z;”:l ajicj. Da (c1,...,¢m) eine ON-Basis ist, ist aj; =
<f(ei)7cj>'

Sei B = (bij)ij die Matrix zu f* bzgl. (c1,...,¢m) und (eq,...,em).

f*(Cj) = ZZ b,‘jei, also bij = <f*(cj)7€i>7 dann:

bij = (f*(c;), &) = (e, f*(¢;)) = (f(ei), ¢;) =z O

F 9.6. Sei f: V — W eine lineare Abbildung, fir die die adjungierte
Abbildung f*: W — V existiert.

1. Dann existiert die zu f* adjungierte Abbildung (f*)*:V — W und
es gilt f** = f. Ferner gilt:

ker f* = (f(V))* [ surjektiv = f* injektiv
ker f = (f*(W))* f* surjektiv = [ injektiv

" injektiv und Rang f < co = f surjektiv
f injektiv und Rang f* < oo = [* surjektiv
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3. Falls dimV < oo und dim W < oo, dann g¢ilt Rang f* = Rang f.

4. Falls die zu g: W — X adjungierte Abbildung g* existiert, dann
existiert die adjungierte Abbildung zu g o f und es gilt f* o g* =
(gof)" =(g0f)"

Beweis. 1. Firallex € V, y € W gilt:

(f*(y), ) = (=, [*()) = (f(@),y) = (y, f(2)) , alsoist f = f
Seiy € ker f* <= f*(y) =0 <= (f(x),y) = {(x, [*(y))=0firallex eV
L

= yef(V)
f surjektiv = ker f* = (f(V))t =0 <= f* injektiv

2. Falls dim f(V) < co und f* injektiv, dann ist
1
FV)=(f(V)) = (ker f)r = {0} =W
Damit ist f surjektiv.
3. Mit 1. und dem Dimensionssatz gilt
Rang f* = dim W — dimker f* = dim W — dim f(V)* = dim f(V) = Rang f
4. Firallez eV, y e W:

((gof)@),y) = (f(x), 9" (x)) = (z,(f o g")(¥))

Also existiert (go f)* = f* o g*.
Der Rest folgt durch Vertauschen von f und f*. O

Definition 9.7. Ein Endomorphismus f: V' — V heifit normal, falls der
zu ihm adjungierte Endomorphismus f* existiert und wenn fo f* = f*o f
gilt.

Entsprechend heifit eine Matrix A € C™" normal, falls AA* = A* A.

F 9.8. f € End(V) ist genau dann normal, wenn f* existiert und fir alle

z, y €V gilt: (f(z), f(y)) = (f*(2), [ ()

Beweis. Aus fo f* = f*o f folgt
@), 1)) = (@, (5 0 () = @, (F o f)(w)) = (F* (@), " (9)
Umkehrung gelte (f(x), f(y)) = (f* (&), f*()). Dann folgt
(o 1) (@), y) = (" (), W) = (@), Fw)) = (F*F (@), )

Da dies bei festem z fiir alle y € V' gilt, folgt (f o f*)(z) = (f* o f)(x). Dies gilt
fiur alle x € V, also fo f*= f*o f O
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F 9.9. Fir einen normalen Endomorphismus f: V. — V gqilt ker f =
ker f*

Beweis. Nach Fakt 9.8 gilt fir z € V :

IF @)1 = (f(2), f(@)) = (f* (@), f*(2)) = | /*(@)]* also f(z) =0 <= f*(x) =0.

O

F 9.10. Sei f: V — V ein normaler Endomorphismus. Dann haben f und
J* dieselben Eigenvektoren. Falls a ein Figenvektor von f zum Eigenwert
A, dann ist a ein Eigenvektor von f* zum Eigenwert \.

Beweis. Nach Fakt 9.8 ist
(f(a) = Xa, f(a) = Aa) = (f(a), f(a)) = A{a, f(a)) = X(f(a),a) + AX(a,q)
= (f*(a), f*(a)) = A(f*(a),a) — X{a, f*(a)) + A\ {a, a)
= (f*(a) = Xa, f*(a) = Aa)
Also gilt
fla) = a < f*(a) = Xa

Satz 9.11 (Normalform fiir normale Abbildungen). Sei V' ein unitirer
Raum mit dim'V < oo, sei f € End(V'). Dann sind dquivalent:

1. f ist normal.
2. Es gibt eine ON-Basis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht.

3. Es gibt eine ON-Bais von V', bzgl. der die f gehérige Matrix eine
Diagonalmatriz ist.

Beweis. 1. = 2.: (Vollstidndige Induktion iiber n) Sei f normal. Da V
ein C-Vektorraum ist, gibt es mindestens einen Eigenwert A; von f mit
Eigenvektor e; und |le1]| = 1.

Fiir n = 1 gilt Behauptung.

Gelte die Behauptung fiir die Dimension n — 1 > 1.

Sei U := {e1}". Wegen Fakt 7.8 gilt dimU = n — 1.

Fir z € U gilt (f(z),e1) = (z, f*(e1)) = (z,Ae1) = Az, e1) = 0, da
relU L €1.

Also ist f(z) € U und somit f(U) C U. Also ist die Einschriankung
fly : U — U ein normaler Endomorphismus eines unitéren (n — 1) di-
mensionalen Vektorraum, also nach Induktionsannahme eine ON-Basis

e1,...,en} aus Eigenvektoren von . Also ist {eq,...,e,} eine ON-
, g U ,
Basis aus Eigenvektoren von f.
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2. = 3. klar
A1
3. = 1. Sei D = die zu f gehorige Matrix gehorige Matrix

n

bezliglich einer ON-Basis L(el, ...,€n). Dann ist nach Fakt 9.5 D* die zu
f gehorige Matrix beziiglich derselben Basis. Dann

AL A1 0 AL 0
DD* = .. = .. =D*D
0 AnAin 0 AnAn

F 9.12 (Normalform fiir normale Matrizen). (Matizentheoretische For-
mulierung von 9.11) Sei A € C™™. Dann gibt es eine Matriz S € U(n)
(d.h. S* = S71), sodass D = S~YAS = S*AS eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. Sei S die ON-Basis aus Eigenvektoren von A, also S € U(n), d.h.
S* = S~ Ferner fiir S = (s1,...,8,) ist

A1
ASj:)\ij(j:L...,n)<:>AS:S< )ZSD,
>\’7L

also STYAS =D O

Definition 9.13. f € End(V) heifit selbstadjungiert, wenn die adjungier-
te Abbildung f* existiert und f = f* gilt.

F 9.14. f € End(V) ist selbstadjungiert, falls fir alle x,y € V gilt
(f(@),y) = (=, f(y))

Beweis. klar nach Definition O

Definition 9.15. A € C™" heif3t eine Hermitesche Matrix, falls A* = A
gilt.
In R™" bedeutet Hermitesch symmetrisch.

F 9.16. Fualls dimV < oo und B = {ey,...,e,} eine ON-Basis ist, dann
ist ein Endomorphismus f: V — V genau dann selbstadjungiert, wenn die
zugehorige Matriz A bzgl. B Hermitisch (bzw symmetrisch, falls K :=R)

Bewets. Klar. O
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F 9.17. Sei dimV < oo und V ein unitirer Raum und f € End(V).
Dann sind dquivalent

1. f ist selbstadjungiert.

2. f ist normal und alle Eigenwerte von f sind reell.

Beweis. 1. = 2. f ist selbstadjungiert. Dann
f=f" = foff=f*=f"of = f ist normal.

Sei a ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A. Dann ist a ein Eigenvektor
von f = f* zum Eigenwert A (Fakt 9.10). Alsoist A\ =X = A€ R.

2. = 1. Nach Satz 9.11 gibt es (wegen f normal) eine ON-Basis bzgl. der die

ail 0
zu f gehorige Matrix eine Diagonalmatrix D = ) ist. Alle

0 Ann

Eigenwerte a;; €e R = D = D = D*, also f = f*.
O

F 9.18. Sei A € R™™ C C™™. Dann gilt fiir A als Matriz in C™"™ aufge-
fasst:
Fualls x € C™ ein Figenvektor von A zum Eigenwert ¢ € C ist, dann ist T

1 1
ein Figenvektor von A zum Eigenwert ¢ € C, wobei T = ( : > = ( : ) .
Falls A normal und x € C\R ein FEigenvektor von A zum Eigenwert ¢ € C,
dann ist (x,Ty =0 ({-,) Standardskalarprodukt in C)

Beweis. Ax = cx = AT = AT = (Ax) = ¢z. Also ist T eine Eigenvektor zum
Eigenwert ¢. Falls A € R™" normal ist, dann ist A*A = ATA = AAT = AA*,
also A auch als Matrix in C™" normal. Sei z € C ein Eigenvektor zum Eigenwert
¢ € C. Dann ¢ (%, z) = (¢T,z) = <Tx,x> = (A7, x) = (T, A*x) 9.10 ¢ (T, x), also
wegen ¢ # ¢ (¢ # R) folgt 0 = (x,Z) = (T, x). O

Satz 9.19 (Normalform fiir iiber C diagonalisierbare reelle Matrizen). Sei
A € R™™ und A als Element von C™" diagonalisierbar. Dann gibt es eine
Matriz S € GL(n,R) fiir welche STAS die folgende Gestalt hat:

dy 0

a b
wobei = ¥ “)fiiru:l,...,m
h =z (‘bu Qp

0 Om
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mit b, # 0, k+2m = n. Dabei sind d1, ..., d; die reellen Eigenwerte von
A und a, +1b, die komplezen Eigenwerte von A.

Beweis. Das charakteristische Polynom x4 = det(XFE — A) zerféllt {iber C in
Linearfaktoren. Da A eine reelle Matrix ist, ist det(X E — A) ein Polynom mit
reellen Koeffizienten und die nichtreellen Nullstellen treten in Paaren konjugiert
komplexer Nullstellen auf. Wir kénnen also die Nullstellen (mit Berticksichti-
gung der Vielfachheit) sortieren als dy, ..., dg, a1 +1iby, a; —ib1, ..., G + ibpy,
A — by, wobei k +2m = n und die d,,a,,b, reell sind und b, # 0. Da A
iiber C diagonalisierbar ist, gibt es eine Basis von Eigenvektoren und die geo-
metrische und algebraische Vielfachheit stimmen tiberein. Falls uq, ..., u, eine
Basis von Eigenvektoren von A zu einem nicht reellen Eigenwert a + ib von A
ist, dann sind (nach Fakt 9.18) w7, ..., %, Eigenvektoren von A zum Eigenwert
a — b. Sie bilden sogar eine Basis des Eigenraumes zum Eigenwert a — ib. Da
A iiber C diagonalisierbar ist, ist C™ die direkte Summe der Eigenrdume. Wir
erhalten eine Basis der Form sq,..., Sk, t1,t1,...,tm, ty mit s, €V zut,, € V
Eigenvektoren zu a, + ib,, t, € V Eigenvektoren zu a, — ib,. (Beachte: p als
Index der Eigenwerte 1duft iiber einen anderen Bereich als als Index der Basis-
vektoren!) Definiere nun u,, := % (¢, +t,) = Re(t,.), v, = 5 (ty — t,) = Im(t,,).
S = (81, .., 8k, UL, V1, U2, V2, - . ., U, Uy ) €ine Basis von C" (Erzeugendensy-
stem klar, lineare Unabhéngigkeit ebenfalls klar).

dy
dy
Nun ist S71AS = , denn
aq bl
-b a1
1 1
Ay, = i(At# + Aty,) = 5(“# +ibu )ty + 5 (a —iby)t,
1 )
= 5%(75# +tu) + §bu(tu tp) = apuy — buvy
1 _ 1 . 1 N
Avy, = Z(Atu - Atu) = Z(au + Zbu>tu - %(au - lbﬂ)t“
1 1
§bu(t# i) + Q*Z-au(tu tp) = buty + auvy N

Satz 9.20 (Normalform normaler Endomorphismen auf euklidischem Vek-

torraum). Sei V' ein euklidischer Vektorraum mit dim = n < oo. Sei
f € End(V)

(a) Dann sind dquivalent:

e f ist normal.

e Fs gibt eine ON-Basis von V beziiglich der die zu f gehdrige
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Matriz die folgende Gestalt (Normalform) hat:
dy 0
dy,
Ch

0 O

. ([ a, by _ _
wobezDH— <—bM a#>’ by 0, p=1,.... mk+2m=n

(b) In der Matriz gemdf 1 sind di,...,dy die Eigenwerte von f, a, *+
ib,, die nichtreellen Nullstellen des charakteristischen Polynoms xf =

det(X id —f)

Beweis. Sei A die Matrix zu f beziiglich einer beliebigen ON-Basis von V. A
ist als normale (reelle) Matrix nach Fakt 9.11 tiber C diagonalisierbar beziiglich
einer ON-Basis iiber C und von der Form s1,...,8k,t1,t1,. .., tm, tm. Wie im
Beweis von Satz 9.19 ist nun (||t, + .|| = V2 (da (t,,T.) =0, [It.l = ||t.]| =
1). Sei nun

1 _ 1 _
uy = —=(ty +tu), v = ﬁ(tu )

V2
Dann ist ||u,|| = ||lv.|l =1
i T WA STt
(uts ) = 3 (s + ot = o) = (Il = [Eu]]) =0
=1 =1

S = (81, 8k, UL, V1, ..., Un, V) ist gesuchte ON Basis beziiglich der die zu f
gehorige Matrix die Form (1) hat.
Der zweite Teil ist klar, denn

a b\ (a —b\ _[(a®>+b? 0 _fa —b a b
b a/\b a) 0 a+v?) " \b a -b a
= AAT = ATA = f normal (Basis ist ON-Basis). O

Geometrische Interpretation der (fb Z) - Késtchen:

Falls a®+b? = 1, dann gibt es genau ein o € (—7, 7] mit (‘g _ab) = (gi’;g _Cgisnaa )7
also Drehung um a.

Falls b # 0 ist o # 0,7. Durch Basistransformation (eg, es) — (e1, —es) wird
(2 b)in (¢ ) iiberfiihrt, also o in —av.

Allgemein ist (fb Z) eine Drehstreckung mit Streckungsfaktor va? + 2 und
Drehwinkel o = arccosa (falls b > 0), @ = —arccosa (falls b < 0).

Abbildung in C: z = (x + iy) — (a + ib)(z + iy) = ax — by + i(bx + ay),
a+ib=re, r=+a2+b2.

Sei f ein normaler Endomorphismus des R™. Dann lésst sich der R™ als direkte
Summe paarweise orthogonaler 1- und 2-dimensionale Unterrdume zerlegen, auf
denen f jeweils als Streckung (Faktor d; € R) auf der 1-dimensionalen Unter-
rdumen und als Drehstreckung auf den 2-dimensionalen Unterrdumen operiert.



9 ADJUNGIERTE UND NORMALE ABBILDUNGEN 61

F 9.21 (Spezialfall Normalform fiir orthogonale Abbildungen). Sei A eine
orthogonale Matriz. Alle komplexen Nullstellen des charakteristischen Po-
lynoms haben Betrag 1, also die reellen Figenwerte dy,...,dy € {1,—1},
den Paaren nicht reeller konjugiert komplexer Nullstellen entspricht eine
Drehmatriz.

Satz 9.22. Sei f € End(V), dimV = n < oo, V unitdrer oder euklidi-
scher Vektorraum. Dann sind dquivalent:

(i) [ ist selbstadjungiert (d.h. f = *)

(i) Es gibt eine ON-Basis von V aus Eigenvektoren von f zu reellen
FEigenwerten.

(iii) Es gibt eine ON-Basis von V bzgl. der f durch eine reelle Diagonal-
matriz dargestellt wird.

(iv) Es gibt eine ON-Basis von V bzgl der f durch eine Hermitesche
(bzw. symmetrische (falls K = R)) Matriz A dargestellt wird (d.h.
A=A*)

(v) Beziiglich jeder ON-Basis von V wird f durch eine Hermitesche Ma-
triz dargestellt.

(vi) f ist normal und das charakteristische Polynom von f hat nur reelle
Nullstellen.

Beweis. Folgende Implikationen sind offensichtlich (mit 9.5 Matrix zu f* ist A*
beziiglich einer ON-Basis) ii = iii —= iv = i = v = iv

o1 <= vi“: Sei A die Matrix von f bzgl. einer ON-Basis. Dann ist A* die
Matrix von f* Nach 9.17 gilt i <= vi fiir A, also fur f.

o1 = i Fir K := R nach 9.20 (und wegen i == iv hat x; nur reelle
Nullstellen). Fir K := C nach 9.11 (und wegen i = iv hat xy nur reelle
Nullstellen) O

Definition 9.23. f € End(V) heifit anti-selbstadjungiert, falls f = — f*
Eine Matrix A € C™" heif3it schief-Hermitesch, falls A = —A* bzw. schief-
symmetrisch, falls A € R™" und AT = —A

F 9.24. Fulls dimV = n < oo, dann ist f anti-selbstadjungiert genau
dann, wenn fir die zugehorige Matriz bzgl. einer ON-Basis gilt A* = — A,
d.h. fiir K := C schief-Hermitesch, fir K =R schief-symmetrisch.

Beweis. Klar mit 9.5. O
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F 9.25. Fuolls dimV = n < oo, dann gilt f ist genau dann anti-
selbstadjungiert, wenn f normal ist und alle Nullstellen des charkteristi-
schen Polynoms x ¢ in iR sind (rein imagindr).

Beweis. Klar mit Satz 9.24 bzw. Satz 9.11. O

F 9.26. Normalform fir K = R: Falls f € End(V') anti-selbst-adjungiert
ist, dann gibt es eine ON-Basis von V beziglich der die Matriz die Gestalt
0 0

o , (0 b,
A= O, mit O, = <_bu O>,bu#0

0 U
Folgerung: Falls f € End(V), K = R anti-selbstadjungiert ist, dann ist
Rang f gerade (= 2m), insbesondere ist fir n ungerade f nicht requldr.

Satz 9.27. Jede Isometrie des R lasst sich das Komostion von héchstens
(n+ 1) Spiegelungen an Hyperebenen schreiben.

Beweis. Ubung O

Satz 9.28. Jede Isometrie des R™ ldsst sich Komposition von zwei Spie-
gelungen an affinen Unterrdumen schreiben.

9.1 Eigenschaften normaler Matrizen

Die Menge der orthogonalen Matrizen ist kein linearer R—Unterraum von
End(V). Gegenbeispiel:

10 O 0 1 0 1 1 0
00 -1)]+|-1 0 O0OJ=(-1 0 -1
01 0 0 01 0 1 1

Die Summanden sind normal, aber die Summe ist nicht normal.
Schliefle daraus, was du willst:

1 1 0 1 -1 0 2 -1 1
-1 0 -1 1 0 1]=1-1 2 -1
0 1 1 0 -1 1 1 -1 2
2 11 1 -1 0 1 1 0
#1 2 1|=111 0 1 -1 0 -1
1 1 2 0 -1 1 0 1 1
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Die symmetrische Matrizen sind keine Untergruppe von GL(V') unter Multipli-
kation (Komposition). Gegenbeispiel:

G o)L )0 L)

Folgere daraus, was du willst:

(5 %)= )5 )0 HE D)

Die schiefsymmetrischen Matrizen sind keine Untergruppe von GL(V) unter
Multiplikation (Komposition). Gegenbeispiel:

o) (G o= (2

Selbstadjungierte und anti-selbstadjungierte Matrizen sind jeweils lineare R-
Unterrdume von End(V), denn

(f+9) =f"+g"alsof*=fNAng" =g
— (f+9)" =f+gwmd ["=—frg"=—g = (f+9)"=—f—9

Fiir A € Rist (A\f)* = Af* = Af*, also bilden die selbstadjungierten bzw. die
anti-selbstadjungierten Endomorphismen einen linearen R-Unterraum.
Fir f # 0, K=C, A € R ist Af nicht selbstadjungiert: AN =Af*=Xf=

2(\f), aber § #1
9.2 Normale Endomorphismen des R?

1. Fall 2 reelle Eigenwerte a, b, Normalform : Streckung in zwei zuein-

a
0 b
ander ortogonalen Richtungen mit Streckungsfaktor a, b.

2. Fall Ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte a + ib = re¥® (der kom-

—b
Streckungsfaktor va? + b2 = r und Winkel « bzw. —«

plexen Erweiterungen) reelle Normalform < “ 2): Drehstreckung mit

weitere Betrachtungen siehe Tabelle.

10 Bilinearformen

Definition 10.1. Seien V, W K-Vektorrdume. Eine Abbildung 5: V' x
W — K heifit eine Bilinearform, falls 3 linear in beiden Komponenten ist,
das heifit

B(x1 + w2, y) = B(x1,y) + AB(x2,y)
B(x, Ay1 + y2) = AB(x, 1) + B(x,92)
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fur alle 1,20, 2 € V, y1,y2,y e W, A€ K

Definition 10.2. § heifit eine Bilinearform auf V, falls V = W.
B heifit symmetrisch, falls V =W und B(x,y) = 8(y, x) fir alle z,y € V.
B heiit nicht ausgeartet (auch nicht degeneriert), falls

MyeW:08(z,y) =0 = z=0)und (Vz e W: f(z,y) =0 = y=0)

Definition 10.3. Die Menge der Bilinearformen 5: V xW — K wird mit
Bil(V, W) bezeichnet. Dies ist in offensichtlicher Weise ein K-Vektorraum
(Unterraum von KV >*W).

Definition 10.4. Seien V, W K-Vektorraume mit dimV = n < oo und
dimW = m < oco. 8: V x W — K sei eine Bilinearform. Seien C =
(v1,...v,) bzw. D = (wy,...w,,) Basen von V bzw. W. Dann heifit die
(n x m) - Matrix B := (B(v;, w;));,; die (Struktur-)Matrix der Bilinear-
form S beziiglich der Basen C und D. Falls V = W, C = D heifit B die
(Struktur-)Matrix von § beziiglich C.

F 10.5. Seien cc bzw. cp die Koordinatenabbildung fir die Basen C' bzw.
D und sei B die Strukturmatriz von 8 beziiglich C' und D. Dann gilt:

T
T Y1
Bx,y) =cc(x)"Beply)=| : | B
Tn Yn
ia Y1
wobei co(x) = | 1 |, ep(y) = | ¢ | mite =370 wvn, y =300 yawi
LTn Yn
Also insbesondere fiir die Standardbasen von V. = K", W = K™ st

B(z,y) = 2" By.
Umgekehrt ist fiir jede (n x m)-Matriz B die Abbildung 3(x,y) = 2T By
(x € K", y € K™) eine Bilinearform 8: K™ x K™ — K.

Beweis. Die erste Gleichung gilt, da [ eine Bilinearform ist:

T
z Y1

B <Z Tiv1, Z%’%) = Z foiyiﬁ(via w;) = : Bl : O
i=1 i=1

1=1 j=1
J Tn Yn
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F 10.6. SeidimV =n < oo, dimW =m < oo, C, D Basen von V', bzw.
W, B bezeichne die Matriz von B bzgl. C und D.

a) Die Abbildung Bil(V,W) — K™™ = K"™™ 3 +— B ist eine lineare
Abbildunyg.

b) Ferner gilt: 8 ist nicht-ausgeartet genau dann, wenn Rang B =m =n

¢) Falls V.= W und C = D, dann ist 8 ist genau dann symmetrisch,
wenn B symmetrisch ist.

Beweis. a, ¢ klar, b: nachrechnen (sehr einfach)

Beispiel. Das Standardskalarprodukst (-, -) : R" xR™ — R hat beziiglich der
Standardbasis die Einheitsmatrix £ als Strukturmatrix, denn (e;, ;) = d;;.
Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Raum mit Standardskalar-
produkt (-,-) und C eine Orthonormalbasis von V, dann ist die Struk-
turmatrix von (-, -) beziiglich C' die Einheitsmatrix.

Achtung! Das Skalarprodukt in unitdren Raumen (K = C) ist keine Bili-
nearform, denn (x,iy) = —i (z,y) # i {(x,y), falls (x,y) # 0.

Satz 10.7. Sei B die Matriz einer Bilinearform : V xW — K beziiglich
der Basen C' = (v1,...,v,) von V, D = (w1,...,w,,) von W. Seien
Basen C' = (vi,...,v)) von V, D' = (w],...,w),) von W und sei B' die
Matriz von B3 beziiglich C' und D' und seien S die Ubergangsmatriz von C
nach C', T die Ubergangsmatriz von D nach D’. Dann gilt B' = STBT.

Insbesondere fiir V=W, C =D, C' =D, also S=T: B = STBS

A AN

Km . Km

)

Abbildung 1: Diagramm 10 zu Satz 10.7

Beweis. Also mit dem Diagramm 10

Bla,y) = (cc(@))"Blep(y)) = (Secr (2))" B(Tep (y))
= (cc(2))" (STBT) epr (y)
——

=B’

Definition 10.8. Zwei Matrizen B, B’ € K™" heiflen kongruent, ge-
schrieben B ~ B’, falls es ein S € GL(n, K) gibt mit B’ = ST BS.
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F 10.9. ~ ist eine Aquivalenzrelation auf K™".

Beweis. Beweis: klar (einfaches nachrechnen) O

Definition 10.10. Wenn g: V x W — K eine Bilinearform ist, dann
bezeichne 87: W x V — K die durch % (y,z) := B(z,y) definierte Bili-

nearform.

F 10.11. Wenn B die Matriz von 8 bzgl. Basen C von V, D von W ist,
dann ist BT die Matriz von BT bzgl. Basen D von W und C von V.

Beweis. klar O

Satz 10.12 (Existenz einer Orthogonalbasis fiir symmetrische Bilinear-
formen). Sei B € K™" symmetrisch und char(K) # 2. Dann gibt es
eine invertierbare Matriz S, sodass ST BS eine Diagonalmatriz ist, d.h.
jede symmetrische Matriz ist kongruent zu einer Diagonalmatriz (falls
char(K) # 2).

Beweis. algorithmisch/ rekursiv, dhnlich dem GauBalgorithmus

Sei By := B. Sei B, = ST BS, = (@ij)i,; eine Matrix in welcher in mindestens v
Zeilen (und Spalten wegen B = B,) alle Elemente aufierhalb der Diagonalen
gleich 0 sind.

1. Fall Es gibt eine Zeile, sagen wir die k-te Zeile (ag1, . .., kg, - - -, Qgn) in wel-
cher ag, # 0 und (mindestens) eine weiteres ag; # 0 ist. Dann definiere

7T — T — (..
Byp1:=T"B,T=(S,1)"B S,T = (ay),,

=Su41
T is gegeben durch
tkj = —% fur ] 7£ k, tkk = 1, tij = 61-]- fir ¢ 7£ k
Qkk
1 0
T T 1 ik — 2k
T"B,T=T"- ek .. Gk ... \:/1_, akk

Qjk 0 1
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Seien B,,T = (aw) i TTBVT = (d”)

i i
~ Qi Ak .. .
Gij = Qij + g - Qik = Qij — firi#£k,j#k
Ak
i = gy, fir i # k
Qpi = Qi + i - agp = 0 fir i # k
Ak = Qkk
. . ~ ik Ok
Qjj = Qij + lgi - Gk = aj; — ——— —0
Ak
QikQik - .. .
— J R
=aj; — ——— = Qj; firi#k,j#k
Ak
~ ~ ~ AkiQkk .
ik = ik + TgiQrk = Qi — =0 firi#k
Ak
agi = agi = 0 = ag fir i £ k

Qg = gk = Ak

Insbesondere ist B, ;1 auch symmetrisch und es bleiben alle Zeilen, die
kein Element # 0 auflerhalb der Diagonalen hatten, erhalten. Mit der k-
ten Zeile haben wir nun eine weitere Zeile erhalten, in der alle Elemente
auBerhalb der Diagonalen gleich 0 sind.

2. Fall Der 1. Fall trifft nicht zu, d.h. in jeder Zeile von B, sind alle Elemente
auBerhalb der Diagonalen gleich 0 oder das Diagonalelement gleich 0.
Falls es kein a;; gibt mit ¢ # j und a;; # 0, dann ist B, eine Diagonal-
matrix und S = S, die gesuchte Matrix.

Sei nun a;; # 0 und a; = aj; = 0. Dann sei (dij)i]‘ =B, =UTB,U
mit U := QS) (Elementarmatrix)
Erstes U addiert die j-te Zeile zur i-ten Zeile.

Zweites U addiert die j-te Spalte zur i-ten Spalte.

1 fallsk=1loder k=1i,l=j
U= (ukl)k,l mit [ {O sonst J
Also gy = ag fiir k # ¢ und [ # 4 und G, = ai + ajp = ag; fir k # 4
und a;; = ai; + aj; = 2a,; # 0, da a;; # 0 (nach Vorausetzung) und
2 # 0, da char(K) # 2 nach Voraussetzung. Insbesondere bleiben alle
Zeilen, die kein Element # 0 auflerhalb der Diagonale hatten, erhalten.
Damit ist der 1. Fall anwendbar auf die i-te Zeile von B,. Mit der dort
definierten Matrix (angewendet auf B,) ergibt sich

B,y =T"B,T =T"U"B,UT = (S, UT)"B(S,UT) O
——
=Su41
In der Vorlesung wurde ein Beispiel parallel vorgerechnet. Dieses ist hier nicht

dabei. Wenn du Lust hast, es aufzuschreiben, fiihle dich herzlich dazu eingela-
den!
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F 10.13. Sei V ein K-Vektorraum mit dimV < oo, char(K) # 2, g
eine symmetrische Bilinearform auf V. Dann existiert eine Basis C von
V' sodass die Matriz B von 8 bzgl. C eine Diagonalmatriz ist.

aq 0
Definition 10.14. Bezeichne [ay,...,a,] :=

0 A,

Wir wissen, dass fiir B € K™" mit B = B gilt: Falls char(K) # 2, dann gibt
€s ay,...,a, mit B ~[a,...,ay]
Frage: Wann gilt: [aq,...,a,] = [b1,...,b,] ?

F 10.15. Firty,...,t, € K\{0} gilt [ay,...,a,] =~ [a1t3,. .., ant?]

alt% 0 tl 0 aq 0 tl 0
Beweis. . =

0 ant? 0 tn 0 a,) \O tn

Satz 10.16. B ~ C = Rang B = RangC

Beweis. B ~ C D:ef} 39 invertierbar: ¢ = STBS wegen S invertierbar ist

Rang B = Rang C. O

F 10.17. (Kirzungssatz von Witt): Seien1 <k <n, a1,...,ap,b1,...,b, €

K, char K # 2 Dann gilt: Aus a1, ..., %, Gkt1,-- -, 0] 2= [b1,- - bk, bit1, -,
Mf [ala SRR ak] = [blv ceey bk] fOlgt [ak—‘rla SR an} = [bk+17 sy bn]
Beweis. wird weggelassen (vgl. z.B. F. Lorenz, Lineare Algebra IT) O

F 10.18. Sei K ein Kérper mit char(K) # 2, in dem die Gleichung 2° = a
fir alle a € K eine Losung hat (also z.B.: K :=C)

(i) Dann gilt fiir jede symmetrische Matriz B € K™,
dass B~1[1,...,1,0,...,0]
—— ——

Rang B n—Rang B

(i) Fir alle symmetrischen Matrizen B,C € K™" gilt B ~ C <
Rang B = Rang C
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(L I
Beweis. (i) Nach Satz 10.12 ist B ~ [aq,...,a,], 0.B.d.A ay,...,a; # 0,
agy1 = -+ = a, = 0, k = Rang B (nach 10.16). Nach Vorausetzung
gibt es t; € K mit t? = a% fir i = 1,...k Nach 10.15 ist [ay,...,a,] ~
[a1t?, ... axt2,0,...,0] =[1,...,1,0,...,0] (S =[t1,...,tg, 1,...,1]).
———
Rang B

(ii) ,=%10.16
»<=“nach a)

Satz 10.19 (Tragheitssatz von Sylvester). Seien B, C € R™" symmetri-
sche Matrizen, Dann gilt: B ~ C' is dquivalent dazu, dass B und C dieselbe
Anzahl ny. von positiven Eigenwerten und n_ von negativen Figenwerten
haben (jeweils unter Bericksichtigung der Vielfachheiten).

Insbesondere gilt:

B~[,...,1,-1,...,-1,0,...,0]
——— ———— ——

ny n_ no

mit ng +n_ +ng=n und ny +n_ = Rang B

Beweis. ,<“Sei B € R™" symmetrisch. Nach Fakt 9.12 gibt es S € O(n)
sodass STBS = S~!BS eine Diagonalmatrix [dy,...,d,] ist. Dabei sind die d;
die Eigenwerte von B. O.B.d.A. seien di,...dn, >0, dp 41, dn,4n_ <0,
die tibrigen d; = 0. Damit ist

1
Bz[dl,...,dn}z d1‘<\/CT1,>,...,dn+‘

+

1

()

(i)

dnyt1- | —F— .d
\/|dn++1
=0,...,1,-1,...,-1,0,...,0]
N e —— e —
ny n_ no

(mit m=ny +n_)
»=“ Wegen ,,<=“und Fakt 10.16 reicht es zu zeigen

1,...,1,-1,...,-1,0,...,0,] ~[1,...,1,—1,...,—1,0,...,0] => ny =i,
n4 n-— no ny n— no
(und n_ = n_ folgt dann, da dann n_ =n —ny —n_ =0).
0.B.d.A. ny > n4. Angenommen n4 > n, dann folgt nach Satz 10.17:
A=,...,1]~[1,...,1,-1,...,-1] =B
ny Uzs ny—ny
Die linke Seite ist positiv definit, d.h. 27 Az = 272 > 0 fiir alle = # 0, aber die
rechte Seite nicht. Beispielsweise gilt (0 ... 0 1)B(0 ... 0 1)7 = -1

Dies ist ein Widerspruch zu A ~ B O
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F 10.20. Fiir jede symmetrische Bilinearform [ auf einem R-Vektorraum
mit dimV = n < oo gibt es eindeutig bestimmte Zahlen ni, n_, ng mit
n4 +n_ +ng =n, sodass es eine Basis von V gibt, sodass die Matriz von
B bzgl. dieser Basis die Form [1,...,1,—1,...,=1,0,...,0] hat.

—— ——— — —

ny n_— no

Beweis. Klar mit Fakt 10.20.
Definition 10.21. Sei  eine symmetrische Bilinearform auf einem R-
Vektorraum V mit dim V < oo.
falls Vz € V'\ {0} das heift
[ heifit
positiv definit B(z,z) >0 n_=no=0,ny =n
positiv semidefinit | S(x,x) > 0 n_=20
negativ definit B(z,z) <0 n_=mn,ny =ng=~n
negativ semidefi- | f(x,x) <0 nye=mn
nit
indefinit FJyeV:0(y,y)>0und | n_=n,ny=np=n
JzeV:pB(z,2) <0
nicht ausgeartet/ ng =20
nicht degeneriert

Bemerkung. Es gilt: 8 negativ definit < —f positiv definit.
Es gilt: 8 negativ semidefinit < — 3 positiv semidefinit.

Es gilt: 8 indefinit < — S indefinit

ny — n_ heifft auch die Signatur von .

n4 heifit auch Index von 5.

Das alles ist nicht ganz einheitlich in der Literatur.

Satz 10.22 (Determinantenkriterium fiir positive Definitheit). Sei B €
R™™ symmetrisch, B = (b;;), ;. Bezeichne fir1 <k <n

%,J
b1 ... b
di := det :
b1 ... bk
1. B ist genau dann positiv definit, wenn di > 0 fir allek=1,....,n

gilt.

2. Falls nicht d = 0 fir allek =1,...,n, dann ist n_ gleich der Anzahl
der Vorzeichenwechsel in der Folge (1,dy,ds, ..., d,)

Beweis durch vollstdndige Induktion nach n wird weggelassen.
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Definition 10.23. Seien 3: VxV — K, 5': V' xV’ — K Bilinearformen
auf V bzw. V',

Eine lineare Abbildung f: V' — V” heifit eine (lineare) Isometrie von (V, 3)
auf (V', ') falls fiir alle z,y € V gilt 8'(f(x), f(y)) = B(=z,y).

Falls eine Isometrie von (V,3) auf (V’, ') existiert, dann heiflen (V,3)
und (V', 8’) isometrisch, geschrieben (V, 8) ~ (V' 3)

Satz 10.24. Seien V und V' k-Vektorrdume. mit dimV =V’ = n < co.
B bzw. B’ Bilinearformen auf V bzw V', sei f: V — V eine bijektive
lineare Abbildung. Seien B, B', S die Matrizen zu 3, 3, f bzgl. (derselben)
Basen auf V' bzw. auf V'. Dann ist [ eine Isometrie genau dann, wenn
B =STB'S gilt.

Also insbesondere fiir V. =V', dieselbe Basis auf V und V':

(V.g) = (V,p) & B=p

Beweis. Fir alle z,y € V gilt (mit a, § zugehorige Koordinatenvektoren bzgl.
der gegebenen Basen)

Bla,y) = B'(f(x), f(y) & &7 By = (S2)" B'(Sg) = &7 (STB'S)j

also ist f Isometrie von (V, 8) auf (V’, 8’) dquivalent zu B = ST B’S. O

Definition 10.25. Sei §: V x V — K eine Bilinearform.

Die Menge der linearen Isometrien auf (V, ) bildet bzgl. o eine Gruppe
O(V, B). Sie heiit die orthogonale Gruppe von (V, ). Fir dimV =n < oo
ist SO(V,B) :=={f € O(V, ) | det f = 1} eine Untergruppe. Sie heifit die
spezielle orthogonale Gruppe von (V, ).

Matrizentheoretische Beschreibung und Bezeichnung:

O(K",B) = {S € K™" | S invertierbar, ST BS = B},

wobei die Matrix B als Matrix der Biliearform (z,y) — 2T By (beziiglich
der Standardbasis des K™) aufgefasst wird.

O(n,m) := {S € R"™"+™ | S invertierbar, ST BS = B},
wobei B :=11,...,1,—-1,...,—-1],50(n,m) :== {S € O(n,m) | det S =1}

det: GL(V) — K\{0} ist ein Gruppenhomorphismus von (GL(V), -) nach
(K \ {0},-). Also ist SO(V, 3) ein Normalteiler von O(V, 3) (Kern eines
Gruppenhomorphismus det),

Bemerkung. Die SO(3,1) ist wichtig in der Relativitétstheorie, die O(n, 1)
ist wichtig in der nichteuklidischen Geometrie.
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Satz 10.26. Sei dimV = dimW = n < oco. Sei g: V x W — K
eine nichtausgeartete Bilinearform, v: V x W — K eine beliebige Bi-
linearform. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f:V — V mit
v(x,y) = B(f(x),y) fir allex € V, y € W und genau eine lineare Abbil-
dung g: W — W mit y(z,y) = B(x,g(y)) fir allex €V, yeW.

Beweis. Wahle Basen D bzw. D’ von V bzw. W. Seien B, C die Matrizen von
B bzw. v beziiglich D bzw. D’. Seien x € V, y € W und %, § die zugehorigen
Koordinatenvektoren beziiglich D bzw. D’. Dann gilt Rang B = n (wegen (8
nichtausgeartet) und B(z,y) = #7 Bjj. Fiir eine lineare Abbildung f: V — V
mit Matrix A bzgl. D gilt

7705 =(z,y) = B(f(2),y) = (Az)" By =iT(ATB)j fir alle 7,5 € K"

genau dann, wenn C' = AT B, also AT = CB~1, also A = (CB~1)T gilt. Damit
ist die eindeutige Existenz von f gezeigt. Fiir g genauso (vertausche die Rollen
von V und W). O

10.1 Der Dualraum

Definition 10.27. Sei V ein K-Vektorraum. V* := {f: V — K | flinear}
heifit der Dualraum von V. (-,-) : V* x V — K mit (f,z) := f(x) fir
feV* x €V ist eine nichtausgeartete Bilinearform.

Beweis. (-,-) Bilinearform ist klar. Nicht ausgeartet: (f,z) = 0 fir alle x € V
= f =0 ist klar.

Sei  # 0. Dann kann man {z} zu einer Basis B von V erginzen (mit dem
Auswahlaxiom, falls dim V' = co) und definiere f: V' — K durch f(z) =1 und
f(b) = 0 fiir b € B\{z} und durch eindeutige Fortsetzung zu einer linearen
Abbildung. Dann ist (f,x) = f(z) =1 # 0, also ¢ # 0= 3f € V*: (f,x) #
0 O

F 10.28. Fulls dimV = n < oo ist, dann gilt dim V* = dim V. Fulls
B = (by,...,b,) eine Basis von V ist, dann ist B := (b1,...,b,) eine
Basis von V*, wobei b; definiert ist durch <l~)i, l;j> =0 = l;i(bj). B heift
die Dualform von B. Also hat die Bilinearform {-,cdot) : V* x V. — K
bzgl. B und B die Einheitsmatriz als Strukturmatriz.

Beweis. Klar. O

F 10.29. Die Abbildung i: V — V** := (V*)* mit i(z)(f) := f(x) heifst
die natiirliche Einbettung.

i(x) ist eine lineare Abbildung V* — K, also i(z) € V**.

1: V. —= V** ist linear.

i ist injektiv: © € ker(i) = (f,x) = f(x) = i(x)(f) =0 fir alle f e V* =
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x =0, da (-,-) nicht ausgeartet.

F 10.30. Fulls dimV < oo, dann ist i: V — V** ein Isomorphismus

Beweis. dimV = dim V* = dim(V*)". Mit i injektiv folgt die Behauptung. [

Beispiel. Fir V. = K™ mit der Standardbasis (e, eq,...,e,) ist V* =
K'™ der Raum der Zeilenvektoren aufgefasst als lineare Abbildung und
(eT,...,el) die Dualbasis zu (ey,...,e,).

Beispiel. Sei V.= KM, Dann ist V* 2 KN, (e;)sen ist eine Basis in einem
Vektorraum. W (hier W := K) ist zu V* isomorph zum Raum aller Abbil-
dungen N — R, also zu KN. Es gilt K™ 2 KN (KN hat keine abzihlbare
Basis).

Beispiel. Sei V = C[0, 1] der Raum der stetigen Abbildungen f: [0 1] —R

Dann ist fo € V*, wobei fo V — R definiert ist durch f fo t)dt €
R

Definition 10.31. Sei f: V. — W eine lineare Abbildung, dann ist
[ W* — V* durch f*(g) = go f fur alle fir alle g € W* definiert.
Offensichtlich ist f*(g) € V* und f* linear. f* heifit die zu f duale
Abbildung,.

F 10.32. Falls dimV < oo, dimW < oo und A die Matrixz die linearen
Abbildung f:V — W bzgl. der (geordneten) Basen B von V' und C von
W, dann ist AT die Matriz von f* bzgl. der Dualbasen C und B

Beweis. Seien B = (b1, ...,b,), C = (c1,...,¢n) Basen von V bzw. W. B =
(bi,...,bn), C = (c1,...,¢n) die Dualbasen, A = (ai;); ; die Matrix von f
beziiglich B und C. Dann gilt

Zawcu also f*(¢i(b;)) = ¢ (Z akjck> ; a”bg (bJ)

i=1
(x) wegen &;(ck) = ik, b -(bj) = 0i;

also f*( Z ai;b

also ist die Matrix von f* gleich (a;;);; = AT O
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Sei 5: V xW — K eine Bilinearform. Dann kénnen wir die Abbildung 5,: V —
W*, x — B(x,-) mit 8(z,)(y) := B(x,y) betrachten.

B(xz, ) € W* klar und f3; linear ist klar.

Bezeichne Bil(V, W) den Vektorraum aller Bilinearformen §: V x W — K und
Hom(V, W*) den Vektorraum aller linearen Abbildungen f: V — W.

F 10.33. Die Abbildung Bil(V,W) — Hom(V,W*), 8 — B; ist eine bi-
jektive lineare Abbildung.

Beweis. Dass 1 € Hom(V,W*) hatten wir schon gezeigt, dass 5 — (1 eine
lineare Abildung ist ist auch klar.

Die Umkehrabildung ist Hom(V, W*) — Bil(V,W), h +— (1 mit B(z,y) =
h(z)(y) = (h(x),y). Es ist klar, dass die so definierte Abbildung 5, eine Biline-
arform ist und rechnet sofort nach, dass die Umkehrabildung ist. O

Bil(V, W) und Hom(V, W*) sind also in natiirlicher Weise isomorph (das heifit,
der Isomorphismus hangt nicht der der Wahl einer Basis ab).
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