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1.1

Interpolation und Approximation

Aufgabenstellung & Grundlagen

Vorgegeben: Mefreihe (z;, f;) fir i = 0(1)n

Aufgabe: Bestimmen eines y = y(z) derart, dass (1) y(z;) = f; fiir ¢ = 0(1)n (Interpolation)
bzw. (2) y(z;) =~ f; fiir i = 0(1)n (,Beste* Approximation)

Vorgehensweise: Ansatz
y(@) =Y cips(x)

mit ¢; als Ansatzfunktionen. Interpolationsbedingung:
! .
doeipl@)=fi  i=0(1)n
Allgemeinere Formulierung: gegeben f € U, Abbildung T : Y — U, gesucht y € Y mit

T-y=f

fiir Interpolation bzw.
IT-y=fI<|T-v—yl|VveY

bei Approximation.

im obigen Beispiel: U C R**1| Y C C(Q). Y = C(Q) ist nicht sinnvoll. Einschriinkungen
erforderlich, z.B. dimY < oo

Beispiel: Polynominterpolation
Y={y:yla) =) ¢ 2’}
=0

allgemein:

Y =span{p;}j_o = {y(z) = > _¢;-cj,c; € R}
)

Definition: Ist T linear und Y = span{y; —o, so liegt eine Aufgabe der linearen Interpolation
bzw. linearen Approximation vor.

Ein Funktionensystem {¢;} geniigt der Haarschen Bedingung , wenn gilt:
{p € span(p;), ¢ # 0, ¢; linear unabhéngig} = ¢ besitzt hochstens n Nullstellen

(Haarscher Raum). In diesem Fall Forderung (1) dquivalent zur Losung eines linearen Glei-
chungssystems:

Yocipi(@) = fi i=0()n



wo(zo) ... n(o) @] Jfo
a=| Cole= ] =
@O(xn) cee ‘Pn(xn) Cn fn
Forderung: A regulér fiir beliebige Wahl von ;
e Approximation: f € C(f2), gesucht y € span{e;} mit

”y*fHoo < HU*fHV’UGY

lole = max|o()

(Tschebyscheff-Approximation)

1.2 Polynominterpolation

pj(z) = @l J=0(1)n x € [a,b]

Lemma: Es seien x; fiir ¢ = 0(1)n paarweise verschieden und ¢;(x) = 27. Dann ist A regulir.

Beweis:
e Sei
vo(wo) .. @nlz0)
A= : :
wo(xn) . @nla,)
fiir gewisse a = z¢g < z1 < ... < x, = b singulir. Dann existiert ein y # 0 mit A-y = 0. Also
hat

>yl =p()
=0

(n+1) Nullstellen. Fundamentalsatz der Algebra: p = 0. Aber auch: y = 0. Widerspruch!
Bemerkungen:
e Dies korrespondiert mit der Haarschen Bedingung.

e Bestimmen der Koeffizienten direkt aus dem linearen Gleichungssystem i.A. nicht sinnvoll.
1.2.1 Wahl spezieller Basen

1. Lagrange-Interpolation

er(r) = = ————~ kE=0(1)n

Folgerung: A=E

2. Newton-Interpolation

(pj(l‘i) = 0 fiir¢ <jJ
pi(@) = Jl@-a)
k<j
A ist Dreiecksmatrix
n—1
plx)=co+ecr-(x—x0)+ca-(x—x0) (x—21)+...+Cpn- H(x—xk)
k=0
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Darstellung (Berechnung) der ¢; mittels Steigungen mdoglich. Dazu:

flzil = fl@)=fi

Flzi o) flxivt, - o] = flwi - wp—]
T — X4
ce = flro,...,xk kE=0(1)n
Beispiel:
x| -1 0 1 2
ful -4 -4 0 14
Ergebnis:

plx)=—440+2-(z+1)-z+z-(z—1) - (z+1)

Begriindung des Steigungsschemas iiber Rekursion (Beweis siehe Numerische Mathematik,
R. Plato, S.8): Sei p(f|xi, ..., xiyx) € P mit

p(flzis- - @ivk) () = f;

fiir j =4,...,i+ k.

Lemma: Es sei ¢ € Py definiert durch

q(z) == (i — ) - p(flzigt, - s Tivht1) — (Tigrr1 — ) - D(f|@4, . Tigr)
Ti — Titk+1
Dann gilt:
q=p(f|Tis- - Titrt1)
Beweis:
q(z;) = (@i = 25)  fj = @igner = 25) - Jj =f  j=i+1,... .k
Ti — Titk+1
xi — ) - p(-.) = (@ighy1 — @) - fi
q(xi):( ) p(-) = (Tithtr — i) _

Ti = Titk+1
analog fiir ;4541

Nutzung der Rekursion fithrt zu Neville-Schema. Berechnung beim Newton-Schema lésst sich
analog zum Horner-Schema realisieren:

p(x) = co+ (z = x0) - (1 + (z = 21) - (2. (¢n)))

Start mit ¢,

1.2.2 Interpolationsfehler

Sei f hinreichend glatt, xy, € [a,b], f; := f(z;) fir i = 0(1)n.
Satz: Es sei f (n+1)mal differenzierbar. Dann gilt:

FE)

(n+1)! (@ =)

f(@) =pn(z) +
k=0

Beweis:
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e Hilfsfunktion

(t—z0) - (t—2z1)...(t — )
(x—x0) - (x —21) ... (x — my)

9(t) = f(t) = pa(t) = (f(2) = pa(2)) -

fiir festes © # x5, mit x € [a, b]. Offenbar gilt:

glag) = 0 kE=0(1)n
g(x) =

g besitzt also (n+2) Nullstellen. Satz von Rolle: Es existiert & € (a,b) mit gtV (&) = 0.

Folglich gilt:
f(x) = pu(x)

(x —x0)...(x —xy)

0=g" (€)= f"I(E) —0 - H(n+1)!

Bemerkungen:

e Falls f € C* und alle Ableitungen £ von f sind auf [a, b] gleichmilig beschréinkt. Dann

If = pn(@)llcae =0 (n—=00)

Dabei ist p,, das Interpolationspolynom vom Grad n mit

5 = a+i-2=% i =0(1)n
fi = f(z)
e Aber: Beispiel von Runge
f@) = — e[ L= 14k >
VT Tymer " e = n
pn(@) #  f

Ausweg: Spline-Interpolation.

e Analyse des Fehlerterms bei der Polynominterpolation
n(z) = H(x - @)
j=0

Idee: Interpolationsstellen nicht a priori festlegen, sondern {z;}7_; C [a,b] so wihlen, dass

max |g,(z)] = min
z€Ja,b]

1.2.3 Tschebysheff-Polynome

Referenzintervall [—1, 1]

T.(x) = cos(narccosz) n=0(1)...
TO (SL’) = 1
Ti(z) = =z

e Ist 7}, ein Polynom fiir n > 1?7 Additionstheoreme: (n € N):

cos((n+1)x) = cosz-cos(nz)Fsinz -sin(nz)

cos((n—1)x) = 2-cosx-cos(nz) — cos((n+ 1)x)
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Mit Definition der Polynome ergibt sich:

Tht1(xz) = cos((n+ 1)arccosz)
= 2-cos(arccosx) - cos(n - arccos x) — cos((n — 1) arccos x)
2z - Tp(z) — Th—1(x)
Mit Ty, Ty ist jedes T}, ein Polynom n-ten Grades mit T),(z) = 2"~ - 2" +... fiir n > 1. Aus
Definition folgt auch: |T},(z)| < 1 fiir alle z € [—1,1].

e Nullstellen von T;,:

T.(z;)=0 < n~arccosxj=g+j-7r j=0(1)(n-1)

T+ 2j7r>

= T; = COS
n

Ubertragung auf allgemeines Intervall [a, b] durch Transformation:

a+b b—a

= : ~1,1
x 5 t& §e[-1,1]
¢ - 2x _a+b

T b—a b-a

T,, ist transformiertes Tschebysheff-Polynom.

n

g(z) = [J(x — ;)

=0

mit z; = x(&;) mit §; als Nullstellen der Tschebysheff-Polynome. T,, hat fithrenden Koeffizien

und

Satz Sei p, € P, ein Polynom

Dann existiert & € [—1, 1] mit

Beweis:

e Sei p, € P, mit a, = 2”71, Annahme: Vz € [—1,1] gilt: |p,(z)] < 1. Mit T,, € P, gilt
T, — pn € Pn. Wegen a,, = 2" ist T,, — p, € P; mit | < n. Betrachte

__ JmT .
Tj = cos - ji=01)n
Dann gilt:
Th(m2;) = 1 Th(T24) = -1
pn(@) < 1 pn(x2j+1) > -1
Somit:

(Tn - pn)(TQJ) > 0
(Tn - pn)(m) < 0

Also wechselt (T, — p,) zwischen den (n+1) Punkten Z; jeweils das Vorzeichen. (T, — p,)
besitzt n verschiedene Nullstellen, T,, — p,, # 0. Damit T}, — p,, ¢ P,—1. Widerspruch!

e Der Fall beliebiger Polynome wird mit Normierung behandelt.
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1.2.4 Interpolationsbedingungen héherer Ordnung

(hier: 1. Ordnung)

e Aufgabenstellung:
yle) =fi  Y(w) =di(=f) i=01)n

e Seien ¢; die Lagrange-Basisfunktionen. Wir fithren die Hermite-Polynome wie folgt ein:
Hj(z) = (1-2(z—1;) ¢}(z))) ¢}(x)

Hj(z) = (z—1;) ¢()

Polynome vom maximalen Grad (2n+1)

Lemma Es sei 29 < ... < x,, gegeben und Hj, H ; die zugehorigen Hermite-Polynome. Dann gilt:

Hj(x;) = 0ij
Hj(w:) = 6ij
fir i = 0(1)n und j = 0(1)n.
Beweis:
2 z;) =1 i1=7
Hy(x) = { #ilva) = !
pij - (i) =0 i F ]
Hj(x =20 () - 9% () + (1 = 2(z — ;) - P (2;)) - 205 (x) - ¢ ()
Hi(z;) = —=2¢5(x;) +2¢)(z;) =0
Hi(z;) = 0

y(x) =Y f - Hi(x)+ Y fj- Hj(x)

Jj=0 Jj=0

Satz Die Interpolationsaufgabe mit disjunkten Stiitzstellen ist eindeutig l6sbar mit einem Polynom
y mit Maximalgrad (2n+1). Es sei ferner f; = f(z;), f/ = f/'(z;) fir i = 0(1)n eine Funktion die
(2n+42) mal stetig differenzierbar ist. Dann gibt es ein £ = £(x) € conv {xg,...,z,} mit

f(n+2 n
F@) = (@) + G5 H (o =)
Beweis:
o Mit der Hilfsfunktion

(t—m0)? -+ (t —xp)?
(x —x0)? - (x—xp)?

9(t) = f(t) —y(t) = (f(z) = y(@)) -

analog zum Interpolationsfehler bei Polynominterpolation.
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1.3 Spline-Interpolation

e Nachteil der Polynominterpolation: hohe Oszillation. Alternative: stiickweise Polynomansétze

s1 x € [zg, 1]
SA =
S x € [z1, 23]

sp € OF~L1 realisierbar; mit C**: k mal stetig differenzierbar, k-te Ableitung Holderstetig
mit Konstante a:
ly(z) —y(t)| < K - [z — |

e Ansatz fiir kubische Splines:

o o o\ e
si(x) = z haj‘z_l'fi+mzh'x-f¢—1+hf-(ai<(x Ti-1) o 3?1—1)_’_

(z;, —2)® @ —=z
+0i—1 - < h,LB - hl )

mit h; = x; — xi—1, sa(x) = s;(x), © € Q; = [x;-1, ;] fir i = 1(1)n.

e Nach Ansatz:

e Bestimmung der o; aus der Bedingung der Glattheit der Ableitung:

si(z; —0) L i1 (z; +0) i=1(1)(n—1)
si(zi —0) = %4‘}%'01‘71—%2%'%
i
Si(zi+0) = w —hiy1- 0541 — 2hiyq - 0y
it+1

Ferner gilt (,per Ansatz“):
si (xi — 0) = s, 1 (x; + 0) = 60;
Aus den obigen Bedingungen ergibt sich folgendes lineares Gleichungssystem:

fivi —fi  fi— fim

hi-oi1+2(hi + hiy1) - 0i + hig1- 0541 = N .
i+1 i

fir i = 1(1)(n — 1).

e Diskussion der Freiheitsgrade:
s; € P ¢ = 1(1)n

also 4n Paramater abziiglich Interpolationsbedingungen (2n Bedingungen) und Glattheits-
forderung (2(n-1) Bedingungen), also 2 freie Parameter. Zusatzbedingungen moglich:

1. natiirliche Splines:
(g +0)=0=s"(z, —0)

2. eingespannter Spline:
s@o+0)=fo  s(xn—-0)=1,

3. ,,not a knot“-Spline:
553) (r1 —0) = sé?’)(m +0) sng_)l(xn_l -0) = 8513)@”—1 +0)

Damit eindeutig losbares lineares Gleichungssystem mit (n+1) Unbekannten o;.

10
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e Zur Konvergenz von kubischen Splines (bei Verfeinerung- bzw. Approximationsgiite bei fi-
xierten Diskretisierungsniveau):

— Sei fo € C%a,b] (€ C31[a,b]). Dann existiert eine Konstante ¢ > 0 derart, dass fiir
beliebiges Gitter {z;}7-qa =29 <21 < ... <z, = b gilt:

\s(x)—f(x)|§c~h4 h = max h;

— Beweisskizze: (Im wesentlichen fur fiir innere Intervalle, die Randintervalle miissen ge-
trennt untersucht werden.) In Q; = [z;_1, x;] geniigt s; der Differentialgleichung

r — T;—1 T; —
——— + 60
h; T

si(zic1) = fina si(wi) = fi
(Randwertaufgabe). Vergleich der rechten Seite mit f”(x). Bezeichnung:
51' = 6(Ti - f//(l’i)

(Fehler der 2. Ableitung in Stiitzstellen). Aus der Gleichung fiir das lineare Gleichungs-
system folgt:

si(xz) = 60;-

(iL’ € Ql)

fi+1_fi fi_fifl 7
_ _hz S
6 hi-‘,—l 6 hz fz 1

—2(hi + hi—1) f]" — hiy1 - i

hi-8i—1 4+ 2(hi + hig1) - 6; + hig1 - 61 =

Taylorentwicklung (an z; bzgl. x;_1):

1 1
fir = fim it Ghif = G fO&) b

GM

o 6ff =31 hi+ FVg) 1}

mit z; € (x;-1,2;). Analog Taylor z; — z;11:

6fi+1fi

=6f +3f/' + fP(m) - hi
hit1

mit 7; € (z;,2;41). Damit folgt: (mit \; € Q;,0; € Qiy1 )
hi-Sic1 +2(hi + hig1) -0+ hig - 01 = —fO(&)-hI + FP(m) - by
hi - (fi' = £il0) +higa - (F = i)
————— ———
FEXi)-hi —f®(0i)-hit1
= hi- (f(3)( DERAR()
hier - (FO ) = £ (1))
= T
Es gilt:
Iril < L-h-(h}+h7.)
fir f € C®'[a,b]. Andererseits gilt fiir ein i mit |§;| = § = max|d;|:
Iril = |hi-oio1+2(hi +hig1) - 00 + higr - 0iga]
Q(hi+hi+1)'(5—hi+1 c0—h;- 0
Damit |;| < |r;| < 2Lh%. Abschitzung fiir x € ;:

\

T —x; T, —

ST = Gt - @) )+ T G+ f (@)
(2 — 1 \—\/—/
F® (as)(zi—2) —f®(Bi)(@—m;)

11
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Die Hilfsfunktion w = s — f geniigt der Randwertaufgabe

w” = pix)
w(zi—1) = w(x;)=0
Dabei gilt:
Xy — ) (T — Tj—
Pl < 1+ el 17 ) - fO 3] B D2 2im)
< 254 Lh*<¢-h?

Also |w"| < ¢; - h2.
Lemma Es sei

—w <~

’LU‘F < U|1’* I' = 3(9)
in Q. Dann gilt fiir alle z € Q:

w(z) < v(x)
(Maximumprinzip). Somit:
ot = —c1 - h?
v(xi—1) = wv(x;) =0
mit 1
vt = Foon 2 (x—xi_q) - (2 — )
Mit dem Lemma gilt:
1 1
51 Rz —z) - (z—xi-1) < wx)<=h*-c-(zi—x)- (x—251)
1
< =-h
ol < 2

fir alle x € Q.
— Bemerkung: Bei kubischen Splines gilt:

[s®) — fB| <e-ntF k=0,1,2

mit
[flloc = max |f(z)]
z€la,b]
Satz Der natiirliche Interpolationsspline minimiert das Funktional

Fly) =5 / W (@) da

bzgl. B B
ye K i={yeCAQ) :ylo, € CHW), y(w:)
Beweis:

e Sei v € K beliebig.

Fl) = 1+ / " 4 (0 — y®)) do

AV
3
=,
_l’_
T~
o
NS
S
—
<
©
|
QQA
N
SN—
jsW
S

12

= fi}

y @ (0@ — @) dy
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Dawv,y € K ist

w:=v—y € Ky :={veC*N);vlg, € CHY),v(zx;) =0}

w0 dx)
Qv

K

Damit:

/ NORC Z<y<2>.w/
Q

=1

@ / ®) . o d
= y“w Y w' dx
ﬁ/—hﬁ ;Ql
0

n
o4 / y(4) ‘w dx
i—1 ZZ:; Qi \/'/

0,y€P3(Q:)

n

= Sy

=1

0
= 0

Der zweite Umformungsschritt folgt, da y(a) = y®(b) = 0 (natiirlicher Spline). Damit:
Flv] > F[y] fir alle v € K.

Bemerkung;:

e Abénderung z.B. auf eingespannten Spline méglich:
K = {veKl'(a)=f,v' ()=}
Ko = {veKyv'(a)=12'(b) =0}
Spline realisiert minimale Biegeenergie fiir K ¢ K

1.3.1 Bézier-Kurven

e Konstruktion 2-mal stetig differenzierbarer Kurven durch stiickweise kubische Polynome,
Interpolationspunkte (z;) = (z;,v;) € R? fiir i = 0(1)n. Gesucht:

vi(t) = (x’m) telo,1]

Ansatz:
vilt) =z 1 (1=t +a;-3- (1 —t)2t+b;-3-(1—t) >+ 2z -t°

unter Verwendung der Bernstein-Polynome

Bion(t) = <Z> AR ) L

Es gilt:
vi(t) = —3zi1-(1—t)?=6-a;-(1—1t)-t+3a;-(1—1)2+
+6bi 't—9bi 't2+32’i 't2
’Ul(t) = Gzi-(1—t)+12a¢-t—6ai—6ai-(1—t)+6bi—18bi-t+6zi~t
Damit:
1}1(0) = Zi—-1 1}1'(1) = Zj
0(04+0) = 3(a;—zi_1) 0;(1 —=0) = 3(2z; — b;)

13
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e Forderung:

5i(1-0) = ;41(0+0)
;(1=0) = 1;41(040)
Man erhélt:
zi—bi = aiy1—2
o = bi + aj+1
2
Auflerdem:
—a; + Qb, = 2ai+1 — bi+1 =:C
2@1' — bi = Ci—1
N 1 n 2
a; = —C; — - Cj—
373 0t
b 1 n 2
i = 3G 5 "G
37 T3

e Bemerkung: Mit Hermitepolynomen

Hy(t) (1+3t)-(1—1)>
Hi(t) = (3-2t)-2
Ho(t) = t-(1—1)

Hi(t) = (t—1)-t

ergibt sich:
vi(t) = zi_1 - Ho(t) 4+ 3(a; — zi_1) - Ho(t) 4+ 3(z; — by) - Hy () + z; - Hy(t)

e numerisch effiziente und stabile Approximation durch Polygonziige mittels des Casteljeu-
Algorithmus

1.4 Approximationsaufgaben
1.4.1 Methode der kleinsten Quadrate

e Ausgangssituation: Mefireihe (¢;, f;) fiir ¢ = 1(1)m. Ansatz:
y=yt)=> zi-@i(t) (n<<m)
i=1

e Interpolation fiihrt auf lineares Gleichungssystem
A-x=0b

mit A = (as5), aij = @;(t;) und b= (f1,..., frm). Im Allgemeinen ist dieses Gleichungssystem
nicht 16sbar (iiberbestimmt).

e Idee: Minimierung des ,,Fehlerquadrates*
D= fi= > x4t
j=1

m
E A? - min
J=1

S ||A-2—0b||3 = D(x) — min (1)
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Satz Sei A € R™*™ mit Rang A = n (n <m), b € R™. Dann sind dquivalent:

1. & € R™ 16st (1), d.h.
Vo € R™ : ||Ad — b3 < ||Az — b||3

2. & € R™ 16st das lineare Gleichungssystem
AT A-z=A""b
(Normalengleichungssystem )
Beweis:

1. Sei A € R™*™ mit n < m, Rang A =n. Dann existiert eine orthogonale Matrix € R™*"
QT =Q7") mit
T 4_ (R

mit R € R™"*™ als obere Dreiecksmatrix mit v;; # 0 fiir alle i. Dann gilt:

lAz = bl = [1Q - (Az — b)II3
= QT - Az — QT -3

1) ()

1Rz — b |3 + 116213

mit 5
QT -b= <gl) l~)1 € R"”, 52 e R™™"
2

& als Losung von R -z = by minimiert (1). ,Minimalabstand“ zur Losbarkeit: ||bo||3

ot

2. Sei

Dann existiert R~1.

AT A = (R 0)-QT-Q~(§'>=RT-R
AT b = (RY 0)-Q"-b=R"-b;
Folglich:
AT A.z=A"b & R"-R.x=R"-b
~ Rl‘zgl
< xlost (1)
Bemerkung;:
AT A = (afy)
a;; = Z @](tl) : (Pl(tl)
1=1
AT b = (db)
af = Y @ilt)-fi
1=1
Beispiel:
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e Gegebene Messwerte:

1 [2 [3 |4
8 |11]9 |10

Also m=4, n=2.

g(t) = x1-t+ax2
r . (30 10
AT A= (10 4>

v, (97
AT = <38>
0,4
8,5

=g(t) = 0,4t +8,5

=z

Bemerkung: Notwendige Optimierungsbedingung:

|Az —b||2=D(z) — min
VD(z) = 0=2AT.(Az—b)

1.4.2 T-Approximation

e Alternative Approximierung:

n

[[Az — b]|oo = 1I§n¢a§}:n ij ~i(ti) — fi| = min (2)

zusétzliche Variable o € R. Damit ist (2) dquivalent zu ¢ — min bei

Vi : ij -(pJ‘(ti) _fi S g
7j=1

Dies ist eine lineare Optimierungsaufgabe mit freien Variablen. Entweder Transformation
bzw. Einsatz spezieller Techniken.

e Beispiel:
—0 < xy4+a3—8<o0
—0 < 2xy4+x2—11<0
—0 < 3r14+22—-9<0
—0 S 43]1+3’]2710§0

Einschub Vektornormen:

e Normen im R™:

n
lzl3 = Y a7

i=1

n
e = >l

i=1

el = max|e
n

lelp = Yl 1<p<oo
=1
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e Normierter Raum: X linearer Raum mit assoziierten Zahlenkorper und Norm ||.|| : X — Ry
mit
1. ||zl > 0 fiir 2 # 0
2. [|A-zll = [A]- [|]
3. e+ 2l < =+ yll + [ly + =]l

zugehorige Metrik:
d(z,y) = ||z =yl

e Hilbertraum: Raum mit Skalarprodukt < .,. >: X x X — R mit

. <z,z2>>0,<z,2>=0&2=0
2. <z,y >=<y,x >
3. <op-x1 a2,y >=0a1- < 21,Y > o < Ta,y >

e Dann Norm:
7 =< z,2 >

1.4.3 Ein allgemeines Konzept

e T:Y — U, Y,U (lineare) normierte Raume. Zu gegebenem f € U ist ein y € Y zu bestimmen
mit
1Ty = fl < To—=fI (2
fiir alle v € Y. Falls Y,U Hilbertraume: Es existiert eine Losung y (mit Ty € U) von (2) als
Minimum von

1 1
J(v) ::§||Tv—f||2:§<Tv—f,Tv—f>—>£Iéi)r/1 (1)

o Es gilt:

yeYlsst (1) & <Ty—fTov—f>>0 YoeY (777)
& T (Ty—f)=0

(GauBische Normalengleichung)

e _ Kklassisches“ Approximationsproblem:

(X wiTe; —filte) = 0 k=1

&> u (TelTer) = (fITer)  k=11)n

j=1
e Anderes Beispiel:

Y = P,[-1,1] Ty =1y

1
U = Ly(-1,1):= {y|/ y?dr < oo}
-1

fiir U: )
< U, v >o= / u(z) - v(z) de (Vu,v € Cla,b])
-1
Damit:
U = Cla,bU{v|3{v,} C Cla,b] : |Jv, —v|3 = 0(n — o)}
— Ol
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e Falls eine Orthonormalbasis {p;}?, von Y bekannt ist, so ldsst sich eine Losung der Bestap-
proximation (1) sofort angeben:

9= <pif>pi

=0
Anmerkung: {p;}7_, ist Orthonormalbasis von Y, falls
1
< pi,pj >= 0ij =/ pi(z) - pj(x) dw

—1

e Ein (geeignetes) Orthogonalsystem in Lo(—1,1) NP,[—1,1]: Legendre-Polynome. Rekursive

Definition: 941 )
J J
P; = cx-Pi(r) — —— - P;_
]“l’l(x) j+1 T ](x) ]+1 J 1(1:)
mit Py(xz) =1, Py(z) = z. Explizite Definition:
1 d»
Po(a) = — 2 (22— 1)"
(@)= g (a2~ 1)
Es gilt:
<pi,p;> = 0 (i#}])
2
<pjp; > =
Dj,Pj Jr1

Bestapproximation mit Polynomen vom Ho6chstgrad n:
() =D ei(F) - Bl
j=1

mit L
2
—c; = -pi(x)d j =0(1
o= [ @ ep@d j=on
e Allgemeiner (Wichtung): LY (a,b) mit w(z) > 0 fiir alle « € (a,b), w € C[a,b]. Dann
b
< U,V >y= / w(z) - u(z) - v(r) de
e Rekursive Erzeugung der Orthogonalsysteme: P,11 aus z - P,, dann Schmidtsches Orthogo-
nalisierungsverfahren. Resultiert immer in 3-Term-Rekursion (Ubung)
e Beispiel: a =—-1,b=1

1. w =1, Legendre-Polynome

2. w= ﬁ, Tschebysheff-Polynome

T-Approximation (Approximation in der ||.||s-Norm)
e stetige T-Approximation (gleichméBige Approximation), f € Cla, b],
n

max Y c;-@i(x) = f(x)| > min (1)

b
welab) |

e Spezialfall: gleichméflige Polynominterpolation:

e [p (@)~ f(o)] > min (2

bei p, € Pp.
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e Notwendige Optimalititsbedingung fiir f ¢ P,,. Alternatensatz:

Satz Zu gegebenen f € Cla,b] sei ein p}, € P, gegeben als Losung von (2). Es sei

on = |If = prllee(>0)
6(z) = f(z)—pnlz) € Cla,b
Es existieren dann (n+2) Punkte z1 < ... < Z,42 mit

0(zs)] = dn
§(zi) - 8(win) -2 <0 i=1(1)(n+2)
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Beweis:

e Annahme: Hochstens (n+1) ,, Vorzeichenwechsel“. Dann existieren (n+1) Alternatenpunkte
a<xzy < ...<zp < b Im Intervall (z;—1,x;) existiert Z; als einfache Nullstelle von 4.

Definiere
n

q(z) = H(a: —Z;) €Py

i=1

o Zu zeigen: p, — - q € P, mit ||f — (pf — aq)|leo < dy, fiir alle a € (0, ag]. Per Konstruktion
gilt:
§(z)-q(x) >0Ve € M :={z:|6(x)] =}

Sei
M' ={z € [a,b] : 6() - q(x) < 0}

M’ ist kompakt, M N M’ = (),

max |§(x)]
0 < d: = xeM’
0 sonst

Wihle ag := 2‘1";7'*‘;1 > 0. Zu zeigen: ||(pf + a0 - q¢) — flloo < I im Widerspruch zur Annahme,

dass p} Bestapproximation in P, bzgl. [a, b].

o Es existiert £ € [a, b] mit
0(£) = a0 - q(€)] = [16 — a0 - qllso

1. Falls £ € M’, dann

0(6) —ao-q(€)] < [6(&)]+ a0 [a(&)l
< d+%(5n _d)= %(d+6n) <6
2. Falls & ¢ M’ ist, gilt:
6(€) - q(¢) ? 0
= 10(§) — a0 - q(§)] < maX{Wﬁi,ao la(&)I}
< max{d,, 5((5,1 —d)}
— 5,

Satz Nullstellen orthogonaler Polynome: Sei {p, }§° ein System von Orthopolynomen in LY (a,b).
Dann hat py genau k einfache Nullstellen in (a,b).

Beweis:
e Seien (z;) € (a,b), i = 1(1)m, alle Vorzeichenwechsel von py, in (a,b). Anahme: m < k. Dann:
m
q(z) == H(JS — i) € Pr-1

i=1

Dann gilt aber: ,

(@.00 = [ 0l@)-a(a) - pu(z) > 0(<0)
im Widerspruch zu pg LPy_1.

Bemerkung zur praktischen Realisierbarkeit von (1)
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e Bestimme ¢* € R™, sodass
max Zc;‘ ~@j(x) — f(z)| = min (1)

z€la,b] =

e Rennes-Verfahren: Vorgabe von Punkten z; € [a,b] fir ¢ = 1(1)k und losen diskretes T-
Approximationsproblem:

o — min
znjcj cpi(w) = flzg)| = o i=11)k
j=1

k

Aussage: ¢F, o*F ist Losung von (1), falls

n

§ : *,k *,k
PR - — < )
xgl[%?%] = ¢ #j ({E) f(.’E) =0

Anderenfalls existiert xx1 € [a, b] mit

n

*x,k
> i) = fla)| = ok
j=1

Dann x4 als zusétzliche Stiitzstelle. Dann Losung von (2) mit (k+1) Stiitzstellen.

e Hier sinnvoll: Realisierung mittels dualer Simplexmethode (Einfiigen einer Nebenbedingung)
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Numerische Differentiation und Integration

2.1 Numerische Differentiation

e Seien x; = xg + ¢ - h fiir i = 0(1)n mit h > 0 fix (h << 1). Nach Taylor: (falls f hinreichend

glatt):
fo = f1—f{-h+g-h2—$-h3+%~h4+}{4(§)
L2 = f1+f{'h+g'h2+$'h3+%'h‘1+34(f)
e Riickwirtsdifferentiation:
) = TEVIE0) 4 2 iy g o)

e Vorwirtsdifferentiation:

e Zentrale Differentiation: ((2)-(1))

f(z2) — f(x0)

T S (O + O 2+ O

fl(@1) =

e Analog lassen sich Approximationen fiir Ableitungen hoherer Ordnung finden.
1 1 1 (4) (4) 2
[ (z1) = ﬁ'(fo—2f1+f2)— ﬁ'(f ©+f5m)-h

Anderer Weg zur Gewinnung von Ableitungsformeln: Berechnung aus Interpolationspolynom
von f.

Fehler: Nach Appromximationssatz fiir Polynominterpolation

FU©) 1

f(@) =pn(z) +
i=0

Fiir Fehler der Ableitung (formal):

o it , Mg —a) [ (E@E) (£ Y
() = ph(e) + (£ eCa)) - TS 4 -(E)(x_xz))

Kritisch fiir Fehlerkontrolle: f("*1)(¢(x))’, da keine verniinftige Fehlerkontrolle moglich. Fiir
Gitterstellen « = xy, ist dieser Term 0:

f(’ﬂ+1)(€) . ﬁ (l’ 71_]6)

[ (k) = pr,(ak) + (n+1) i=0,ik

22



2.2

e Beispiel:

(x —xq) - (x — x2)

e (x —xzq) - (x — 21)

o) = fo- (o — 1) - (T0 — 72) th (1 —x0) + (21 — 72) (z2 — x0) * (22 — 71)
@) = gz fo (B = oy fi0) s o
_ fa=fo
- 2h
Maschinenrealisierung: &; — f; (Fehler e: fix).
Pay = LOLZI@ L gy
fimfo  (i=F)—(fo—fo)  ['(o))
no ' h * 2
—_—
<2f <L-h

fiir h — 0: wachsender Fehler. Es existiert ein hqpe, fir den der Fehler minimal ist.

Numerische Integration

Integral als lineares Funktional

:/abf(a?)dx

mit I : Cla,b] — R. Ndherungsweise J[f] ~ J[p,]. Genauer:

b
] = Jlpall = /(f(fv)*pn(fv))d <O-a)If - plo

(ziemlich grob geschétzt...)
Fiir f ~ p Interpolationspolynom mit den Stiitzstellen x; gibt es zwei Varianten:

1. geschlossene Newton-Cotes-Formeln:
h—
wi=a+i-h i=01n h=-—0
n

2. offene Newton-Cotes-Formeln:

ri=a+i-h i=11)(n—-1) h=

Ansatz:

Dann:

Damit: numerische Integrationsformel:
I(f)’*“zaj'fj a; €R
j=0
Andere Darstellung fiir o; mit t =a+1¢-h, h = b’Ta:

o T — ) _b-a " Ty (= k)
i = /n s R Ny IR R
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e Spezialfille (geschlossene NC-Formeln):

1. n=1: Trapezregel

h h3 y
L(f)= 5 (fo+ f1) E'Hf’ oo
2. n=2: Simpsonregel
h h’
L(f) =3 (fo+4fi+ f2) o 1P loo
3 90
3. n=3: 3/8-Regel
3h 3
Is(f)zg'(f0+3f1+3f2+f3) %'h5'||f(4)||oo
4. n=4: Milne-Regel:
8
Ly(w) = 2 - (Tfo + 32f1 +12f2 + 32f5 + 7f1) o B9 oo
Spezialfille (offene NC-Formel):
1. n=0: MP-Regel:
_ fla+?) R
Io(f) =" - a) o 17
" b b b h3
—a 3a + 3b+a
T — . o e -
(n="5" (1 (252) 1 (39)) e
e Fehlerabschitzung: lokaler Fehler bei NC-Formeln:
_ e T
1@ = me)+ gy O<x o)
Iy —1 = (nt+1) (¢ -
f n(f) n +1 / / U x xk
hn+2 n n
- (n+1)(
S / f (a+h-T1) kl:[O
h n
= |I(f) - I < <"“>oo-/ t—k)dt
L LA Y ,Eo(

e Bemerkungen:

=icp

1. offene NC-Formeln: ungebrauchlich

2. geschlossene NC-Formeln mit n >

8:

— Es treten negative Gewichte auf.

— Fehleraufschaukelung, numerische Instabilitét

— Es gilt:

Also Polynomgrad < 6 sinnvoll.

n

Z\aﬂ — oo(n — 00)

=0
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3. Von diesen Quadraturformeln werden Polynome bis zum Grad n exakt integriert. Fiir

n = 2m: Polynome vom Grad bis (2m+1) werden exakt integriert.

t
U:/
U

Beobachtung: u(0) = u(n) = 0. Damit:

/nf("+1)(a+h~7) : ﬁ(t—k)dt
0

k=0

Sei

(s —k)ds
0

u(t) - f" Y (a+heT)g —

h'/nf(n+2)(a+h'T) -u(t) dt
0

dn . hn+2

EESIR £ o

j|I(f)_]n(f)‘ <
4. Wegen n beschréinkt (< 6) kann nicht h — 0 erzwungen werden.
2.2.1 Summierte Quadraturformeln

e Anwendung der Quadraturformeln auf Teilintervalle
e 1 fixiert fiir gewisse NC-Formel; Unterteilung des Gesamtintervalls in s Teilintervalle

e Damit Anzahl der Stiitzstellen N = n - s mit
b—a 1 b—a

Es gilt:
b 7L rwgipym
[@a=% [ f@ydo
a j=0 Tj.n
Beispiele:

1. Verallgemeinerte Trapez-Formel:
3 1 N—1 1
T —h-| = -
N(f)=h <2fo+ waQfN)
k=1
2. Verallgemeinerte Simpsonregel:

§N(f):%'(f0+4f1+2f2+4f3+-~-+4fN71+fN>

Satz Fiir die verallgemeinerte Trapezregel gilt fiir f € C?:

b
. h—
| f@yde—Tu(n)] < 5% 1 1)
Beweis:
e Es gilt:
[ s 3t -0+ s < b s
- g/ )= 12 >
Aufsummmation:
b | K2 b—a
/ o= 35 + o) < T 21 e
h12 ,
= 22 - alf
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Satz Fiir die verallgemeinerte Simpsonregel gilt:

b—a
180

b
/ @) dr — sn(f)] < 2%t )

Bemerkungen:
1. Generell: Verlust einer Approximationsordnung wegen Summation iiber lokalen Fehler
2. Geschlossene Newton-Cotes-Formeln: Mehrfachzdhlen der Teilrdnder

3. Nichtdquidistante Gitter in Abhéngigkeit von Fehlerschéitzungen sinnvoll: ,, Verfeinerung bei
starkerer Oszillation des Integranden in Teilbereichen

4. Asymptotik der summierten Trapezregel: Sei f € C?"*2[a,b], r € Ny. Dann gilt die asympto-
tische Entwicklung fiir h — 0

Tn(f)=To+Ti-h*+...+ T h* + Ryy1(h)

mit
b
Ty, = /f(z)dx
b—a
T — . 1
=
Rei(h) = O(h?+?)
Dabei:

e nur gerade Potenzen
e iihnelt Taylorentwicklung bei h = 0, aber T (f)[h] existiert nur fiir & > 0

e andere Quadraturformeln besitzen #hnliche Asymptotiken

2.3 GauB-Quadratur

e bisher: Wahl der Stiitzstellen a priori fixiert, Wahl der Gewichte angepasst.

e Jetzt: Wahl der Stiitzstellen und Gewichte simultan derart, dass Polynome bis zum Grad
(2n-1) exakt integriert werden.

e Ansatz: .

In(f) = ZQi - f(xi)

i=1

mit ¢; € R, z; € [a,b] frei wihlbar (2n Parameter).
Satz Es sei I, : Cla,b] — R eine lineare Quadraturformel, fiir die gilt:
(Al <é-flle-(b—a)  ceRy
Ferner sei I(p) = I,,(p) fiir alle p € P,,. Dann existiert ¢ > 0 mit
() = LD < e 1f Voo - (b= )"+

fiir alle f € C"[a, b].

Beweis:
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e Taylor; f € C"*[a,b),

n (J) ) (n+1)
flx) = § (x —a)’ —l—fi(é) Nz — a)n-‘rl
7=0

. CESY]
Sl < Ul g
Linearitéit von I, I,,:
)~ 1(f) = T0)~ 1) + I(pa) — Tulpn) +nlpn) — In(f)
—

~
—~
~
~—
I
N
~
=
IN

|I<f) - I(pn)‘ + |In(f _pn)‘ - In(f)
da

(=P < @ b-a)*2 1)

/ (2) - p(a)| do

Konstruktion der Gaufl-Quadraturformel iiber orthogonale Polynome:

IN

(b= )2

e damit auch GauB-Quadaturformel fiir Integrale mit Gewichten moglich

e Sei g, ..., p, das System der orthogonalen Polynome bzgl. Ls(a,b). Erinnerung: ¢ besitzt
genau k einfache Nullstellen in (a,b) fiir £k = 1(1)n.

e GaufB-Quadraturformel der Ordnung n: Wahl der z; jeweils als Nullstellen von ¢;,.
x;p(x;) =0 i=11)n (1)

Wahl der ¢;:
! b Hk;ﬁl("’v — )

SR e

Satz Die Niaherungsformel
= Z qi - f(;)
i=1
gemif (1),(2) integriert Polynome bis zum Grad (2n-1) exakt.

Beweis:

e Sei p’ ein Polynom vom Héchstgrad (2n-1). Dann gibt es Polynome s, ¢ vom Hochstgrad (n-1)
mit
p(x) =s(x) - n(x) +t(x) € a0
Damit s,t darstellbar als

n—1

s(z) = Y -0i-pilx)
1=0

o) = 3 o)
1=0
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Dann gilt:
b
1) = [ pa)ds
b [n—1 b
- / <Zai.%(a;).<pn(x)> dx—i—/ t(z) dx
a i=0 a

n—1 b

- Zai ‘ (SDhSOn)2+/a t(x)dx

=0 -0

n n
= ZQi = ZQi -p(xi)
i=1 i=1

da
p(xi) = s(x;) - pn(@i) +(2:) = t(zs)
0

Bemerkung;:

e Quadraturformel (ink. Beweis) lidsst sich auf LY (a, b) (bzw. I*) iibertragen (mit modifizierten
Gewichten).

Beispiel:
1. Esseia=—1,b=1und

1 1
=1 = = 2_ - =4+ —
vo(z) p1(r) == pa(z) =2 3($ T1/2 \/g)
Gewichte: ) )
1 pr— — 1z + ==
q1=/ Qﬁdlequ:/ 2\/§d$
-1 7\/5 1 ﬁ
Damit:
@l =1 (-) +1 ()
2 V3 V3
Auf [a,b]:

@l =00 ({57 - s -a) 1 (5 0-0))

2.4 Genauigkeitserh6hung fiir asymptotische Formeln durch Extrapolation

(Richardson-Extrapolation/Extrapolation nach Schrittweite 0)

e Grundsituation: Ein zu ermittelnder Wert T wird in Abh#ngigkeit eines Parameters h > 0
(Diskretisierungsschrittweite) durch eine Niherungsformel 7;(h) approximiert.

Ty(h) =T+ ¢ji-hP + Ro a1 (h)
j=l

mit 0 < p; < ... < py,. Ferner gelte

R41(h
lim 7+1( )

=0
h—0 hPm
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Dann Gewinnung genauerer Formeln wie folgt:

s>0,s#1

m
Ti(h) = T+ chl “hPi + Ryi1(h)
j=l
Ty(sh) = T+ cji-(sh)P + Rui1(sh)

j=l

st - Ty(h) — Ti(sh) T S sP — 8P WP + R h

= Pl — 1 +_Zcﬂ'spz_1' + Rny1(h)

J=l#1

= Tia(h)

mit

; " - (Bt (h) = Bmyi(sh))

Ry (h) =

sPr—1

Vorgehensweise im Prinzip wiederholbar.

e Restgliedverhalten:

lim Bmia(h) - _ i S “Ryy1(h) — Ryya(sh)
h—0+  hPm h—0-+ Pl — 1
_ . Spl Rm+1(h) 3 spm+pl Rm+1(8h) -
T R e L e shypm 0
—0 0

Damit besitzt auch Tj41(h) eine Darstellung (1), jedoch eine asymptotisch genauere.

e Praktisches: Berechnung fiir unterschiedliche Werte h;, dabei sei h;_1 = s- h;, s = 2=

,Halbierung“. Wir setzen

TOJ = To(hz) 1= O(I)k
sPbi
Tia(h) = o (Ti(h) ~ Ti(sh))
_ Ti(h) — Ty(sh)
= T +—_—
Rekursion: T T
Tisri=Tui + ﬁ 1=01)ks=1(1)k
e Beispiele:
1. Sei 1
To(h) = 5 - (fle+h) = f(@)) T = f(2)
Nach Satz von Taylor gilt:
U (@) 1
To(h) =T+ ) —— W +R(h
mit R(h)
fm s =0 m=itl
2. Romberg-Verfahren:
b
T= [ f(x)de
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Approximation mit summierter Trapez-Regel:

xp, = a+k-h kE=0(1)n h:b_angerade
h n—1
To(h) = §'fo+Zf($k>+f($n)
k=0

e Satz Es sei f : [a,b] — R eine mindestens (2m+k)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann
gilt:

b m )
To(h) = [ fla)de+ > ok (£E7(0) = £V (@) 124 02 )

mit B ... Bernoulli-Zahlen. (Euler-McLaurin-Formel).

Beweis:
— Sei
x+h
st = [ pwya
Dann:

B h dg . By, k 2m+2

flz)-h g(mah)—g'% a WD =9(x,h) - h" 4+ O(h )
mit

Nach Definition von g folgt:
k

S0 h) = D@+ h) = 5D (@)

Eingesetzt ergibt:

x+h
f@-h = [ f@d- G e h) - f@) +

NE
gm

2k . (f(2k71)(x + h) . f(2k71)(1,)) . h2k + O(h2m+2)

Beziehungsweise

| >

v - Bak (2k—1) (2k—1) 2k 2m+2
(lath)=fa) = [ 10 d+ Y Z O )~ @) B0
v k=1 ’

Aufsummation iiber Teilintervalle (xy, 2x41). Dann:
T.[f] = To(h)

z+h m
= [ a3 B ) - ) g o
x 1 !

(2k)

e Bemerkungen:
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2.5

— Falls f € C°°, dann ,Reihendarstellung*

o0
By,

k=1

[ (fEU0) = fP Y (0) -

mit | Bog| &~ 2(2k)! - 2772 fiir k — oo.

— Trapezregel: Ergebnis fiir h = hy:

1
hit1 = 3 hy kE=0(1)N

Y Thj1—Th-1,51
47 —1
Thj—1— Th—1,j-1
47 —1

= Thj-1+

1xExtrapolation: Summierte Trapezregel (— Simspon-Regel)
k-fache Extrapolation: ,,neue“ Formeln

— Siehe auch ,Numerische Mathematik* - H.R. Schwarz, Seite 31/

Experimental order of convergence (EOC)

Zur Uberpriifung numerischer Niherungsverfahren (Ty(h) ~ T) auf theoretische Konver-

genzaussagen
|Ti(h) =T| <c-h" p>0

benutzt man in der Regel zunéchst Situtationen, in denen man die exakte Losung kennt (T' €
R bekannt). Um die Konvergenzordnung zu iiberpriifen (in der Beobachtung = numerisches
Experiment) Berechnung von Ty (h1), Tk (h2); Bildung des Fehlerfunktionals

E(h;) =Ti(h;) =T

Experimentelle Konvergenzordnung EOC:

hlE(hl) - IHE(hQ) -

E =
oc Inh; —Inhs

Verallgemeinerung auf komplexere Situationen (Losung einer Differentialgleichung U; Pro-
jektion auf Gitter und Vergleich mit numerischer Losung)

sexperimentelle“ EOC: hy > ... >> hg fiir Uberpriifung T' ~ Ty (ho). Dann:
E(hy) T (h1) — Tk (ho)

o InE(h) —nE(hy)
EoC = Inhy —Inhy

EOC konnen benutzt werden, um Vermutungen iiber Approximations- (Konvergenz-)ordnungen

zu erhalten.
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Numerik linearer Gleichungssysteme

3.1 Direkte Verfahren (Eliminationsverfahren)

e Sei A e R™*™ b e R™: gesucht ist x € R® mit A-x =5

e Gleichungssystem losbar < b € Im (A). Sei das Gleichungssystem losbar, & € R™ Losung,
dann gilt: z € R” Losung < = — & € ker(A).

e Gauflsches Eliminationsverfahren, Beispiele:

1 2 -1 6 1 2 -1 6
Ap=1|1-11 2 -1| = |0 3 1 5
2 0 3 -1 0 -4 5 -13
12 -1 6 1 2 -1 6
—>001§37§19—>01§g
00 ¥ =2 00 1 1
120 5 100 1
-0 10 2| —- (o1 0 2
001 -1 001 -1
und ...
1 2 0 1 o1 1 20101
A|b—001101—>001101
-2 -4 0 -2 0 -2 000010
1 2 1 2 1 3 0011 12
1 20101
L oo 1 101
000011
000000

Basisvariablen: x1, x3, x5, Nicht-Basisvariablen: x5, x4. Damit Losung:

1 -2 -1

0 1 -1
z=[11]1+]1 0 |-s+|] O |-t

0 0 1

1 0 0

Fiir AT erhilt man die Vektoren, die das Bild aufspannen:

1
Im (A) = lin

= -0 O

0
1
2110
1 1

32



e GauB-Algorithmus-Transformation mittels Eliminationsmatrizen

AO cr = bo (AO = A, bo = b)
E1 . Ao T = E1 . b()
=Ai1 = B A bit1=FEi;1-bo

mit geeigneten reguliren (n x n)-Matrizen E;

Elen—i-sloelT

mit
0 i<j
J _ j—1
St = a: .
1 1] . .
= 1>
a’.

(entspricht Gauf-Algorithmus mit Skalierung auf a;; = 1). E; heiflen auch Frobeniusmatri-

zen. Ferner gilt:

T .
75‘7 .eﬂ:O

— Ist Aj_q bereits (j — 1) gestaffelt, dann ist A; = E; - A;j_1 j-gestaffelt.

e Bemerkungen:
— Seien u,v € R™ mit ||ul|,|Jv]| > 0. Dann Rang (u - v?) = 1.

uy - V1 co. Uyt Up

Up V1 ... Up-Un
Sprechweise: E; sind Rangl-Modifikationen.
— Sei uT - v =0, dann gilt:
(E+u-v") (E-u-0vT) = FE
= (E4u-0v")' = (BE—u-vT)
Verallgemeinerung: Lemma von Sherman-Morisson

— Insgesamt: Das Gauf-Eliminationsverfahren ist darstellbar als

A1 = El'AQZEl'A
A2 = E2~A1:E2-E1-A
Ak = Ek'Ak_liEk"'El'A

Bisher stets angenommen, dass aﬁ;l = ( ist.
Lemma Es gilt:
1. E;1:I—5k~ekT
—1_ -1 —1 k i 4T
2. E{"-Ey - E} :[_ijlsj.ej
Beweis:

1. Siehe oben
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2. Beweis per Induktion: ¥ — k + 1

k
-1 -1 -1 i 4T -1
Ef'EVELL = (I—Zsj-ej B
k
I-— Zsj el |- (I— skl ~ek+1T>

0
letzter Term 0, da ¢/ - sF¥1 =0 fiir j = 1,..., k.

Satz Durch das Gaufi-Verfahren (ohne Pivotisierung) sei die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b)
der Dimension (m,n + 1) nach 1 Schritten transformiert zu (A, b) der Form

sy (RS p
an=(g 37
mit a5 #0 firi=1,...,l, Re R § e R*(=D e R g e R,

ai; ... Gy by bis1
0 ay by bin
und S = (4;;) miti=1,...,l j=1+1,...,n. Dann besitzt A den Rang 1 und es gilt:
1. A~z =blosbar & g=0
2. Fiir zg € RY, 2, € R*! folgt mit ¢ = 0:
A-z=b & R-zp+S-zs=p
& rzr=R' (p—5-x,)mit bel. zg € R"!

3. Darstellung des Kerns von A durch

—_— 71.
( RI S) dimker A =n —1

Spezialfall:

e Es sei m = n und A regulir (und keine Pivotisierung erforderlich). Dann
UZZAn_len_l--~E1~A (*)

mit U = (u;;) mit u;; = 0 fiir ¢ > j und w;; # 0 (obere Dreiecksmatrix). Da E7 regulér fiir
j=1,...,n—1ist (*) dquivalent zu

~—_———
=:L

Aus Lemma folgt: L ist reguldre untere Dreiecksmatrix. Damit kann Gauf}-Verfahren ohne
Pivotisierung als LU-Faktorisierung A = L - U von A interpretiert werden.
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Folgerung Losung von A -z = b in zwei einfachen Schritten (im Spezialfall):

A-z=bs L -U-x=bs L-v=bvVU -z=v
—_— ——
1) (2)

wobei

i—1
(l)ﬁvi:bi_zlij'vj j:l,...,m
j=1

(Vorwiértselimination) und

1 n
(2)@1‘1‘:7' Vi — E Ujj + Tj t=n,...,1
Uiq Ny
Jj=i+1

(Riickwirtselimination)

Bemerkung;:

e Realisierung: Die Eliminationsmatrizen E; werden nicht gespeichert, sondern nur die Vekto-
ren s’.

e Pivotisierung: Wichtig fiir die Durchfiihrbarkeit, aber noch wichtiger fiir Reduzierung des
Fehlers, der durch Rundungen entsteht.
prinzipielle Forderung bisher aﬁ;l #£0. Jetzt A1 — A = Sk - Ap_1.
1. Totale Pivotisierung :
max|afj71|:: ’affs_l k<i<m; k<j<m

(Suche nach moglichen Pivotelementen: Wahl des Maximums). Damit im néchsten Schritt
eine k-gestaffelte Matrix entsteht, werden:

(a) Zeilen getauscht: k <> r
(b) Spalten getauscht: k <> s

Realisierung durch Permutationsmatrizen:

0 1
Erq1 O 0 1
Pk,r = 0 Q 0 mit Q = ..
0 0 By .
1 0

Dann: R
A1 =Py A1 P s

Nach Vertauschen iiblicher Eliminationsschritt. Hinweis: Permutationsmatrizen sind ortho-
normal, d.h. P} = I. Damit:

Az=besP-AP-P-2=D-b
A T b

Insgesamt hoher Aufwand.
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2. Spaltenpivotisierung;:
k—1 k-1
max |a; =:la
k§i§m| ik | ’ rk

Nur Zeilentausch notwendig, damit kann an Stelle von Ej die Matrix E) verwendet werden

Ey=Ey Py,

Hinweis: Falls gesamte Restspalte verschwindet, dann weitere Spalten einbeziehen in Pivoti-
sierung. Pivotisierung sichert [|s?]|o < 1.

Satz Das Gauf-Verfahren ist ohne Pivotisierung durchfithrbar, wenn einer der beiden Fille vorliegt:
1. A= AT und A positiv definit
2. A diagonal dominant, d.h.
\aii\>2|aij| firi=1,...,n
J#i
Beispiel:

1. 2-Punkt-Randwertaufgabe

y'(x)=f@)  y0)=y(1)=0 x€l01]

Niherungslosung durch Diskretisierung iiber dquidistante Gitter {z; }}¥., mit z; = i-h, h = +.
Niherung y; =~ y(x;). Diskretisierung von y” durch Differenzapproximation

Y o (yle — ) = 29() + y(o+ 1)

Approximation der Randwertaufgabe durch
Y12~y = h®-fi i=1,...,.N -1
Yo = yn=0

Lineares Gleichungssystem mit der tridiagonalen Matrix A (wenn yo,yny weggelassen). A
symmetrisch und positiv definit.

Bemerkung zur LU-Zerlegung: Ist die Ausgangsmatrix A eine Bandmatrix, d.h. a;; = 0 fiir
li — j| > p, dann gilt fiir die LU-Faktorisierung ohne Pivotisierung /;; = 0 fiir |i — j| > p und
Uy, = 0 fiir |k — 1] > p, d.h. L, U sind Bandmatrizen der gleichen Bandbreite.

Hier gilt p = 1.

1 0 f1 M 0
L=|% U=
Tn—1
0 a, 1 0 Bn
mit
dl C1 0
A=|"
B Cp—1
0 Gnp dp
Dann:
a;

Bj=djvj=cja;=—2=— i =dj — ;-7
6]71
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d.h. = 3n Operationen fiir LU-Zerlegung. Vorwartsrechnung L - v = b:
Ulzbl vj:bj—aj~vj_1 j:2,...,n

d.h. &~ 2n Operationen fiir Vorwértsrechnung. Riickwértsrechnung U - z = v:

1 .
iL’n:ﬁn"Un ij:ﬁ'(’l)j—’}/j_;,_l'vj_;,_l) ]:n—l,...,l
J

d.h. = 3n Operationen fiir Riickwiirtsrechnung. Also insgesamt 8n Operationen (falls LU-
Zerlegung bekannt: 5n Operationen)
Bemerkung:

e Matrixnorm: Sei A € K"*" (auch: Vektor der Dimension n?). Vektornorm aus R méglich.
Aber: Zur Vektornorm zugehorige Matrixnorm, falls:

[A-zlv < [Alla - llzllv

Also:
| Al[ar == min{K >0: [[A-z| < K [z}

Folgerungen:

L [[Enll =1

2. Zeilensummennorm: .
[Alloe =, max > as
=1
Spektralnorm:
HA||2 = )‘mam(AT : A)

Amaz: Maximaler Eigenwert von A7 - A
3.1.1 Problem der Fehlerfortpflanzungen durch Stérungen

1. Storungen der rechten Seite: .
A-xz=b A-z=b

wobei & = x + A, b= b+ Ab. Dann absoluter Fehler:
A-Nx = Nb
Ar = A71.Ab
= [Ax] < AT 20| < JJATH] - [[AY]

Mit
[l = [[A- = < Al - [|]
folgt:
[b]]
lz]] = 77
(Al
Damit relativer Fehler:
122l oy amry gy 152D
[zl 7 ———— [l
:=cond(A)

cond(A) gibt es nur fiir regulidre Matrizen und ist von der Norm abhéngig. [Kondition]
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2. Storungen in der Koeffizientenmatrix: erfaBbar mit Storungslemma.

Lemma Sei S € K"*” mit ||I — S| < 1. Dann ist S regulér und es gilt:

S—l

1S~

38

> (1-9)*
k=0

b
1—|[lI =5
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Beweis:
e Sregulir & (S-2=0=2=0) < Vr#0:5 -2 #0. Es gilt:

1S - ||

1+ (S = DIl = =]l = [(I = 5) - ]
el = I = S - [l

L— [T =S| [l

—_——

>0

v

e Falls die angegebene Darstellung gilt, dann

1S~ = Z(I*S)’“
k=0
< ZII(I—S)'“H
k=0
> 1
< I-SF< e

(Letzter Schritt: geometrische Reihe). Also Reihe konvergent gegen Matrix.

Sy (I-8)F =1—(I-9)"
k=0 haven et
—_——— —0—Matrix
=3 (I=9)F

Begriindung der verwendeten Formel:

n+1 n
i([-S)’f = (I-8)-> (I-9)*
k=1 k=0
n n+1
SN I-9 =N T-95F £ I-8)°—(1-8)"
2 I-(1I-5)- n(I—S)k
Tkzﬂ

Storungen:

mit # =2 + Az, A= A+ AA.
(A+AA)-Dhx=D0A -z
Falls (A + AA)~! existiert, dann absoluter Fehler

Az
= || Az <

(A+ LA AA-
[ (A+ 247 | AA] - ||z
—_———

IN

A-1

Lemma Sei A regulir und [[A~! - AA| < 1. Dann ist A = A + AA reguléir und es gilt:

-1
o A7
A= T A

Beweis:
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e Storungslemma: Wihle S = A~1 - A. Dann

17 =S|l =1 —-A7" |AT"-AAll <1

A=
A+ANA
Also:

1

1
E G —
= 1—||A-1- AA]

Mit A= A- S folgt die Existenz von A~1, A=! = §~1. A~!. Dann

15~

JA < 57 - At = — AT
- 1-— ||A*1 WAVZL|
Folgerung Gilt [|AA] < ﬁ, dann
: 471
A—l S ||
1A = T Ay

3. Allgemeine Storung, falls ||AA| < ﬁ:

1A~

Az <
L—[lA=H] - [AA]

(A0l + [ AA] - [l1)

3.1.2 Cholesky-Zerlegung

e Voraussetzungen: A symmetrisch und A positiv definit. (Gaufl ohne Pivotisierung méglich)

1. Ansatz:
A=L-D-L"

mit D Diagonalmatrix, L untere Dreiecksmatrix mit I;; = 1. Aus LU-Zerlegung:

U=D-L"  d=uy

2. Ansatz: o
A=L-L"
mit L als untere Dreiecksmatrix.
L-D-IT—r1.p3.p3.17T
= L.-Dz.(D)T. LT
—
L
e Vorteil: Speicherplatz
3.1.3 Orthogonalisierungsverfahren

e Ziel: Zerlegung von A:

A=Q" R

mit Q orthonormal (QT = Q~!), R obere Dreiecksmatrix. Damit:
A-z=bsQ-R-x=b
(einfach losbar). Zusitzliche Eigenschaft:
IQ-2llf = Q)" (Q-2)=2"-Q" Q-2

o x = |lalf3

dh. |[A-z—b||3=|R-z— QT -b||3. Ausnutzung bei Fehlerquadratmethode.
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e QR-Zerlegung ist nicht eindeutig.

1. Gram-Schmidt-Orthogonalisierung: Sei A = (a!...a™). Dann

k-1

k_ K j

pr=d"=> rpd
=1

mit

Dann:

liefert QR-Zerlegung mit

Q= (¢"

rin=q¢ cad* (G=1,...k—1)
k
p
Gk =-— T = D"
Tkk
T11 Tin
qn) c Rnxn R =
0 Tnn

falls 7, > 0. Problem: Numerisch instabil.

H,, ist symmetrisch.

Lemma Sei UT - = 1.

(a) HT -H, =1

Householder-Faktorisierung: Householder-Matrizen (zu Vektor u):

H,=1-2-u-u"

(b) Hy,-u=—-u, Hy(a-u) = —a-u)

() ul  v=0=H, =0

d.h. H, realisiert Spiegelung an der Hyperebene u’ - v = 0.

Ziel: a1 = aq:

Hy, = a; = %|a|| -

Wie u; wihlen? Realisierung: a; = vy + wp mit

w1 =

DN =

Dann v! - w; = 0. Wiihle

Damit:

61

- _ 1 _
S(ay £ |agllz-€t) v = 5‘(a13F||a1||2'61)

wi

w2

Uy

Hy, -vi+Hy w1 =v1 —wn

2

Fla - ¢!

Zur Vermeidung von Stellenausléschungen:

| = N

(@1 + [|a]2 - €')

“(ay — a2 - €")

41
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2
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3.2

Im 2. Schritt:

mit as als 2.Spalte der Matrix H,, - A und
Go,p = {a2,4;1 > 2}
d.h. Anwendung auf Teilblock. Analog in weiteren Schritten.

Givens-Rotation:
L;

—t S

Ej
mit s2 +¢2 = 1 um das Element an der Stelle ,—t* in der Matrix zu Null zu machen, d.h.

fiir die Spalte sind (n-1) Givens-Rotationen notwendig, danach. 2. Spalte usw.

Quadratmittelprobleme + Singuldrwertzerlegung

Sei A € R™*™ p e R™ mit (i.a.) m > n. Aufgabe:

1 .
Fz)=5|A 2 =0bl; - min  (LQ)

Satz Das Quadratmittelproblem (LQ) ist stets losbar, dabei gilt: & € R™ lost (LQ) <
AT - A.x = AT . b (NG). Sind die Spalten von A linear unabhingig, dann ist & eindeutig
bestimmt.

Hinweis: (NG) folgt aus notwendiger Bedingung F”(z) = 0.
Beweis:

1. Die Menge
R(A)={yeR™y=A-z,2 € R"}

ist abgeschlossen und konvex. Zu konvex:
Y1,Y2 E R(A) = A-y1 + (L= A) -y2 € R(A) fiir A € (0,1)

Zu abgeschlossen: Sei {y*} C R(A). Dann existiert {zF} C R™ mit y* = A - 2 fiir
i=1,.... Seien 0.B.d.A. nur die ersten p Spalten von A linear unabhiingig. Dann Wahl

von z* so, dass xf =0fiiri=p+1,...,n moglich, d.h. ¥ — m’;.

A= (4, Any) Yt =4y
Damit:

AT -yf = ALA,-a)

II; = (Ag S ~A[7: -k

Mit y, — gy folgt:

xpy = dp (AT - A"t AT

gy = A-Z
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2. (LQ) ist dquivalent zu:

1
—ly — b2 i P
2IIy s — ,uin, (P)

(P) besitzt eine eindeutige Losung § € R(A). Also besitzt (LQ) min. 1 Losung.

e Losung von (NQ) mit QR-Faktorisierung A = @Q - R (denn die direkte Losung von (NG) mit
Cholesky zu ungenau)

1 1
F(z) = §||A'$—b||%=5-(A~x—b)T-(A~x—b)

= (A-z-0T-Q-QT-(A-z—-b)
Q" Az -Q"-0)" (@ A2 -Q" )

(Rox—d)? - (R-z—d)  d:=Q"-b

N =N ==

1 1
= SR w13+ 5B
mit R als obere Dreiecksmatrix. Damit:
1 2
F(z) > S||dof]

Losung aus Ry - &
m >n, Rang A =

= d;. Losung nach Satz aber nicht notwendig eindeutig (eindeutig fiir
n). Hiufig: Minimalnormldsung gesucht (im rangdefiziten Fall), d.h.

ean € LQ(A,b) = {& € R™: || A% — b]| < ||A -z — b]|2Va € R"}
mit |2y < [|z]]2Ve € LQ(A, D)

zp N ist eindeutig bestimmt.
Bezeichnung: zyn = A' - b (AT: Moore-Penrose-Inverse (Pseudoinverse))

Losung von (MN) iiber Regularisierung von (NG) oder Singuldrwertzerlegung.

. Regularisierung
f(z,a)=|b—A-z|2+a-|z|3 — min a>0

Aquivalent zu: (LQ) von A, - 2 = b mit

A A - b
A= (ir) 4=00)
Wegen +/« - I hat die erweiterte Matrix Ay im Fall o > 0 stetig linear unabhéngige Spalten,

also Vollrang.

(LQ) & (NG) : AT

e

Ay oz =(AT A+a-I)-2=A""b

eindeutige Losung;:
r=(AT A4a-I)7t-AT b

und dann « hinreichend klein.
. Singularwertzerlegung
Sei A € R™*™ mit Rang A = r < min{m, n}. Zerlegung

A=U-§-VvT

43

“Numerik” von Karsten Eppler, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2009/10

Vorlesung:



mit U € R™*", V € R™" orthonormal, S € R™*" mit s;; = 0 aufler fiir 1 <7 =75 < r,
oj:=s;; >0fiir j =1,...,r (Singuldrwerte von A). Oft fordert man noch o; > o; fiir j < i.

A=U~S~VT:ZUj~uj-va
j=1

Bestimmung der Singuldrwertzerlegung: Orthonormalitdt von U und V, also

AT A4 = v.sT.5.vT
A-AT = U.s.8T.U"
Bei beliebiger orthonormaler Matrix Q und beliebiger quadratischer Matrix C gilt: Eigenwerte

von C und von Q-C-Q7 sind gleich. Damit Eigenwerte von AT-A € R™" und A-AT € R™*™
sind gleich und genauer O'JQ». Auch:

A-AT.U = U-S- ST

AT AV = Vv.8T.8
Spalten von U sind also jeweils normierte Eigenvektoren von A - A” zu o2, Spalten von V
normierte Eigenvektoren von A7 - A.

Problem: Normierte Eigenvektoren sind nicht eindeutig (£) und auerdem sind U,V nicht
unabhéngig zu wéahlen:
A-Vv=U-S-VI.V=U-8
d.h. . ,
A =054
Also falls v/ und o; bekannt, folgt u/. Ebenso:
AT Uu = v.sT.uT.u=v.s"
AT d = 0j Y
Hinweis: Fiir die Zerlegung von A werden und U und V benétigt, fiir die Darstellung von A
aber nur die ersten r Spalten.
Bemerkung: Falls A quadratisch und regulir, dann (fiir Spektralnorm)
g1
d(A) = —
cond(A) -
Es gilt:
At =v.st.UT
mit s;; = 0 aufler U%_, falls 1 <i=j<r, dh.

AT = Zi'vi'(uiT)

=TyN = AJFJ)ZZUU..

j=1

b i
-V

Begriindung, dass Minimallosung: Sei

n m
a:zg a; v bzg B - w!
i=1 j=1

Dann:
Acw=b = Y (oj-a;-u = f-wl) = Y (8-u)
j=1 j=r+1
:>aj = & .7:17 s T
0j
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restliche Komponenten bisher nicht bestimmt. Mit

n T m
=3 =Y a+ D of
j=1 j=1

J=r+1

folgt a; = 0 fiir j =7+ 1,...,n fiir minimale Norm.

3.3 lterative Verfahren
A-z=b mit A reguldr (1)
e Ersetzen von (1) durch ,,benachbachbarte“ Aufgabe
B-z=(B—A)-xz+b

mit B € R"™™" regulédr, B -z = d ist einfach 16sbar (B~! einfach berechenbar) und ||[B~! -
(B — A)|| ,klein“. Iterative Behandlung der Form

B-a*tt=(B—A) -2k +b

bzw.
k+1 _ p—1 _ Lk -1
T =B (B—A)2"+ B b
=T =

Iterationsverfahren vom Typ:
=T 2k 4 ¢
—_———
O(zk)

mit @ : R™ — R” affin linear.
e Bemerkungen:

1. Einsatz direkter Verfahren: N = ¢ - 10° (¢ < 10) fiir unstrukturierte Matrizen wegen
Aufwand (c- N3 + O(N?)) und Speicheraufwand

2. Tterative Verfahren fiir strukturierte Matrizen: N >> 105, z.B. Wetter auf der Erde
12km - 7 - (6300)2km? ~ 36 - 40.000.000km?>

Iterative Verfahren, weil:

— ein (evtl. 2) Matrix-Vektor-Multiplikation (0(N?)) (fiir schwach besetzte Matrizen
evtl. O(N))

— ein (wenige) Skalarprodukte/Summationen (O(N))
— bei k Tterationen (k << N) insgesamt fiir hinreichend gute Approximation

Bei Matrizen mit spezieller Struktur (symmetrisch, positiv definit, diinn besetzt) beson-
ders effizient (evtl. O(N) ... lineare Komplexitit)

3.3.1 Gesamtschritt- und Einzelschrittverfahren

(Jacobi-Verfahren und Gauss-Seidel-Verfahren)

0 0 0 0 ai12 aiN
ail 0 . . . :
0 aNN : ‘. . 0 : ‘. - aN—1,N
an1i aN,N_l O O O 0
=:D
=L =R
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1. Jacobi-Verfahren (Gesamtschritt-Verfahren)

N
doaj-wn = by j=1)N
k=1
N
= ajj.’E;»nJrl = bj — Z ajk * !EZI (SJ)
k=1,ky
bzw.
D-z™ = b—(L+R)-2™ j=1(1)N
2™ = D' (L+R)-2m+D b
mit
0 2 e gLy
ail ail
a1
Ty=-D'-(L+R)=|
. aAN—-1,N
aAN—-1,N—1
any | GNN-1 0
aNN aN N
2. Gauss-Seidel-Verfahren (Einzelschritt-Verfahren)
Bei Betrachtung von (3J): Zur Berechnung von x}”“ konnen die bereits berechneten Néhe-
rungen a:;”+1,i < j anstelle von " benutzt werden.
1 j—1 N
= bi =Y age-aptt = Y aj-a” j=11)N;m=0,...
73 k=1 k=j+1
Ohne Mehraufwand! Dies entspricht in Matrixschreibweise
(D+L) 2™ = b—R-z™
™ = (D4+L)P-Ra™+(D+L)t b
=:Tgs =:t

Satz Das Iterationsverfahren

P =T 2k ¢ k=0,...

0

ist fiir beliebiges 2 € R™ und beliebiges ¢ € R™ genau dann konvergent, wenn o(7T) < 1 mit

Spektralradius
o(T) = max |A;(T)|
mit \; als Eigenwerte von T. o(T) = ||T ||z, falls T = T7.

Beweis:

e Mit Ubungsaufgabe 34 und Banachschem Fixpunktsatz. Fixpunktgleichung = = ©(x) mit
p:R" - R™,
2 = p(a")

Hilfssatz Sei ¢ kontrahierend, d.h. mit einem ¢ € (0, 1) gilt:

() =)l <6 flz -yl

Dann besitzt = ¢(z) einen eindeutigen Fixpunkt x* € R™ und fiir beliebiges 2° € R™ konvergiert
die durch 2**! = p(2*) erzeugte Folge {2*} gegen z*. Dabei gilt:

2~ < it~ )

L G
- 1-=9

k * 6 k k—1

o~ < ot -2t

Beweis:
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e Sei {z*} erzeugt durch z*+1 = ®(z%).

lz® — 2™ < fla™ = 2" 7 + 2"t = 2" 4 e =™

mit
2+t —a®|| = [ @(z") — @ ("]
< 6ot — ot <6 ol — |
Daraus folgt:
n—1
lz" =™ < 3§ fat =20
j=m
sm o §n
_ 1,0,
ol P

—  0(n,m — o0)
Also {2*} Cauchy-Folge und mit Vollstindigkeit konvergent.
¥ = 2" € R"(k — 00)

Mit Stetigkeit von ® folgt:

[®(z%) — 2"
O(z*) = z*
Eindeutigkeit: Seien z*,x’ Fixpunkte, dann:

o' =] = [|@@) — (")

0 [l — a7

IN

e Abschétzungen: 1,2 folgt aus der Abschéatzung zur Cauchy-Folge mit n — oo und pasender
Wahl von m. Dritte Gleichung gilt wegen

k

|@(z"1) — @(a*)|
g fla*=t = a7
5

. ”xkfl —

1-9

[ — a7

IN

IN

Il

Korollar Sei ® hinreichend glatt (nichtlinear) und ®U)(z*) =0 fiir j = 1,...,p.
lz** = a* | < O fla® — 2Pt
(Nicht anwendbar fiir (affin) lineare Abbildungen, da ¢ (z) = T # 0)

3.3.2 Konvergenzaussagen

Satz Fiir streng diagonalisierbare Matrizen A ist sowohl das Jacobi-Verfahren als auch das Gauf3-
Verfahren durchfiihrbar und konvergent.

Beweis:
e Falls

N
0< Z |aij\<|ajj| Vi=1,...,N
i=1,i#j

Also |ajj;| > 0. Also Verfahren durchfithrbar, weiter || 7|/ < 1, d.h. o(T) < ||T|leo < 1.
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e Behauptung: [|[T¢s|e < 1. Dazu v :=Tgg - w
@Zaijwj:—z:aij'wj 1=1,...,N
j<i §>i
Wir zeigen rekursiv:
o] <o flwllo

wobei )
o= lrg%xn 7|aii| : Z |a¢j| <1
J#i
fir I =1,...,n. Offensichtlich:
lv1| <o - flwll

. Es gelte |vj| < o - ||w]|o fiir I = k. Dann gilt fiir I = k + 1:

Upithbl = = D Ahilg W= Y Akil v
j>k+1 J<k
1
lop1] < ﬁ' Z lak+1,5] | lwll
ktLk+L]
<o

Bemerkung:

1. Eigentlich gezeigt wurde im zweiten Teil:
[Tasllee < 1Tyl <1
schnellere Konvergenz des Gauss-Seidel-Verfahrens ist zu erwarten, vgl. Plato Theorem 10.24

2. Modifikation fiir Jacobi-Verfahren: Jacobi-Verfahren ist konvergent, falls A7 streng diagonal-

dominant, d.h.
N

Z|ajk‘<|akk| k=1,...,N
Jj#k
Dann
[(L+R)- D_1H1 <1

Ty=D"'-(L+R)und (L+R)-D~! sind &hnlich (A ~ B, falls 35 : B=S-A-S71). Also:

o(Ty) = o((L+R)-D7)
= o(Ty) = o(L+R)-D7)
< |(L+R-D <1

3. Esist moglich, dass o(Tas) < 1 (bzw. o(Ty) < 1), aber | Tas|1,2,00 > 1 (bzw. || Ts]l1,2,00 > 1),

d.h. ,géngige“ Matrixnormen lassen die Konvergenz nicht erkennen. Auch moglich: Gauf3-
Seidel-Verfahren konvergent und Jacobi-Verfahren nicht (oder umgekehrt).

Abschwichung der (strengen) Voraussetzungen
e Definition: A heifit (schwach) diagonaldominant, falls gilt:
Z|aij\§|ajj| Zzl,,N
i#]
mit € {1,...,N}:

jau| > laal

il
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e Definition: Graph von A: Jeder Variablen x; wird Knoten p; zugeordnet. Kante (Bogen)
pj = D, falls ein i existiert mit a;; # 0, a;x # 0. A heiBt nicht zerfallend, wenn der Graph
von A zusammenhéngend ist. (Aquivalente Definition: A ist irreduzibel)

e Satz Ist A schwach diagonaldominant und nicht zerfallend, so gilt o(Tgs) < 1 und o(T) <
ITs]|so < 1, also beide Verfahren konvergieren.

e Beispiele:
1. dquidistante Diskretisierung mit finite Differenzen von
—u'(x) = f(x)  uw(0)=u(l)=0
fiihrt aqu-u:fmit u,feR"_l,uizu(i-h) fﬁrizl,...,N—lundh:%.

a; = 2
Gii—1 = Q-1 = —1
a;; = Oftrji—j|>1
A schwachdominant und nicht zerfallend. Also Gauss-Seidel-Verfahren und Jacobi-Verfahren
konvergieren.
2. Sei

—u(2) + c(2) -u(z) = f(x)  c(x) >0
(Reaktions-Diffusions-Gleichung). Randbedingungen u(0) = u(1) = 0. Analoge Diskre-
tisierung wie im Beispiel 1 liefert

Au=f
mit d;; = 24 c(i - h) - h2. A ist streng diagonaldominant.
3. Gleichung:
—Au=f ulp=0
fir Q@ = (0,1)2, T = 9(Q) mit Au = div(grad(u)). Dann Vi,j € {1,...,N — 1}:

_ 2
dujj —wim1,j — Wit1j — Ui j—1 — Uij+1 = h7- [
Upg; = UNj = Ujp = Uiy = 0

System von (N — 1)? Gleichungen fiir u;; ~ u(z;,y;) mit ; =i h, y; = j - h, Struktur

von A:
P —-E 0 0 4 1
-FE P —-E 0 -1
A= o —-E P —-F Pi= 1
-FE P -
0 0 -1 4

A ist schwach diagonaldominant und besitzt Bandstruktur.
4. zu Beispiel 1: Es gilt || Tgs|leo < 1 — 2'7"; Gauss-Seidel-Verfahren liefert

1
ot = 5(%31 fafg+b)  i=1(1)N

Sei v =T - u, dann gilt:

v = i(vi71+ui+1) vo =0
1 1
o] = Slul < Sllufle
1 1 (1
ol = 3rtu) <50 (541) il
1 1 [\
o] = Slvj—1tui) < 5 5) |l
k=0

- (1 - (;)) oo
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Verbesserung durch Spektralnorm

ITesl2=1-O(NT?)
(analog fiir Ty).
ITull ~ 1
S ||+Tﬁ|Ti|| B (- B2 <
=k > 11?((16_};22)) ~h™?|In(e - h?)|

Fiir e = 107*, h = 1072: £ > 10* - |In(1078
vergenz. Entweder Konvergenzverbesserung

)| ~ 1,8 - 10°. Also extrem langsame Kon-
oder generell andere iterative Verfahren.

3.3.3 Konvergenzbeschleunigung durch Relaxationsverfahren

e Idee: Die mittels Gauf3-Seidel-Verfahren berechneten Werte werden als Hilfsgroflen interpre-
tiert und mit den Werten der vorhergehenden Iteration ,,interpoliert*.

e Iterationsvorschrift:

-1
1 j
NG I+1
D = a; bj—zajk-xé =
k=1
acg-l“) w- 20D 4 (1—-w)- xy)
Zusammengefasst:
J—1
ag-al T =we b= ag T -
k=1 k

Matrixschreibweise:

S )

j=1,...,N
k=j+1
we R
Z ajg '$g) + (1 —w) ~x§l) -y
=it

(D+w-L)-2"* =w- b+ (1 -w)-D—w-R)-z®

bzw.

T(w)=D+w-L) ' (1-w)-D—w-R)=(E+w-D™'- L) (1-w)-E—w-D"'-R)

e Satz Es gilt:

o(T(w)) = |w — 1|

fir alle w € R.
Beweis:

H N = det(T(w))

= det(E+w-D - L)™' -det((1-w)-E)—w-D' R)

= (1-w)"

(1—w)"

e Folgerung Das Relaxationsverfahren ist hchstens fiir w € (0,2) konvergent.

e Bemerkungen:
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1. Fiir w > 1: Uberrelaxation, fiir w < 1: Unterrelaxation

2. Ziel: Wahl eines optimalen wy mit

o(T(wp)) = m(glm o(T'(w))

3. Fiir Beispiel 1 aus letztem Abschnitt: Die zugehorige Systemmatrix gehort in die Klasse
von Matrizen fiir die eine optimale Wahl wg bekannt ist.

3.3.4 CG-Verfahren (conjugate gradients)

e Gleichung:
A-x=1b (1)

mit A positiv definit und symmetrisch (A = AT und (Az,z) > v - ||z|]? fiir alle z € R™ mit
~v > 0). A ist selbstadjungiert bzgl. des euklidischen Skalarprodukts, d.h.

Va,y € R : (Az,y)2 = (z, Ay)2

Idee: Zuordnung eines Minimierungsproblems

f() = 3 (Az, ) — (b, )

mit Af(z) = Az — b. Damit:
Af(z) =0« z16st (1)

f ist konvex.

e Definition Das System der Vektoren {p;}*_, heifit A-adjungiert (A-konjugiert), falls gilt:

(AP, p7) # 0
(Ap',p’) = 0 i # j A-orthogonal
e Zwischenbetrachtung: Aufgabe:
f(z) — min
bei z € My,
k .
My={e=2+) a; p;a; R} =[] @ Vi
j=1
mit
Vi, := span{p; }{_,
Dann
1 b , k '
fl@) = B A if-l-zozj-pj , :C—&—ZO@ P’ j+zaj.p3
j=1 j=1
1, 1
= (Az.7) -, Za; (Az = b,p) + SaF - (Ap”,p)
j=1
. (Az — b,p?)
TN T T A )
Definiere

d=b— Az = —A(Z)
(Richtung des steilsten Abstieges). Mit v* = Z?Zl aj - P’ folgt:
1
§(A(§c+b),:f+v)—(b7ﬁc+v) —  min veVy
s (A(z+o") —bv) = 0
e (d-Aakv) = 0 Yv e Vy
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Zwischenbetrachtung: Orthogonalisierung von d**! (bzgl. V = span{dy, ..., d;}). Bestimme
q* € Vi so, dass '
(A +%),¢/) =0  Vj=1,... .k
—_——

—opht1
Annahme:
(Ap"+L bty =0 & prtl=0
s d"t=—¢tevy, = span{pj};?=1
Dann folgt mit
(A v) = (b— Azk — Avk v) = (d¥ — A* v)
= 0YVw eV,

dass d*T! = 0. Also z**! Lésung von (1).

Zur Berechnung von ¢* € Vj: Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren:

k
G =Y Bj-p
j=1

Dann: A
(Ad ) + 3 (B AP ) 20 Vi=1.. ik
j=1
Dann: " ) . )
) @)
J (Apj,pj) Apjvp])
mit
W -
J
L — it
= (@
J
Dann:
1 (dk+1,dj+1 o dj)
Bri = —- Ad i
Oéj ( P ?p])

da (d**1,p?) =0 fiir j = 1,..., k. Damit:
1 (dk+1,dk+1) (dk+17dk+l)
Pk = ap | (ApFpR) T (dFpR)

Zusammenfassung: CG-Verfahren im quadratischen Fall:

Berechne von einem z! € R™ ausgehend mit
pli=d:=b—A- 2!

rekursiv die folgenden Grofen fiir k = 1,. .. solange d¥ # 0:

R A
BT (Apph)
o= b pag o ph
dt = b — A
ﬁk _ (dlc-‘rl7 dk-i-l)
(d¥, p¥)
PPTL = et g
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Satz Nach maximal n Schritten liefert das CG-Verfahren bei exakter Rechnung die Losung
x* von (1) (mit A € R™*™).

Bemerkung;:

1. Falls (numerisch) d™ # 0: Verfahren fortsetzen. Aber: Das konterkariert (wieder) die
Grundidee iterativer Verfahren (k << N).

Satz Fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens (gegen Losung a* von (1)) gilt
die Abschitzung:

k
(A(zFHt —z%), 2" — %) < 2 <m> (A(zt = z*), 2t — 2¥)

< 9 M k.||x1 _x*H?
> \/M-i-\/ﬁ A
N— ————

k

lz* 2%

~
mit
(Az,z) >m-|z]3 M- |z]3 > (Az,2)

Fiir A = AT, positiv definit:
m := min{\; } M = max{\;}

Problem: z.B. fir m =1, M = 10%
)
101

also sehr schlechte Konvergenzgeschwindigkeit.

’y:
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e Bemerkung:
1. Fiir A regulir, A # AT forme um:
AT Az =A" b
Dann AT - A positiv definit, symmetrisch, aber mit ko = cond(4), gilt:

ko — 1
=0 mit ko >> v/ko >> 1
I€0+1

Also schlechte Konvergenzgeschwindigkeit. (Schlechter als oben, dort gilt:

_\/Iio—l
’y_\/lio-%-].

3.3.5 Konvergenzverbesserung durch Vorkonditionierung (PCG)

e Verfahrensidee: B = B” positiv definit mit B~! einfach zu berechnen (B -y = d einfach
losbar), B ~ A. Dann:

Az = b
=B 1. Az = B l.p
— —
—=:A b

Durch B~! - A sollen Eigenwerte zu 1 ,verschoben“ werden: A\; ~ 1. Damit dann bessere
Konvergenzgeschwindigkeit.

o A ist bzgl. (.,.)B selbstadjungiert:

A-z,y)p = (B A-2)7 By

Il
8
SIS
R
Bl
<R
D o
8 w
I
]
8
b
3
<

e Transformation auf Originalaufgabe:

~ (B—l . dk)T . dk
e = ) T . ok
(B~ A-ph)T-p
o = 2R AP
d"t = b— A2
B - (Bfl . dk+1)T P et
ko= (B=1-dF)T . gF
pEHl = BL.getl B pk

e Bemerkungen:

1. A= AT positiv definit, dann a;; > 0 fiir alle i: Diagonalkonditionierer

2. Fiir A # AT: A -z = b nicht unbedingt symmetrisieren. Iteratives Konzept: 2* bestim-
men aus
|4~ 2% —b||3 = min |42 — b3
TEKE

z.B. Krylov-Unterraum-Verfahren:

kp = span{b,A-b,..., AF"1.p}
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4.1

[terationsverfahren zur Losung nichtlinearer
Gleichungssysteme

Seien ¢, F' : R™ — R™ gegeben. Gesucht ist die Losung von F(x) =0 (1) bzw. z = ¢(z) (2).
Sukzessive Behandlung von (1) unter Verwendung von Vereinfachungen x* gegeben,

F(z) = F(a") + F'(ay) - (z — 1)
falls ||o — x| < 9.

Newton-Verfahren zur Nullstellenberechnung:

!

F(a®) + F'(zp) - (x —2) =0
x**+1 als Nullstelle der linearisierten Funktion:
e = gk (F(a) 7t Fay) ke Ny
(=t o(xk))
mit p(x) =z — (F'(x))~ ! F(z).
Eine Folge {z*} heifit Q-linear bzw. Q-iiberlinear gegen z* konvergent, falls
|2+t —2*| < o-lla” —a2*|| ke No

mit p € (0,1) bzw.
|2+ —2* < o 2 —a*] keN

mit g — 0.

Die Folge besitzt die Konvergenzordnung p > 1, falls diese (mindestens) Q-linear gegen z*

konvergiert und zusatzlich
la**t — 2| < O - fla® — 2P

mit C' > 0 erfiillt ist.

Konvergenz von Fixpunktiterationsverfahren

Satz Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und ¢ : X — X kontrahierend, d.h. es gibt
0 € (0,1) mit

d(p(x),0(y)) < ¢-d(z,y)

fiir alle 2,5 € X. Dann konvergiert fiir beliebiges #° € X die durch zFt! = ¢(2*) erzeugte
Folge {z*} gegen einen eindeutigen Fixpunkt z* € X von ¢. Es gelten (sinngem#fl) die bereits
formulierten Abschéitzungen.

Bemerkungen:
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1. Jede abgeschlossene Teilmenge eines linearen normierten vollstdndigen Raumes ist ein vollstandi-

ger metrischer Raum mit d(x,y) := || — y||. Metrik heifit translationsinvariant, falls

bzw. positiv homogen, falls
d(a-z,0-y) = |al - d(z,y)

Dann d(z,0) =: ||z]|.
2. In-sich-Abbildung ist wesentlich:
r=+z 2F=1
Dann fiir M; := [4,00) ¢ kontrahierend, aber fiir M. = [1 + ¢, 00) ist ¢(M.) Z M..

Beispiele:
1. Fir
23422 —cosz =0
definiere
cosT
Ty )
2. Fiir
r-e¥ =1
verschiedene Iterationen moglich:
e ¥ =:¢p(x)
= rta-(@F—1) = ga(a)
. 1
z = z4a@) - (x-e—1) = ps3(x) a(x):fm

wesentliche Unterschiede in der (fiir fixierte Genauigkeit) erforderlichen Zahl der Iterationen.

(lokale) Modifikationen des Banachschen Fixpunktsatzes

Satz Es sei * Fixpunkt von ¢ und es existiert » > 0 mit

Yo,y € Up(z®) : o(z) =)l <oz -yl (2)

mit ¢ € (0,1). Dann konvergiert die Fixpunktiteration fiir beliebige z¢ € U,.(z*) gegen z*.

Beweis:

o Es gilt:
!

— || < o-[la” — 2|
Damit: Fiir 2% € U,.(z*) ist 281 € U,.(z*), also

ka-&-l k+1 | ” 0 *H

-z <o x -

Beispiel:
1. ¢ : R — R sei stetig differenzierbar mit |¢’(x)| < 1. Dann gibt es ein g € (0,1) und r > 0
derart, dass (2) gilt.

Beweis:
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o Mittelwertsatz:
p(x) —p(y) = (&) (z—y)
Mit Stetigkeit von ¢’ folgt: Es existiert » > 0 mit |¢/(§)] < o < 1 fiir alle £ € U,.(z*).
Also

Yo,y € Up(z") : [o(x) — o(y)| < @' (€)] - lz —
Bemerkung;:
e Konvergenz gut, falls |¢'(x*)| klein bzw. falls
| — 2| < ¢! ()] - 2" — o]
mit |’ (&) — 0 fiir k — oo, dann Q-iiberlineare Konvergenz.
2. Im eindimensionalen Fall:

@
A=)

mit f(z*) =0, f'(z*) #0. Dann ¢'(z*) =1—-1=0.

Satz (lokaler Konvergenzsatz) Zu gegebenem x° € R™ sei U,.(2) eine zugehoérige Umgebung (r >
0). Weiter sei ¢ : R® — R” eine Abbildung, die mit monoton wachsenden Funktionen s,d : RT —
R der Abschétzung

le(z) — o)l < (s(lle(z) —z[) + d(llz —yll)) - lz =yl
fiir alle z,y € U,.(2°) geniigt. Gilt zusitzlich
L. 0o = s([lp(z%) — 2°l]) + d([lo(2°) — 2°|]) < 1

2. 2 - llo(a®) —a%| < r

so konvergiert {z*} gegen einen Fixpunkt z* von ¢.

Beweis:
1. ¢ ist stetig, denn nach 1) gilt:
(@) — @)l < (s(lle(@) —2l) +d@2r)) - [ly — 2|
Dann fiir y — z folgt ¢(y) — ¢(x).
2. Wir zeigen nun rekursiv:
e U (20)
|zFtt — k|| < 6|z — 2P ke Ny
Induktionsanfang: k=1. Wegen 2. gilt:

lzt =2 = llp@@®) —2°| < (1 =) -r<r
=z € UJ(2")

“l

Auflerdem:

lz* =2t = flpla!) = o)
< (s(lle(z®) = 2®l) +d(l|2* = 2°l])) - [|la* — 2]
— b o' —a|

Induktionsschritt: Es gelte die Behauptung fiir £k = 1,...,[l. Dann gilt:

1
Iz = 2% < o |l

- 11—
=7 e U (a%)

x -2 <r
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Auflerdem:

272 =2 = e — @ ()|
< (s(@(ah) =2 ) +d(|a"t = 2))) - [l = 2
< ottt =2t

mit |2/t — 2!|| < ||zt — 2°) und Monotonie von s,d. Also {z*} Cauchy-Folge, x) — z*,

* 1 n *
o = o € =g o ¥ < (@ € Ur(a))

Wegen Stetigkeit von ¢ in U,.(20): 2* = ¢(z*).
Bemerkungen:
1. Der Satz gibt mit (iiberpriifbaren) lokalen Informationen auch eine Existenzaussage.

2. Falls ¢ auf U,(2°) Lipschitz-stetig differenzierbar, dann

1
/Oso'<x+t~<x—y>>~<x—y>dt
(Hs@ @i+ [ 2eele-yl dt) o=yl

o(r) — p(y)

IN

= [le(@) — ()|l

4.2 Newton- und Quasi-Newton-Verfahren

F(z*) + F'(z%) - (2" —2F) =0 k e Ny
Anwenden des lokalen Konvergenzsatzes: z — ¢(z):

F(a) + F'(z) - (p(z) —2) =0

und mit y — o(y):

Fiy)+F'(y)-(ply) —y) = 0
= F(z) = F(y) + F'(y) - (p(z) —p(y) = (z —y)) + ...
+(F'(x) = F'(y)) - (p(x) —2) = 0
& (F'(x) = F'(y) - (p(x) —2) + F(y) = F(z) + F'(y) - (x —y) = F'(y)-(p(x) —e(y) (1)

Satz Es sei F auf U, (2°) Lipschitz-stetig differenzierbar und es gelte:
L ||F'(2) - w| = m- ||w| fiir alle 2z € U,(2°), w € R™ mit m > 0
2. 60 =3-L |2l —2% <1
3. [Jat =20 < (1—=6p) - r

Dann ist das Newton-Verfahren (Start: 2°) vollstéindig durchfiihrbar und die erzeugte Folge kon-
vergiert R-quadratisch gegen eine Nullstelle z* von F.

Beweis:
e Aus (1) folgt mit 1.

lo@) = el < - (llet@) = all + 5 lo=ol) o —oll - (2

(Vgl. Beweis lokaler Konvergenzsatz: s = £ d(t) = 5= - t) Also {z*} konvergent: 2% — z*.

2
Wenn z* Fixpunkt von ¢:

F(@") + F'(2") - (p(z") —27) =
= F(z*) =
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Mit # = z*, y = z¥ in (2) folgt:
L
P

also quadratische Konvergenz.

Beispiel:
1. Sei
—22 0
F _ e 71 T2 0 _
(1, 22) (smh(xl)—(l—i—x%) $2> v 0
Dann:
—2y e -1
F’ = !
(w1,22) ( cosh(z1) —(1+3x5)>
o _ (1 ooy (0 —1
= F(z”) = <0) F(x)(1 _1>
Dann:
Fz)+ F'(a°)-d° = 0
do = (L )T
=z = (1,17

Néchste Iteration:

2 (0,620232
~ \0,647297

. (0,7275
= 10,5890

Vereinfachung und Verallgemeinerung der Iterationsvorschrift

Endergebnis:

F(z®) + A - (2 — 2%y =0
mit geeigneten Matrizen Ay fiir k € Np.
1. Modifiziertes Newton-Verfahren:
Ap:=F'(z%)  k=0(1)
mit [ > 1 fixiert. Entsprechend:
A =F'(2Y)  k=1+1(1)2

F’ approximiert mittels finiter Differenzen (— n? partielle Ableitungen). Anzustreben: kon-
sistente Approximierung
lim ||Ax — F'(zF)| =0
k— o0
2. Quasi-Newton-Verfahren:

Wahl von A; derart, dass
Ap - (2% — 2P = F(a®) — F(a* 1) k € Ny (1)
mit Vorgabe von Ag(= F’(2°)). Beziehung (1) heifit Quasi-Newton-Gleichung. Basis fiir (1):

Fi(a) - (o* = k1) = P(a¥) = F(ab ™) + of o — 2*71))
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Spezialfall n=1: Ay = (o)
ap - (8 =2 = f(a¥) = f(aFT)

Q. =

bzw. . -
xr =t
k+1 k _ f(ftk)

T TR — @

(Regula Falsi/Sekantenverfahren). Verallgemeinerung auf R™:

X

Apyr-d'=pt I=k—-n+1,....k (2
falls {d'}1", Basis des R™ ist Ay eindeutig bestimmt.

dk _ l‘k _ xk—l pk _ F(mk) _ F(xk_l)

Besser: ,Rangl-Update® in (1) wird nur fiir Schritt k erfiillt. Ansatz:

A=C+r-sT
Aus (2) (nur fiir [ = k):

p = A-d=C-d+r-sT-d
o, - PzCd (sT-d)#£0,s €R"

Wir wihlen speziell C' = Ag mit

und

Dazu:

Apyr = Ag +

(Broyden-Verfahren) mit geeigneten Vektoren s* (k € Ng) und Ay = F’

Ao =E)
Verfahren:

(a) Vorgabe von Ay, 29,

(b) ( )+Ak d* =0 fiir k € Ny

(c) xF+l =2k 4+ dF
)

F(z*+1). ar

(@) Awer = Ap+ S —

Satz Unter den hinreichenden Bedingungen zur Konvergenz des Newton-Verfahrens konver-
giert die vom Broyden-Verfahren erzeugte Folge {2*} Q-iiberlinear gegen x* (Nullstelle von

F).

Bemerkung:

e Ist F’ symmetrisch (z.B. Minimierungsprobleme), dann ist die symmetrische Variante

des Broyden-Verfahrens zu empfehlen:

F(xk+1) . (F(x’“'l))T
()T - d*

Apq1 = Ay +

60

(2°) (auch moglich:

“Numerik” von Karsten Eppler, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2009/10

Vorlesung:



Zur Globalisierung schneller lokaler Verfahren:

1. Gedémpfte Verfahren (,,z° ¢ U,.(z*)%)
aF Tt =gk 4, - d”

(d* aus F(a*) + Ay, - d* = 0). Klassisch: A\, = 1. Dabei Schrittweite A > 0 geeignet wihlen,
z.B.
[P + Ak - d)]| = min | F(a* + - d¥)]
>

oder A\, € {67,6 € (0,1)} derart, dass
1F(® + X - d) || < [|F ()]

evtl. Zusatzbedingung, z.B. Goldstein Armijo

Bemerkungen:

e Newton-Richtung ist Anstiegsrichtung fiir

() = ||F ()3

da
¢ (x)d = (F'(x)d)" - F(x) + F(2)" - F'(z) - d

Mit F'(x,)d, = —f(x):
¢'()dn = =2 F(2)|3

2. Einbettungsprinzip: F(z) =0

Familie von Problemen
H:R"xR—=R":H(z,t) =0 t€10,1]
mit H(z,1) = F(x) und es existiert & : H(Z,0) = 0. Berechnung (fur alle ¢ € [0, 1])
H(z(t),t) =0 — z*

Vorgabe (Konstruktion) von Parameterfolge {t}, Behandlung von H(z,t;) = 0. ,Warm-

start“:
29(ty) = z(ty_1)
Beispiele:
(a) Hz,t)=(1—1t) - (z—2) +t- F(z)
(b) H(z,t) = F(x) = (1 —1) - F(Z)
(¢c) Hz,t) =(1—-1t)-G(z) +t- F(z) mit G(Z) =0 und G(z) = F(x)
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5.1

Matrixeigenwertproblem

Charakterisierung von Eigenwerten und Eigenvektoren

Sei A € R™*" vorgegeben. Gesucht: \; € C,z% € C,
Azt = Noat
p(A) = det(A—X-E) p(A;) =0
Numerisch unbrauchbar wegen Komplexitéit und numerischer Instabilitét.
Bemerkung: Links-Eigenvektoren
)" A= (w)"

(=y' Eigenvektoren von AT). Links- (und Rechts)-Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigen-
werten sind zueinander orthogonal. (s. Bemerkung)

Nach Hauptsatz der Algebra existieren (entsprechend der Vielfachheit) n Eigenwerte. Zu
mehrfachen Eigenwerten (algebraische Vielfachheit) miissen nicht entsprechend viele linear
unabhiingige Eigenvektoren (geometrische Vielfachheit) existieren. Beispiel:

310
A = 0 3 1
0 0 3
1 T
)\1/2/3 = 3 T = (1 0 0)

Somit zwei weitere Hauptvektoren:

(A=X-E)!tl.z=0

oder

(A=X-E)-z?=2!
dann

(A=X-E)-2% =22
USW.

Satz Eigenwertschranken von Gershgorin: Sei A Eigenwert von A und z der zugehérige Eigenvektor.

Dann gilt:
A= aii] < lajl
J#i
wobei i der Index ist mit
i = max |z

Beweis:
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e Esgilt: A-Z = \-Z. Damit:

n
daix; o= Ao
Jj=1
:>|/\—an'|"$i‘ < Z|aij|"$j|
J#i

=N —au| < D ayl
[ez

wegen |z;| # 0 (Z # 0).
Extremalcharakterisierung von Eigenwerten im symmetrischen Fall:
o Sei A= AT F(z):=a7 - A- . Aufgabenstellung:

F(z) — thiill (1)

Nach Weierstraf existiert Losung von (1) (:= z!). Nebenbedingung:
glw) = 1— |2l
Lagrange-Multiplikatoren-Regel: Es existiert \; € R mit
grad F(z') 4+ \; - grad g(z') = 0

(Kuhn-Tucker-Bedingung) mit
grad F(z') = 24 - 2!

folgt:
Azt =) 2t

A1 ist kleinster Eigenwert.

e Seien \q,..., A bestimmt. Aufgabe:

F(z) = min undVj=1,....k:a27 27 =0

llzll=1
Karush-Kun-Tucker-Bedingung: Es existieren p1, ..., fg, Agr1 mit
k
A-.’L’k+1 _ )\k:+1 '.’L‘k+1 +Z:U/j ol
j=1
k
=z cspan{z!,.. . 2"} 2T | A 2P - N 2P +Z,uj - a?
j=1
Auflerdem:
k
0 = (@)T - [A-2M -\, 1-xk+1+2u x’
j=1
= AN ({EZ)T . xk+1 _ )\k+1 . (xl)T . karl - HleQ
0 0

=w = 0

mit [ € {1,...,k}. Also A\p41 Eigenwert von A.
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Lemma Es seien A, B symmetrische Matrizen und A\; < Ao < ... < A\, und py < ... < p, die
(geordneten) Eigenwerte der Matrizen A bzw. A+B. Dann gilt:

1Aj = 15 < [I1Bll2
Bemerkung:
1. Im unsymmetrischen Fall ist diese Aussage nicht giiltig.

2. Zum Beweis zu Linkseigenvektoren: Sei A € C"*", A* = AT adjungierte Matrix. Es gilt:
\; Eigenwert von A (2% zugehoriger Eigenvektor) < \; Eigenwert von A* (y' zugehoriger
Eigenvektor). Dann gilt:

g lyt (i #))

Beweis:
o Es gilt:
(yjanZ) = (A* 'yjaxi)
5\1 . (ijxi) = S‘j : (yjaxi)
= Oy A)- (.a)

Y, x’)

(

(

Falls A € R"*": yJ Linkseigenvektor < 3/ ist Eigenvektor zu AT = A*. Damit:
Yl Lt (ReA; # Re\,;)

falls Aj, = Ai:

yil J_.Til yig J_.Ti2

5.2 von Misesche Vektoriteration (Potenzmethode)

e A habe ein vollstiindiges Eigenvektor-System (A ist diagonalisierbar durch Ahnlichkeitstrans-
formation) und besitze einen dominanten Eigenwert, d.h. [A,| > [Ap—1] > ... > |A1]. Dann
Potenzmethode (Vektoriteration):

— Wahl eines Startvektors N
yozz:ci-vi (cn #0)
i=1

— Iteration:
gk‘-‘rl — A . yk
ychrl = - gk+l (1)
mit
1 d 1
ap = ———— oder ap = ————
A - y*|| [A -y

Satz Fir die durch (1) erzeugte Iteration gilt:

Ay
lim [ ]33 J =
k—o0 Y

fiir alle 1 mit v* # 0. Und:

Beweis:
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e Sei {v7}7_; das (orthonormale) Eigenvektorsystem.

n
o= D e
=1

n
= A0 = ch-)\j-vj

k—1 n
=gk = Hal- E cj-)\;?-v]
1=0 j=1

k—1
= /\fL~Hal- Cp - 0" —|—Z< ) cjv?
1=0 \ ,

<1

Damit:

Weiter gilt:

k1 .
Ay )\713+1_(c Lo Y (ﬁ) -cj-v3>

Fiir den Rayleigh-Quotienten gilt:
k—1 nolo gy N 2kt
R V1 YR XS i
1=0
k—1 n—1 s 2k
oot = (To) (45 ()2

1=0 j=1
(A ) L+ 3000 (%)%+1 ' (*)2
y( v ky = A : 5 3
e s () (2)
- A

Die Konvergenz beim Rayleigh-Quotienten ist beschleunigt: Mit ¢ := \i—ﬂ| fir c¢; #0

1 + qk+l

15 g =1 (k — o0)
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VS.

1+q2k+1
T -1 (k — o0)
Es gilt:
1+qk+1 A
1-———— = (11—
T g -(1-q)
1_ﬂ = & (1-9
1+ g%

beide lineare Konvergenz, aber Faktor ¢2 statt q.
Bemerkungen:

1. Zunéchst mittels Rayleigh-Quotienten A, bestimmen und (2) fiir die Rekonstruktion des
zugehorigen Eigenvektors v™ benutzen. Falls kein vollstdndiges Orthonormalsystem existiert,
ist die Geschwindigkeitssteigerung nicht in gleicher Weise zu erwarten.

2. Es existieren Modifikationen fiir

(a) mehrfache Eigenwerte A,
(b) fir A, = —=X; (1 £ n)
(c) fiir \, = \; (i # n)

5.2.1 Inverse Vektoriteration

e Sei A reguliir (\; # 0 fiir alle i). Anwenden der Vektoriteration auf A=1,
Ax=\z & z=\-A"12z
& Nlaog=A"112
um betragsméBig kleinsten Eigenwert von A zu ermitteln.
e Rekursionsvorschrift:

A- gk-{-l _ yk
S = a g

hierbei Konvergenzbeschleunigung durch Spektralverschiebung moglich. Fiir 0 < |A;| <
o] < ... < Al
B = (A= pi-I)- "+ =y

Damit |%| < |:\\—j|, also schnellere Konvergenz. Sei A\¥ eine Niherung fiir den Eigenwert. Dann
J
Aom A =B
= Brr1 = B+ A}
fiir Update von (.
Bemerkungen:

1. Bei lokal guter Startndherung Sy ist (im Prinzip) jeder (einfache) Eigenvektor durch eine
inverse Approximation rekonstruierbar (Verfahren von Wielandt), aber aufwendigr als Po-
tenzmethode.

2. Asymptotische Singularitit von (A— B -I) ist numerisch unproblematisch, da y* € (A— Sy -I)
ebenfalls , asymptotisch®.
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3. Moglichkeit zur Gewinnung weiterer Eigenwerte (fiir A = A”) durch Iteration in orthogonalen

Unterraum:
gk-‘rl — A . yk‘

mit (y°,z') = 0, dann Reorthogonalisierung von §**! mittels Gram-Schmidt-Verfahren
yk+1 = qy - (gk-‘rl + o - :171)
dabei Wahl von oy, so, dass (y**1,z1) = 0.

e<jftlel >+ <atat >0, = 0
< ghtat >

Ok = —
<zl zl >

5.3 Symmetrische Eigenwertprobleme

e Sei A = AT, In allen Verfahren: Systematische Anwendung von (sukzessiven) Ahnlichkeit-
stransformationen mit orthogonalen Matrizen Q:

A1 =QF - A Qg
mit Ao = A.
e Fiir A= AT: Alle Eigenwerte reell, A diagonalisierbar.

5.3.1 Jacobi-Verfahren

e Wahl in 1) derart, dass
lim ||Ak - DkH =0
k—o0
mit Dy = diag (af;), also af; — 0 fiir i # j.

e Bezeichnung:
n

S(A):= > a}=|A-DA)%
ij=1,i#j

mit D(A) = diag (a;;).

e Satz Seien \; > ... > )\, die Eigenwerte von A (der Gréfle nach geordnet) und die Haupt-
diagonalelemente a;, j, > ... > aj, ;. seien ebenfalls der GréBe nach geordnet. Dann gilt:

@550 = Al <V S(A)

fir alle r € {1,...,n}.

Beweis:
— Storlemma fiir Eigenwerte bei symmetrischen Matrizen
i — Aj| < [|Bll2

mit \; Eigenwerte von A, u,; Eigenwerte von A+B. Anwendung mit B := D(4) — A
(damit A+ B = D(A)):

IN

|4 = D(A)ll2
A= D(A)|[r = /S(A)

aj, i, — Arl

N

fir re {1,...,n}.
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e Bemerkung: Es gilt auch

n

> (@4 = M) < A= D(A)|3

r=1

(Folgerung aus Satz von Wielandt/Hoffmann)

e Die Realisierung der @), im Jacobi-Verfahren erfolgt mit Givens-Rotationsmatrizen:

El—l,m—l
Sk tk
1
Qr =
1
7tk Sk
Elfl,mfl
2 2 _
mit sy +1; = 1.
k k
qu = 9mm = Sk
k k
AQm = —Am = tk
Es gilt:
QF-Qr=1
e Die Wirkung von @y im Algorithmus:
0 0 =z O
r r x T T
App1=4+10 =z 0 = O (0 : Matrix)
r r r x T
0z 0 =z O
mit
aflﬂ = si-afl + 2sk - 1; ~afm+ti -afjlm
affnﬁ = ti-aﬁ+25k'tk~afm+si'afnm
k+1 k+1 k k 2 2 k
azrj; = amJ? =tk 8k (A — ag) + (g — 1) - appy,
k+1 k1 _ k k
aj = a; =58k - a5+l a5y,
E+1  _ k+1 _ k k
@, = Oy = —tg - aj + Sk Wy,
fiir j ¢ {l,m}. Ansonsten a?jﬂ = af;.
e Lemma
1. Es gilt:

QT - A-Qllr = l|Allr
fiir alle A € R™*"™ @ € R™*"™ orthogonal.

2. Es gilt:
S(Ag+1) = S(A4k) — 2 ((G’fm)2 - (agc;lrl)2)

Ohne Beweis, z.B. siehe Plato

e Folgerung Wahl von sg, t; derart, dass

k+1 _ k+1 __
Al = Ay 0

(Dann maximale Verringerung von S(A).)
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e Satz

1+c 1—c
Sk = tr = sgn(a
mit X .
c= an — Gmm
(@ = k) + ()2
(A symmetrisch, also afj = afi)

e Satz Beim klassischen Jacobi-Verfahren

AQ = A
A = Q- Ap-Qy
mit Wahl von 1;m aus
|aj,| = max |aj]
1,5 (i#£5)
gilt
lim S(Ak) =0
k— oo
Beweis:

— Wegen |a§j| <|af | fiir alle i # j gilt:

S(Ax) =) (af;)? <N - (N =1) - (afy,)*

i#j
Damit
S(Akr1) = S(Ar) —2(af;,)?
2
< -
< (1-Fg) s
=:q<1
Bemerkungen:

1. Aufwandbetrachtung: Bei Vorgabe einer Genauigkeit 1 > 0 sind m Schritte notwendig mit

ey

n
m > —

T ()

N2 .1n (S(A)>
n

Fiir vorgegebene Genauigkeit 7 > 0: ¢ - n? Schritte notwendig.

2. Aufwand in jedem Schritt: 4n Multiplikationen, 2n Additionen und O(1) Wurzeln und Divi-

sionen. Aufwand also zuniichst O(n), jedoch n(=1) yergleichsoperationen zur Bestimmung

2
von l;m . Insgesamt:
c-3-(n*+0(n%)
als Gesamtaufwand fiir das Verfahren.
3. Beim Abbruch nach kg Schritten,
Apoy1 = diag {1, ..., \n}

Das Produkt Q) --- Qj bildet eine Ndherung fiir die Eigenvektoren zu Ay, ..., \,. Bekannt:
Fiir A = AT existiert Q orthogonal mit D = Q7 - A - Q mit Q = (v'...v").

A1 =QF, QT 4-Q1- Qi
~Q
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5.3.2 ,,Zyklisches" Jacobi-Verfahren

e Definition: ,Multischritt*
Api1=SE - A-S,

mit
n

1
Sm =
p=1

n
IT <
pg
q=p+1
m

pg’

e Aufwand fiir einen Multischritt: O(n?). In der Regel nach m = O(1) Schritten S(A,,) ,hin-
reichend® klein.

Eintrége sp;,t,, werden aus A,, berechnet.

e Satz Falls alle Eigenwerte von A = AT € R™*" einfach sind, so gilt

S(An)?

<
S(Am+1) — 5

mit
0= i A —
A in A)I u
5.3.3 QR-Algorithmus

e Bekannt: Anwendung von Householder-Transformationen zur Berechnung der QR-Zerlegung
einer Matrix A, A=Q - R, mit Q = Hy--- H,_1, R obere Dreiecksmatrix.

H, = I-2u-u”
T
0
Hl'A = . ~
A
0
z 0 ... O
am = (05"

Zur Erzeugung einer Tridiagonal-Matrix ist eine Modifikation notwendig, damit die Struktur
der Spalten nicht wieder zerstort wird.

(I—2u-ul)-A-(I-2u-u")=A-2u-(Au)" —2(Aw)" - u+4u-u” - (u’ - A )
Deshalb im Unterschied zur QR-Faktorisierung:

— Wahl von u = H:ﬁ—u

— 1. Schritt: L
0 5 (@+lal-e)  a>0
w = (zb) mit w = 1
5 (@—lalj2-e') a1 <0
dabei
a1
_ (011> s _ .
a=| - a = :
a :
an1
Dann
z x 0 0
[ R T
Hi-A-H =02
: A
0 «x

70

“Numerik” von Karsten Eppler, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2009/10

Vorlesung:



Lemma Eine symmetrische Matrix kann stets durch (n-2) Householder-Transformationen
auf Tridiagonalgestalt gebracht werden. Aufwand:

8 1
Lemma Zu gegebenen Zahlen aq,...,a, und bs,..., b, gelten fiir die charakteristischen
Polynome py(u) := det(J, — g - I) die folgenden Rekursionsformeln fiir alle u € R:

po(p) = 1
np) = a—p
() = (ax —p) - pe—1(p) — bj - pr—2(p)

Daraus ergeben sich die Rekursionsformeln fiir die Ableitung;:
o= -1
p() = —proa(p) + (ak — 1) - Pl (1) = 7 - ez (p)
Damit: Newton-Verfahren zur Eigenwertberechnung moglich. (Eigenwerte sind Nullstellen
von pi (1))

Modifikation dieses QR-Algorithmus fiir allgemeine Matrizen: Falls A # AT erzeugt Al-
gorithmus Hessenberg-Matrix. Fiir Hessenberg-Matrizen analoge Rekurstionsformeln wie in

Lemma. Aufwand:
)
—n° - 1 +ol| —
3 n

5.3.4 QR-Algorithmus fiir symmetrische Matrizen

Sei A = AT mit Eigenwerten |A;| > |A2| > ... > |\,| > 0.

Algorithmus:
Al = A
A, = Qp- Ry
= Ak+1 = Rk . Qk

Bemerkung: In jedem Schritt vollstdndige QR-Zerlegung notwendig.

Satz Unter den obigen Voraussetzungen gilt: Der Algorithmus erzeugt Ay, fiir die gilt:

o) [ A
Vj>ia; 0(}\

J

k
)%O(k%oo)

d.h. speziell
lim Q=1 lim Ry =D = diag{A1,..., \n}
k—o00 k— 00

Bemerkungen:

1. Fiir Tridiagonalmatrizen gilt kubische KOnvergenz (QR-Zerlegung effektiv). = House-
holdertransformationen und QR-~Algorithmus kombinieren.
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Numerische Verfahren fiir Anfangswertaufgaben

6.1 Aufgabenstellung
e gegeben: f:Rx R™ = R™, z5 € R, y* € R™
e gesucht: Losung von
flay)  ylao) =y"
Sua) = o+ [ fealsds
o

<
Il

e Existenz und Eundeutigkeit von Losungen: Satz von Picard-Lindel6f. Es sei f auf R x R™
stetig und geniige bzgl. des zweiten Arguments einer Lipschitz-Bedingung, d.h. es existiert
L > 0, sodass

1f (2, u) = fla,0)[| < L flu— ol

fiir alle w,v € R™. Dann besitzt das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung fiir alle
x > xo (globale Existenz). Diese hingt stetig von den Anfangswerten ab: Sei y(x) Losung
von ' = f(x,y), y(zo) = y°, sei § eine Losung von § = f(x,7), J(wo) = §°. Dann gilt:

ly(z) = g@)|| < 2Pl g0 — 50|
Beweisskizze:

1. Wegen Integralidentitiit und Lipschitz-Eigenschaft: Es existiert § = §(y") > 0, sodass
auf [zg, o + d] die Abbildung

2e) =o'+ | " f(s.p(s)) ds

kontraktiv (in C[zg,xo + d]) ist, also existiert ein Fixpunkt.

2. Das dynamische System besitzt die FluBeigenschaft (bereits bei f stetig). Sei vy eine
Losung des Anfangwertproblems,

vy (z) = y° + /x f(s,v1(s))ds x € [zg,z0 + 0]

v9 LOsung von

x

112(13):111(170+5)+/ f(s,va(s))ds x € [xo + 0,0 + 20 + 01]
o+

Dann ist
vy () x € [z, o + ]
v(z) =
va() x € [xo+ 0,0 + § + 1]

Losung auf dem gesamten Intervall.
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3. Mit globaler Lipschitz-Eigenschaft gilt: Es existiert § > 0, sodass §(y°) > dq fiir alle
y® € R™, also globale Existenz.

4. Nachweis von 2. Aussage mit Gronwell-Lemma
e Beispiele:

1. Anfangswertproblem:
v =2Vlyl=0  y(0)=0

Mogliche Losungen:

also keine eindeutige Losung.

2. Anfangswertproblem:
Losung:

(globale Existenz und Eindeutigkeit)

3. Anfangswertproblem
y =%y  y(0)=y">0
Fiir + mit Trennung der Variablen:

dy

1
—— = x+c
Y
N 1 1
= — C=——
Y T+c 30
1
=y(x) = 1i_ .
0

also globale Existenz.
e Bemerkungen:

1. Anfangswertproblem
v = fi(z) - fa(y)

Trennung der Variablen:

dy dx

L) ) file)

Im Allgemeinen nicht explizit ausfithrbar

2. Anfangswertproblem
y'+a-y +b-y=f(z)

Umwandlung in System von Differentialgleichungen 1. Ordnung (siehe Analysis):

PR
ya) \f—a-yp2—b-y

Fiir Numerik: Nur Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung relevant.
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e Im weiteren vorausgesetzt: eindeutige Lésung des Anfangwertproblems existiert. (Es gelte die
globale Lipschitz-Bedingung fiir ) Numerische Loésung: Approximation der stetigen Losung
y fir « € [a,b] auf einem Gitter A = {a = z¢ < ... <z, = b}, h; = ;11 — 2; (dquidistant
gewiihlt: h = 2=2) gegeben bzw. konstruiert. Dabei ist (im wesentlichen) die Integralgleichung

—a
n

Ausgangspunkt. Fiir alle ¢ = 0(1)(n — 1):

y(z) = y(z;) + / f(s,y(s))ds
Ersetzen des Integrals durch numerische Approximation. Mittelwertsatz:
Y(@iv1) = y(@:) +h- f(&,y(&))

mit & € (x4, Tiv1).

1. explizites Euler-Verfahren:
Yir1 = Yi + h f(zi, i)

2. implizites Euler-Verfahren:
Yit1 = Yi + b f(@iv1, Yit1)
bzw.

g (f@iyi) + f(@ig1, Y1)

Andere Interpretation mittels Differenzenquotienten:

Yi+l = Yi +

ZT; — iz
y,(xi)% y( +1h y( )

e Konvergenzuntersuchung auf festem Intervall [a,b]. Dazu seien

— y;: Wert der Ndherungslosung in z;
— yn = (Yo, -, Yn) € R™*(+1) Vektor der Niherungslosungen

— r(y) = (y(20), . .., y(x,)) € R™*(+1) Einschrinkung der (unbekannten) Losung y auf
das Gitter A

Frage: Was bedeutet hier Konvergenz? Zwei mogliche Wege:
1. yn — @n(zx), z.B. durch Interpolation

2. Geeigneter: diskrete Konvergenz

lyn — 7h(Y)lloo := max [ly; — y(x;)[loo,2,1 — 0 (h — 0)
0<i<n

Konvergenzordnung p:
lyn = rh(W)lloe < c- AP

e Bemerkungen:

1. Bestimmung der diskreten Losung erfolgt im Verfahren b) und c) iiber die (sukzessi-
ve) Losung von n nichtlinearen Gleichungssystemen der Dimmension m, also implizites
Verfahren. In a) ,triviales® Gleichungssystem.

Konvergenzuntersuchung des expliziten Euler-Verfahrens:

e Zur Vereinfachung: Es gelte

1f(2,u) = f(z0) [ <6 (Ju— ol + |z - z])
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e Es gilt:

Y(rs1) = ylze) +h- &, y(E)) &k € (Th, Tpy1)
Y1 = Yk +h- f(or, )
= y@rs1) —vkrr 7 y@e) =y +he (s y(&r) — flary)

Sei ek == ||yr — y(xg)]||. Damit:

et < ewth 0 (ly(&e) — vell + 16k — k)
< erthe 6 (8 — zil + 1y (&) — y(@e)ll + ly(zr) — yrll)
< ept+h-0-(h+er+y (m) (& —xr))
—— ——
<e <h
< e+h-d-(h+ex+h-o)
Also gilt:
ery1 S a-ep+
mit gg = 0,
a=(1+d-h) B=h*(§+0-6)=:c-h?
Es folgt:
k—1 k
. a® —1
o< Yol B=tr s
7=0
eéhk_l
< —— .5 1) - 2
< 0 (er )k
S S VRV
Folgerung:

— <.
Joax flyn —yla)ll < - h
also Konvergenzordnung 1

e Damit konvergiert die mit dem expliziten Verfahren erzeugte Nédherung fiir h — 0 gegen die
Losung y(x) mit der diskreten Konvergenzordnung 1.

6.2 Explizite Einschrittverfahren

e Verallgemeinerung des expliziten Euler-Verfahrens in der Form

Yier = Yi +h - (x5, 9, h) (1)

Dabei sei {z;}I¥, ein vorgegebenes fquidistantes Gitter fiir das Intervall [a,b],

b—a
T a+1 N
e Formale Interpretation als Gleichungssystem: Fiir wy = (ug,...,un) € R™*(N+1) yund
F},(uyp,) definiert durch
s — U
Fipa(un) = % —¥(@i,ui, h)
Fo(up) == wo—yo
Damit ist (1) dquivalent zu Fp,(up) = 0. Wir setzen
1 ()| = max |FiCun)|

(0]
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und betrachten Fy,(rp,(y)), d.h.

Finn(y) = PEEDZVED iy

Fo(ra(y)) = (o) — 3o =0

e Definition: Ein explizites Einschrittverfahren heifit konsistent, falls
i [E () = 0
bzw. konsistent mit Ordnung p, falls
[En(rn(m)ll < - hP
mit ¢ > 0,p > 0.

e Frage: Ist Konsistenz fiir Konvergenz hinreichend? Im Allgemeinen nicht, es ist zusétzlich
Stabilitéit notwendig.

e Definition: Ein Einzelschrittverfahren heifit stabil, falls ein § > 0 existiert mit
[un = vn|l <& [[Fn(un) — Fi(va)||
fiir alle uy,, v, € RM*V+1),
e Satz Ist (1) konsistent und stabil, dann konvergiert y;, gegen r,(y) diskret, d.h.

I —rh(®)llo =
Jim lyn —rr(y)ll 0

Beweis:
— Es gilt: (1) < Fj(yp) = 0. Damit:

lyn =@ < 0 [1Fn(yn) — Fu(ra(y))ll
= 0-[[Fn(rn(@) = 0(h = 0+)

e Lemma Die Verfahrensfunktion geniige einer Lipschitz-Bedingung der Form
[¥(z,u—h) = P(@,0,h)[ < L-[lu—u

fiir alle z € [a,b], u,v € R™. Dann ist das Verfahren (1) stabil.

Beweis analog zur Konvergenzuntersuchung fiir das Euler-Verfahren

Modifziertes Eulerverfahren

h h
Yirr=yi+h-f (””” Vit 2'f($i7yi))

e Untersuchung der Konsistenzordnung mittels Taylorentwicklung:

Py = Yew)-ul) (m NS f(xi,y»)

h 2 2
h
= @)+ gh o @) — (Flooy(e) + 5 - (Falon ) +
+fy iy y(@0) - fziyy(20)) +o(h?)
y ist Lésung von y' = f(z,y), also y’ = f, + f, - f. Damit:
Fi(y) = 0+ o(h?)

Die fiir Stabilitéit notwendige Lipschitz-Bedingung fiir die Verfahrensfunktion ¢ des (expli-
ziten) Einschrittverfahrens kann aus der Lipschitz-Bedingung fiir die rechte Seite des An-
fangwertproblems gewonnen werden, die fiir die Existenz (und Eindeutigkeit) der Losung
bendétigt wurde.

e Also: Das modifizierte Euler-Verfahren konvergiert mit der Ordnung h? und ist explizit.
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Runge-Kutta-Verfahren

o klassisches Runge-Kutta-Verfahren: Berechne in jedem Schritt:

ky = fzi,y:)
h h
ky = f<$¢+27yi+2‘k1>
h h
ks = f($i+2>y¢+2k2>
ky = f(zi+h,y+h-k3)

und setze h
Yir1 = Yi + 6 . (k?1 + 2ko + 2k3 + /€4)

e Aussage: Das klassische Runge-Kutta-Verfahren ist explizit und besitzt die Konvergenzord-
nung 4 (bei hinreichender Glattheit von f).
e Beispiel:

1. Anfangswertproblem:
y'=y y0)=1
Ein Schritt Runge-Kutta-Verfahren.

kh =1
h
kr o= 145
ks = 1+g+h£
ky = 1+h+%2+%3
=y = 1+Z~(1+2-<1+Z)+2-<1+Z+}f)+1+h+h22+}f>
2 h3 h4
= lth+ o +=+5;
= ih’:eh+o(h5)
k=0

e Verallgemeinerung des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens: Allgemeines Runge-Kutta-Verfahren
der Stufe s € N, s > 2. Butcher-Feld:
c A
bt

Yirr =vi+h- Y b f(xi+ e k)

Jj=1

Iterationsvorschrift:

mit den ,,Zwischenwerten*
Ky :yi+h'zalj'f($i+cj'hakj)
j=1
firli=1,...,s.

1. modifiziertes Euler-Verfahren (s = 2)

0 0 0
2 2 0
0 1

7
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2. Runge-Kutta-Verfahren, klasisch (s = 4)

= ol—ol= O
o= O O O
wi= Ok O O
W= O O O
w=O O O O

o Klassifikation:

1. explizites Runge-Kutta-Verfahren: ¥l > j : a;; = 0
2. semiimplizites Runge-Kutta-Verfahren: VI > j : a;; =0
3. implizites Runge-Kutta-Verfahren: 31y > jo : ai, j, # 0

e Bemerkung:

1. Existieren asymptotische Entwicklungen (genauere Charakterisierungen der Konsistenz-
abschitzung), so kann das Prinzip der Richardson-Extrapolation zur Verbesserung der
Néherung eingesetzt werden. Speziell fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren gilt bei
hinreichender Glattheit eine Darstellung der folgenden Art:

yn(x) = y(x) + (co(x) + e1(x)) - b*
fiir x € {ZL‘Z}ZI\;((? ) Hierbei sind cp, c1 stetige Funktionen mit
leoll <c  fleall < ex () = (= 0)
Dann folgt aus Richardson-Prinzip:

16yx — yn(z)
-~ — 2
(@) = — 3
ist bessere Abschéitzung.
Konvergenz von expliziten Einschrittverfahren

e Betrachtung auf nichtiquidistanten Gitter A = {a =z¢ < ... <z, = b}, hy = Tj41 — 2; =
Aa:i

e Vorschrift:
Yk+1 = Y+ h-P(xr, yi)

Bei Einsetzen der Losung y(x) der Anfangswertaufgabe in die Vorschrift gilt mit lokalen
Konsistenzfehler 7y, := r(hy),

Y(@ry1) = ylor) + he - o(@g, y(ze)) + ra(he)
Y(@et1) —Ykr1 = y(@r) = yk + he - ((zr, y(@n)) — V(@k, yi)) + 7alhe)

Mit Lipschitz-Bedingung fiir 1:

[9(u,v) = P(u,2)|| < L - flv— 2|
folgt fiir e := [ly(zx) — yrll:

ept1 <e-(1+hg-L)+rp(hg)

Sei h := max{h;} (Durchmesser der Zerlegung). Ferner gelte ||, (hg)| < a~hZ+1 und min hy >

o - h mit o > 0 fixiert (Eigenschaft des Gitters).

ep1 <ep-(1+h-L)+a- kP
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Mit g9 = 0 erhélt man

k—1
ee < > (1+h-LY ot
j=0
(1+h-L)* -1 L
< X " - hPT
= a+n- L) -1 “
hkL
—1
< ¢ 7 -a-hP
Mit .
1 1 b—a
hok<Z=.(c-h- Z.
<—(ochk) < - thg -
j=1
folgt
|
gkgiL ca-h? - 0(h —0)

e Im Prinzip analog: Analyse impliziter Einschrittverfahren
Ykt1 = Yk + hi - (ks Yk, Thot 1, Yrt1)
(besonders bzgl. Konsistenz, Stabilitét, Konvergenz)
e Im Allgemeinen besitzen implizite Verfahren bessere Stabilitéitseigenschaften.

e Zusitzlich erforderlich: Analyse der Losung der nichtlinearen Gleichungssysteme (in jedem
Schritt), z.B. Fixpunktverfahren, besser Newton-Verfahren
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Prinzip der linearen Mehrschrittverfahren (LMSV)

e Mittels Informationen an 1 Stiitzstellen (xg—;.yx—1), .., (Trx—1,Yk—1) = (2, yx) l-Schritteverfahren

(Adams-Moulton, Adams-Bashford).
e  Extrapolation“ einer Interpolierenden auf [zy_;, xg]. Fiir | = 2:
T
Yk = Yr—1 +/ pi—1,k(z) dx
Thp—1
fiir { = 2 lineare Interpolation:

Tp—1— X T — Tg—2
pi—1k(z) = 1T “fro—2 + 7 fr—1

Tk (1 —x T — Tp
Ye—1 +/ (Icsz—z + % : fk—l) dx
Tk—1

Yk

B h (a1 —2)\° Lk h (2—2p o)\ Tk
= Y15 <h ) 2| A5 T ) e
Tr—1 Tk—1
h 3h
= yk—1*§'fk—2+?'fk—1

Allgemeiner Verfahrensklasse der Mehrschrittverfahren

e Ein l-Schrittverfahren zur niherungsweisen Losung der Anfangswertaufgabe ¢y = f(x,y),
y(zo) = y° besitzt auf einem #quidistanten Gitter die Form

l

D yhry = he @k Yks - Tkt Yrtt)
=0

fir k=0,...,N — [ mit den Startwerten yg,...,y;—1
e explizites Mehrschrittverfahren: ¢ héngt nicht von xg;, yx4; ab

e lineares explizites Mehrschrittverfahren: Die Verfahrensfunktion ¢ ist in der Form
-1
olx,uy, ..., u) = Zﬁj -fle+h-j,uy)
j=1

Fiir das gegebene Beispiel (1=2):

1 3
ap=0  a=-1 ax=1 512—5 5225

Anfangswerte: Berechnung mittels Einschrittverfahren (z.B. Runge-Kutta-Verfahren)

e Definition: Ein Einschrittverfahren heifft nullstabil, falls fiir das erzeugende Polynom (vom
Grad 1)
p&) =&+ . +aeP

die Dahlquistsche Wurzelbedingung gilt:

P& =0=[f <1

und aus |£] = 1 folgt, dass £ einfache Nullstelle ist. Im obigen Beispiel:
£-t=—¢-(1-9)

e Satz Ein lineares Mehrschrittverfahren ist konvergent, falls es konsistent und nullstabil ist
(und die Verfahrensfunktion einer Lipschitz-Bedingung geniigt).
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Prinzip der ,kontinuierlichen Approximation*

yn ()

yn ()

e Bestimmung der Werte ¢;

oder least-squares, ...
e Beispiel:

1. Anfangswertproblem:
Ansatz:

least-squares:

I
] =

¢j - pj(x)
1

<.
Il

I
M=

N
cjp(x) = f IaZCj ~pj(z)
j=1

<.
Il
—

durch Kollakation

N
yn(i) = f | 2,> ¢ ()
j=1

. 3 (1-h)?2—1
2 (1-h)3-1
h h? bt
= 1 — J— - h5
+5+ 5 g o)
yn(x) = 14c-h
h? K3
= 1+h+?+€+0(h4)
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Diskretisierung von Randwertaufgaben

7.1 Randwertaufgaben fiir gewShnliche DGL 2. Ordnung

e lineare Randwertaufgabe 2. Ordnung [a,b] C R,

(Lu)(@) = az(@) -u" + ar (@) - ' + ap(@) -u L f()

mit f(z), ao(z), a1(x), az2(z) € Cla, b], az(x) # 0. Randwert-Bedingungen:
s (o) oo ()= ()

e Separierte Randbedingung:

mit C, D € R?*2,

_ (o a2 (0 0
C‘(O(J D‘@1@>

mit af + a3 > 0, 82 + 32 > 0. Fiir n; = 12 = 0: homogene Randbedingungen. Spezialfille:

1. a3 = p1 =1, ag = B2 = 0: Dircihlet-Bedingung
2. a3 = 1 =0, ag = B2 = 1: Neuman-Bedingung
3. allgemein: Robin-Randbedingung

e Eine Anfangswertaufgabe besitzt (generisch) eine eindeutige Losung (Lipschitz-Bedingung),
eine Randwertaufgabe nicht.

e Beispiele:

1. Anfangswertproblem:

y'+y = 0
y(x) = c¢1-cosx+cy-sinx
Drei Félle:
() 9(0) = y(3) = 1
=c = 1 c=1
y(r) = cosz+sinzx
(eindeutige Losung)
(b) y(0) = y(m) = 1:
=c = 1 cp=-1

unlosbar
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7.2

7.3

(c) y(0) =y(2m) = 1: X

co beliebig, unendlich viele Losungen

e Satz (Fredholsche Alternative) Entweder besitzt das Randwertproblem Lu = f, Ru = 7

genau eine klasische Losung auf [a,b] fiir jedes f € C[a,b] und jedes n € R? oder das homogene
Randwertproblem Lu = 0, Ru = 0 besitzt nichttriviale Lésungen u # 0 (analog zu Matrizen),

ker(L, R) := {u; Lu = 0, Ru = 0}
ker(L,R) ist ein linearer Unterraum

Modellaufgabe
=y (@) = fy, @),y (x))  yla) =y(b) =0

(Semilineares Randwertproblem mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen) Greensche Funk-
tion:

G(z,t) ==

1 (b—x)-(t—a) a<t<z<b
b—a | (b—t) - (x—a) a<z<t<d

Dann:

b
y(z) = / Gl t) - F(ty(0),y/ () dt

Das ist eine Fredholmsche Integralgleichung, analog fiir Systeme.

Differenzenverfahren
V@) = oo () —y(e )
V@) = o (e b~ 29(@) + yla — B)

Aquidistantes Gitter: z; =a+i-h,h = Z’_Ta. Einsetzen liefert:

Yir1 — Yi—1
2h

—Yic1+ 2y —yiyr = WP f <$z‘7yi7
yo = yn=0

(,tridiagonales® (nichtlineares) Gleichungssystem)

Aussage: Sei f hinreichend glatt und (1) besitze eine (isolierte) Losung. Dann folgt fiir hin-
reichend kleines h > 0 die Existenz einer Losung y, von dem obigen Gleichungssystem mit

Iy = y(aa)ll < - h?

firi=20,...,]N.
SchieBverfahren

Zuordnung eines Anfangwertproblems zu (1)

y =
U/("E) = f(.’l?,y(.ﬁ), v(z )
y(0) = 0 v(a) =s

mit s als freien Parameter. Sei y(z, s), v(z, s) Losung fiir fixiertes s € R.
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e Lemma Ist y(.,s) eine Losung von (1) < y(b,s) =0
e Numerische Losung: Diskretisierung mittels Anfangswertaufgaben-Loser (N fixiert, Gitter
vorgegeben)
s = yn(s)

mit yn : R — R nichtlineare Abbildung = Newton-Verfahren vorgegeben (evtl. Regula-Falsi)
zur Bestimmung von yy(s) = 0, z.B. mit Euler-Verfahren (explizit)

Yir1(s) = wi(s) +h-vi(s)
vip1(s) = wils) +h- f(@,yi(s),vi(s))
yo(s) = 0 vo(s) = s
Differentiation nach s: f = (fz, fy, fo)
Yiri(s) = wils) +vi(s)
viga(s) = vi(s) + - (fy(@,y,0) - yi + folz,y,0) - v))
y'(©0) = 0  wvls)=1

Newton-Iteration:
’\—1
Sky1 =Sk — (V)" - on(Sk)

7.4 Sturm-Liouvillsche Randwert- und Eigenwertprobleme

e Betrachten lineare Randwertaufgabe 2. Ordnung, Lu = f, Ru =17
e Definition:
1. Ist Lu in der Form
Lu=—(p(z) ) +q(x) u=—p-u' —p u+qu
gegeben mit p(x) > 0, g(z) > 0, so wird Lu = f,

ar - u(a) + az - u'(a) m
Bru(b) + B2/ (b) = n
Sturm-Liouvillsche Randwertaufgabe genannt.

2. Das zugeordnete Eigenwertproblem hat die Form Lu = X - u, Ru = 0 (A € C). Falls fiir
ein A € R die Randwertaufgabe eine nichttriviale Losung @(z) # 0 besitzt, so wird A
Eigenwert, @ die zugehorige Eigenfunktion genannt.

e Bemerkung: Das Randwertproblem

—ag(x) - u" +a1(z) v = (—ay - u) + (a1 + agp) -

ist von Liouvillscher Form < ay = —aj
e Beispiel:
—u"=Xu u(0) =u(N) =0
1. A=0:
u” 0
=u = c1+c-T
Anfangswertbedingungen:

w0) = ¢ =0
u(m) = Tt =0
=c = =0

Also X kein Eigenwert
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2. A<O0:

u(z) =¢q - eV Co - e~V

Anfangswertbedingungen:

c1+cp = 0
c1 - VA +cy - e VAT
]. 1 Cl
o (e ) () = 0
Sep = =0
Also X kein Eigenwert
3. A>0:
w(z) = ¢; -sin VAL + ¢g - cos VA -

Anfangswertbedingungen:

= A\,

— =0
= cl-sinﬁwé()
= n2

Also A\, = n? Eigenwerte des Sturm-Liouvilleschen Operators, abzihlbar unendlich viele

Eigenwerte. Es gilt:

(sinnyz,sinnox)(0,00) = 0

,Einbettung” des Eigenwertproblems in Ls: D(L) C Ly. Definiere

C2la,b] := {u € C*a,b] : u(a) = u(b) = 0}

e Satz Es gilt:

1. Fiir alle uy,us € C¢la, b):

(Lula UQ)L2 = (ula LUQ)L2

2. Es existiert ¢ > 0, sodass fiir alle u € C3[a, b]:

(Lu,u)r, > e ([lullg, + w/I1Z,)

3. Der Operator (L/R) besitzt abzidhlbar unendlich viele Eigenwerte A; mit 0 < Ay < ... —
oo. Die zugehorige Folge {u, }22; der Eigenfunktionen bildet eine Orthonormalbasis fiir

Lyla,b], d.h.

Lola,b] = span{u, }22

und (w;,u;)r, = 0 fur ¢ # j.
Beweis:

1. Es gilt:

b
(Luy,uz)p, = /((—pw’l)’Jrq'M)'U?dx

b

= (—p-u’l)-u2|g—|—/ peuy - uy+q-ug - ugde
—_—

a
0

b

= (—p-ué)-uﬂg—i—/ peuycub+q-ug - ugde
—_—

a
0

b
= /((_P‘“;)I+Q'U2)'U1d$:(UlyL'U2)L2
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2. Mit p(z) > po > 0 folgt:

b b
/((—p-u')+q~U)~udf” = /(p-U’2+q'u2)d$

b
> Bt + B [ w@ra )
Mit
b
/ u(z)? dz < (b —a) - max |u(z)|?
= (b= a)lu(zo)
&< (b—a)-(wo—a)- [y u(x) da
< (b—a)?-|lu'llZ,
folgt:

() = e (lullz, + 1'IIZ,)
Grundidee des Galerkin-Verfahrens
e Gesucht ist die Losung des (linearen) Randwertproblems
Lu=f u(a) =u(b) =0 (1)
dabei sei L in Sturm-Liouville-Form gegeben.

e Differenzenverfahren: 2fache Kollokation, diskrete Approximierung der Losung auf Gitter,
diskrete Approximierung von (1) auf Gitter. (Erfordert klassische Losung)

o zweifache Relaxation beim Galerkin-Verfahren: Vorgabe 2er Basen (,, Ansatzfunktionen“) des
LQI

Lo

L
Ly = span{p;}22, " = span{y; }32,
endlich dimensionale Ansatzriaume:
VN = span{goj};v:l
Wn span{t;

Ansatz: uy € Vy, d.h.
N
un =Y ¢
i=1

Die Projektion des Defektes Lu — f von (1) in Wy soll verschwinden (Testfunktionen) d.h.

(Luy = fibj)e, = 0
N
(o)) -
zle
@Zci-(L'%ij) = (f,¢y)
1=0

also lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von ¢;, A := ((Ly;,1;))
e Bemerkungen:

1. Mit Teil 1) im Beweis des Satzes
b
(Lgi, ¥;) =/ (p- -V +q-@i-;)de

Also A symmetrisch (im Prinzip)
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2. Ritz-Galerkin-Verfahren: Viy = Wy

3. ,Ideal* wire Viy = span{u;}Y, mit u; als Eigenfunktionen von Lu; = A - u;, dann

fi = (fi,ui)r, und damit A = diag(\;). Dann

i
Ai

UN U

Die Eigenwerte/-funktionen sind jedoch nur in Spezialfillen bekannt, Methode der fini-
ten Elemente. Ansatzfunktionen:

1

-~ (x—z5)  x€lrj1,74]
pi(@) =9 4
~o(zj—2) we [z, 2j41]

Speziell fiir p=q=1:

N-1
uy = ¢ ()
i=1
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