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Einfithrung

In vielen Anwendungen: partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung. Beispiele:
(i). Poisson-Gleichung: —Awu = f (stationére Gleichung, d.h. unabhéngig von t)
i). Warmeleitungsgleichung: u; — Au = f (instationédre Gleichung)

(iii). Schwingungsgleichung (Wellengleichung): uy — Au = f
)

. Black-Scholes-Gleichung (— Finanzderivate):

1
‘/,5+§O'252‘/55+(T_(5)5Vg—7”‘/:0

(v). Stromungsmechanik: inkompressible Strémungen (Navier-Stokes-Gleichung)

u+u-Vu+Vp—v-Au=f
dive =0

wobei u Geschwindigkeitsvektor, p Druck (nichtlineare Gleichung)

Vorlesung ‘ Skript

Cr) | ()

Vv V'’ (Dualraum)

hk diam K (Durchmesser)

Tabelle 1: abweichende Notationen



Schwache Losungen partieller
Differentialgleichungen

Wozu schwache Formulierung partieller Differentialgleichungen? ,Klassische“ Losungen partieller
Differentialgleichungen: Betrachte —Au = f in Q C R" offen, u = ¢ auf 9Q mit ¢, f stetig
(Randwertaufgabe). Suche u € C?(2) N C(2). Stellt man keine weiteren Bedingungen an Q, kann
man die Existenz klassischer Lésungen nicht beweisen.

Beispiel Au =0, ulsga = ¢, Q erfiillt ,barrier property®, dann folgt die Existenz der klassischen
Losung (hinreichend fiir ,barrier property* ist z.B. Q strikt konvex).

Beispiel
' +cu=f u(0) =u(l) =0 (*)

Multipliziere mit v (mit v(0) = v(1) = 0) und fol, dann

1 1 1
7/ 'LL”"U‘F/ C‘U"U:/f"l)
0 0 0
¢ Tnt 1 1 1
art, In
part, —[u’-vhlﬁ—/ u"v/—l—/ c~u-v=/f-v
— 0 0 0

0

u heilt schwache (verallgemeinerte) Losung von (x), falls die letzte Gleichung fiir alle v mit v(1) =
v(0) = 0 gilt.

Aus welchen Raum muss man w, v wihlen? Die schwache Ableitung von u muss quadratisch
integrierbar sein! Neuen Ableitungsbegriff...

Definition Sei @ C R™ und p € [1, c0).

LP(Q) := {f:Q—HR;fmb,/ |f|p<oo}
Q

Il = ( [ |f|P)’l’

LP(Q) = {f 1 — R; fmb,esssup f < oo}

Norm:

Fiir p = oc:

Mit diesen Normen ist (LP, || - ||ze) fiir p € [1, 00] Banachraum, fiir p = 2 Hilbertraum mit Skalar-

produkt (f1, f2) == [q f1 - fo.

Bemerkung In Pri-Hilbertrdumen gilt

| (fr, )1 < ANl
(Cauchy-Schwarz-Ungleichung)



Sei u € C1(Q), v € C=(Q). Dann gilt mittels partieller Integration:

ou / , / v
— v = u-v-cos{n,e) — | u-— 1.1
o 0z; o0 < > o O (1)

mit n Normaleneinheitsvektor bzgl. 9Q und e! der i-te Einheitsvektor. Speziell fiir v € C2°(£):

ou -U——/u- ov
Qal'z N Q axl

Definition Sei v : © — R messbar. Ist w : Q — R messbar und gilt

/'LUU**/U av
Q o Ox

heifit w schwache Ableitung von w nach x;.

(v e CZ(9)

Beispiel Sei Q:= (0,1) und a € (0,1),

2) e fi(x) z€(0,a)
f): {fg(.’li) z € (a,l1)

mit f1, fo € CH(Q). Ist f schwach differenzierbar?

Beweis: Sei v € C2°(0,1), dann
1 a 1
/0f~v:/0 fl-v+/a foev
a 1
=%MPﬁwwww+Aﬁw%/f?v
1
=Uﬂ@—h@%d®+llwv

fiir w := f1-1(0,0)+f2-1(a,1)- Alsoist f schwach differenzierbar genau dann, wenn fi(a) = fa(a). O

Bemerkung Analog definiert man schwache Ableitungen hoherer Ordnung, dazu Multiindexschreib-
weise

5o (C)|a\ | | n
U= ——F—F—=U ol = E (0]
ox{t - Oxp” "

j=1

fiir o € Nj.

Definition  (i). Sei u :  — R™ messbar.w : @ — R™ messbar heifit verallgemeinerte Ableitung
zum Multiindex «, falls

/Qw-vz(—n\al-/ﬂu-a% (v e C2(Q)

(ii). Sobolevraum:
HY Q) :={ue L?(Q);Vj=1,...,n:0jue L’}

mh:(4w+4wwﬁé

(u,v), = (u,v)—i—(Vu,Vv):/Uov+2/8ju~8jv
Q e

mit Norm

und Skalarprodukt
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Bemerkung  (i). H'(Q) ist ein Hilbertraum.

(ii). Allgemeiner:
Wi(Q) :={u € LP(Q); Vo € Nfj, |o| < £:0%u € LP(Q)}

mit Norm

=

Jullws = / S Jorup

la|<e
fir p € [1,00], £ € N. Fiir p = 2 : W§ =: H'. W/(Q) sind Banachréiume, fiir p = 2
Hilbertraume (Satz 4.4, PDE I).
Beispiel Sei 2 C R” offen und beschrinkt. Gegeben sei C'!(£)). Mégliche Normen:

(1). ||v|| := supg |v| + maxg |Vv|. Ist Banachraum, aber kein Hilbertraum.

(ii). [Jv]|? := [, v* + [,(Vv)?. Ist Pré-Hilbertraum, aber nicht vollstéindig. Vervollstindigung ist
HY(Q).

Bemerkung Alternativer Zugang zu Sobolev-Riumen (Neyers, Serrin, 1964): Fiir 1 < p < oo ist
00 7 . . 0 . . . . . . 7 .
C>(2) N W;(2) dicht in W;(Q2). Wichtig z.B. fiir Beweis von Ungleichungen in W), es geniigt

diese fiir Funktionen aus C(€2) N W/ (Q) zu zeigen.

Beispiel (Schwache Formulierung einer Randwertaufgabe (Neumann-Bedingung)) Sei ¢ € L*>®(Q), f €
L*(9Q)

ou

o
on | yq

—Au+c-u=f

wobei n Normaleneinheitsvektor. Multipliziere mit Testfunktion v und Integration gibt:

—/Au-v+/c-u-vz/f-v
p:'i‘—/man v+/Vu Ver/cuvf/fv

Gesucht ist also H'((2), sodass

/Vu Vv—f—/cuv-/fv (v e HY(Q))

Eigenschaften von H!():
e n=1:Q=(0,1), dann gilt wegen (a-1+b-1)? < 2(a® + b*) und Jensen-Ungleichung:

Bestimme fol dy:
v*(z) < 20|} (1.2)
Also ist jede H'-Funktion beschréinkt. Weiterhin:
(@) —v(y)l < Vo —y- vl

Fiir v € H' approximiere durch C'*°-Funktionen - aus obiger Gleichung folgt, dass diese
gleichgradig stetig sind und somit folgt die Stetigkeit von v (Satz von Arzela-Ascoli).

“Numerik partieller Differentialgleichungen” von Hans-Gérg Roos, Technische Universitdt Dresden, Wintersemester 2012/13

Vorlesung:



Bemerkung Man kann zeigen: v € H' < v absolutstetig

e 1 > 2: H'-Funktionen sind nicht notwendigerweise beschrinkt.

Beispiel n = 2,  := B(0,1)\{0} und u(z,y) := Inln \/% Dann ist u offenbar nicht
@2ty
beschriinkt, aber es gilt u € H(Q).

/ui—kuiz/(uf—krz- ui)-r
Q Q

wegen

(Die 2 ist als Faktor in u fundamental fiir die Existenz des Integrals!)

Beispiel n = 3, Q := B(0,1)\{0}, u(z,y,2) = r~® mit r :== /22 + 32 +22, 0 < a < 3.

Dann
/(u,ﬁ)2 :c'/rfzo‘72~7’2 :c'/rfza < 00
Q Q Q

Bemerkung Fiir n > 2, u € H': Werte in Punkten existieren nicht notwendigerweise (Aqui—
valenzklassen!). Konsequenz: normale Interpolierende von H!-Funktionen gibt es nicht.

1.1 Beispiel (Dirichletsche Randwertaufgabe)

~Au=f ulo = ¢
Oft geniigt es eine Funktion up zu finden mit uglgn = . Setze dann u := ug + v wobei v die
Randwertaufgabe

—Au=gyg ulog =0

(homogene Dirichlet-Bedingung) 16st. Problem: Besitzt eine H'-Funktion ,Randwerte“? Ja. Damit
dann auch schwache Formulierung des Problems moglich.

Definition
¥4

W o(Q) == Co(@)"” HE(Q) = Wi o(Q)

Beispiel (Spuren von H'-Funktionen, Spezialfall)  Rechteck, hier speziell Q := [0, 1] x[0, 1], v € C1(Q)
mit

0
v(z,0) = v(z,y) +/ vy(z,t)dt

Analog zu (1.2):

v?(x,0) < c- <v2(x,y) + /01 v2(x,t) dt)

= /01 v*(x,0)dz < c- <|v||g Jr//Q vi(x,y) d(xay)>

<e-Joll

Allgemeineres Spurlemma gilt nur fiir Gebiete mit ,,gutartigen“ Réndern.
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Wir setzen im folgenden generell voraus: € beschriankt, offen, zu-

sammenhangend. Weiterhin besitze () einen Lipschitz-Rand, d.h. v x
Ve € 003U € U, : 02 N U ist Graph einer Lipschitz-stetigen
Funktion.

1.2 Lemma (Spurlemma)

Sei 2 C R” ein beschranktes Gebiet mit Lipschitz-Rand. Dann ist die Abbildung C 1(Q)HWZ}(Q) —
LP(09), f — f|oq linear und beschrénkt, d.h. es existiert ¢ > 0 mit

[ullr < e [lullwi o (ue CH )N, ()

Beweis: Ohne Beweis. (Literatur: Braess: Finite Elemente) O
1.3 Folgerung
Es existiert eine Abbildung ~ : W) (Q) — LP(99), sodass
I (@llsony < ¢ lulwy — (ue W)
mit y(u) = ulaq fiir u e C*(Q2) NW, (). y(u) heiBt Spur (“Randwert*) von u.
Beweis: Folgt aus Satz von Hahn-Banach. O

Bemerkung Ist jede L?-Funktion auf dem Rand Spur einer H'-Funktion? Nein.

Definition Die Menge aller L2-Funktionen auf 01, die Randwerte von einer H'-Funktion sind,
heiBt Hz (09).

Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 1.1)  (i). Homogen:
—Au=f ulon =0
Schwache Formulierung: Finde u € Hg (£2) mit
Yo € HY(Q) : (Vu, V) = (f,v)
(ii). Allgemein:
—Au=f ulon = ¢
mit o € Hz(8Q).
Bemerkung Notation: H~1(Q) := H}(Q)'. Bekannt: H () ist Banachraum.

Beispiel (Fortsetzung) Sinnvoll ist z.B. die Aufgabe

(Vu, Vo) =g(v) (v € Hy(Q))
fir g € H-1(Q).
1.4 Satz (Friedrichs'sche Ungleichung, 1D)

Sei 2 = (0, 1). Dann gilt:

30>0:Vv6H&(Q):/02§c~/v’2
Q Q
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Beweis: Es gilt v(z) = [ v/(t) dt wegen v(0) = 0. Damit folgt

1
A(r) < / o ()% dt
0
1 1
:>/ v2(m)dx§/ V()2 dt O
0 0
1.5 Satz (Friedrichs'sche Ungleichung)

Q) C R" sei enthalten in einem Wiirfel der Kantenldnge ¢. Dann gilt:
%
Vo e HY(Q) : ollo < £- (/ (W)Q)

Q

Beweis: Analog zum eindimensionalen Fall. O

1.6 Folgerung
Fiir v € H1() sei

|«)|1:=||an0::</ka>2)é

(HY(2),]-]1) ist ein normierter Raum. Die Norm ist dquivalent zur H'-Norm.

Beweis: Es gilt:

MM=Aﬁ+Aww%ww%wﬁ

Zu zeigen: Es existieren c1,co > 0 mit
e (ol < o} < e [l
Zweite Ungleichung ist klar. Erste Ungleichung:
cr- ollf < ol & e (oll§ + [0]F) < [off
el < (1 —c)-[off

-

1
& Jlvllg < Jofd

Damit folgt die Behauptung aus Satz 1.5 O

1.7 Satz (Ungleichung von Poincaré-Friedrichs-Typ)

Sei 2 C R”™ ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand. Sei Q1 C Q und Qo C 92 mit A”(€2;) > 0,
A"~1(Qq) > 0. Dann gilt fiir u € H'(Q):

2
|m%Son%+(/zQ>
Q1
2
m%§o<Mb+(Au))

Definition Seien U, V normierte Rdume. U heifit stetig eingebettet in V :< U C V, ||u|ly < ¢ ully
fiir w € U. Notation: U — V.

Beispiel H'(2) ist stetig eingebettet in L?(12).
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1.8 Satz (Einbettungssatz)

Sei  C R™ ein beschranktes Gebiet mit Lipschitz—Randﬁ. Seien 0 < j < kund 1 < p < oo und
0 < B <1 Dann gilt fir k—j— 3> 3: WI’f(Q) — C78(Q) wobei

CIB(Q) == {f € CV(Q);Ya € NI, |a| = j : 0°f B — Holder-stetig}

Bemerkung (Spezialfille vom Einbettungssatz)  (i). p = 2, j = 0: Ist k — 8 > 3, so gilt Hk —
Co8 ().
(1) n=1: k=1, B < 3% ist zulaissig.

(2) n=2: k=2, € (0,1) beliebig ist zuléissig. Allerdings fiir k = 1 keine Aussage (bereits
gezeigt: H!'-Funktionen sind nicht notwendigerweise stetig).

(3) n=3: k=2, B < 3 zulsssig.

10
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Variationsgleichungen

Sei V ein Hilbertraum und V' der Dualraum zu V. Sei a : V x V — K bilinear. Sei f ein lineares
Funktional auf V. Variationsgleichung: Gesucht ist v € V' mit

Yo eV :a(u,v) = f(v) (2.1)
Aquivalente Formulierung des Problems: Man kann den Operator
AV =5V v (Au,v) = alu,v)

definieren. Dann ist mit f € V’ die Gleichung (2.1) dquivalent zu Au = f in V’. Bei uns: V ist
stets ein Sobolevraum oder Teilraum eines Sobolevraums.

Beispiel
—Au+tc-u=f
dann
a(u,v) :/Vu-Vv—i—/ IRETREY
Q Q
mit

H&(Q) fiir ulgq = 0

v e
HY(Q) fird% =0
219
Beispiel (Gemischte Randbedingungen)
ou
—Au+c-u=f ulp, =0 a——|—p-u =q
n I

L 0
22 Q. —u-v—l— Vu-Vv—i—/c-u-v:/f-v
oq On Q Q Q

Weiterhin gilt

ou [0 o
o0 871 r, 877, Ty 8TL
o wev) (a=pw)

Definiere

f(v) :=/Qf-v+/F q-v (2.2)
V= {ve Hv|r, =0}

a(u,v)::/ p~u-v+/Vu~Vv+/c-u-v
Iy Q Q

11



Bemerkung  (i). Unterscheidung:

(1) wesentliche Randbedingungen: Gehen in Definition des Raumes V ein.

(2) natiirliche Randbedingungen: Beeinflussen die Bilinearform.

(ii). Gegebenes DGL-Problem und zugehérige Variationsgleichung sind nicht dquivalent. Ist aber
die Losung der Variationsgleichung ausreichend glatt, so ist eine ,Riickrechnung“ moglich,
siehe folgendes Beispiel.

Beispiel (Gemischte Randbedingungen, Fortsetzung) Sei u eine hinreichend glatte Lésung von
Yo eV :a(u,v) = f(v) (2.3)
mit f, V, a wie in (2.2).

(i). Die Variationsgleichung muss insbesondere fiir v € H}(Q) erfiillt sein. Fiir v € H (Q) gilt

/Vqu+/cuv—/fv

p:'/(—Au—l—c-u—f)m:O
Q
= -Aut+c-u—f=0

(ii). Aus (i) folgt (mit dem iiblichen Vorgehen), dass

0
— —u-v+ Vu-Vv—l—/c-u~v:/f-v
a0 On Q Q Q
N—_——

Beispiel (Stokes-Problem, 2D)

—Auq + @ =f1 inQ
&%1
—Aug + @ = fo in{Q)
3172
- Bul 8uz
div 0, oty =0 inQ

uzlon = u1loo =0
wobei u = (u1, ug) Geschwindigkeitsvektor und p Druck.

(i). Eine Variante: v € V := {v € H}(Q) x H}(Q);dive = 0} Erste Gleichung -vq, integriere,
partielle Integration. Analog zweite Gleichung. Summation gibt (beachte divv = 0)

/V’LL1'VU1+/VUQ'V’U2+O=/fl'vl-f—/fz'vg
Q Q Q Q

d.h. p wurde eliminiert.

(ii). Andere Varianten: Gleichzeitige Bestimmung von p und v.

12
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Bemerkung Niéchstes Ziel: Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von Variationsgleichungen
(— Lax-Milgram-Lemma).
Definition Sei V ein Hilbertraum, a : V x V — K bilinear.
(). a heifit beschrinkt 1< 3C > Vo, w € V : |a(v,w)| < C - ||v]| - [Jw].
(ii). a heifit V-elliptisch (koerzitiv) :& Ja > O0Vv € V @ a(v,v) > « - [|v]|%.
(iil). @ heiBt positiv :< Vo € V\{0} : a(v,v) > 0.
).

(iv). a heifit symmetrisch :< Yo, w € V : a(v,w) = a(w, v).

2.1 Satz (Eindeutigkeit der Ldsung)

Sei V' ein Hilbertraum. Seien ui, us Losungen von
Yo eV :alu,v) = f(v)

mit a : V x V — K bilinear und positiv. Dann gilt u; = us.

Beweis: Offenbar gilt dann
Yo eV :aluy —ug,v) =0

Wiéhle v := u; — ug, dann folgt a(u; — ug,u; — uz) = 0. Wegen a positiv folgt die Eindeutigkeit
der Losung. O

Bemerkung Untersuche zunéchst den symmetrischen Fall. Dazu wichtig: Riesz’scher Darstellungs-

satz.

2.2 Satz (Existenz von Losungen (symmetrischer Fall))

Sei V ein Hilbertraum und a eine symmetrische V-elliptische Bilinearform auf V. Dann besitzt die
Variationsgleichung
Yo eV :a(u,v) = f(v)

eine Losung.
Beweis: p(v) := \/a(v,v) ist eine Norm auf V' (,,energetische Norm“) und a(-, ) ein Skalarprodukt.

Aus dem Darstellungssatz von Riesz folgt: Es existiert u € V' mit

Yo eV :a(u.v) = f(v)

2.3 Lemma (Zusammenhang zu Variationsproblem)
Sei V ein normierter Raum, v € V und a eine symmetrische positive Bilinearform auf V. Dann
dquivalent:
(i). u minimiert das Funktional .J(v) := 1a(v,v) — f(v) (Variationsproblem)
(ii). Yo e V :a(u,v) = f(v)
Beweis: o (ii) = (i):
Es gilt

J(w) = %a(u,u) — fuw)+a(u,w —u) —f(w—u)—{—%a(w—u,w—u)

\ﬂ_/ A
J(w) Wy >0

> J(u)

fiir alle w # u.

13
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e (i) = (ii):
Nutze Standardtechnik in der Variationsrechnung. Man betrachte R 3 ¢ — J(u + ¢ - v) mit
v € V. Notwendige Optimalitdtsbedingung:
dJ(u+t-v)
dt

und wegen

1
37 alo0) =t )+ Jae) + o) ¢ S(0) )

folgt somit die Behauptung.

Bemerkung Dirichlet studierte das Variationsproblem

J(v) :=%/Q(Vv)2—/ﬂf-v

fiir v € CH(Q)NC(Q), v|sa = 0. Er bewies, dass eine Losung existiert. Weierstraf zeigte spiiter (zu
Recht), dass der Beweis falsch ist. Studiert man die Gleichung auf V := H}(Q) (Hilbertraum!), so
ist die Existenz der Losung mit Lemma 2.3 und Satz 2.2 klar.

2.4 Lemma (Lax-Milgram)

Sei V' ein Hilbertraum und a : V x V. — K eine beschrinkte V-elliptische Bilinearform. Dann
existiert eine eindeutige Losung u € V' der Variationsgleichung

Yo eV :alu,v) = f(v)

Beweis: Sei z € V definiert durch

(Z,’U) = (y,U) -r: (a(yvv) - f(v))

fiir r € R, v € V (Existenz und Eindeutigkeit: Darstellungssatz von Riesz). Betrachte die Abbildung
y—= T(y) =z

Idee: Nachweis der Existenz eines Fixpunktes der Abbildung 7T, (der Fixpunkt ist dann offenbar
Losung der Variationsgleichung). Dazu Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes, d.h. es ist
zu zeigen, dass T eine Kontraktion ist. Betrachte Hilfsproblem V > p — S, € V mit

Yv eV : (Sp,v) =a(p,v)
Dann gilt (T,y,v) = (y — rSy + - g,v) wobei f(v) = (g,v) (Darstellungssatz von Riesz). Damit:
1Ty — Trwl|* = (Try — Trw, Ty — Trw)
=y-—w-r-Sy-—w),y—w—r-Sy—w))
=ly —w|® = 2(y —w, Sy — w)) +r* - Sy — w)|®
Eigenschaften von S:
(i). Setze v =S, in Definition von S, dann ||Sp||* = a(p, Sp) < C-||p||- ||Spl|, also ||Sp|| < C-||p]|.
(ii). Setze v = p in Definition von S, dann (Sp, p) = a(p, p) > a-||p||? mit a > 0, da a V-elliptisch.
Unter Nutzung der Abschétzungen folgt
Ty — Trwl]® < |ly —w|* (1—2r-a+1r*-C?)

=3
Fiir 7 > 0 hinreichend klein folgt 8 < 1 und daher die Behauptung (genauer: r € (07 %)) O

14
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2.5 Folgerung (Stabilitit)

Sei V' ein Hilbertraum und a : V x V' — K eine beschriankte V-elliptische Bilinearform. Dann gilt
fiir die Losung u der Variationsgleichung

Yo eV :a(u,v) = f(v),

dass

||f||

[Jull <

Beweis: Setze v := u, dann folgt

a-Jlull® < a(u,u) = f(u) <[] - [lu]
und somit folgt die Behauptung. O

Bemerkung Oft ist es relativ einfach im konkreten Fall die Beschranktheit der Bilinearform nach-
zuweisen. Nachweis der V-Elliptizitdt meist problematischer.

Beispiel

Bilinearform ist gegeben durch
a(u,v) = (Vu, Vo)

fir V = H}(Q). Aus Folgerung 1.6 bekannt: (HZ (), |- |1) ist normierter Raum, also
(Y, 90) < ol ol

(Vu, Vu) = |ul?

Beispiel (Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichung)
—Au+b-Vu+c-u=f ulag =0
mit ¢ — 5 d1v b > 0. Warum diese Voraussetzung? Die zugehorige Bilinearform ist gegeben durch
a(u,v) == (Vu, Vo) + (b- Vu+c-u,v)
und V := (H}(Q),] - ||l1). Nachweis der V-Elliptizitéit:
a(v,v) = (Vu, Vo) + (b Vo,v) + (¢-v,v)

Partielle Integration (siehe (1.1)):

/ 61}1177/ /8b1v7/vb1&,¢fu
:>/b1 0z - vfff/alh

Somit folgt (b- Vv,v) = —3 (divb - v,v). Damit

1
a(v,v) = (Vo, Vo) + | (¢ — 3 divd) -v,v
—_—— —
>0

und somit die V-Elliptizitét.
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Beispiel
—Au+tc-u=f — =0

Dann
a(u,v) == (Vu, Vv) + (¢ - u,v)
und V = (H*(2), || - ||1)- Untersuchung der V-Ellipizitiit:
(1). Gilt [|¢[joo,@ > 0, dann ist a V-elliptisch.

(ii). ¢ = 0: Betrachte den Raum W := {v € H'; [,,v = 0}. Dann kann W-Elliptizitit nachge-
wiesen werden. (Beachte, dass im klassischen Sinne die Lésung nicht eindeutig ist!)

Bemerkung Spiiter bei Finite-Elemente-Fehler-Analysis reicht u € H!() nicht aus, um Feh-
lerabschiitzungen zu beweisen (fiir u € H! nur Konvergenz beweisbar). Wiinschenswert daher:
u € H*(Q) mit k > 2. Dazu folgende Aussagen:

(i). Sind die Daten einer elliptischen Randwertaufgabe 2. Ordnung hinreichend glatt und der
Rand von 2 hinreichend glatt, so gilt: f € H* = u € H**? (Shift-Theorem).

(ii). Betrachtet wird ein Dirichlet-Problem fiir eine elliptische Randwertaufgabe 2. Ordnung mit
glatten Koeffizienten und Q2 konvex. Dann: f € L*(Q) = u € H3(Q), |jul| < C - |||z

(Literatur: Grisvard: Elliptic problems in nonsmooth domains) Unangenehm sind
also nichtkonvexe Gebiete, z.B. L-shaped. @

Beispiel  (i). Die Gleichung Au = 0 hat die exakte Losung

s . ™
u(r,p) =rv -sin (— -(p)
w
Offenbar gilt dann
. (T
et om0 dssn(E

Falls w > m gilt u ¢ H?(Q). Vgl. Ubung 1, Aufgabe 6

(ii). Bei gemischten Randwertproblem hat man noch mehr Probleme mit der Regularitit. Die
Funktion

() =% sin (5= ¢)
u(r i= 72w -sin .
» P % ®

lost Au = 0. Dann Randwerte
ou

u|¢:0 = 0 -

on

=0  ulp=1 =sin (% : <p)

p=w

Fir w > 5 gilt u ¢ H?.
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Ritz-Galerkin-Vertahren

Verfahren (Ritz-Verfahren)
Ziel: Finde vy € V mit
J = min J
(10) = min J(v)
Idee: Betrachte Unterraum V,, C V mit dimV,, < co. Finde v,, € V,, mit

J(vp) = min J(v)

Verfahren (Galerkin-Verfahren)

Ziel: Finde u € V mit
Yo eV :alu,v) = f(v) (3.1)

(stetiges Problem). Idee: Betrachte Unterraum V;, C V mit dim V,, < co. Finde u,, € V,, mit
Vo € Vit a(un,vn) = f(vn) (3.2)
(diskretes Problem).

Bemerkung  (i). Seia:V x V — K eine symmetrische Bilinearform und J(v) := 1a(v,v) — f(v).
Dann folgt aus Satz 2.3, dass das Ritz-Verfahren gleich dem Galerkin-Verfahren ist.

(ii). Beide Verfahren gehoren zur Klasse der Projektionsverfahren. Weitere Projektionsverfahren
sind beispielsweise die ,Methode des gewichteten Residuums“ und Kollokation. Keine Pro-
jektionsverfahren sind zum Beispiel Differenzenverfahren und Varianten der FEM-Methode.

3.1 Lemma (Galerkin-Orthogonalitat)

Es gilt
Yo, € Vit alu — up,v,) =0

wobei u Losung des stetigen und u,, Losung des diskreten Problems.
Beweis: Setze v = v, und bestimme (3.1)-(3.2). O
3.2 Satz (Cea-Lemma)

Sei V ein Hilbertraum und a : V x V' — K eine beschrinkte V-elliptische Bilinearform. Dann gilt

M
lu—unl| < — - inf [lu—wv,
o  vp€eV,

n n

17



Beweis: Es gilt fiir beliebige v,, € V,:

alu—un|? <alu—u—nu—uy) = alu —un,u—vy) + a(u — Un, vy — Up)

w

1o
<C -

M
= |lu—upl| < — - inf |lu— v,
« U €Vn

O

Bemerkung Der Fehler des Galerkin-Verfahrens ist also bis auf eine multiplikative Konstante gleich
dem Bestapproximationsfehler in V,,. Deshalb nennt man das Galerkin-Verfahren quasioptimal.

Bemerkung Praktisch benutzt man eine Basis des endlich-dimensionalen Raumes V,,, um (3.2) zu
l6sen. Sei {¢1,...,¢n} eine Basis von V,,. Dann existieren uq, ..., uy mit

N
Up = E g+ P;
i=1

Somit in (3.2) fir j =1,...,N:

/Q\

u; - %%‘) = f(¥))

=1

N
&> alpi, ;) -ui = fe;)

1

%

(Auf Grund der Linearitét ist dieses Gleichungssystem sogar dquivalent zu (3.2).) Damit N Glei-
chungen fiir N Unbekannte. Die Koeffizientenmatrix heifit oft Steifigkeitsmatrix.

Beispiel

V., werde aufgespannt durch ¢;(x) :=z - (1 — z).

J(v) :;/Olu’Q/Olf.v

1 1
J(Uh):%/o (Ul'@ll)Q_/o frur o1

Notwendige Bedingung: % =0

(i). Ritz-Verfahren:

Fiir up, = uy - @1 gilt

(ii). Galerkin-Verfahren:
a(u,v) = (u',v") V =H}()

Fir up =uy - o =1 gilt

1 1
a(un,wl)zul-/ 30'1'<P/1=/ ¢
0

0

(iii). Methode des gewichteten Residuums: Betrachte die Gleichung Lu = f (hier: Lu := —u”).
Dann l6se

/O(Lun_f>'(pj20 (j:1ﬂ~"7N)

18
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wobei {®1,...,on} Basis von V,,. Hier im Beispiel erhiilt man

1
/O(*Ul'sﬁﬁ/*f)'sﬁlio

Ist in dem Fall identisch mit Galerkin-Verfahren (folgt aus partieller Integration).

(iv). Kollokation: Lise
Vi=1,...,N:(Lu,— f)(;)=0

&; heiflen Kollakationsstellen (gegeben). In obigem Beispiel: Wihle &; = % Forderung:

(—u1- @) = f) (;) =0

—u'=f u(0) =u'(1) =0

Beispiel

Schwache Formulierung des Problems ist gegeben durch
a(u,v) = (u',v") V= {ve H;v(0) =0}

k

Wihle V,, := lin{%; k=1,... ,N}. Dann gilt V;, C V. Elemente der Steifigkeitsmatrix:

1

1
aij = (¢%)) :/0 ZHITE = iti—1

(Hilbert-Matrix, hat schlechte Kondition!). Also: Wahl von V;, wichtig.
Beispiel

—u = f w(0) =u(1) =0

Sei Vi, :=1lin{sin(j -7 -x);j=1,..., N}, dann gilt V,, C V. Elemente der Steifigkeitsmatrix:

1
aijZﬂ'Q'/ cos(i-m-x)-cos(j-m-x)=0
0

fiir ¢ # j, d.h. Steifigkeitsmatrix ist Diagonalmatrix.

Ist im Allgemeinen unrealistisch. Idee: Wiahle Raume V,, derart, dass (¢;, ;) = 0 fiir moglichst viele
i, 7. Also: Basisfunktionen mit lokalem Tréger (— Splines — FEM). Alternative Idee: orthogonale

Polynome benutzen (— spektrale Methoden) .
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Finite-Elemente-Methode

e FEM = Galerkin + Splines.

e Elliptische Randwertaufgaben 2. Ordnung: V = H!(Q) oder Teilraum von H!(£2). Deshalb:
Zur FEM benotigt man dann nur stetige Splines.

e Elliptische Randwertaufgaben 4. Ordnung: V = H?(Q) oder Teilraum von H?(Q2). Man
benotigt dann C!-Splines.

41 1D

Randwertaufgaben fiir Differentialgleichungen 2. Ordnung: C°-Splines.

4.1.1 Stiickweise lineare Splines

Sei IT={0=u120 < ... < xy =1} eine Partition von [0, 1] und h; := x; — x;_1. Definiere V}, als den
Raum der stiickweise linearen stetigen Funktionen auf dem Gitter (evtl. noch homogene Dirichlet-

Bedingungen beriicksichtigen). Seien {¢1,...,¢,} die Basisfunktionen von V} mit ¢;(x;) := d;;
(, Hutfunktionen“).

Beispiel

Schwache Formulierung;:
Vup € Vi (U;I’,U;l) = (favn)

wobei Vi, :=lin{¢1,...,on—_1}. Es gilt u, = Zf\!ll w; - p; mit u; = up(x;). (Ndherungswerte fiir

u in Gitterpunkten) Koeffizientenmatrix:

0 ji—jl > 2
1 1 _ 1 1 .
(¢ )) = L T e
ir ¥y _h%'hi+l i=ji—1
i1
_% it=75+1

Damit tridiagonales Gleichungssystem:

1 11 1 TitL
— T Ui—1 + ( + > Ui g Ui =/ [ (4.2)
x

hi hi = hip i+1 i1

20



Verfahren (Differenzenverfahren)

Betrachte die gegebene Randwertaufgabe Lu = f mit gewissen Randbedingungen im Gebiet 2.
Man nehme ein Gitter mit (endlich vielen) Gitterpunkten in Q Nun wird die Differentialgleichung
in den Gitterpunkten (in ) betrachtet und die Ableitungen werden durch Differenzenquotienten
(gebildet mit Hilfe von Werten in den Gitterpunkten) approximiert. Auf diese Weise erhélt man
ein Gleichungssystem fiir die Naherungswerte von u in den Gitterpunkten.

Beispiel Wende Differenzenverfahren auf (4.1) an. Es gilt

1 Ujr1 — Ui Ui — Uj—1
—u" x;) &~ —2 . ( i+ ) i )
() hi + hiy1 hit1 h;

Benutze dazu Taylor-Entwicklung:

. ) _ ) aes G (s
it o) Z0m) gy g ST e ond,y)
hi—i—l 2
A C_ ey B) (.
we) TR gy - ) ) e o)

(Konsistenzanalysis). Damit Differenzenverfahren gegeben durch

2 Uig1 — Ui Uj — Ui
_ . _ - fla; 43
hi + hita < i1 h; > fla) (43)

fir i = 1,...,N — 1 mit up = uy := 0. Offenbar ist dieses Gleichungssystem gleich (4.2) bis
auf einen Skalierungsfaktor, d.h. lineare finite Elemente und Standard-Differenzenverfahren (1D)
stimmen in diesem Beispiel fast iiberein.

Definition (Konsistenz von Differenzenverfahren) Sei Lpu;, = fj, das Gleichungssystem fiir den Vektor
der Néherungswerte in den Gitterpunkten gemif dem Differenzenverfahren angewendet auf Lu =
f. Sei rpu der Vektor der Werte von u in den Gitterpunkten.

(i). Das Verfahren heifit konsistent :< || Lprpu — fp|| — 0 fiir A — 0 wobei h maximaler Abstand
der Gitterpunkten.

(ii). Das Verfahren heiflt konsistent von der Ordnung p < ||Lprpu — fr| = O(h?).

Beispiel Untersuche die Konsistenz (bzgl. der Maximumnorm) des obigen Beispiels. Aus Taylor-
entwicklung folgt

2 Uil — Ui Ui — Ui—1
Ly — Jnli = — ’ B - '
[Lirpu — fp] I + hios ( hiin h; ) f(z:)
G (.
=" () — f @)+ 3(%) (hip1 = hi) + O(h?)
N———
0

falls u® beschrinkt ist. Damit: Die Konsistenzordnung, gemessen in der Maximumnorm, ist 2 auf
einem dquidistanten Gitter, anderenfalls 1.

4.1.2 Finite Elemente héherer Ordnung

e quadratische Finite Elemente: Sei Il = {z¢g < ... < 2y} eine Partition und Ti 1= Tim%ica,
Werden in der Praxis am h#iufigsten eingesetzt.
|6 I/ A 1 N A . I/I—\I A
Ll — T Ll T s — | Ll L4 T ) Ll
Xiq Xy, X Xig Xy X Xig Xiy X
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e Kubische Finite Elemente:

5
k

“Numerik partieller Differentialgleichungen” von Hans-Gérg Roos, Technische Universitdt Dresden, Wintersemester 2012/13

d.h. Definition der Basisfunktionen nach Lagrange-Prinzip (nodale Basisfunktionen). Die
Gitterpunkten heiflen auch Knoten.

e Alternative: hierarchische Basen. Zum Beispiel fiir quadratische Finite Elemente: Nutze wei-
terhin affin-lineare Funktionen, aber erginze die Basis um eine quadratische Funktion.

:>.<-
x
:>.<_
x

42 2D

In diesem Abschnitt sei 2 C R? und polygonal.

Definition Eine Zerlegung 75, von € in polygonale Teilgebiete (K;);cr heifit zulissig, wenn
(). Uses Ki = Q
(ii). Besteht K; N K; aus einem Punkt, so ist dieser Eckpunkt von K; und Kj.

(iii). Besteht K; N K; aus mehr als einem Punkt, so ist K; N K eine Kante von K; und K.

Definition Gegeben sei eine zuldssige Zerlegung 7, in Q und K ein Element von 7. Ein finites
Element ist ein Tripel (K, Pk, X k) wobei

(i). Pk ein endlich-dimensionaler Teilraum der stetigen Funktionen (oft: Polygone).

(ii). Xk ist eine Menge von linear unabhéngigen Funktionalen auf Pg. Jedes Element p € Pk
wird durch die Vorgabe der Funktionswerte dieser linearen Funktionale eindeutig bestimmt
(,,Unisolvenz*).

Beispiel (Unisolvenz)  (i). Sei K C R? ein Dreieck und Pk := {(z,y) — a+b-z+c-y;a,b,c € R}.
Dann offenbar dim Px = 3 und

Sici=A{f = f(P) =0p,(f);i=1,2,3}

ist unisolvent wobei P;, P», P3 die Ecken des Dreiecks bezeichnen. Ebenfalls unisolvent ist

¥2 = {f = f(Qi) :5Q7‘,(f)§i =1,2,3}

wobei @1, Q2, Q3 die Seitenhalbierenden bezeichnen.
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Q
3 Q,

Py P, 5
1

(ii). Sei K C R? ein Rechteck und Pk := {(z,y) =~ a+b-x+c-y+d-x-y;a,b,c,d € R}. Es gilt
dim Py = 4. Sei
Y = {6g,i=1,...,4}

wobei @); die Seitenmittelpunkte bezeichnen. Ist nicht unisolvent, denn x-y|g, = 0. Unisolvent
ist dagegen
»2 = {0p;i=1,...,4}

wobei P; die Eckpunkte bezeichnen.

P, P, %
Q.9 ¢Q,
P, P, (‘)1

Mochte man die Freiheitsgrade in den Punkten @; erhalten, kann man stattdessen Py :=
{(z,y) »a+b-z+c-y+d-(2*—y*);a,bc,d € R}. Damit ist (K, Pk, Y% ) unisolvent: Sei
K =[-1,12. Fiir x = 0, y = £1 bzw. y = 0, = +1 erhilt man das Gleichungssystem

1 0 1 -1 a
1 0 -1 -1 bl 0
1 1 0 1 c
1 -1 0 1 d

Dieses System hat nur die triviale Losung.

Definition Gegeben sei eine zuldssige Zerlegung 7y, in 2. Der Finite-Elemente-Raum V}, ist definiert
durch
Vi = {U;VK c 771 : 'Uh|K S PK}

Gilt V;, C V, so heifit der Raum konform.

Bemerkung Fiir uns hauptsichlich interessant: V' C H'(€2). Bekannt: Fiir stiickweise glatte Funk-
tionen, die global stetig sind, liegen in H'. Also zu priifen: globale Stetigkeit.

Beispiel  (i). Dreieck mit X1.: Auf der gemeinsamen Kante zweier Dreiecke ist die Funktion eine
lineare Funktion einer Variablen. Diese ist also eindeutig bestimmt durch die Funktionswerte
der Endpunkte. Also konform.

“Numerik partieller Differentialgleichungen” von Hans-Gérg Roos, Technische Universitdt Dresden, Wintersemester 2012/13

(ii). Dreieck mit ¥2.: Der Raum ist nicht konform, da die lineare Funktion auf der gemeinsamen
Kante nicht durch einen Funktionswert eindeutig bestimmt ist.
Analog fiir Rechteck.

orlesung:

Beispiel (Die wichtigsten konformen Elemente fiir elliptische Randwertaufgaben zweiter Ordnung) (i). Rechteckeleniente:
Qr-Elemente
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o k=1: Sei

P :={(z,y)—a+b-z+c-y+d-z-y;a,bc,d e R}
=lin{(z,y) = 2™ - y**%;0 < o; < 1}

EK = {(5131.;7;:1,...,4}

(siehe vorheriges Beispiel). @ := (K, Pk, ¥ k). Pk hat nodale Basis

{@y) = Q-2)-1-y),(x,y) = 1 -2) vy (r,9) = (1-y) 2@y =z y}

o k=2: Sei

Py :=lin{(z,y) — - y*%;0 < a; < 2}

ZK = {5pi;i:].,...,9}

dann Qs := (K, Pk, X k). Die nodalen Basisfunktionen sind die Produkte der eindimen-
sionalen nodalen Basen (Lagrange-Basispolynome).

P,

Py

e k = 3: Verwende bikubische Funktionen, dann dim Px = 16.

Weitere finite Elemente:

e Manchmal versucht man ,,innere“ Freiheitsgrade zu vermeiden:

P,

8 Freiheitsgrade, also muss dim Pg =

Rand des Quadrates 0).

Ps

8 gelten. Wihle Py als die lineare Hiille der
nodalen Basisfunktionen von Q9 bis auf (x,y) — (1 — 2?) - (1 — y?) (diese ist auf dem

e Ein weiteres biquadratisches Element (spielt wichtige Rolle bei Superkonvergenz): Sei

Py :=lin{(z,y) — - y*%;0 < o; < 2}

ZK::{(SPZ.;Z':1,...74}U{f»—>/va;i:1,...,4}U{f!—)/Kf}

wobei || . | das (Weg)Integral von f iiber die Kante K; bezeichnet und P; die Eckpunk-

te.

(ii). Dreieckelemente: P-Elemente. Die Basisfunktionen beschreibt man mit Hilfe baryzentrischer

Koordinaten \; (s. Bemerkung).

o k=1:

Py :=lin{(z,y) — 2 - y*%;,0 < a1 + ag < 1}
Yg = {613172 = 1a2a3’}

wobei P; die Eckpunkte bezeichnen. Die Basisfunktionen sind A1, A2, Az. Offenbar gilt

/\i(ag) = (5ig.
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Py :=lin{(z,y) — % - y*%;0 < a1 + a2 < 2}
EK = {(SPH’L = 17273>}U{6Qi;i = 1’2’3}

wobei ); die Seitenmittelpunkte der Kanten bezeichnen.

Ps

Q
’ Q,

P ) P,

Basisfunktionen: Funktionen, die im Eckpunkt P; 1 sind und in allen anderen ausgew&hl-
ten Punkten 0, sind gegeben durch
1
20 A — =
(+-3)

Funktionen, die in @; 1 ist und in allen anderen Punkten 0, sind gegeben durch
4X1 - Ao 4Xo - A3 4.1 A3

Diese Funktionen bilden zusammen eine Basis.

e k = 3: Sei Px die Menge der kubischen Funktionen auf K, dann dim Px = 10. Sei

Yk :={dp,;i=1,...,10}. Basisfunktionen:

Ai-(BA—1)-(BM\—2)  i=1,2,3
3
2

N =

)\z)‘j(g)\l_l) Z,]€{172,3},Z#j
27 - X1 - Ag - A3

Modifikation: Serendipity-Element Py. Sei Py die Menge aller kubischen Polynome der
Form

| ©

1.3
+p(ai2s) - A1+ Az A3
mit
1 1
plazs) = —¢ Zp(ai) +3 Z(p(aiij) + plaij;)) (%)

i 1,7
(damit dim Pg = 9). Warum ()? Man méchte, dass Py C Ps.
Nachweis, dass (x) fiir quadratische Funktionen erfiillt ist:

(1) Bestimme quadratisches Interpolationspolynom p durch ay, a112, as. Sei a13 =
adez Berechne p(ass).

(2) Bestimme quadratisches Interpolationspolynom p durch ai, ai22, a2. Sei a1z =
adaz Berechne p(ass).

(3) Gleichsetzen der Gleichungen fiir p(a12) = q(a12) liefert

L (p(ar) + pla2)) + — - (p(arsz) + plarz2)

plaz) = — 75 16
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ds3 ds3n
ans Axns
a a a ay
dn2 axyy

Abbildung 4.1: Links: Ps-Element, rechts: Ps-Element

(4) Bestimmung der quadratischen Interpolierenden ¢ aus p(a;), p(ai;). Berechne g(ai23),
das ergibt ().

Be?r)nerkung (Baryzentrische Koordinaten) Sei x = Z?:l A - a' € R? wobei \; € R (i € {1,2,3}) mit
Y i1 Ai = 1. A1, A2, Az heiflen baryzentrische Koordinaten.

Analog in R?: a, ..., a%"! mogen ein nichtentartetes Simplex bilden. Durch
d+1 d+1
x:Z)\i-a’ Z}\izl
i=1 i=1
sind eindeutig A1, ..., Agy+1 bestimmt. Fiir 0 < A; < 1 erhélt man die konvexe Hiille der gegebenen

Punkte. Geometrische Interpretation in R2:

Ty =aj- M\ +al-de+ad- s
Ty =as -\ +ai-do+as- A3

I=X1+X+2A3

Gramer’sche Regel:

T ai d} N
Ty a3 aj
N = 1 1 1| Flacheninhalt A(x, as,a3)
Tl @ &3 Flidcheninhalt K
ay a3 a3 a a;
1 1 1

A1 ist ,linear® in x1, xo. Analog fiir Ag, As.
Bemerkung (C'-Elemente) C'-Elemente werden fiir die konforme FEM-Diskretisierung von Rand-
wertaufgaben 4. Ordnung benotigt.
(i). Rechteck: Es gibt relativ einfache C'-Elemente, s. Ubung. (In 1D: Kubische Splines haben 4
Freiheitsgrade. Definiere
pi(x;) := 04 i(z;) =0
und
Yi(z;) =0 Pi(@;) = b
dann bilden die Funktionen jeweils eine Basis.)

(ii). Dreieck: T10-Element: Sei Px die Menge der kubischen Funktionen (also dim Px = 10). Die

Freiheitsgrade seien die Funktionswerte und Ableitungen in den Ecken sowie der Funktions-
wert im Schwerpunkt. Ist kein C!-Element!
Zenisek: Fiir C'-Elemente muss die Dimension des Polynomraumes Px mindestens 18 sein.
Bekanntes C'-Element ist das Argyris-Element. Dabei ist Px die Menge der Polynomen 5.
Grades (dim Px = 21). 18 Freiheitsgrade in Ecken, dazu Normalenableitungen in Seitenhal-
bierenden.

Praktisch verwendet man C'-Elemente man nicht-konforme Elemente oder gemischte Methoden.
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Abbildung 4.2: Links: T10-Element, rechts: Argyris-Element

4.3 Einfache FE-Diskretisierung auf Standardgittern
Beispiel
—Au = fulpo =0

wobei ) := (0,1)2. Verwende Friedrichs-Keller-Triangulation und diskretisiere mit linearen FE.

Zu jedem inneren Gitterpunkt gehort eine Basisfunktion. Ansatz:
Uh = Zuij " Pij
,J

wobei u;; Naherungswerte der Losung in den Gitterpunkten. Koeffizientenmatrix besteht aus Ele-
menten der Form:

/ Veij - Vo
Q

Typisches Vorgehen bei der Berechnung;:

/V%’j . V(PiJrl,j = / V(,Oij . V(Pi+1,j
K UK,

mit
1
vijle, = 7 (h = (z = zi))
1
Pitijlr = 7o (@ — @)
Damit folgt beispielsweise
1 h? 1
5 e K, h? 2 h?
1
o2
0o _ -1 0
-1 —> -1 -1
0 - 0

Analoges Vorgehen gibt

/V%‘j Vit =—1
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Ergebnis:
TUi—1,j = Ui~ Wil — Wi+ A = / fpij
spt @ij
Praktische Generierung des diskreten Problems: siehe zweiter Teil der Vorlesung.

Bemerkung (Vergleich mit Differenzenverfahren)

Verwende dquidistantes Gitter mit Gitterbreite h. Diskretisierung fiir —u”
(in 1D, siehe (4.3)):

—Uj41 + 2’U/i - 2’U4i+1 -
h2

Diskretisierung fiir —Au:

ity + 20 — i1y Wit 20y
h2 h2

— w1
I = f(zi,y;) = fi

(Fiinf-Punkte-Differenzenstern). Ist also ,,quasi gleich“ der obigen FEM-Diskretisierung mit linea-
ren FE (bis auf Skalierung). Hat Konsistenzordnung 2.

Beispiel
—Au=f ulog =0
wobei  := (0,1)2. Verwende #dquidistantes Gitter und diskretisiere mit bilinearen FE. Ergebnis
ist ein 9-Punkte-Stern:
1 -1 -1 -1
— . |-1 8 -1 (4.4)
2
U T

Vergleich mit Differenzenverfahren: Welche 9-Punkt-Differenzenverfahren sind sinnvoll? Dazu zunéchst
Untersuchung der Konsistenzordnung (in Supremumnorm). Allgemeiner 9-Punkte-Stern:

alu(x - ha Yy + h) + O‘QU('Tvy + h) + a3u(x + hay + h)
+ 0[4u(l’ - hay) + Oé5’U,(£ZJ,y) + QG(I + ha y)
+a7(x—h,y—h)—|—a8(a:,y—h)+oz9(a:+h,y—h)

Taylorentwicklung gibt Bedingung fiir Konsistenzordnung 2. Ergebnis:

0 0

1

4 = 20 =—1
o(h) pw+4dv+9=0 v+26§

R = X

v v
) )
Speziell:

(i). § = 0: 5-Punkte-Stern (v = —1, p = 4)

(ii). v =6 = —%, p = 5: 9-Punkte-Stern aus (4.4)
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Konvergenzanalysis

5.1 Differenzenverfahren

Betrachte das stetige Problem Lu = f mit Diskretisierung Ljup = f. Zu untersuchende Eigen-
schaften:

e Konsistenz der Ordnung p:
[Lnrau — full < ex - AP

e Stabilitdt des diskreten Problems: Fiir alle vy, wy, € V}, gilt
lvn — wn|| < Cs - | Lpvy — Lpwy ||

Ist Lp, linear, ist dies dquivalent zu ||wy|| < Cg - ||Lpwy||. Ist Ly, zusétzlich bijektiv, dann
dquivalent zu ||L; || < Cs.

5.1 Satz
Stabilitdt und Konsistenz der Ordnung p impliziert

llup, —rpul] < Ck - Cg - hP
d.h. Konvergenz der Ordnung p.

Beweis:
||’LLh — rhu|| § CS . || Lhuh —LhT'h’LLH S CS . CK - h? O
~——
In

Bemerkung  (i). Schwierig zu zeigen ist meist die Stabilitéit. Die Konsistenz kann mit Hilfe der
Taylorentwicklung gezeigt werden.

(ii). Ubliche Vektornormen:

e Supremumnorm || - ||oo: Hilfsmittel sind invers-monotone Matrizen.

e cuklidische Norm |-|5 (diskrete L?-Norm): Hilfsmittel ist diskrete Fouriertransformation.
Nachteil: konstante Koeffizienten notwendig.

o diskrete H'-Norm: s. finite Elemente
Definition Sei A € R™*™.

G

(ii

(iii

). Existiert A= und gilt A= > 0 (d.h. alle Matrixlemenete > 0), so heifit A invers-monoton.
). Es gelte a;; <0 fiir i # j und A~ > 0. Dann heifit A M-Matrix.

). A heifit (streng) diagonaldominant : [a;| > >, ; |ai;|.

).

(iv). A heifit schwach diagonaldominant :< |a;;[ > 2, [a;;| und ,>* gelte fiir mindestens ein

ie{l,...,n}.
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(V). A heifit reduzibel < EINl,NQ g_ {1, .,n}, N1UN2 = {1, ‘e ,H}VZ € Nl,j S NQ Qi = 0.

Bemerkung Betrachte das Gleichungssystem A -z = b, b > 0. Ist A invers-monoton, dann folgt
xz > 0.

5.2 Satz
Sei A € R™™ mit a,;; < 0 fiir ¢ # j. Dann gilt:
(i). A diagonaldominant = A ist M-Matrix.
(ii). A schwach diagonaldominant und irreduzibel = A ist M-Matrix.
(iii). M-Kriterium: A ist M-Matrix < Je € R",e > 0: A-e > 0. In diesem Fall gilt

llefloo

1 < _ N€llo
147 oo < min(A - e)

Beweis:  (i). sieche Ubung 4, Aufgabe 1
(ii). siehe Ubung 4, Aufgabe 1
(iii). Beweis der Normabschiitzung: Aus A=! > 0 folgt

1A oo = A" (1, 1) T oo

(links: Zeilensummennorm). Aus A-e > min(A-e)-(1,...,1)7 folgt durch Anwendungen von
AL
1
A < = O
i ~ min(4-e)

Beispiel  (i). Betrachte Differenzenverfahren auf —Au + « = f auf dquidistantem Gitter. Diffe-
renzenverfahren fithrt zu dem Differenzenstern

1 0 -1 0 0 0 O
—-|-1 4 —-1{+1]0 1 0
B2
0 -1 0 0 0 0
Diese Matrix ist eine M-Matrix nach 5.2(i).
(ii). Die Matrix
2 i=j
Qi = -1 |Z*]|:1
0  sonst

erfiillt die Bedingungen aus 5.2(ii) und ist daher eine M-Matrix. Die Matrix B := % - Aist
Diskretisierung von —u”, u(0) = u(1) = 0 auf dquidistantem Gitter.

Idee: Finde Funktion z — e(z) mit e(0) = e(1) = 0, ¢ > 0 in (0,1), —¢” > 0. z —

e(z) = - (1 —x) erfiillt diese Bedingungen. Der Vektor e := rpe(x) erfiillt e > 0 und es gilt

Ae = (2,...,2) (Polynome zweiten Grades werden durch Diskretisierung exakt approximiert).

Aus 5.2(iii) folgt:

_ 1

1B <4 =2
2 8

Bemerkung Nachteil der M-Matrizen: Theorie ist nur fiir gewisse kompakte Differenzensterne

anwendbar.

PN

30

“Numerik partieller Differentialgleichungen” von Hans-Gérg Roos, Technische Universitdt Dresden, Wintersemester 2012/13

Vorlesung:



5.2 Finite Elemente

Beispiel Schon gezeigt: Diskretisierung von —Aw mit Friedrichs-Keller-Triangulierung und linea-

ren Elementen fiihrt zu
0O -1 0

Frage: Erhélt man bei einem beliebigem Gitter eine M-Matrix?

Nutze nodale Basis (p;);. Fiir einen Gitterpunkt ¢ sei A; die Menge der be-
nachbarten Gitterpunkte. Es ergibt sich folgende i-te Gleichung:

ai'uri-ZBij'Uj:/Qf'%

JEA;

wobei

0=Oti+2ﬁij

JEN;
1 1 2
Bij=—5" (cot vi; + cot 7;5)
Angewendet auf Friedrichs-Keller-Triangulierung ergibt sich der bereits bekannte Differenzenstern:
i Bi=0

Sk Bi=-1

Gilt B;; <0 fur ¢ # 57 Wegen

1 2 c (Al 2
cosvy;;  cosvyr o osin(yg +v5)

1 2 2 ? i 7,
cot 'y” + cot ’Y” - 1J + — 2J = 1 . . j2
sinv;;  sinvg;  singg -sinyg

ist 'yilj + 'y?j < 7 eine hinreichende Bedingung. (Es ist nicht notig, dass alle Winkel < g) Dies
impliziert (bis auf Sonderfiille), dass die Steifigkeitsmatrix eine M-Matrix ist.

Abbildung 5.1: Beispiel fiir reduzible Steifigkeitsmatrix

Bemerkung  (i). Fiir quadratische finite Elemente (und Elemente hoherer Ordnung) kann man
im Allgemeinen inverse Monotonie der Steifigkeitsmatrix nicht sichern.

(ii). Fehlerabschétzungen in Supremumnorm fiir lineare Elemente, basierend auf M-Matrix-Eigenschaften:

s. Ciarlet. Resultierende Abschitzungen sind nicht optimal.

Bemerkung (zu allgemeinen elliptischen Randwertaufgaben) Sei Q := (0,1)? und betrachte die Rand-
wertaufgabe

—Au+b-Vut+c-u=f ulan =0

Differenzenverfahren auf dquidistantem Gitter fiihrt zu Differenzenstern

L, [o =1 0] =2, [o 00] [0oo0o0
— E J
0 -1 0 j=1 0 0 0 0 0 O
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Ist A eine M-Matrix? Antwort: Ja, fiir hinreichend kleine A (denn dann dominiert der erste Term).

Singulédr gestorter Fall:
—-Au+b-Vut+c-u=f ulpn =0

mit 0 < ¢ < 1. Dann funktioniert die obige Argumentation nicht mehr. Idee: Benutze einseitige
Differenzenquotienten.
Upwind-Differenzenverfahren: Seien 0.B.d.A. by, by > 0.

. [o -1 0 o [0 00] , o 0 0 00 0
ﬁ-—14—1+ﬁ-—110+£-010+000
0 -1 0 0 0 0 0 -1 0 00 0

Ist M-Matrix. Nachteil: Methode 1. Ordnung.
Wie erzeugt man stabile Verfahren im singulér gestorten Fall mit finiten Elementen? Schwierig...

(Konvergenztheorie fiir finite Elemente)

Ausgang: Cea-Lemma

lu —up| < C-vinf |l — vl
h

Abschitzung des Approximationsfehler ist schwierig, deshalb nutzt man
inf ||u—wvp| < |lu—u
Jnf = v < Ju— T

wobei ITu € V}, die Projektion von u in Vj,. Zuniichst ist es iiblich ITu = u! zu wihlen wobei u! die

,Interpolierende“ von u in V;, (dazu wird (bei Lagrange-Elementen) u € H? vorausgesetzt).
Beispiel (Pobrowolski, 1990) Sei 2 := (0, 1)?,
—Au=f ulon =0

Verwende gleichméflige Zerlegung in Quadrate und bilineare Elemente. Sei

T

o s IV@ =Dl
e

S CE 3] T
el

wobei u! die Interpolierende von u und wj, die FE-Lésung. Man kann zeigen:

1
— =Cf =2¢
™

Wie schétzt man den Projektionsfehler (oft: Interpolationsfehler) ab?

(i). Transformation des Integrals iiber ein Element in ein Integral iiber einen sogenannten Refe-
renzelement.

(ii). Abschitzung des Fehlers auf dem Referenzelement (oft mit Bramble-Hilbert-Lemma)
(iii). Riicktransformation

Beispiel Betrachte gleichschenkliges Dreieck K. Sei u € H?. Abzuschitzen sei |u — u!|; i bei
linearen finiten Elementen. Betrachte Einheitsdreieck E als Referenzelement.
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Yot+h
A e
1
Yo
Xo Xo+h X 1 C
Dann ist die Transformation gegeben durch
= T — g n= Y—Yo
h h

Ausfiihren der obigen 3 Schritte:
(i). Ziel: Abschiitzen von [, ((u —u’),)?. Es gilt
1
[tw-ur = 2K (e
K —— h

Funktionaldet.

(ii). Abschitzung auf FE (hier wieder =¢, y=n): Hier Abschitzung nicht mit Bramble-Hilbert-
Lemma, sondern elementar.

Dp(u —ul) = dpu — (u(1,0) — u(0,0))

= | @t = dru(6) + 06 9) — .uis.0) e

1 T y
-/ ( |ty | azayu(g,rmr) ¢
0 3 0

Mit Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt:
/ (0p(u— uI))2 <C- / (u2, +ul,)
E E
(iii). Riicktransformation:
/U2 +’LL2 _ 1 /(UQ —|—u2)'(h2)2
5 43 &n K| St ™" zy
Es folgt:

[ <en [ v,

Analog: y-Ableitung. Summation iiber K gibt
|u—uI|1 <c-h-|uls
(Interpolationsfehler fiir lineare finite Elemente)
5.3 Satz (Bramble-Hilbert-Lemma)
Sei ¢ : H***(B) — R ein sublineares beschrinktes Funktional (sublinear: subadditiv ¢(u + v) <
q(u) + q(v) und absolut homogen g(\-v) = |A| - q(v)) und es gelte g(w) = 0 fiir w € P, (Polynome

k-ten Grades). Dann existiert C' > 0 mit

lq(v)] < C - |v|p41
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Beweis:  (i). Sei v € H**(B). Zeige: Es existiert w € Py, mit [, D%(v+ w) = 0 fiir alle |a| < k.

(Fiir k = 2: Dann zu zeigen: Es existiert w € P5 mit

/Da(v+w):0
B
fiir || < 2. Setze
w(xy, z2) ::co+01~x1+02~m2+03~x%+04~m1~x2+c5'x§

Wiihle beispielsweise o = (2,0), dann gibt [wg, o, = — [ s, 2, die Konstante cz. Analog
fir a = (1,1), a = (0, 2). Betrachte dann a = (1,0), (0,1), (0,0).)

(ii). Genutzt wird die Poincaré-Ungleichung

fullfyy < e | |uliy, + Z |Dul?
laj<k” B

Dann folgt

lv+wllzyy < C-flo+wliiy
(iii). Es gilt wegen der Sublinearitét:

lg()] < lq(v +w)| + |g(w)] < C - v+ wllk41
——
0
(i)
< e fotwlep “Er e ol =
Bemerkung Im letzten Beispiel: k = 1, q(v) = |[v — v!| g fiir v € H2
Untersucht werden jetzt Lagrange-Elemente, zudem sogenannte affin-dquivalente Familien.

Definition (Aquivalenz von Lagrange-Elementen) Sei (K, P,Y) ein finites Element und (K,P,f]) ein
Referenzelement. Es existiere eine bijektive Abbildung F': K — K mit

(). P={p: K > R;poF e P}
(ii). {F(a);a € K erzeugte Freiheitsgrade auf K} = {a;a € K erzeugt Freiheitsgrade auf K}
Ist F' zusétzlich affin-linear, dann handelt es sich um eine affin-dquivalente Familie.

Beispiel  (i). Py-Elemente: Zwei Dreiecke K, K. Dann existiert eine bijektive affin-lineare Abbil-
dung F wie in der letzten Definition.

(ii). Qg-Elemente: Bildet man ein Quadrat unter einer affinen Abbildung ab, dann erhilt man ein
Parallelogramm. Triangulierung in Parallelogrammen (mit Affin-dquivalenz) also méglich. Im
Allgemeinen fiir Rechtecke nicht.

5.4 Lemma

Sei K C R? ein Dreieck und K’ ein Referenzelement, K > x = ¢(p) := B - p+ b mit B regulir. Ist
u € HYK), so gilt v:i=uop € HY(K’') und

1
e < e ||B° - (det B)? - ule,x
_ 1
lule.x < c- || BT (det B)? - vk
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Beweis: (fiir £ = 1) Nach Definition gilt

i = /Z(ap)

Wegen
o Z ou 0x;
Opj — Ox;  0Op,
N ov < ou ox;
— | < max
3pj — 0 |0z apj
—
bij
< ¢ max -|1B]]
? i
(Beachte dazu, dass alle Normen auf R?*? squivalent sind.) Damit folgt aus Transformationssatz:

ou

ox;

>2
< C-|B|- (det B)~ /Z<6:cl) 0

Bemerkung Verallgemeinerung:

Wi <c-||B|? - (det B)~! - / <max

_1
Wleprr < C-||B| - (det B)™7 - Julep i
fir p € [1, 00].
5.5 Lemma

Sei K C R ein Dreieck und K’ ein Referenzelement. Es seien o, R > 0 und z;,2 € RY mit
B(z1,0) € K C B(x2, R). Dann existieren ¢1,cz > 0 mit

IBl|<e-R IB7Y < %2

Beweis: Fiir K’ existieren ¢/, R’ und py, ps wie fiir K. Folglich gilt p; +p € K’ fiir alle p € B(0, o).
Seizg:=B-p1+be Kund z:=B-(p1 +p)+b e K. Dann gilt ||x — 2| < 2R. Nun ist

‘R

/ /

1 1
1Bl = — - Sup I1Bpl = = sup |[lz—zol| <
& pli= Ipli=¢

‘Q‘[\;

Analog: 2. Abschétzung. O

5.6 Satz

Gegeben sei eine affine Familie von Lagrange-FE {iber einer Zerlegung Z von (2 sowie eine Projekti-
on Iz : H*1(Q) — Pz (stiickweise Polynome vom Grad k iiber Zerlegung). Ziel: Abschiitzung
des Projektionsfehlers |u — IIz yul, k. Dann gilt

(diam K)*+!

|u — Tz pulrx <c- —
Ok

kg,
falls K eine Kugel vom Radius p enthalt.

Beweis:  (i). Transformation: Nach Lemma 5.4 gilt

_ 1
lu =z pulrx < c-[[B7H"- (det B)? - [Jv — I vl 17
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(ii). Bramble-Hilbert-Lemma:

lu — Tz gulyx < ¢ |[B7Y|" - (det B)? - [v]py1 5
(iii). Riicktransformation: Lemma 5.4 gibt

u =Mz pulrx < e BT (IBIM - ulisx

K enthalte einen Kugel mit Radius gx. Dann gilt mit Lemma 5.5:

diam K)*+1
lu =TIz pulyk <c- (Q,«) k41, O

Definition Man nennt eine Familie von Zerlegungen shape-regulir (quasi-uniform), wenn ein ¢ > 0
existiert, sodass fiir alle K dieser Familie die Abschétzung dlziﬁK < c gilt.

Bemerkung  (i). Quasi-uniform wird manchmal anders definiert.

5

Abbildung 5.2: Shape-Regularitdt bedeutet anschaulich: Fiir die Familie der Zerlegungen darf ¢
nicht gegen Null gehen.

(ii). In 2D, Dreiecke: Shape-regulir :< Fiir alle Winkel « gilt o > a fiir ein ag > 0 (Minimal-
winkelbedingung).

(iii). Fiir eine shape-regulire affine Familie von Lagrange-FE gilt also nach Theorem 5.6:
u =Tz gl e < ¢ (diam K)* 77 Julppn x

Néchstes Ziel: Globale Abschétzung.

5.7 Korollar

Gegeben sei eine affine Familie von Lagrange-FE iiber einer Zerlegung Z von {2 sowie eine Projek-
tion Iz, : H*1(Q) — Pz N H"(Q). Dann gilt

lu — Tz pulro < c- K77 ulgg o

mit A := maxg diamg.

Beispiel d € {2,3}, u € H*(Q), Py-Elemente

(i). lineare Interpolation (k = 1): u! sei lineare Interpolierende von u (existiert wegen d € {2, 3},
u € H?). Dann gilt u/ € H'. Fiir » = 0 bzw. » = 1 in Korollar 5.7 folgt

lu—u'llo < ¢ h* - Jul
lu—ul|ly <c-h-|ul
(Die Abschiitzungen sind bzgl. h-Potenzen optimal.) Es gilt auch:

lu—u'lloo < ¢+ h* - ful2,00

(ii). Interpolation durch Polynome vom Grad k: Sei dazu u € H*+1(Q2). Wegen u! € H! kann in
Korollar 5.7 nur 7 = 0 oder r = 1 gewihlt werden.
lu—u'flo < e W Julii

lu—u'|y < e P fulpp
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5.8 Satz (A-priori-Abschitzung)

Betrachte elliptische Randwertaufgabe 2. Ordnung, sodass die Voraussetzungen des Lax-Milgram-
Lemmas erfiillt sind (V C H'). Benutze Cea-Lemma, um 5.7 fiir FEM-Abschéitzungen zu verwen-
den.

lu—unll < C - Jlu —u'|h

Weitere Voraussetzungen:
e zuldssige shape-regulédre Zerlegung
e Pi-Elemente (2D/3D)
o uc HL(Q)

Dann:
lu—unlly < e h* - Julria

Bemerkung  (i). Problem: Im Allgemeinen sind C' sowie |u|;4+1 unbekannt.

(ii). Kann man fiir den FE-Fehler analoge Abschitzungen fiir andere Normen beweisen? Problem:
Cea-Lemma nur fiir || - ||;-Norm anwendbar.

5.9 Satz (Abschitzung des L-Fehlers)
Es seien die Voraussetzungen aus Satz 5.8 erfiillt. Betrachte das Hilfsproblem
a(v,w) = (g,v)  (veV) (5.1)

fiir g € L? (,,duales Problem*®). (5.1) besitzt nach Lax-Milgram-Lemma eine eindeutige Losung w.
Setze nun zusétzlich voraus, dass w € H%(Q) und ||w(g)|]2 < ¢ ||g]lo- Dann gilt

lu—wunllo < C - R** - Julieis
Beweis: Dualitétstrick (oder Nitschetrick). Wéhle g := « — uj, und v := u — up, dann
llu —unll2 = (g,v) = alu — up, w) = alu — up, w — wy,)
SM-lu—uplly - [w —wnlly

fiir beliebige wy, € Vj, (Galerkinorthogonalitiit). Aus Theorem 5.8 folgt fiir wy, := w?:

lw—unllg < C- B - fulgyr - b+ [Jwll2
<ec-C-hFtL. [ulps1 - ||lu — unllo -

Bemerkung  (i). Randwertaufgabe —Aw = g, w|sn = 0 mit Q konvex erfiillt die Voraussetzungen
des Dualitétstricks.

(ii). Randwertaufgabe —¢ - Au+b-Vu+c-u = f, u|lpq = 0 (singuldr gestortes Problem). ¢ ist
dann gegeben durch ¢ = ¢/ '5’%, d.h. Nitsche-Trick ist nicht anwendbar.

(iii). Analoge Abschiitzungen gelten auch fiir Q-Elemente.

Bemerkung (Numerische Konvergenzrate) Sei u —uj;, = e,. Annahme: e, < C - hP. Frage: Beobachtet
man praktisch eine Konvergenzrate 87
Heuristische Uberlegung: Angenommen e, = C - h?. Dann

h B
ie )
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(Verfeinerung der Schrittweite). Dann folgt

Ine, =InC+ S -Inh
Ine, = InC+g-(lnh—1n2)
Ineyp —lneg

= 8= In2

B heifit numerische Konvergenzrate.
Beispiel  (i). —Au= fin (0,1)?, u|pg = 0 Sei
u(z) ;= sin(w - z) - sin(7 - y)

(Idee: Gebe exakte Losung u vor und berechne daraus f.) Berechnung der numerischen
(experimentellen) Konvergenzraten bestétigt die theoretischen Ergebnisse.

(ii). —Au=0, Q:={(r,¢);0 <7 <1,0 < ¢ < 3} (nicht konvex!), exakte Lésung

2
u(z) :=rs - sin <3<p) ¢ H?
Numerische Konvergenzrate ~ % fiir P;-, Py-Elemente.

5.10 Lemma (Inverse Ungleichung)

Sei d = 2 und benutze lineare finite Elemente. Sei % < C auf der Familie von shape-

reguldren Triangulationen (d.h. eine uniforme Zerlegung). Dann gilt
C
lvnlloo < 5 llonllo (vn € Vi)

Bemerkung  (i). Abschitzung kann nur gelten, weil V}, endlich-dimensional ist (d.h. alle Normen
sind dquivalent). Aber: Konstante abhéngig von Raumdimension!

max g diam K

Tt < C auch quasi-uniform genannt.

(ii). Manchmal wird die Bedingung

(iii). Bei vorausgesetzter Uniformitét sind lokale Verfeinerungen nicht zuléssig. Starke Vorausset-
zung!

.
Abbildung 5.3: Lokale Verfeinerungen fithren zur Verletzung der Uniformitét.

Beweis:
Verwende eine Quadraturformel, die fiir quadratische Funktionen exakt ist. Vi
Dann gilt

A(K) v
/I(U%L:W(32/012*[(—’_8ZUEJ’K+27UZ2‘7’C’K) ik ij
Da vy, linear ist, liegt das Maximum von vy, in einem Eckpunkt. Damit Vv,
/ vi > C - \(K) - max v}
K K

Da Triangulation shape-regulér ist, folgt

[V lloo, e < Nvnllo,x

c
diam K
(lokale inverse Ungleichung, bisher wurde Uniformitéit noch nicht benétigt). Summation und Uni-
formitdt gibt Behauptung. O
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5.11 Satz (L°°-Abschitzung fiir lineare finite Elemente)

Die Familie der Zerlegungen sei uniform und shape-reguldr. Weiterhin gelte u € W o, und der
Nitsche-Trick sei anwendbar. Dann gilt

|lu — uplloo < C-h
Beweis: Aus Lemma 5.10 und Theorem 5.7 folgt
lu = unlloo < llu—ulfloo + [lu" —uploo

C
<C-h? - Julg,eo + o l[u! = unllo

C
<C 12 Juloo + 7+ ([lu” = ullo + [lu — unlo)

<C- (B |ulooo + R |ul2) O

Bemerkung Ist diese Abschiitzung optimal? ||u —u! || = O(h?)...? Praxis zeigt: Konvergenzord-
nung 1 ist nicht optimal fiir u € W . Es gilt

lu —unlloo < C-h%-|Inh|

Allgemein: Die Anwendung globaler inverser Ungleichungen fiihrt oft zu nicht-optimalen Abschétzun-
gen.

Bemerkung (Versuch einer L°-Abschitzung fiir lineare finite Elemente (2D)) Einbettungssatz gibt H? «—
L, also
2 2
l|un — u”oo,K’ <C-lun — u||2,K’

wobei K’ das Referenzelement bezeichne. Damit folgt

lun — ulloo,x < ¢+ [Jun — ulloo,k

2

S S Jlun —ulli g <O lup — a3 ko

= max [leen, — wl|
= C" (Jun — uls g + lun — uff g0 + lJun — ullf)

Transformation auf K:
C/
AMK)

= % < (A Jun = ul3 gk + B Jun = ulf g+ flun = ull§ )

Summation tiber alle K gibt
lun = ull% - AQ) < C"- (B - un — ul3 + % - Jup, — ulff + [un —ulF)

<O (W uf3 + B Jul} B ul3)
= Jlun — ulloc.c < C- b2 [uly

Diese Aussage ist falsch! (Veroffentlicht 1986 in ,Numerische Mathematik®). Problem:
[un = ulloo,x < e(K) - [lun — ullo, k-
d.h. Konstante hingt von K ab. Globale Abschétzung (wie oben verwendet) i.A. nicht moglich.

Bemerkung Optimale L>°-Abschitzungen nutzen die Greensche Funktion (oder eine Approxima-
tion). Idee: Sei zp € Q. G lose
Yo eV :a(v,G) = v(x)

Dann folgt

(u—up)(zo) = alu — up, G) = a(u — up, G — Gp)
<M - lu—wuplr- |G = Gl
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Hoffnung: ||u — upl/1 gibt A* und |G — Gy||1 gibt h. Idee nur so fiir n = 1 realisierbar (v € H!
besitzt fiir n > 2 keine Werte in Punkten). Modifikation: Suche stattdessen G € Wbl sodass

Yo € W 1 a(v,G) = v(wg)
Neue Existenztheorie nétig. Dann
[(w—un)(zo)| < M - [lu — upllwre - |G = Gullwra
Auf uniformen Gittern kann man dann beweisen, dass

” e < h?-|Inh| P; — Elemente
up — U
h o = ) prtl P, — Elemente, k > 2

fiir u € Whtloo

5.12 Satz (Allgemeine inverse Ungleichungen)

v sei eine Funktion aus einem FE-Raum und Zerlegung sei shape-regulér.

vllepx < C - (diam K)™ " G=3) o]l mgxc

wobei n Raumdimension, £ > m, p,q € [1, o0].

Beweis:  (i). m = 0:
[v|epx < ¢ (diam K) ¢ h¥ - [ve,p, i
lepxc < ¢ (diam K)~¢ - h¥ - [v|e,p, i
<c¢-(diam K)~* - h¥ - lvllo.q k7

= |jv

(Im letzten Schritt: Norméquivalenz auf endlich-dimensionalen Riumen.) Riicktransformati-
on gibt

ollepx < C - (diam K) =" A7 75 - [[o]lo.x
(ii). m > 1: Sei zunéchst |a| < £ — m, dann

(@) pap(i_1
10%llop i < [olle—mpc < C - (diam K)™ =+ (G=3) o)

< C - (diam K)"™ 4 G=5) o]l g i

0,q9,K

Fir £ —m < |a| < ¢: Dann a = 4+ v mit |f| = ¢ —m (dann |y] < m),

10°Vl0,p.x = 10°(070) lop, 5 < 107 le-rmop ¢

(i)
< O (diam K)" = G8) 1070)l0 4.
1

< O (diam K)™ G ollm.g.x M

Beispiel (Zur Winkelbedingung) Betrachte Transformation auf Referenzelement E:

T — Zo :y—yo

£ =,

Sei w:=u—ul.

(i). Interpolationsfehler (in L2-Norm):

5.3
/wZ:D-/w2 <c-D-|wg
K E '
oo [ (B3, 4 h )
K

(anisotrope Interpolationsfehlerabschitzung).
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(ii). Interpolationsfehler (in H'-Seminorm): Naiver Versuch:
2 o 153 1 4,2 2 12 2 42
w, <c-D- wn-ﬁgo ﬁ-(hlum.—&-hl~h2-uwy—|—h2-uyy)
K E 2 K

4
Der Term % ist storend (kein beliebiges Verhéltnis von hy zu hg, falls sich dieser ,,schon®
2

verhalten soll). Statt Bramble-Hilbert-Lemma muss also andere Abschéitzung auf Referenz-
element verwendet werden.

Neuer Versuch: Es gilt zum Beispiel

1 Yy x
g(u —ul) = / (/ Ooou(z,v)dv + / O12u(v,m) du) dn
Y 0 n 0

(vgl. auch Beispiel vor Satz 5.3). Damit

1 1
2 2 2 2
/wygc-D~ u;n~—hQSC'DTLQ'/u/&n—i—wm77
K 2 JE

(anisotrope Abschiitzung).

Damit: Spitze Winkel verursachen (fiir lineare finite Elemente) keine grofieren Probleme. Schon
1976 wurde bewiesen, dass
inf |Ju—wp|| <c-h-ula

Vh

VpE

(lineare finite Elemente, 2D), falls die Maximalwinkelbedingung gilt (d.h. Jap < 7 : a < ap).
Beispiel (Maximalwinkelbedingung nicht notwendig fiir Konvergenz von linearen FEM (Krizek u.a. 2012))

@y

4k 4k

2k 2k

Es gilt ¢, — 7 fiir £ — oo, d.h. die Maximalwinkelbedingung in W}, ist verletzt. Wegen W}, C V},
gilt
inf JJu—op|| < inf ||[u—ovp||<c-h-|u
Lt =l < inf = ol < e b ful

(denn in V}, ist die Maximalwinkelbedingung erfiillt.)

Beispiel (Nichtkonvergenz einer FEM (Babuska, Aziz 1976))

: Th

<>
h
Betrachte lineare finite Elemente. Sei H = hg - h® mit hy € R. Annahme:
min |lu—ovplh =1¢c1 =0 (h—0)

VR EVR
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dann Konvergenz der FEM gegen u, nach Cea-Lemma. Fiir v := 22

8 2
[ () =«

avh
:> Ty

B
2

Sei n := u — vp, und

o(z,y) == 5 - (n(z + h,y) +n(x —h,y)) —nlz,y)

Y(w,y) =

DN = N =

. (vh(x + h,y) + vp(x — h,y)) — (2, y)

(Differenzenquotienten!) Damit folgt ¢ = h? — 1 (denn quadratische Funktionen werden exakt
diskretisiert). Da vy, linear ist, gilt ¢ (griine Punkte= 0. Deshalb folgt mittels Taylorentwicklung:

1+8 B=1

W@ -hy)| <H-c3-c1-h™ 2 =cqg-c1-h 2
Wihle 8 > 5, dann
SD(Y/h,y) 205'}2'2

mit ¢5 > 0. Seien z,y € [—1,1]. Setze

1

2 = / n(i-h,y)dy
-1
1
Vi = / e(i-h,y)dy
—1
Offenbar gilt dann
Vi > cg - h? 2i—1 — 2z + zi41 = 20;

Aus ||n]|1 < e folgt |2] - C - (es gilt: u € H! = u € L™ ® L', ,anisotroper Einbettungssatz®).
Aus

Azj = —zi_1 4+ 22 — 2i41 = —20; < —2c¢ - h?
Anwendung des diskreten Maximumprinzips mit Schrankenfunktion
wi=a-c +cs- ((i-h)*—1)
dann Aw; = —2c5 - h? > Az; fiir geeignetes c5 und w;|pn > zi|aq durch entsprechende Wahl von

a. Maximumprinzip gibt w; > z;. Speziell gilt zg < wy = a - ¢; — ¢3. Widerspruch zu |z — 0 fiir
h — 0.

Numerisches Experiment ergab:
e 3 = 2: Konvergenz gegen falsche Losung (# 0)
e 3> 2: Konvergenz gegen Null

Beweis offen
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Nichtkonforme Aspekte

e Ausgangsproblem: Variationsgleichung

a(u,v) = f(v) (vweV)
o Konforme FEM:
a(un,vn) = f(vn) (vhb €V CV)
Bei , richtiger“ nicht-konformer FEM: V}, € V. Andere mégliche Modifikation von konformen
FEM:

ap(un,vp) = falvn) (v € VR CV)
Beispiel Sei {2 polygonal. Betrachte Randwertaufgabe

—Au=f

u‘ag =0 (6.1)

Nutze Dreieckszerlegung mit linearen finiten Elementen, die Freiheitsgrade seien die Funktionswerte

in den Seitenmittelpunkten (Crouzeix-Raviart-Element). Dann gilt V;, ¢ H!.
Warum nutzt man dieses Element?

e Oft im Zusammenhang mit Stokes/Navier-Stokes.

e Basisfunktionen sind L?-orthogonal (dazu: Quadraturformel mit diesen Knoten ist exakt fiir
P,, wegen @, - p; € P folgt damit Behauptung).

Schwache Formulierung von (6.1) ist

(Vu, Vo) = (f,v)

Diskretes Problem ist zum Beispiel (beachte V;, € H', damit globale Integrale nicht mehr definiert):

;/I(Vuh . V’Uh = (f, ’Uh)

Benotigen neue Theorie fiir nichtkonforme Methoden.

Beispiel (Bekannte nichtkonforme Elemente)  (i). Qi°® (Rannacher, Turek): Basisfunktionen {1, z,y, 22—
y?}, Freiheitsgrade sind Integralmittel {iber Kanten

(ii). Wilson-Element: P»-Elemente mit den Freiheitsgraden

e Funktionswerte in den Eckpunkten
h h
® ¢ Pra und e Jic Py

wobei hy, hy die Kantenldngen des Rechtecks bezeichnen.

(iii). Versuch einer Verallgemeinerung des Crouzeix-Raviart-Elements: Nutze Funktionswerte in
Gauflpunkten als Freiheitsgrade und Ps-Elemente. Ist nicht unisolvent!

43



Abbildung 6.1: Links: Versuchte Verallgemeinerung, rechts: Morley-Element

(iv). Morley-Element: P;-Elemente mit Freiheitsgraden als Funktionswerte in Ecken und Normala-
bleitungen in den Seitenmittelpunkten. Offenbar V;, € H?, sogar V, € H'. Wird insbesondere
fiir Probleme vierter Ordnung benutzt.

6.1 Satz (2. Lemma von Strang)
Betrachte diskretes Problem
an(un,vr) = fr(vn) (vpb €V C V) (6.2)
Sei Zp, =V 4V, :={z;2=v+ vp,v € Vv, € V},}. Weiterhin gelte:
(). ap, sei eine auf Zj definierte symmetrische Bilinearform.
(ii). |lznlln :== v/ an(zn, zn) sei eine Norm auf V},.
(iil). |an(zn, wr)| < Mo - |z0lln - lwrlln fir wh, 2, € Zp.

Dann gilt

lu—unlln < M- inf u— s+ sup | fn(wp) — an(u,wy)
2p€Vh wp E€V) HwhHh

Approximationsfehler Konsistenzfehler
Beweis: Sei u, die Losung von (6.2). Sei z,, € Vj, beliebig. Dann
lun — znll7 = alun — 2, un — 2n) @2 an(u — zn,wp) + fo(wn) — an(u, wy)
——

=lWh

(i44)
< Mo - [lu =zl - lwnlln + fr(wn) — an(u, wh)

Damit folgt

fh(wh) - ah(U, wh)

O
[[wn|n

lu —unlln < llu = zalln + lun = znlln < M - |lu — zalln +

Beispiel (Poisson-Gleichung mit Crouzeix-Raviart-Element) Sei {2 polygonal und konvex. Betrachte die
Randwertaufgabe

—Au=f uloo =0

Diskretisierung mit Crouzeix-Raviart-Elementen gibt FEM-Raum V}, (dabei: liegt Seite auf Rand,
so setze Funktionswert in Seitenmittelpunkt gleich Null). Diskretes Problem:

an(up,vp) = Z (Vup, Vop) g = (f,vn)
K

Damit

lonlls ==Y (Von, Vou)
K

Ist dies eine Norm auf V7
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Beweis: Zu untersuchen: Folgt aus |lvp|n = 0, dass v, = 0? (Andere Norm-Eigenschaften folgen
leicht.) Aus ||vp||n = 0 folgt, dass vy, stiickweise konstant. Da je zwei Dreiecke eine gemeinsame
Seite haben (und auf dem Seitenmittelpunkt der Funktionswert iibereinstimmt), folgt, dass vy,
global konstant ist. Damit v, = 0 wegen v, = 0 auf dem Rand. O

Damit folgt: Theorem 6.1 ist anwendbar.

(i). Approximationsfehler: Da der konforme FEM-Raum ein Teilraum des nicht-konformen FEM-
Raum ist, gilt
inf ||u —znlln < C - h-ul2
zp €V

(ii). Konsistenzfehler: Mittels partieller Integration folgt

F := fr(wp) — ap(u,wp) = Z ((f,wn) g — (Vu, V) )
ou
>

Seien e;; die Kanten von K, dann

P zz/

i j=1

DRI IE RIS

i g=1

wobei w;, Konstante auf e;; und gleich Null auf Randkanten (jede Nichtrandkante tritt 2 Mal
auf... )

3
ou
F= P o) - (wn— TR
S5 (50) o
mit o Konstante. Funktioniert, wenn [ wy, = [ 7wy, (damit Wahl von @y, festgelegt, ist
wohldefiniert). Wéhle « : a“

u dul

on on
kative Spur-Ungleichung.

Abschétzung von ’

notwendig (analog dann ||wp — W ||o,e). Hilfsmittel: multipli-

o3, > (6.3)

Il2, <e- (nvno,K ol +

diam K
Damit erhalt man
ou_oul) o (fow _guty L 1 0w dul )
on  On 0. on  On 2K T Jiam K ||on on 0.K

<c-diamK - |u\§K

Somit gilt:
[ = unlln < C-h-luls

6.2 Satz (1. Lemma von Strang)

Betrachte diskretes Problem

ah(uh,vh) = fh(vh) (Uh eV, C V) (64)
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(d.h. a, f werden modifiziert, aber Vj, C V). a;, sei Vj,-elliptisch und beschrénkt. Dann

. a(vp,wp) — ap(vp, w wy) — f(w
||U—uh|| <M. inf HU—UhH + sup (| ( h h) h( h h)| + |fh( h) f( h)|>
vn€Vh wp €V Hu_uh” ”u_uhH
Beweis: Es sei uy, die Losung von (6.4). Sei v, € Vj,wp = up — vp. Dann folgt aus der Vj,-
Elliptizitét:

o |Jup —vp||? < ap(up — vp,wp)

= a(u — vp,wp) + a(vp, wr) — ap(vp, wp) + fr(wp) — f(wp)
Damit:
a-[up —onl* < M - |lu = vp - [Jwn]l + a(on, wn) = an(vn, wn) + fu(wn) = f(ws)

Aus der Dreiecksungleichung folgt die Behauptung. O
Bemerkung Warum betrachtet man diskrete Probleme der Form (6.4)? Standard-Anwendungen:

e Quadraturformel zur Berechnung der Integrale

e Stabilisierungsmethoden (z.B. Stromliniendiffusion)

e Analysis von Finite-Volumen-Methoden
Beispiel (Stromliniendiffusion, 1978)

—Au+b-Vu+c-u=f ulog =0

Bei dominanter Konvektion ist das Galerkin-Verfahren wenig geeignet. Schwache Formulierung bei
Galerkin-Verfahren ist gegeben durch

ag(u,v) = (Vu, Vo) + (b- Vu+ c- u,v) = (f,v) (ve Hé(Q))
Stromliniendiffusion:

ah(uh,vh) = ag(up,vp) + Z (=Aup +b-Vup +c-up,b-Vop,) - 0k
K

fh(vh) = f(’l)h) + Z (U, b- V’Uh) 0K

weiterhin gelte Vj, C V. Vorteil dieser Formulierung:

ah(u, Uh) = (fh,’Uh) (Uh S Vh)

Ist aj, Vj-elliptisch? Ja, aber nicht trivial.
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Weitere Verfahren

7.1 Finite-Volumen-Methode

Bemerkung (Zur Geschichte) e Samarskij 1977 (,,Integralbilanzmethode*)
e Heinrich 1987 (,,Finite difference methods on irregular networks®)
e Bank, Rose 1987 (,,Box-Methode®)

Beispiel (1D)
4 (ko) o)) + 060) - ulo) = £(2) u(0) = u(1) =0
):

Integriere Gleichung {iber ,,Kontrollvolumen* (xF% Ty

1
2

{—k(x) : Cg‘iu(x)r”% +/j”% g(z) - ul) dm:/w”% f(z)de (7.1)

) T,
xi7% 17% 17%

(,,Erhaltungsgleichung®). Die Gleichung (7.1) ist Ausgangspunkt fiir Finite-Volumen-Methode. An-
nahme: ulf, | gy 1] = Ui (d.h. w wird jetzt auf dem Kontrollvolumen stiickweise konstant appro-
i i+1

ximiert). Approximation von (7.1):

R Y T T 1
k1 - Yitr 7 Wi ki1 - L Wiml * g(z)dz = ? f(z) da
2 hit1 2 hi z @

(Entspricht einem bekannten Differenzenverfahren.)

Definition (Voronoix-Boxen 2D) Oft benutzt man als Kontrollbereiche sogenannte Voronoi-Boxen:
Gegeben seien Punkte z; in der Ebene. Sei

Bij = {r e R} |z — ;| < |z — =]}

Dann heif3t €; := ﬂj#i B;; Voronoi-Box zu z;.

...............

Bemerkung  (i). Fiir Q C R? polygonal seien x; € Q geeignet fixiert. Definiert Zerlegung in
Voronoi-Boxen.

(ii). Notation: j € A; :& z; definiert ein Randstiick von ;. Dieses Randstiick wird mit T';;
bezeichnet.
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Beispiel Sei 2 C R? polygonal. Betrachte Randwertaufgabe
—Au+c-u=f ulog =0

wobei ¢ > 0. Es seien (hinreichend viele) z; € Q gegeben, die eine Zerlegung von 2 in Voronoi-Boxen
Q; definieren. (Die Voronoi-Boxen entsprechen nun den , Kontrollbereichen*.)

fnant foee=
- — + c-u= f
aﬂian Q Q;

(,,Bilanzgleichung“). Approximiere u stiickweise konstant, d.h. u|q, = u;. Damit

I
_Zmij.%Jrui./ C:/ f
] Q; Q;

JEN;
wobei
ITij| =2 mi; zi —xj| =: i
wobei
ITij| =2 mij wi —xj| = i
Fiir m; := |€;| erhélt man
—Zmij-%—i—ui-mrci:frci (7.2)
JEA; E

Bemerkung (Primale/duale Vernetzung)

Gegeben sei ein Dreiecksgitter (einer FEM), genannt primales Gitter. Dann heifit
das Gitter, das durch die entsprechenden Voronoi-Boxen gegeben ist, das duale
Gitter. (Zum Teil werden auch andere Boxen genutzt, z.B. Donald-Boxen.)

Welche Beziehungen gibt es zwischen linearen finiten Elementen auf primalem Gi
Finite-Volumen-Methode auf dem dualen Gitter? Aus dem letzten Beispiel folgt, dass fiir —Au:
lineare finite Elemente = Finite-Volumen-Methode mit Voronoix-Boxen.

7.1 Lemma

Fiir eine gegebene Funktion ¢ bezeichne & die stiickweise konstante Funktion auf Q; mit &
&(x;). Es gilt

Q;
|‘wh—m|| §C~h~|wh‘1 (’UhEVh)
Beweis: Es gilt

(wp, — wp)(x) = Vwy, - (x — ;)
= |lwp, —W|| < ¢ h-|wpd

Beispiel (Interpretation der FVM als lineare FEM) Sei V}, der Raum der linearen finiten Elemente iiber
der primalen Triangulation, up(z;) := u,;. Summiere iiber ¢ in (7.2):

Wi — U
g — Wi —

E Vi —E Mij - =~ + My G Uy —E mi - fi i

i K i

JEA;

=:ap (up,vp) ::fh('uh)

(Diese Gleichung ist zu (7.2) #dquivalent, betrachte dazu v; := ¢; wobei (p;); die nodale Basis
bezeichnet.)

Fehleranalysis der Finite-Volumen-Methode mit Hilfe des Strang-Lemmas 6.2:
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(i). Ist ap, Vj-elliptisch? Es gilt

v — v
r(vp, vR) Zvl _Zmij' ]fij ! +Zmi'ci~vi2 > (Vuy, Vuy)
K3

JEN;

>0

(Beachte dazu, dass nach obiger Bemerkung die FVM-Diskretisierung von —Awu mit den
linearen finiten Elementen iibereinstimmt.)

(ii). Abschitzung des Konsistenzfehlers: Beachte dazu, dass

Zvi . Z msj - . Y—ui) (Vuy, Vop,)

JEA;

(FVM = lineare FEM fiir —Au).

|(f7wh)_(?;w7h)| |(f7wh_wh)|+|(f fawhﬂ|)

<

7 PR

<c-h-|wl+ec- 0% lo
~——

<llwallo+lwn—wrllo
<c-h-flwals
Analoge Abschitzung fir | (¢ - v, wp) — (¢ - vy, Wp)
Damit folgt unter Anwendung von Theorem 6.2:
lw —unls < c-h-lufs
(unter denselben Vorrausetzungen wie bei linearen finiten Elementen).
Bemerkung (Konvektions-Diffusions-Gleichungen)
—Au+b-Vut+c-u=f ulon =0

Idee: Diskretisiere —Aw mit linearen finiten Elementen (gibt M-Matrix) und diskretisiere die Terme
b- Vu+ c¢-u mit Finite-Volumen-Methode. Warum ist es sinnvoll den Konvektionsterm mit FVM
zu behandeln?

(b Vu,v) = (div(b- u),v) — (divb,u - v)
~ (div(b-u),v) — (divb,u - D)

_szl/ bn” ZZUZ v; - / b-ny;

i JEA,; i jEN; Tij
wobei n;; der duBere Normalenvektor auf I';;. Weitere Approximationen:

e Essei frw b; -n;j =~ Bi;, zam Beispiel ;5 := |I';;|-b(Qij5) - nij wobei Q;; der Seitenmittelpunkt
von F”

o U\ u; + (1- Aij) - uj. Upwind-Strategie:
1 ,Bij >0
)\ij =
0 Bij <0

(Damit: Matrix mit positiven Hauptdiagonalelementen und nichtpositiven Nebendiagonal-
elementen. Mit FEM nicht so einfach erreichbar.)

Somit:

U}“’U}L . Z Z ﬁz] - l]) : (uj - U’l) %

i JEN;
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7.2 Discontinuous Galerkin-Verfahren fiir elliptische Probleme

Bemerkung (Zur Geschichte) e 1973 Discontinuous Galerkin-Verfahren fiir Transportprobleme
(b-Vutc-u=f)

e 1998 Discontinuous Galerkin-Verfahren fiir elliptische Probleme (Oden, Baumann, Babuska)
Es gibt zwei verschiedene Zugénge zum Discontinuous Galerkin-Verfahren:

(i). primal (Startpunkt: elliptisches Problem)
(ii). dual (Ausgang: gemische Formulierung)
Hier Beschrankung auf primalen Zugang. Die beiden Zugénge sind dquivalent.
Bemerkung Betrachte im Folgenden das Problem
—Au+c-u=f ulog =0 (7.3)
Bezeichnungen:
Q). Q=U ket K Zerlegung in polygonale Elemente

(ii). & sei die Menge aller Riinder der Elemente von 7 und &, die Menge aller Rénder, die nicht
auf dem Rand liegen.

(iii). Sei v eine stiickweise glatte Funktion und e € &y, dann definiere
[v]e := v]orna — vlor/ne
1
(V)e = 3 (vlorna — vlaxne)

fir K,K' € T (,Sprung® und ,,Mittelwert“; offenbar abhingig von der konkret gewéhlten
Nummerierung).

(Herleitung der schwachen Formulierung)

Sei v eine stiickweise glatte Funktion. Aus (7.3):
Z (—Au)w—l—Z/ou'v:Z/f-v
KeT/K KeT 'K KeT 'K
Partielle Integration gibt:
—Au) v = /Vu~VU—/Vu~u~v— / Vu) -v-v
P | >/, CONEES R

wobei I' := 002 und pu, v die entsprechenden Normalenvektoren bezeichnen. Nutze fiir die Umfor-
mung des letzten Summanden folgende Gleichheit

by +b_
2

a+~b+—a_~b_=#-(b+—b_)+(a+—a_)~

Damit ergibt sich insgesamt

Z(Vu,Vv)K—/(Vu)-u-v— Z ((Vu) - v)e - [V]e + (¢~ u,v) = (f,v)

K r e€Eint ¥ €

Addiere auf der linken Seite die Terme

s [(90) ez 3 [(00) el

e
e€in
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mit dem Ziel (im Fall —) die entstehende Bilinearform zu symmetrisieren (beide sind 0, beachte
u|aq = 0 und Stetigkeit von ). Addiere aulerdem die Terme

/Fa~u-v+/ginta-[u]-[v]

fiir geeignetes o > 0 (Strafterme, die Vj-Elliptizitdt sichern sollen). Definiere linke Seite als
By (u,v). Vj, sei der FE-Raum der stiickweise glatten (i.a. polynomialen) Funktionen. Damit dis-
kretes Problem

By (u;“vh) = (f, ’Uh) (’Uh S Vh) (7.4)

Damit Variante des Discontinuous-Galerkin erhalten:
e Vorzeichen —: symmetric interior penalties (SIP)
e Vorzeichen +: nonsymmetric interior penalties (NIP)

Ermoglicht auch , schwache“ Einbeziehung von Randbedingungen.
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Bemerkung (Vorteile des Discontinuous Galerkin-Verfahren)

(i). Flexibilitit
(ii). Gitter miissen nicht notwendig zuléssig sein.

Beispiel Sei 2 = (0, 1). Betrachte Randwertaufgabe

= f u(0)

Q2

=

u; +1
X Xit1 Xis1 Xi
Es ergibt sich das Gleichungssystem
1 ( 1. _ _ 1 i _
— o zuf —uy +2uf —u - suf ) fe;
h 2 7—1 7 7 7+1 2 7+1 . 7

) 1 . - L1 Tit1 N
N _iuifl —u_q +2u; —u + §Ui+1 = [

+

Fiir u;” = u; ergibt sich insbesondere

h
d.h. das stetige Galerkin-Verfahren.

Bemerkung Im Folgenden bezeichne

- (—’U,i,1 + 2’LLZ — ’U/Z'Jrl) =...

i

lol2e = 3 (ol x + I0l3.) + / oot / o o]

KeT

Eint

(ist abhéngig von Zerlegung!). Ist By bzgl. dieser Norm Vj,-elliptisch?

7.2 Lemma (i). By ist Vj-elliptisch fiir alle o > 0.

(ii). B_ ist fiir o := 9% mit oo hinreichend gro8 V},-elliptisch.

Beweis: (i). Es gilt

By (vn,vn) = ||unllia

d.h. V},-Elliptizitét fiir alle o > 0.

(ii). Nach Definition gilt

B_(vh,vh):Z|vh|iK+(c~vh,vh)+/a'v%+/ o - [vn]?
r

K

72\/F(Vvh)~u~?)h72 Z

e€&int “ €

!
> C- |lonllie
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Schétze dazu die Terme in der zweiten Zeile nach oben ab. Hier nur Abschétzung des zweiten
Terms:

/ (Von) - Ve - [on] = / L (Vo) vy ot ol

e o2

(2 wwmn?) ([ k)

=

S%L%'((Vvh)"/>2+%/€0'[vh]2
<L /K(m)2+2—/ea [oa]?

Dabei in (*) genutzt:
[ (@) < 5 [ o
e K
folgt aus multiplikativer Spurungleichung (6.3)). Wihle nun ¢ := o¢ - +, dann
( h

c-y  cy

" 2h-o 200

Der Term wird schon fiir o hinreichend grof.

7.3 Satz (Fehlerabschatzung fiir Discontinuous Galerkin)

Gegeben sei eine quasi-uniforme A-Zerlegung. Verwende (unstetige) lineare Elemente. Weiterhin
o}

sei 0 1= ¢ mit o¢ hinreichend grof. Fiir u € H? gilt in (7.3)
lu—unllac < c-h-lul
Beweis: mu € Vj, sei die stiickweise L2-Projektion von u in Vj, (d.h. (mu,v), = (u,v), fir v €

Vi) und u! die stetige lineare Interpolierende. Abschitzungen fiir v — ITu verlaufen analog zu
Abschitzungen fiir u — u’. Es sei

ni=u—mu E:=mu—up (€ Vp)
Es gilt
- HgH?lG S B(§7§) :B(ﬂ-u_uhag) =B(7ru—u,§)+B(u—uh,§)
—_——

0

wegen B(u — up,v,) = f(vg). Ziel: Schitze die Betrdge der 8 Summanden in B(n, ) durch g(n) -
ll€]lac ab. Die folgenden Abschitzungen werden als bekannt vorausgesetzt:

Inlx <c-h-lulax

Inllo.x < c-h?-|uls,x
3

[Mllo.e <c-h2-lulsx

1
e <c-h? - fulzx
(Die dritte Ungleichung folgt aus den ersten beiden mit Spurungleichung (6.3)).

(i). Bei 4 Summanden: Cauchy-Schwarz.

SOV 09 [oms [ obllg

K

(Fiir die letzten beiden Integrale nutze o = 0% - o2 und beachte o = %)
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(ii). Es gilt

o

N

/e(Vn-V)f’S JZoRT

csu 11
< [nhe - lEllac < c-hz-hz-|[E]lac

Analoge Abschitzung auf ,innerem Rand“.

(iii). Es gilt

<c-h-|éllac O

Beispiel (Reine Konvektionsprobleme)
b-Vu+c-u=f ulr_ =g (7.5)
wobei I'_ := {x € I := 9Q;b-n < 0} ,Einstromrand®.
1D (siehe auch Ern, Guermond: Theory and practice of finite elements): Betrachte das Problem
u = fin(0,1) u(0) =0

Sei X := {v € H';v(0) = 0}. Fiir u € X,v € L? definiere a(u,v) := fol u'-v. Dann ist die schwache
Formulierung gegeben durch

a(u,v) = (f,v) (ve W :=L*0,1))

gegeben. Problem: Losungsraum # Raum der Testfunktionen, d.h. Verallgemeinerung des Lax-
Milgram-Lemmas und des Cea-Lemmas notwendig. Fiir lineare finite Elemente erhélt man dann

lu—wunllo <C-h lu —uply <C
Zudem oszilliert die numerische Losung. Alternativen zu Galerkin:

e Stromliniendiffusion

e Discontinuous Galerkin (fiir lineare Elemente erhélt man |Ju—wup|jo < ¢-h2 und Oszillationen
verschwinden)
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Parabolische Randwertaufgaben

Beispiel (Warmeleitung)
up—Au=finQx (0,7) u(0,+) = ug
mit Randbedingungen auf 0€). Schwache Formulierung ...7

Annahme: homogene Randbedingung u|sq = 0. Interpretation: Gesucht wird Abbildung ¢ — wu(t) €
V := H}(Q). Fiir einen normierten Raum (V, || - |v/) sei

T
L*0,T;V) := {u: [0,T] — Vmb;/o u(t)]? < oo}

Nun versucht man eine schwache Formulierung anzugeben mit u € L2(0,T;V), v’ € L*(0,T;V").
Néchstes Problem: Ist u(0) iiberhaupt definiert?

Definition Es gelte V' C H C V’. Weiterhin sei V separabel, reflexiv, H ein separabler Hilbert-
Raum und V sei dicht in A mit ||v||g < ¢ ||v||. Dann heifit (V, H, V) ein Evolutionstripel.

8.1 Lemma
Bilden (V, H, V') ein Evolutionstripel, dann gilt:
uw€ L*(0,T;V),u € L*(0,T; V') = u: [0,T] — H stetig
Beweis: s. Zeidler: Nichtlineare Funktionalanalysis. O

8.2 Lemma

Beispiel (Fortsetzung) Setze im letzten Beispiel V := H}(Q), H := L*(Q), V' = H~1(Q2). Damit
schwache Formulierung: Finde v € L2(0,T;V), v’ € L*(0,T; V') mit

Yo e Vi (u/(t),v) +a(u(t),v) = (f(t),v) u(0,) =ug € H (8.1)
—_——
Zw (1))

wobei a die ,iibliche* Bilinearform zum elliptischen Operator. Man kann zeigen: (8.1) besitzt eine
eindeutige Losung.

8.3 Satz (A priori-Abschitzung)

Es sei (V, H,V’) ein Evolutionstripel. Die Bilinearform a in (8.1) sei V-elliptisch. Dann gilt

t 1 t
()| + o / Jully < o)) + = - / | F(s)I1% ds
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1d
B ), u(t)) + au(e), u() = (F(2),u(t))
1d, s 1 OB @l
el . < . .
= 2Ll + o ulf < - AT 4 o 0
Aus ||lul|v < ||u||g folgt mittels Integration:
1d (! Y A | K 9
el bl < .
57 I+ 5 [l < 5o s
t 1 t
immw%+wljmmsmeM7;Anﬂw@w 0

8.4 Satz (A priori-Abschitzung)

Es sei (V, H,V') ein Evolutionstripel. Die Bilinear.form a in (8.1) sei H-elliptisch. Dann gilt

—o 1 —a- ! a-s
lu@®)ll7 < e Ju(O)F + ~ - ¢ t-/o e || f(s)|7r ds

Beweis: Setze in (8.1) v := u(t). Dann

1d
5 g (), ul?)) + a(u(?), ut)) = (£(2), u(t))
= L) + ol < = - 15O

o L A
> (Ol < e )l + et [ e o)l ds

Dabei benutzt:

d , . 1,
7 (" ) < = -e - £l 0

Bemerkung Theorem 8.4 sagt: Der Einfluss der Anfangsbedingungen wird exponentiell gedampft.

(Semidiskretisierung: Elemente bzgl. der rdumlichen Variablen)

Sei Vj, C V ein FE-Raum. Gesucht ist up(¢) mit

Yoy, € Vi, <;ltuh(t),vh> + alup(t),vn) = (f(t),vn) (8.2)

Es sei {¢; }ier Basis von V},, dann
un(t) =Y ui(t) - @i
iel
Einsetzen in (8.2) gibt
d
> (pinpg) uita | Y i) wipy | = (f(),05)
el il
d
&> (pine;) pries > alpi i) - uilt) = (£(t), ¢5)
iel el
Sei I:={1,...,N} und U(t) := (u1(t),...,un(t))T. Dann wird die letzte Gleichung zu
D U'(t) + ApU(t) = F(t) U(0) = Uy
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(d.h. System von Differentialgleichungen erster Ordnung mit Anfangsbedingungen).
Wie wahlt man Uy? Verschiedene Moglichkeiten, u.a.
(i). Uy :=u} (Interpolierende im FE-Raum)
(ii). Up als L2-Projektion von ug
Beispiel
Up = Ugy = |

auf (0,1) mit homogenen Randbedingungen und entsprechenden Anfangsbedingungen. Nutze li-
neare finite Elemente und dquidistantes Gitter. Dann gilt

h 1
Dy = 6 (dij)ij Ap = h (@4):s
mit
4 i=j 2=y
dij:=q1 |i—jl=1 aij = =1 [i—jl=1
0 sonst 0 sonst

Niichstes Ziel: Untersuchung der Steifigkeit. Dazu: Was sind die Eigenwerte von A7 Man kann die
Eigenwerte explizit angeben, dabei stellt man fest, dass Eigenwerte A1 = h, A\, = % existieren (d.h.
condA;, ~ h~2). Damit folgt, dass es sich i.A. um ein steifes System handelt. Favorisiert werden
dann A-stabile Methoden zur Zeitdiskretisierung.

8.5 Lemma (Fehlerabschétzung fiir Semidiskretisierung)

Betrachtet werde das Problem (8.1) mit Diskretisierung (8.2) (mit hinreichend schénem a). Wei-
terhin sei a nicht abhéngig von ¢. Sei © := Rpu — uy. Fiir lineare finite Elemente gilt dann

t
1013 + / 10]2 < C(u) - h*

fiir UO = Rhu.

Beweis: Es gilt up — u = up, — Rpu + Rpu — u wobei Ry, die Projektion in V}, bezeichnet. Wéhle
hier speziell die Ritz-Projektion (d.h. Ryu € V, mit a(Rpu,vy) = a(u, vy,) fiir v, € V3,). Dann folgt
insbesondere

a(u — Rpu,vp) =0 (vp, € Vi) (8.3)

(Galerkin-Orthogonalitéit). Der Fehler Rpu—u der Ritz-Projektion kann somit genau so abgeschétzt
werden wie ein FE-Diskretisierungsfehler.
Noch abzuschétzen: up, — Rpu. Setze

up — Rpu =: © Ryu—u=yp

Dann gilt

d d
—0O,v, | +a(©,vy) = (f,vn) — | =Rru, v | — a(Rpu,vp)
dt dt N

E2a (u,on)

Aus (8.1) bekannt:

a(u,vn) = (f,vn) — (jtu’ Uh)
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Damit:

d d d d
(dt(_)vvh> + G(Q,Uh) - (dtu - %Rhua 'Uh> - = (dtg’ vh>

d.h. Gleichung fiir © gefunden. Als Anfangsbedingungen hat man ©(0) = Uy — Rpug. Verschiedene
Wahlmoglichkeiten:

(i). Eleganteste Wahl (fiir die Fehlerabschétzung) ist Uy := Rpuo.
(ii). Alternativ fiir Uy := ul:
©(0) = uj — Ryug = (ug — uo) + (uo — Ruuo)
Fiir lineare finite Elemente wiirde dann |©(0)| < C - h folgen, wenn ug € H>.

Setze hier Uy := Rpug. Néchster Schritt: Nutzung der a priori-Abschétzung 8.3. Dazu bendtigen
wir eine Abschitzung von H%QH ;- Da a nach Voraussetzung nicht von ¢ abhéngt, gilt

d d
a (clzﬁRhu7Uh> =a (dtu,vh>

d.h. H%QHH verhilt sich wie ||o|| . O

8.6 Satz

Betrachtet werde das Problem (8.1) mit Diskretisierung (8.2) (mit hinreichend schénem a). Wei-
terhin sei a nicht abhéngig von ¢. Fiir lineare finite Elemente gilt dann

lu = unllr < Clu) - h?
fiir Uy := Rpu.

Bemerkung Es gilt ||u — Rpully < c(u) - h.
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