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Einfithrung und Grundlagen

1.1 Optimierungsprobleme
1.1.1 Beispiele

1. Data Fitting:

e gegeben: Datenpaare (s;,t;) € Rx R fiir j =1,...,1 sowie eine Funktion ¢ : R x R” —
R. Dann kann es sinnvoll und unter bestimmten Voraussetzungen moglich sein, einen
Parametervektor z* € R™ so zu bestimmen, dass f(z*) < f(z) fiir alle z € R™, wobei

l

fl@) =) (t; —o(sj0)* (¢ €R")

j=1
Im Allgemeinen ist nicht gesichert, dass ein x* € R™ existiert mit

f(@*) = inf f(x)

z€R™

2. Energiekostenoptimale Pumpensteuerung:

e Zeitintervall [0, 7], Pumpe mit regelbarer Foérderleistung x : [0,7] — [0, ¥max] (in m? -

h~1) pumpt Wasser aus Brunnen durch eine Leitung in Hochbehélter. Aus dieser Leitung
entnimmt ein Verbraucher Wasser mit der gegebenen Entnahmeleistung v : [0,7] —
[0, Umax] (in m3- h_l). Der Hochbehilter fasst hochstens Hypax m> und soll zur Sicherheit
stets Hpnin m?> enthalten. Am Anfang des Zeitintervalls seien Hy m> Wasser im Behilter.

e Die Energiekosten zum Betrieb im Zeitintervall [0, T] seien gegeben durch

T
flx):= /t w(t, z(t)) dt

=0
mit einer gegebenen Funktion w : [0,7T] X [0, Zmax] — [0, 00). Die Funktion w bringt
insbesondere
— zeitabhéngige Tarife

— nichtlineare Abhéngigkeit zwischen elektrischer Leistung und der Forderleistung der
Pumpte

zum Ausdruck.

e Das Ziel besteht nun darin eine Funktion x* aus einem geeigneten Funktionenraum X
zu bestimmen, derart dass f(z*) < f(z) fiir alle z € X, die einen ordnungsgeméfien
Betrieb der Anlage sicherstellen. Letzteres ist gleichbedeutend damit, dass x € X die
folgenden Nebenbedingungen erfiillt:

(i) Die Forderleistung ist nichtnegativ und nach oben beschriinkt, d.h.

Vit € [O,T] :0< ZL’(t) < Tmax



(ii) Die Wassermenge im Behiilter liegt stets im Intervall [Hyin, Hmax), d.h. fiir alle
t € 10,7 gilt:

t

Hmin < HO +/ (Q}(T) - U<T)) dr < Hmax
7=0

e Reduktion auf ein Optimierungsproblem im Endlichdimensionalen:

Sei Ty :=0< Ty < ...< T, :=T. Mit X,, bezeichnen wir den linearen Raum aller
Funktionen z : [0, 7] — R mit folgenden Eigenschaften:

(i) Vi=0,...,n—=1:VYs,t € [T;,Ti41) : z(t) = x(s)
(i) 2(T 1) = 2(T)
Wir setzen voraus, dass v € X,,. Weiterhin seien o € X,, (Energietarif) und eine (pum-
penabhingige) stetige Funktion g : [0,00) — [0, 00) gegeben und w : [0, T] X [0, Zmax] —
[0, 00) definiert durch

w(t,r) = o(t) - olr)
Da jede Treppenfunktion z € X,, durch die Werte x(Tp), . ..,2(T,—1) eindeutig charak-
terisiert ist, werden wir unter x den Vektor

(E(To) I

x(Th-1) Tn

verstehen. Entsprechendes gilt fiir o, v. Als Spezialfall der obigen Optimierungsaufgabe
die Funktion f unter den angegebenen Nebenbedingungen zu minimieren erhalten wir
damit

ZUi ~o(x;) - (T; = Tj—1) — min
i=1

bei
(i) Vi=1,...,n:0 <z < Tpax
(ii)) Furi=1,...,n:

Hyin < Ho+ Y (1 —v1) - (Ti = Tr-1) < Hinax
=1

1.1.2 Aufgabenstellung und Grundbegriffe

e Seien G C R”, f : G — R gegeben. Dann betrachten wir die Aufgabe, einen Punkt z* € G
zu finden, sodass

Ve e G: f(z*) < f(x) (1.1)

Ein solcher Punkt z* € G wird dementsprechend Ldsung der Aufgabe (1.2) genannt. Formal
schreiben wir diese Aufgabe in der Form

f(z) — min beiz € G (1.2)

Dabei heifit f Zielfunktion, G zulissiger Bereich. Entsprechend heifit x zuldssiger Punkt,
wenn z € G. Der Funktionswert f(z*) = fin heiit Optimalwert.

Falls G = R", so spricht man von einem unrestringierten oder freien Optimierungsproblem.

Hiufig ist es sinnvoll die Bedingung (1.1) nur lokal zu stellen. Man verlangt dann, dass eine
Umgebung U(z*) des Punktes x* existiert, sodass

Vee GNU(z"): f(z¥) < f(x) (1.3)

gilt. Ein Punkt 2* € G der dieser Bedingung (1.3) geniigt, wird lokale Lisung der Aufgabe
(1.2) genannt.
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e Erfiillt z* die Bedingung (1.1), dann nennt man x* im Gegensatz dazu globale Ldsung.

e Von einer isolierten lokalen Ldésung spricht man, wenn in einer Umgebung von z* keine
weitere lokale Losung existiert. Dann folgt f(z*) < f(x) fiir alle x € G in einer Umgebung
von z*. Ist die letzte Eigenschaft erfiillt, dann nennt man x* eine strenge lokale Lisung.

e Zur globalen Optimierung ist Satz von Weierstra$$ niitzlich: Ist f : G — R stetig, G C R"
mit G # () kompakt, dann gibt es ein z* € G mit

f(@") = inf f(x)

z€G
e Beispiel 1.1 Sei G C R? gegeben durch
G:={z €R?*gi(z) := 23 + 235 < 1,g2(2) := —x2 < 0}

Fiir die Aufgabe f(r) := —zo — min ist einzige globale Losung x* = (0,1)7. Fiir f(z) :=
2o — min sind alle Elemente (z1,22) € [—1,1] x {0} globale Losungen.

e Der zulissige Bereich G wird haufig mit Hilfe von Restriktionsfunktionen g : R™ — R™ und
h : R™ — RP definiert:

reGeViel ={1,...,m}:gi(x),VieJ:={1,...,p}: hj(x) =0 (1.4)

Kurz schreibt man g(z) < 0 bzw. h(z) = 0 anstelle von g;(z) < 0 fur ¢ € I und h;(x) = 0 fiir
j € J. Das Optimierungsproblem (1.2) erhélt damit die Gestalt

f(z) > min  beig(z) <0,h(x) =0 (1.5)
e Spezialfille:
1. lineares Optimierungsproblem: f, g,k sind affin-linear, z.B.
T

¢ +r4+cy— min beid-x=bx>0
2. quadratisches Optimierungsproblem: f quadratisch, d.h.
f(x) :%~xT~A~x+qT~x+qo
und g, h affin-linear.
1.1.3 Konvexitdtsbegriffe

Definition 1.1

e Eine Menge G C R”™ heifit konver, wenn zu je zwei Punkten z,y € G auch deren Verbin-
dungsstrecke vollstindig zu G gehort, d.h. falls fiir alle z,y € G:

VAe(0,1):A-z+(1-X)-yed
e Sei G C R™ konvex. Eine Funktion f : G — R heif3t
1. konvex auf G
S V(z,y, ) EGXxGx(0,1): fOh-z+(1=XN)-y) <A flx)+ (1= f(y)
2. streng konvex auf G
S V(,y, ) eGxGEx0,1),zZ£y: fA-x2+1=X)-y)<X-fla)+ Q=X f(y)
3. gleichmiflig konver auf G <= Iy > OV(z,y,A) € G x G x (0,1) :
POz 4 (1= X)) A @)+ (=N ) =7 A (1= N)- lo =y
4. konkav auf G = —f konvex auf G.

Entsprechend werden die anderen Bezeichnungen {ibertragen.
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Lemma 1.1 Seien G C R” konvex und B eine offene Menge mit G C B C R™. Die Funktion
f: B — R sei differenzierbar auf G. Dann gilt:

1. f ist genau dann konvex auf G, wenn fiir alle z,y € G:
fly) = f@) 2 V@) (y— =)
2. f ist genau dann streng konvex, wenn fiir alle x,y € G mit = # y:
fly) = fl@) > Vi@)" - (y—2)
3. f ist genau dann gleichméfig konvex auf G, wenn es v > 0 gibt, sodass fiir alle z,y € G:
F) = f@) 2 V@) (y—a) +7- eyl
Beweis: Ubung

Definition 1.2 Eine Matrix M € R™*™ heifit

1. positiv semidefinit <= Vs € R" : sT . M -5>0

2. positiv definit <> Vs € R"\{0} : sT - M -5 >0
Lemma 1.2 Sei G C R” eine offene, konvexe Menge, f : G — R zweimal stetig differenzierbar.
Dann gilt:

1. f konvex auf G < V2 f(x) positiv semidefinit fiir alle z € G

2. f streng konvex auf G, wenn V2 f(z) positiv definit fiir alle 2 € G. Die Umkehrung gilt im
Allgemeinen nicht.

3. f gleichmiflig konvex auf G < 3y > 0V(s,x) € R" x G:

s V2f(x) s = |s]?

Beweis:

3. ,= ¢

Fiir z € G, s € R"\{0} beliebig, aber fest, gilt wegen der Offenheit von G: z + a - s € G fiir
alle o > 0 hinreichend klein. Mit der Taylorformel und Lemma 1.1(3) erhélt man:

1
fleta-s)=f(@)-a V@) s=5-a®s" V2f() s+ o(a?)
. 1
gt sl < 5 a ST VA (@) s + ofa?)
o 1 o(a?
20y sl < Ao V2 p(a) s 2O
——
—0 (a—0)

1
= lsl? < 5 5T V2 (@) s

”<: 113
Mit der Taylorformel folgt aus Voraussetzung fiir z,y € G:

Fw) = @) = Vi@ =) = 5y =) V2@ (g =) -y~ 2)
>y - ol

wobei € € (0,1). Wegen Lemma 1.1(3) folgt Behauptung.
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Theorem 1.1 Sei G C R™ konvex und f : G — R konvex. Dann gilt:
1. Jede lokale Losung von (1.2) ist auch eine globale Losung von (1.2).
2. Ist f sogar streng konvex, dann gibt es hochstens eine Losung.

3. Falls G auch abgeschlossen, G # 0, f gleichmiBig konvex und differenzierbar ist, so besitzt
das Problem (1.2) genau eine Losung.

Beweis:

1. Sei a* € G eine lokale Losung von (1.2). Angenommen z* ist keine globale Losung, dann
existiert ein y € G mit f(y) < f(z*). Da G konvex ist, gilt A-y 4+ (1 — ) - 2* € G fiir alle
A € (0,1). Konvexitit von f liefert fiir A € (0,1):

Jy+ @ =2)-a") <A fly) + (L= A)- f(=7)
< f(=")
= fl@"+ A (y—2")) < f(z7)
also ist x* keine lokale Losung. Widerspruch!
2. Ubung 1, Aufgabe 4
3. Ubung 1, Aufgabe 4

Definition 1.3 Seien G C R" konvex, B D G offen, f : G — R heif3t quasikonver auf G
e V(z,y,A) € GXGx(0,1): fA-z+ (1= A)-y) <max{f(z), f(y)}
Eine auf G differenzierbare Funktion f : B — R heifit pseudokonvex auf G
e V(a,y) €Gx G {ly—2)" Vi) 20= fy) = f(a)}
Beispiele:

1. f(x) = 23 ist quasikonvex (monoton wachsend), aber nicht pseudokonvex (Wihle x = 0 in
der Definition).

2. f(x):= —ﬁ ist quasi- und pseudokonvex. Pseudokonvexitét:
2z
! —
f (J?) - (1 + 1’2)2

:>(y—x)T~Vf(x)20 s oy >’

y>x x>0
y<x z <0

Lemma 1.3 Sei G C R™ konvex, B D G offen. Eine auf G konvexe Funktion ist dort auch
quasikonvex. Eine auf G differenzierbare konvexe Funktion f : B — R ist dort auch pseudokonvex.
Ist f: B — R differenzierbar und pseudokonvex auf GG, dann ist f auch quasikonvex.

Beweis: Ubungsaufgabe

1.2 Optimalitdts- und Regularititsbedingungen
1.2.1 Optimalitatsbedingungen mit zuldssigen Richtungen

Sei G C R™, dann Kegel der zulissigen Richtungen:
Z(z) :==cone{d e R";Va € [0,1] : 2+ -d € G}
wobei die Kegelhiille cone S einer Menge S C R" definiert ist durch
cone(S) :=={A-s; A €[0,00)}
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Theorem 1.2 Es seien G C R™ und B D G offen. f: B — R sei differenzierbar auf G.
1. Falls z* eine lokale Losung von (1.2) ist, dann gilt:
Vd € Z(z*) : V()T -d>0 (1.6)
Falls G zusétzlich konvex ist, gilt
Ve e G: V) (x—2%)>0 (1.7)
2. Ist G konvex und f pseudokonvex auf G, so ist * € G zusammen mit der Bedingung (1.7)
hinreichend dafiir, dass «* Losung von (1.2) ist.
Beweis:

1. Sei d € Z(z*) beliebig, aber fest. Da a* lokale Losung von (1.2) ist, muss es & > 0 geben,
sodass

2 +a-deqG fl@*) < f(a"+a-d)

fiir alle & € [0, @]. Aus der Differenzierbarkeit von f folgt:

Vi) d=lim & (f@ +a-d) - f(@7) >0

a—0

>0

Es sei nun G zusitzlich konvex, « € G beliebig, aber fest. Dann d := © — z* € Z(z*). Somit
folgt (1.7) aus (1.6).

2. Setzen wir nun voraus, dass G konvex, f pseudokonvex auf G. Dann erhilt man aus (1.7)
und Definition 1.3 (Setze (x,y) := (z*,x)) die Behauptung:

Ve G f(x) > f(z")
1.2.2 Optimalitdtsbedingung mit Tangentialkegel

Tangentialkegel

T(z) = {d = lim x”t— x; (z¥) C G, (ty) € (0,00),lim¢t, = 0}

Theorem 1.3 Essei G C R™ und B offen mit G C B. Die Funktion f : B — R sei differenzierbar
auf G. Falls z* lokale Losung von (1.2) ist, dann gilt:

Vd e T(z*): Vf(z)"-d>0 (1.8)
Beweis:

e Angenommen es existiert ein d € T'(z*) mit Vf(z*)T -d < 0. Dann muss es Folgen (z¥) C G,
(tv) € (0,00) geben, sodass

v __ *

=d (1.9)

limz” = 2*;lim¢, = 0,lim
v

Wegen Differenzierbarkeit von f gibt es zu jedem ¢ > 0 ein v(¢) mit v(g) > 71, sodass

[F@ ) = fla*) = V)T (@)~ a*)
Weiter ergibt sich damit:
fla"@) — fl@r)  Vf)"- (@ —a)
tu(e) - tu(e)
Fiir ¢ — 0 folgt mit (1.9) und Vf(z*) - d < 0, dass
F@®) = f@") <0

fiir alle hinreichend kleinen £ > 0. Da (z") gegen z* konvergiert, ergibt sich somit ein Wi-
derspruch zur Voraussetzung, dass x* ein lokales Minimum ist.

<e e — a7

a2 =

tu(e)
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1.2.3 Optimalitdtsbedingung mit Linearisierungskegel

Linearisierungskegel:
L(z) := {d e R™;Vi € Iy(z) : Vgi(z)T -d <0,Vh(z)" -d= 0}
fiir Probleme vom Typ (1.5), wobei
Io(z) == {i € I; gi(z) = 0}

(Indexmenge der in z aktiven Restriktionen)

Lemma 1.4 Die Funktionen g : R™ — R™, h : R™ — RP seien differenzierbar. Mit G entsprechend
(1.4) gilt dann T'(z) C L(z) fiir alle z € G.
Beweis:

e Sei z € G beliebig, aber fest, und d € T'(z). Dann existieren Folgen (z”) C G, (t,) C (0, 00)
mit (1.9). Fiir ¢ € Ip(x) ergibt sich analog zum Beweis von Theorem 1.3, dass zu jedem & > 0
ein v(e) € N existiert mit v(¢) > e~! und

9:(@"?) —gi(2)  Vai@)" @@ —x)| " — 2]
tu(e) tue) B tue)

Da g;(x¥®)) <0, g;(x) = 0 und wegen (1.9) liefert der Grenziibergang & — 0:
Vgi(z)T-d<0

e Analoge Argumentation fiihrt wegen h;(z"(®)) = 0 = h;(z) zu Vh;(z)" -d = 0 fiir j € J.
Bemerkung;:

e Die Umkehrung der Inklusion in Lemma 1.4 gilt im Allgemeinen nicht, siehe folgendes Bei-

spiel.
Beispiel 1.3 Sei
G = {xERQ;—xf—FxQ <0,—x2 <0}
dann ist z := (0,0)T € G. Man erhiilt:
Z(x) ={)-(1,00T; 1 >0} = T(z)

_ 2. 0 . dl 0 . dl
L(x){deR,<1> <d2 <0, 1 d <0
={deR*dy =0} ={\ (1,00";1 e R}
D> T(x)
Definition 1.4 Die Funktionen g : R” — R™ und h : R® — RP? seien differenzierbar, G durch

(1.4) gegeben. Man sagt, dass im Punkt « € G die Abadie Constraint Qualification (ACQ) erfiillt
ist, wenn T'(z) = L(x).

Theorem 1.4 Esseien f: R®" - R, g : R® - R™, h : R® — RP differenzierbar. Wenn z* eine
lokale Losung von (1.5) ist und in z* die ACQ erfiillt ist, gilt

Vd € L(z) : Vf(*)-d>0 (1.10)
Beweis: Folgt direkt aus Theorem 1.3 und Definition 1.4.

Bemerkung;:

e Bedingung (1.10) ist also bei der Giiltigkeit der ACQ eine notwendige Optimalitdtsbedin-
gung und wird Karush-Kuhn-Tucker-Bedingung genannt. Eine hiufig benutzte Form dieser
Bedingung wird in 1.2.5 hergeleitet.
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1.2.4 Regularitatsbedingungen

Eine Bedingung, die ACQ impliziert, heifit Regularitéitsbedingung.

Theorem 1.5 Es seien g : R” — R™, h : R" — RP stetig differenzierbar. G sei durch (1.4)
gegeben. Jede der folgenden Bedingungen ist hinreichend dafiir, dass in x € G die ACQ erfiillt ist.

1. Mangasarian-Fromorik-Constraint-Qualification (MFCQ):

Die Vektoren Vhi(z), ..., Vh,(z) sind linear unabhéingig und es gibt s € R", sodass Vg;(z)” -
s > 0 fiir alle i € Iy(z) und Vh;(z)" - s =0 fiir alle j € J.

2. Slater-Bedingung: Seien g1, ..., g, konvex, J = (. AuBlerdem gibt es Z € R™ : ¢;(Z) < 0 fiir
iel.

3. Linear independence constraint qualification (LICQ): Die Vektoren in der Familie

{Vgi(z);i € Iy(x)} U{Vh;(x);j € J}
sind linear unabhéngig.
4. Die Funktionen g; fiir i € Iy(x) und h; fiir j € J sind affin-linear.
Beweis:

1. Ohne Beweis

2. Ubungsaufgabe

3. Folgt wegen LICQ = MFCQ

4. Ubungsaufgabe
1.2.5 Karush-Kuhn-Tacker-Bedingungen

Lemma 1.5: (Farkas) Seien A € R"*™0 B € R"*P ¢ € R". Dann ist von den beiden Systemen
AT.z<0 BT-z2=0 z2>0 (1.11)

und

A-u+B-v=c u>0 (1.12)
genau eines l6sbar.
Beweis:

e Angenommen, beide Systeme besitzen gleichzeitig eine Losung z bzw. u,v. Dann erhélt man
aus (1.11) und (1.12) durch Multiplikation mit u”', vT bzw. 2T den folgenden Widerspruch:

0>ul AT 2=2T A u+:T-B-w

=2T.¢>0

Also ist wenigstens eines der beiden Systeme nicht 1osbar.

e Angenommen, beide Systeme (1.11) und (1.12) sind nicht losbar. Dann gilt wegen der Nichtlosbar-

keit von (1.12):
c¢l:={x=A-u+B-v;u>0}

Die Minimierungsaufgabe

fx):=(@ -t (z—c¢) *)IIHGIII}

10
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hat einen abgeschlossenen, nichtleeren, konvexen zuldssigen Bereich, eine gleichméflige konve-
xe Zielfunktion und besitzt daher eine eindeutige Losung «* € I' (nach Theorem 1.2). Wegen
cg U gilt 2:=c—a*#0, also 27 - z > 0. Die Optimalititsbedingung (1.7) liefert:

Ve el :Vfa*) (z—29)=2-(z—)T - (z—2*) =27 - (z —2*) >0 (1.13)

Offenbar ist I' ein Kegel, sodass mit z* auch 2z* und %x* in I liegen. Setzt man diese Punkte
in (1.13) fiir z ein, so folgt:

227 . 2% >0 Lo >0
also 27 - z* = 0. Damit liefert (1.13):
V(u,v) ERTO xRP : 27 - (A u+B-v)=2"-2<0

Setzt man nacheinander speziell v := 0 und u := 0, so ergibt sich hieraus 27 - A - u < 0 (fiir
u > 0) bzw. 27 - B-v <0 (fiir v € R"), also muss gelten

AT . 2 <0 BT.2=0

Aus der Definition von z erhilt man mit z7 -z > 0 und 27 - z* = 0:

T T T

0<z' rz=z-(c—z*) =2z ¢

Also ist (1.11) lésbar. Widerspruch!

Im Folgenden sei

LR SR (2,u,0) = f(2) +u’ - g(x) + 0T - h(2)

die Lagrange-Funktion zum Problem (1.5). Die Variablen u, v heilen auch Lagrange-Multiplikatoren.

Theorem 1.6 Es seien f: R" - R, g : R® —» R™ h : R® — RP differenzierbar. Wenn z* eine
lokale Losung von (1.5) ist und in z* die ACQ erfiillt ist, dann existieren Vektoren u* € R™ v* €
RP, sodass (z*,u*,v*) das folgende System erfiillt:

Vi L(z,u,v)

(z)
h(x)

o
IN

<
IV

I
o o o o o

u - g(x)

Beweis:

e Um Lemma (1.5) anzuwenden, seien mg, A, B, ¢ wie folgt erklirt:

mg 1= |Io($*)‘
A= (Vgi(2"))icry(a)

c:=—=Vf(z*)
B :=Vh(z")

Da a* Losung von (1.5) ist und in z* die ACQ gilt, liefert Theorem 1.4:
AT d<0,BT d=0=¢c"-d<0

Folglich ist
AT . 4<0,BT .d=0,"-d>0

nicht 16sbar. Nach Lemma 1.5 folgt die Losbarkeit von

A-u+B-v=c u>0
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d.h. es gibt u° = (u?)ielo(x*) e R™o, v* € RP, sodass
A-uw+B-v*=c¢ u’ >0
Definiert man nun «* € R™ durch

0. ud i€ Ip(z™)
0 i€ I\Ip(z")

dann erfiillt (z*,u*,v*) die Bedingungen

Vi L(z,u,v) =0
u* >0
ul - g(z) =0

Da z* als lokale Losung auch zuléssig ist, geniigt «* den Restriktionen g(z) < 0, h(x) = 0.
Bemerkungen:

e Aquivalenz zu KKT-Bedingungen:

g(z) <0 gi(x) <0
u>0y<aViel: u; >0 (1.14)
ul - g(x) =0 u; - gi(x) =0

(Komplementarititsbedingung)

e Strenge Komplementarititsbedingung gilt in (x,u,v) genau dann wenn w; > 0 fiir alle 7 €
Io (LE)
o (z*,u*, v*) als Losung des KKT-Systems wird auch als KK T-Punkt bezeichnet und die Kom-

ponente x* als stationdrer Punkt.

Theorem 1.7 Es seien f : R® — R differenzierbar und pseudo-konvex, g1, ..., g, differenzierbar
und quasi-konvex sowie h : R" — RP affin-linear. Erfiillt (*,u*,v*) die zu (1.5) gehérenden
KKT-Bedingungen, dann ist z* eine globale Lésung.

Beweis: Ubung
1.2.6 Sattelpunktsbedingungen

Definition 1.5 Ein Punkt (z*,u*,v*) € R™ x RY" x RP heifit Sattelpunkt der Lagrangefunktion
L, wenn
V(z,u,v) € R" x R" x RP : L(x™,u,v) < L(z*,u",v") < L(x,u",v")

Theorem 1.8 Esseien f:R"” - R, g: R™ — R”™ und h : R™ — RP? beliebige Funktionen. Wenn
(x*,u*,v*) € R x RT" x R ein Sattelpunkt der Lagrange-Funktion £ ist, dann ist 2* eine globale
Losung des Problems (1.5).

Beweis:
e Da (z*,u*,v*) Sattelpunkt ist, muss (u*,v*) des Optimierungsproblems
—L(x*,u,v) = min bei (u,v) € R} x R?

sein. Die notwendige Optimalitétsbedingung aus Theorem 1.2 liefert deshalb: V(u, v) € R x
RP:

—VoL(z*u* )T - (u—u*) = Vo L(z*,u*,v)T - (v —v*)
9(@*)" - (u—u*) + h(z") - (v —v")

Y

0
0

IN

(1.15)
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Setzt man v := v* und u := 2u* bzw. u = %u*, so folgt:

g(z)T 2" <0
i .g(x*)T ¥ <0
= g(z")"-ut =0 (1.16)
Dies und (1.15) ergibt

Vu € R} 29T u <0

Daraus hat man unmittelbar g(z*) < 0. Setzt man in (1.15) u := u*, so folgt analog h(z*) = 0.
Also ist z* zuldssiger Punkt von (1.5).

e Aus (1.16), u* > 0, h(z*) = 0 und der rechten Ungleichung der Sattelpunktsbedingung folgt:
fl@) = f(z*) + g(@)" - u + h(z*)" - o*
- E(IE*, U*7 U*) < E(l’, U*a ’U*)
= f(z) +g(@)" " +h(x)" v* < f(z)
— ——

0 =0

IN

fiir jeden zuléissigen Punkt = von (1.5). Somit ist * globale Lsung von (1.5).

Theorem 1.9 Es seien f : R® — R und g¢1,...,9m : R® — R differenzierbar und konvex,
h: R™ — RP affin-linear. Aulerdem gebe es £ € R™ mit h(Z) =0, g;(z) < 0 fiir ¢ € I (erweiterte
Slater-Bedingung). Ist #* Losung von (1.5), dann existieren (u*,v*) € R* x RP, sodass (z*,u*,v*)
ein Sattelpunkt der Lagrange-Funktion ist.

Beweis:

e Die Existenz eines Vektors & € R™ mit den genarmtennEigenschaften7 garantiert, dass in
jedem zuldssigen Punkt von (1.5) die ACQ erfiillt ist (Ubung). Nach Theorem 1.6 gibt es
daher Vektoren (u*,v*), sodass (z*,u*,v*) das KKT-System befriedigt. Insbesondere gilt
also

Vi L(x* u*,0v*) =0
Dies ist jedoch die zu
L(z,u*,v*) = min (1.17)
gehorende KKT-Bedingung. Da f, g1, ..., g, konvex, h affin-linear und u* > 0 ist, ist auch
L(.,u*,v*) eine konvexe Funktion bzgl. . Nach Theorem 1.7 ist daher 2* eine globale Losung
von (1.17). Also gilt:
Ve e R": L(z*,u*,v") < L(z,u",v") (1.18)
e Da (z*,u*,v*) ein KKT-Punkt von (1.5) ist, folgt weiterhin
g(z*) <0 h(z*) =0 g(z)t -u* =0
Daraus erhiilt man fir A\* := —g(a*):
—Vu L(z", u",v*) —A* =0
=V, L(z" ,u*,v*) =0
—u* <0 A>0 (—u)T-AT=0
Folglich stellt (u*,v*, A*) eine Losung des KKT-Systems zum Optimierungsproblem
—L(x",u,v) = min bei (u,v) € R x RP

dar. Ferner sind die Zielfunktion dieses Problems und die Nebenbedingungen —u < 0 affin-
linear (also konvex). Nach Theorem 1.7 16st damit (u*,v*) dieses Optimierungsproblem, also
gilt

V(u,v) € R x RP : L(x*,u,v) < L(z",u",v")

13

“Optimierung I" von Andreas Fischer, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2010/11

Vorlesung:



1.2.7 Bedingungen mit Ableitungen zweiter Ordnung

Sei (z*,u*,v*) ein KKT-Punkt. Dann fiir alle d € L(z*):

d'-Vf(z*) = —d" - (Vg(z*) -u* + Vh(z*)-v*) >0
= 0<dl Vi) 'L dT V) +dT - Vg(at) - u + dT - Vh(at) ot

=d’  V,.L(z* u*,v*) =0
Letzter Term = 0, falls Vg;(z*)T - d = 0, falls u} > 0. Definiere
Lt (z,u) :== {d € L(2);Yu; > 0: Vg;(z)" -d =0}
Man erhélt somit fiir einen KKT-Punkt (2*, u*, v*):
1. Ist d € L(z*) und u} - Vg;(x*) -d = 0 fiir u} > 0, dann gilt auch dT - f(z*) = 0 fiir d € L(z*).
2. Ist d¥ - Vf(z*) = 0 fiir d € L(2*)\{0}, dann folgt nicht zwingend Vg;(z*)T - d = 0 fiir
i € Ip(z*). (Nur falls z.B. MFCQ erfiillt ist.)

Theorem 1.10 Esseien f: R" - R, g : R — R™ und h : R™ — RP zweimal stetig differenzier-
bar. Weiter sei z* eine lokale Losung von (1.5), in der die ACQ erfiillt ist und (u*,v*) bezeichne
ein Paar zu z* gehorender Lagrange-Multiplikatoren. Dann gilt:

Vd € Lt (x*,u*) 1 d¥ - Ve L(z*,u*,v*) -d >0
Ohne Beweis
Beispiel
f(z) := —2? + 22 — min bei ||z||oo < 1
Es gilt
gi(x) =2, —-1<0
g2(x) = —21—1<0

g3(x) =22 —1<0
94(x) == —22—1<0

[zlloc <1

Aus der Linearitit der Nebenbedingung folgt, dass ACQ erfiillt ist, also sind die KKT-Bedingungen
notwendige Bedingungen:

= () o () o (3 o ()2 (1)

r1—1<0 up >0 Ul'(
—x1—1<0 uy >0 ug - (—x1—1)=0
r9—1<0 usz >0 us - (
—29—1<0 ugy >0 ug - (

Dieses System zerfillt in zwei unabhéngige Systeme fiir 1, w1, us und fiir xs, us, us, die man separat
16sen kann. Dies ergibt folgende drei KKT-Punkte:

(%, a5, ut, ub,ub,ul) € {(0,0,0,0,0,0),(1,0,2,0,0,0), (—1,0,0,2,0,0)}

Man erhélt die Hesse-Matrix:

Vo £(z*,u*) = V2 f(a*) = (02 g)
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Damit
L*((0,0),(0,0,0,0)) = R?
L*((1,0),(2,0,0,0)) = {d € R?*;d; = 0}
L+((_]—70)7 (Oa 27070)) = {d € R2; dy = 0}
Deshalb erfiillt der KKT-Punkt (0,0,0,0,0,0)” die notwendige Optimalititsbedingung aus Theo-

rem 1.10 nicht, also ist (0,0)7 keine lokale Lésung. Weiterhin gilt fiir die anderen beiden KKT-
Punkte:

(0 do)- <_02 g) : (;2) =2d3>0  (Vde Lt (z*u"))
>0  (Vde Lt(a*,u)\{0})

Theorem 1.11 Esseien f:R® - R, g : R® — R™ und h : R® — RP zweimal stetig differenzier-
bar. Das Tripel (z*,u*,v*) geniige den KKT-Bedingungen. Falls

vd € LT (z*, u*)\{0} : dT - V., L(z*, u*,v*) -d >0
Dann ist z* eine strenge lokale Losung von (1.5).

Beweis:

e Angenommen z* ist keine strenge lokale Losung. Dann gibt es eine Folge {z*} C G, sodass

lim 2% =z ak £ x* f2®) < f(a¥) (keN)

k—o0

Sei

ak — z*

d* = o = ||lz* — 2|

[[a* — ]|

Damit liegt (d*) in einer kompakten Menge (der Einheitskugel B). Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass d* — d* € R fiir k — oo.

e Aus der stetigen Differenzierbarkeit von f folgt:
F@h) = f@) + o V)T -d" +olar)  (kEN)
Wegen f(z*) < f(z*) erhilt man hieraus fiir k — oo:
o(ok)

f(xk)if('r*) ZVf(l'*)Tdk+ i’
ok a
P2V T dr <0 (1.19)

0>

Ersetzt man in dieser Argumentation f durch g; mit i € Io(z*) bzw. durch h; mit j € J,
dann folgt unter der Beriicksichtigung von (z%) C G:

Vi)' d* <0 Vhi(@)"-d*=0 (i€ ly(z*),j€J) (1.20)
e Da (z*,u*,v*) den KKT-Bedingungen geniigt, ergibt sich mit (1.19) und (1.20):
0=V.L(z*u* v d*
=V @) d +) up - Vgi(e)T - d*+> v Vh(at)" - dr
—_———— ; 5

<0 <0

=0
<uj- Vgi(x*)T -d* <0 (i € In(z™))

Fiir i € Io(z*) mit uf > 0 hat man also Vg;(z*)T - d* = 0. Dies und (1.20) ziehen d* €
LT (z*,u*) nach sich.
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e Nach Voraussetzung gilt daher

(@) - Ve L(x* u* 0%) -d* >0
Wegen f(z*) < f(a),
g(@)T ur <0 = g(@)T -u* = h(@")T - v* = h(z*)T - v*
fiir alle £ € N und V,L(z*,u*,v*) = 0 ergibt sich mit der Taylorformel:
0> L(xF, u*,v*) — L(x*,u*,v*) — oy, - Vo £(2*, u,v*)T - d*
Ly

= 50} (@) Voo L(a",u*,0") - d* + o(af)

Durch o} teilen ergibt fiir k — oo:
0> (d)T - Vo L(z* u*,v*) - d*

Widerspruch zu (1.21)!

16
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Minimierung ohne Restriktionen

f(z) = min (2.1)
mit f: R™ — R stetig differenzierbar.

Abstiegsprinzip: Generiere {z*} mit f(z**!) < f(2*) (solange 2* noch keine lokale Losung/stationsrer
Punkt)

Theorem 2.1 Falls z* eine lokale Losung von (2.1) ist, dann gilt
Vi) =0
Beweis: Folgt aus Theorem 1.2 fiir G = R™

Bemerkung:

e Falls f pseudo-konvex ist, so ist jeder stationdrer Punkt (d.h. V f(z*) = 0) wegen Theorem
1.2 auch eine globale Losung von (2.1).

Theorem 2.2 Sei f: R” — R zweimal stetig differenzierbar, dann gilt:
1. Wenn z* eine lokale Losung von (2.1) ist, dann muss V2 f(x*) positiv semidefinit sein.

2. Ist Vf(z*) = 0 und V2 f(x*) positiv definit, dann ist 2* eine strenge lokale Lésung von (2.1).

2.1 Line-Search-Verfahren

Definition 2.1 Ein Vektor d € R™ heifit Abstiegsrichtung der Funktion f an der Stelle x, wenn
@ > 0 existiert, sodass
Va e (0,a]: f(x+a-d) < f(z)

Sei z* bekannt und d* eine Abstiegsrichtung. Dann kann man durch geeignete (hinreichend kleine)
Wahl einer Schrittweite ay > 0 die Iterierte

o=k oy - dF
ermitteln, sodass zumindest f(z**!) < f(z¥) erfiillt ist.
Auftretende Fragen:

e Wie bestimmt man eine Abstiegsrichtung?

e Wie ermittelt man eine geeignete Schrittweite?

Wie gro sollte der Abstieg f(z*T1) — f(2*) mindestens sein (und wie erreicht man dies),
damit ein Haufungspunkt der Folge (") auch stationir ist?

Unter welchen Voraussetzungen kann die Existenz eines Haufungspunktes der Folge (z*)
garantiert werden?

17



Lemma 2.1 Ein Vektor d € R" ist Abstiegsrichtung von f im Punkt z, wenn
Vi)' -d<0
Falls Vf(2*)T - d > 0 so ist d keine Abstiegsrichtung, sondern eine Anstiegsrichtung.

Beweis:
e Die Aussagen folgen direkt aus der Taylor-Formel:
f@+a-d)=f@)+a- V)" d+o(a)
—_———
<0

=Vf(x)T.d+@<o

_ fta-d) - f@)

fiir v hinreichend klein. Auflerdem:

4
]|

vd € RM {0} : Vf(x)" - (m) V@) < V@)

d.h. =V f(x) ist die stirkste Abstiegsrichtung.

Algorithmus 2.1: Gradienten-Verfahren mit Cauchy-Schrittweitenwahl
S1) Initialisierung: Wiihle 2° € R™, a > 0 und setze k := 0.

(
(S2) Abbruchtest: Falls V f(z*) = 0, dann stoppe den Algorithmus. (z* ist stationir.)
(S3) Abstiegsrichtung: Setze d* := —V f(a*).
(54)

S4) Schrittweite: Berechne «y > 0, sodass

Va € [0,a] : f(z* + oy - d¥) < f(2¥ + - d¥)
(S5) Update: Setze 2**+1 := 2 4 oy, - d* und k := k + 1. Gehe zu (S2).

Theorem 2.3 Der Algorithmus 2.1 ist wohldefiniert und bricht entweder nach endlich vielen
Schritten mit einem stationiren Punkt ab oder erzeugt eine unendliche Folge (z*). Jeder Hiaufungs-
punkt der Folge (x*) ist ein stationirer Punkt.

Beweis:

o Wohldefiniertheit der Schritte (S1),(S2),(S3),(S5) ist offensichtlich. Schritt (S4) ist ebenfalls
wohldefiniert, da a + f(z* 4+ o - d*) stetig von a abhiingt und auf dem kompakten Intervall
[0, a] nach dem Satz von Weierstral eine Minimalstelle besitzt.

e Wir nehmen nun an, dass der Algorithmus eine unendliche Folge (x*) erzeugt und diese
wenigstens einen Haufungspunkt z* besitzt. Die Monotonie der Folge (f(x*)) zusammen mit
der Stetigkeit von f liefert dann:

lim f(*) = f(a") (2.2)
k—o0
e Sei N; C N, sodass
lim 2% = 2*
kEN,

Angenommen V f(z*) # 0. Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von f gibt es dann € > 0,
sodass

Vke Ny e < VM) <

m | =
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Mit der Taylor-Formel folgt die Existenz von & € (0, 1]:
f@F4+a-d¥) = f@@*)+a V)T -db + ...
1
...+a~/ (Vi@ +t-a-d) = Vi) - d*di
0

<fe) - taee max VA 40 d) - V6|
te|0,

gf(sc’“)—%-s2

fiir alle & € N; und alle o € (0,&). Man beachte dabei, dass die Stetigkeit von Vf die
gleichméflige Stetigkeit von V f auf jeder beschrankten abgeschlossenen Menge impliziert.
D.h. fiir eine beschrinkte abgeschlossene Menge M C R™ gibt es zu jedem € > 0 ein d(€) > 0,
sodass

IVf(z) = VYl <e

fiir alle z,y € M mit ||z — y|| < d(e). Fiir e wéhle man % und und fiir M eine Kugel 7B mit
einem so grofien Radius 1, dass (z¥)ken, C B und (2% + d¥)ren, C rB. Offenbar gibt es

dann & € (0, 1], sodass
Iz +t-a-d*) — | <a- |[VfE")] < ()
fiir alle @ € [0, &) und alle k € Ny. Die Art der Schrittweitenwahl in (S4) zieht damit
f@P ) = faf +ap - d¥) < fa* +a-db)

< f(a*) -

min{a,a}

2

fiir alle K € Ny nach sich. Da N; eine unendliche Menge ist und f(2**!) < f(2*) fiir jedes
k € N gilt, hat man
. ky _
klér]{,ll f@¥) = -0

was (2.2) widerspricht. Also Annahme falsch und es gilt V f(z*) = 0.
Bemerkungen:

1. An Stelle der negativen Gradientenrichtung —V f(z*) kénnen auch andere Richtungen d =
d(x) Verwendung finden, wenn sie einen hinreichend starken Abstieg gewéhrleisten. Dies ist
insbesondere dann der Fall, wenn d(x) der Forderung

d(z)
()]l

geniigt, wobei ¢ : (0,00) — (0, 00) eine Funktion mit der Eigenschaft

V)"

< —o([[VF(@)]]) (2:3)

Vi, C (0,00) : lim p(t,)) =0= lim ¢, =0

V—r00 V—r00
ist. Derartige Richtungen heiflen gradientendhnlich.

2. Bei der Berechnung der Schrittweite wird verlangt, dass «j ein globales Minimum der Funk-
tion ¢ : R — R, ¢(a) = f(z + a - d*) unter der Nebenbedingung « € [0, a] ist. (Haufig auch:
a = 00) Diese Art der Bestimmung von «y ist nur in Spezialfillen praktisch durchfiithrbar.
Fiir den allgemeinen Fall ist man auf implementierbare Schrittweitenstrategien angewiesen
(vgl. Algorithmus 2.2).

Zur Beschreibung des folgenden Algorithmus definieren wir

H(m, M) :={H e R, H = HNdeR" :m - ||d|> <d’ - H-d <M -|d|*}
S:={27%ieN}

fir0<m< M.
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Algorithmus 2.2: Gradientenihnliches Verfahren mit Armijo-Schrittweite

(S1) Initialisierung: Wihle 2° € R™,§ € (0,1),0 < m < M und setze k := 0.

(S2) Abbruchtest: Falls V f(z*) = 0, dann stoppe den Algorithmus.

(S3) Abstiegsrichtung: Wihle Hy, € H(m, M) und berechne d* als Losung von
Hy-d=—Vf(z")

(S4) Schrittweite:
oy, :=max{a € S; f(zF +a-d*) < fz®) +6-a -V ()T - d*}

(S5) Update: Setze F*! ;= 2% + oy - d* und k := k + 1. Gehe zu (S2)

Theorem 2.4 Algorithmus 2.2 ist wohldefiniert und bricht entweder nach endlich vielen Schritten
mit einem stationdren Punkt ab oder erzeugt eine unendliche Folge (z¥). Jeder Haufungspunkt einer
solchen Folge (z*) ist ein stationdrer Punkt.

Beweis: Ubung

Bemerkung;:

e Fiir Hy := I ergibt sich Algorithmus 2.1. Durch spezielle Wahl von Hj im Algorithmus
2.2 kann lokal {iberlineare Konvergenz erzielt werden. Der néchste Algorithmus liefert eine
Moglichkeit zur adaptiven Bestimmung von m, M.

Algorithmus 2.3: Gediampftes regularisiertes Newton-Verfahren
(S1) Initialisierung: Wihle 2° € R™, 8, mq € (0,1) und setze k := 0.
(S2) Abbruchtest: Falls V f(z*) = 0, dann stoppe den Algorithmus.

(S3) Abstiegsrichtung: Falls V2 f(z*) € H(my, m; '), setze Hy := V2f(2*). Anderenfalls wihle
Hy, € H(my, m;"). Berechne d* als Losung von

Hy-d=—Vf(z")

(S4) Schrittweite:
ay :=max{a € S; f(2" +a-d*) < f(aF) + - a- V)T - d*}
(S5) Update: Setze
.m Vi) <
S { e 195G < m
mp, sonst
Pt =2k p oy d
k:=k+1
Gehe zu (S2)
Bemerkung;:

e Um die Existenz eines Haufungspunktes bei einer durch den Algorithmus 2.1, 2.2 oder 2.3
erzeugten Folge (z*) zu sichern, wird hiufig die Kompaktheit der Niveaumenge

W(2%) = {x € R"; f(z) < f(a")}

vorausgesetzt. Da die Folge offenbar in W (2°) liegt, besitzt sie unter diesen Voraussetzungen
mindestens einen Haufungspunkt. Eine hinreichende Bedingung fiir die Kompaktheit von
W (20) ist die gleichmiiflige Konvexitit von f.
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Definition 2.2 Es seien (2F) C R! und z* € R! gegeben mit z* ¢ (2¥). Dann heifit (2¥)

1. Q-linear konvergent gegen z*, falls o € (0,1) und ko € N existieren, sodass

_ *
WA it D
2% — 2|
2. Q-superlinear konvergent gegen z*, falls
k+1 _ %
im =2l

3. mit der Q-Ordnung T konvergent gegen z*, falls limy_,oo 2 = 2* und 7 > 1 und o > 0

existieren, sodass
=2

k—o00 sz—Z*HT -

4. R-linear bzw. R-superlinear bzw. mit der R-Ordnung T konvergent gegen z*, falls eine Folge
(ug)r C (0, 00) existiert, sodass

Vk e N: |28 — 2% < s
und (pg)r Q-linear bzw. Q-superlinear bzw. mit der Q-Ordnung 7 gegen 0 konvergiert.
Bemerkungen:
1. Die Buchstaben ,R“ und ,,Q“ stehen fiir Root und Quotient.

2. Anstelle der Definition (3) kann auch folgende #quivalente Formulierung genutzt werden: (%)
ist genau dann mit der Q-Ordnung 7 gegen z* konvergent, falls limy_, o 2¥ = 2* und 7 > 1
und o > 0 existieren, sodass

VEeN: [P —2*|| <o-|]2" = 2|

Beispiele: Es sei z* = 0 und (2*) definiert durch

1. 2¥:= k2. Dann konvergiert (2*) gegen 0, aber wegen

25— 2] 5
lm o — =y =
k—o0 ||Zk — Z*H k—o0 (k‘ =+ 1)2
ist (z*) nicht einmal Q-linear konvergent.
2. zF:=e7*. Dann gilt
||Zk+1 _ Z*H 67(k+1)
lim = lim =e <1
k—o0 ||Zk — Z*H k—oo ek

also ist (2*) Q-linear konvergent gegen 0 mit o = e~!, aber nicht Q-superlinear.
3. z¥ = ¢ % Dann gilt
A+ =) _ e

—2k—1
=0
k—oo |28 — 2% kDo ek k—o0

also (z*) Q-superlinear gegen 0 konvergent, man kann jedoch leicht zeigen, dass (z*) nicht
mit einer Q-Ordnung 7 > 1 konvergiert.
4. 2% .= e=¢". Dann gilt

- ||Zk+1 72*” B e—¢

k—00 sz —Z*HT - e—Te" T kS

wenn 7 < e. Daher konvergiert (2*) mit der Q-Ordnung 7 = e gegen 0.
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Theorem 2.4 Es sei f zweimal differenzierbar und V2 f sei lokal lipschitz-stetig. AuSerdem sei
V2f(x*) positiv definit und Vf(z*) = 0. Fiir § € (0,5) gibt es dann ein € > 0, sodass die
Newton-Richtung

d(x) == =V?f(x)" - Vf(2) (2.4)

fiir alle z € B(z*,¢) definiert ist und

Vo € B(z*,¢): f(x +d(z)) < f(x) + 6 Vf(x)' - d(z)
gilt.
Beweis:

e Da V2f(z*) positiv definit und V2 f lokal lipschitz-stetig, gibt es g > 0 und v > 0, sodass
V2 f(x)~! fiir alle z € B(z*, &) existiert und

V2 () d=dT VR (") - d o dT (V2 ()~ VR f()) - d
>d" V() - d—||d]? - [V f(x) = V2 f ()| (2.5)
> - |d]?

fiir alle © € B(x*, &) und alle d € R™. Damit erhélt man wegen (2.4) und der Taylor-Formel:
1
fle+d(@)) = f2) +0- V(@) -d(x)+ (1= 0) - VI@)" - d@)+ 5 -d@)" -

~-~V2f(x)-d(m)+%-/0 d(x)T - (V2f(x +t-d(z)) — V2f(x))-d(x)dt

= ) 48 V@) dlo) - (5 -0) Al T (0) - do)

v / d(2)" - (V2 f(x +t - d(w)) — V2(x)) - d(x) dt
0

Nutzt man nun (2.5) aus und dass z, V2 f(z) ~! und d(z) gleichmiflig beschréinkt auf B(z*, g¢)
sind, so folgt aus der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von V2 f(x) mit L > 0:

ot d(o)) < 1(0) + 8- V1@ @) = (5 =8) -5 W@ + Lo d@I (20)

fiir alle x € B(x*,&0). Aus (2.5) und (2.4) ergibt sich
v lld@)|* < d(2)" - V2 f(2) - d(z) = =V f(2)" - d()
<[V @)l - lld()]]

und damit

@)l < = - IV f@)]
Dies, (2.6), Vf(z*) = 0 und die Stetigkeit von V f liefern
Vo € B(z*,e): f(x+d(z) < f(z) +6-Vf(z)T -d(z)

fiir 0 < € < g¢ hinreichend klein.

Theorem 2.5

1. Algorithmus 2.3 ist wohldefiniert und bricht entweder nach endlich vielen Schritten mit ei-
nem stationiren Punkt ab oder erzeugt eine unendliche Folge (z*). Falls diese Folge einen
H&aufungspunkt besitzt, so gilt

lim inf ||V f (") = 0

Ist die Folge (2*) insbesondere beschriinkt, so ist mindestens einer ihrer Hiufungspunkte
stationdr.

22

“Optimierung I" von Andreas Fischer, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2010/11

Vorlesung:



2. Es sei f zweimal differenzierbar und V2 f lokal lipschitz-stetig. Weiter sei § € (O, %) gewdhlt.
Die durch Algorithmus (2.3) erzeugte Folge (z¥) habe einen Haufungspunkt 2*, der stationir
ist und fiir den V2 f(x*) positiv definit ist. Dann konvergiert die Folge (z*) gegen x* mit der
Q-Ordnung 2.

Beweis:

1. Die Wohldefiniertheit kann analog zu Theorem 2.4 bewiesen werden. Angenommen, die Folge
(x*) besitzt einen Haufungswert und es gibt £ > 0, sodass

VEeN: |Vf(zh)| >e

Daraus folgt

minmg =:m >0
keN

und my = m fiir & € N hinreichend gro8. Setzt man m := m und M := m~!, so kann

Algorithmus 2.3 fiir k > ko (ko hinreichend grof) als Algorithmus 2.2 angesehen werden. Fiir
diesen ist nach Theorem 2.4 aber jeder Haufungspunkt ein stationérer Punkt. Widerspruch!

2. Nach Voraussetzung hat (z*) einen Haufungspunkt, der stationir ist. Daher gilt nach 1.
liminfy o [|[Vf(2*)| = 0. Dies zieht

lim my =0 lim m; ' = oo (2.7)
k—o0 k—o0

nach sich. Infolge der positiven Definitheit von V f(z*) und der lokalen Lipschitz-Stetigkeit
von V2 f gibt es C > 0, sodass Vt € [0,1],Vz € B(z*,¢):

IV2f@@) I <C (2.8)
IV2f(@+t: (2" —2) = Vf(@)| < C [|lz" — =] (2.9)
mit ¢ aus Theorem 2.4. Wegen (2.9) fiir ¢ = 1 und wegen (2.7) kann man e; € (0,¢] finden,
sodass
Vk € N:2* € B(z*,e,) = H, = V2f(z")
und )
02 - €1 S 5 (210)

gilt. Aus Theorem 2.4 ergibt sich damit zunéchst
VEeN:zF € B(z*,e1) = ap =1
Hieraus folgt fiir 2% € B(z*,¢1):

xk+1—x*:xk+1—xk+xk—x*zak-dk—f—xk—x*

= —V2f(a") "t Vf(a*) + 2k — 2
Unter Beachtung von (2.8),(2.9),(2.10) und der Taylor-Formel erhélt man daraus:

2" — ot = || = V2f(®) 1 (VF () + VEf@h) - (@ = b))
<V - IV f @) - (@ = a®) + Vf(®) = V)]

/Ol(VQf(xk (2 — M) = V2f(Y)) - (o — xk)dtH

<t 2P < e — )

o

1
< 5+ llet -2t

Daraus folgt die Konvergenz der Folge (z*) gegen z* mit der Q-Ordnung 2.
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2.2

Trust-Region-Verfahren

Idee: quadratische Approximation von f (in Abhingigkeit von Iterationspunkten z*):

f@®) +VfEMT - (x—2b) + %(m — 2T . By - (x — xp)

wobei By € R™™ mit B] = Bj. Zur Vereinfachung setzen wir p := x — z* und definieren
die quadratische Modellfunktion

mi(p) : R™ = R,my(p) = f(2¥) + Vf()" p+ %pT "By, -p

Der Unterschied zwischen Modell und des durch die Taylorformel

f(z* +p) :f(:vk)—l-Vf(xk)T-p—l-%pT-VQf(J:k+9p~p)~p (0<6,<1)

beschriebenen exakten lokalen Verhaltens von f ist proportional zu ||p||?, insbesondere gilt

mi(0) = f(z").
Fiir By := V2f(x*) ergibt sich fiir den Approximationsfehler

1
£ +p) = mi(p)l = 5 - [p" - (V2 f (2" + 6, - p) = V2 f(2")) - |
= o(|lpl*)
falls f hinreichend glatt ist. Man spricht dann von einem Trust-Region-Newton- Verfahren.

Auf Grund des von ||p||-abhéngenden Approximationsfehlers (und um die Losbarkeit der Teil-
probleme zu sichern) benutzt man bei Trust-Region-Verfahren die folgenden Teilprobleme:

my(p) — min bei [|p|| < Ay (2.11)

wobei Ag > 0 der Radius des Vertrauensbereiches ist und in Abhéngigkeit von der Giite des
Modells my, verkleinert oder vergrofiert werden kann. Unter ||.|| verstehen wir hier immer die
euklidische Norm ||.||2 (auch andere Normen kénnen von Interesse sein).

Die Steuerung des Parameters A;, muss sicherstellen, dass zumindest f(z*) > f(z**!) mit
P+l = 2% 4 pk. wobei p* eine (Niherungs-)Losung von (2.11) bezeichnet. Dazu definiert
man ein Ma$ fiir die Giite des Modells (2.11) durch

f@*) — f@* +p")
my(0) — mi (p*)

ok =

Falls Vf(2*) # 0, dann gilt my(p*) < my(0), sodass der Nenner von g, positiv ist. Demzu-
folge bedeutet o < 0, dass f(a* + p¥) > f(a*), also kein Abstieg vorliegt und man p* nicht
zur Bestimmung einer neuen Iterierten verwenden sollte. Das heifit der Radius Ay ist zu grofl
und muss reduziert werden, um ein geeignetes p* zu ermitteln.

Umgekehrt, wenn g hinreichend positiv ist, kann es zur Konvergenzbeschleunigung sinnvoll
sein, den Radius Ay zu vergrofiern.

Algorithmus 2.4: Trust-Region-Verfahren

(S1) Wihle 2° € R®, Ag > 0,0<n; <1m2 < 1,0 < 01 < 1 < 03 und setze k := 0.

(S2) Falls Vf(2*) = 0, dann stoppe Algorithmus.

(S3) Wihle eine symmetrische Matrix B, € R"*". Bestimme eine (Niherungs-)Losung p* von

(2.11).
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(S4) Berechne g. Falls g < n ist, dann setze Agyq = o1 - Ag. Falls g € (191,72), dann
Agy1 = Ag. Falls g > 19, setze Apyq1 := 09 - Ay.

(S5) Falls g, > 01, setze xF+1 := 2F + p* k= k + 1. Gehe zu (S2).
(S6) Setze xF*+1 := 2% k:=k+ 1. Gehe zu (S3).
Bemerkungen:

1. Falls i < 1y, dann wird Ay, Agi1,. .. solange verkleinert, bis ein p* gefunden ist, dass einen
hinreichenden Abstieg liefert.

2. Die exakte Losung von (2.11) ist oft zu aufwendig, deshalb sind auch (weniger aufwendig) zu
beschaffende Naherungslosungen von Interesse.

Lemma 2.3 Sei B € R™*" symmetrisch und g € R", f € R und A > 0 gegeben. Dann ist der
Vektor p* genau dann eine Losung des Problems

_ 1 i
m(p):=f+g" p+ ipT~B-p bei [|p|| < A

wenn eine Zahl A > 0 existiert, sodass die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:
1. (B+A-I)-pf=—g
2.2 (A=) =0
3. (B+ A-1I) ist positiv semidefinit

Beweis: Ubung (KKT-Bedingungen ausnutzen!)

Theorem 2.6
1. Der Algorithmus 2.4 ist wohldefiniert.

2. Sei f stetig differenzierbar. Es werde vorausgesetzt, dass Algorithmus 2.4 eine unendliche
beschrinkte Folge (2*) erzeugt. Wenn Zahlen 3 > 1,6 € (0, 1] existieren, sodass

Yk e N:|p*| < A
VkeN:||By| <8 (2.12)

und

2k
my(0) — my(p*) 26~|Vf(mk)||'min{Ak,|vH;(k”)”} (2.13)

fir alle £ € N gilt, dann

(i) besitzt (z*) mindestens einen Hiufungspunkt, der stationr ist.

(ii) ist jeder Haufungspunkt von (z*) stationir, falls Vf auf der Niveaumenge W (x°)
lipschitz-stetig ist.

Beweis:

1. Wohldefiniertheit ist offensichtlich, da alle Teilprobleme stets losbar sind (Satz von Weier-
straB).

2. (i) Zu zeigen:
liminf |V f(z*)|| = 0
k—o0

Aus der Definition von my und der Taylorformel erhélt man fiir

oy, = [mi(p*) — mp(0) — (f(=" +p") = f("))]
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die Abschitzung

=5 ORT B g £ VIR~ b ) 4 1)
1
= ’; (T - By, - p” —/ V(f(a* +t-p*) — V)T -pkdt‘
0
<11 (5 - 19#1-+ e 197" 4008 = 901 )
=:c(p*)
< [P*) - () (2.14)

fiir alle k& € N. Dabei ist ¢ : R™ — [0,00) eine Funktion mit der Eigenschaft, dass zu
jedem ¢ > 0 ein A(e) € (0, 1] existiert, sodass

c(p) <e

fiir alle p € B(0, A(e)). Diese Eigenschaft folgt wegen der Beschrinktheit der Folge (z*)
und der Stetigkeit des Gradienten von f sofort aus der gleichméfligen Stetigkeit von
stetigen Funktionen auf kompakten Mengen.

Es wird nun angenommen, dass die Behauptung
lim nf [V 7(a)| = 0
falsch ist. Dann gibt es p € (0, 1], sodass
Wk eN: V)] > p (2.15)

Aus (2.13) und (2.12) folgt damit

xk
mi(0) — mi(p*) = 6+ |V f(2")] - min {Ak, ”Vn]f;(n)”}

fiir alle & € N. Mit (2.14), (2.16) und ||p*|| < Ay ergibt sich

‘f(xk) — f@*+p*)  mi(0) — mi(pF) ok
mk(

[ (0) — mu(pF)]

0) =my(p*)  me(0) — mi(p*)
A - c(p¥)
<
0 - min{Ak, %}

lox — 1| =

(2.17)

Wenn 5
A< S A =) 310 (2.18)
dann folgt A < - B! und
min{Ag, p- 71} = Ay
Deshalb erhélt man mit (2.17) und (2.18):

Ay - c(p®)  c(p®)

-1 < =
ok —1] < TN
cOAmm)dep
0-p

= -0 +1<1—1m
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Also folgt o > n2 und Agiq > Ag. Eine Reduktion von Ay (um den Faktor o1 < 1)
kann also nur auftreten, wenn (2.18) nicht gilt, also wenn

Ak>%ﬂ((1—n2)-5-u)

Somit hat man

. g
Agta ZmlH{Aoﬁl : ;'A((lw)“s‘#)} (2.19)
fir alle £ € N.

Wir konnen daher annehmen, dass es eine unendliche Teilmenge N; C N gibt mit
or > m1 fir alle kK € N;7. Unter Beachtung von (2.16) liefert dies fiir & € Ny:

0< f(z%) = f(@"h) = f(a*) = F(@" +p*) = m1 - (ma(0) — mi(p¥))
2" M0 p-min {Ag, - B

fiir k € N1. Wegen (2.19) und da f(2**+1) < f(2*) fiir alle k € N gilt, folgt dass
lim f(z*) = —oc0
k—oo
Dies ist jedoch auf Grund der Beschrinktheit von (z*) und der Stetigkeit von f nicht
moglich. Also ist die Annahme falsch und es gilt somit
lim inf |V f(z*)[| =0
k— o0
(ii) Ohne Beweis.

Bestimmung einer Niherungslésung der Trust-Region-Teilprobleme
e Eine einfache Moglichkeit ist die Bestimmung von p* als Cauchy-Punkt :
1. Bestimmte pf als Losung des Optimierungsproblems
f@) + V[T p—min beillp] < Ay

Dann gilt offensichtlich
pf = _7Vf(1:k) TRk
IV f ()]l

2. Berechne eine Cauchy-Schrittweite oy als Losung von
my(c - pf) — min bei || - pf|| < Ag, 0 >0
Setze dann p¥ := ay, -pf.
3. Um oy, explizit anzugeben, betrachten wir zwei Fille:
(i) Vf(2*)T - By, - Vf(2*) < 0: Dann hat man
0<ay <ay = mg(ag-pf) > my(as - pf)
Folglich wird die Restriktion [ - pf|| < Ay aktiv, d.h. ag = 1.
(i) Vf(a®)T . By - Vf(2*) > 0: Dann gilt entweder oy, = 1 oder oy € (0,1) ergibt sich
als freies Minimum der Funktion ¢ mit
pla) = m(a-pf)
In diesem zweiten Fall gilt:

0= (aw) = VI pf +ar- )" Bi-p}

o= V@ IV £ ()] - A
DT Bepf ot V()T By - V()
V£ ()13

T A V[(@M)T By - Vf(zk)
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Also hat man insgesamt:

1 VT By -Vf@*) <0

B, - ok
)} Vi By V() >0

o =

{1 197
"A V(@R By Vf(ak

4. Noch zu zeigen ist, dass jeder Cauchy-Punkt die Abstiegsbedingung (2.13) erfiillt.

Lemma 2.4 Es sei d € (0,2]. Jeder Vektor p* mit

mip(0) — m(p*) = 8- (my,(0) — mi(pf)) (2.20)
erfiillt die Abstiegsbedingung aus (2.13) mit § := § . Insbesondere erfiillen p¥ selbst und jede exakte
Losung p* von (2.11) die Bedingung (2.20) mit 5 =1.
Beweis:

e Wir betrachten die Erfiillbarkeit der Abstiegsbedingung (2.13) zuerst fiir p* := p¥ und un-
terscheiden die folgenden drei Fille:

1. Vf(2*)T - By - Vf(2F) < 0: Dann folgt

i (0) = ) = 50¥) = (1) + VIR 4t 4 5 OB Bt

2
8]
= —ay - V) pf — L F)" - By pf

2
_ Ay, - ay, ) T k
= orany Ve Vi

a%'A% ENT k
*W'Vﬂx) By - Vf(z")

>0

" A 9 2 1956 i { o, FEE] Ol }

2. Vf(2*)T - By, - Vf(2*) > 0 und ax < 1: Dann folgt wie oben

a2 . A2
my(0) — me(pk) = Ap - ap - [V f(&")]| - e E -V ()T By - V(")

2- ||V f(z")

<0

Tosi VAT B Vi)

oy - Dk

ayp - A2
V(")
P IV 28k = A = FE V)]

Def a IVf (=) S HVf( ol
2V f ()T Bk-Vf(fE’“) T2 1Bl - VN2
IVFERI? VS (= )II}

| PASAP] v min< Ay,
2B 23 Ve “““{ © By

= % vt (mk

3. Vf(@*)T - By - Vf(2*) und ap = 1: Mit den Uberlegungen aus (2) mit o, = 1 erhilt

2
mel0) = malpt) = 5 IV S - (280 = by - VAT By V)
1 1 fa IV
> 5 IVA - > g 197 - in {ay, S
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wegen

Ay - V(™) By -V f(ak)

<1
IVf()]?
da aj =1 (vgl. Wahl von «y)
Insgesamt hat man also
1 . Vf(zk
me(0) = o) 2 5+ (94 - min {4, LY

Unter Nutzung von (2.20) folgt hieraus

b)
L o IV ()]
> 56 IVFE)] ‘mm{Ak’ ”Bk|}

Fiir die exakte Losung p” gilt insbesondere

my(0) — me(pF) > my(0) — me(pk)

Schnelle lokale Konvergenz eines Trust-Region-Verfahrens kann man nur erwarten, wenn lokal By
wesentlich zur Bestimmung von p* ausgenutzt wird und B}, eine hinreichend gute Approximation
von der Hesse-Matrix von f an der Stelle 2* ist. Um trotzdem ein giinstig zu losendes Teilproblem
fiir eine Niherungslosung p* zu haben (p* muss Abstiegsbedingung erfiillen) verwendet man zum
Beispiel:

f®) +VfEMT -p+p" - By -p — min bei Ipll < Ag,p € span {Vf(xk),Bk_l . Vf(xk)} (2.21)

Offenbar ist der Cauchy-Punkt zulissig, sodass my(p§) > my(p*), wobei p* Losung von (2.21)
ist. Also ist die Abstiegsbedingung nach Lemma 2.4 auch fiir dieses p* erfiillt. Wenn B}, negative
Eigenwerte besitzt, wird der zweidimensionale Unterraum in (2.21) ersetzt durch

span {Vf(z*), (By + A - I)~1 - V ()}

fiir ein A € (—A1, —2A1), wobei A\; der kleinste Eigenwert von By ist. Der Hauptaufwand solcher
Techniken (two-dimensional subspace minimization) liegt in der Faktorisierung von By, bzw. By, +
AT

2.3 Quasi-Newton-Verfahren
By -d=—Vf(z*) (2.22)
Wie sollte By41 bei gegebenem By, aussehen? Ziele:
1. Rg(Bk_;,_l — Bk) klein
2. Akkumulierung der Informationen 2. Ordnung

Iterationsschritt:
af =k 4y - db

mit Schrittweite a, > 0 und d* aus (2.22). Mit Taylor-Formel ergibt sich
Vi(a?) = V) + V) - (@ =) o[l — )
Vernachlassigt man das Restglied, so folgt

v2f(xk+1) . (karl o :Ek) ~ Vf(iﬂkJrl) _ Vf(l’k)
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Soll also By Informationen iiber V2 f(z%*1) aus dem Schritt von z* nach x**1 aufnehmen, ist
es sinnvoll

By - (2" = 2%) = V(b ) — Vf(2)

zu verlangen. Mit der Festlegung s* := z¥*! — 2F und ¢* = Vf(2**!) — Vf(2*) geht diese
Forderung iiber in
Bjy1-s* =y (2.23)

Dies bezeichnet man in Anlehnung an das eindimensionale Sekanten-Verfahren auch als Sekanten-

gleichung. Dann ist
()T Bpy1-sF = (s"T - yF >0 (2.24)

eine notwendige Bedingung fiir positive Definitheit von By, . Dies ist fiir beliebige 2%, 2¥*! im

Allgemeinen nur richtig, wenn f streng konvex ist. Um bei beliebig gegebenem z*,d* trotzdem
(2.24) fiir alle z**! = 2* + ay, - d* zu sichern, kann man Einfluss auf oj, nehmen.

Lemma 2.5 Es seien 2%, d* € R" mit Vf(2F)T-d* <0 und 0 < §; < d; < 1 gegeben. Weiter sei
f auf {z*¥ + a - d¥;a > 0} nach unten beschrinkt.

1. Dann gibt es ein Intervall [aq, as] mit 0 < a; < as so, dass die Wolfe-Bedingungen
f(xk +o- dk) < f(xk) +01 - Vf(mk)T - dF
Vi@ar +a-d)T-db > 6y VR - d*
fiir alle o € [y, ag] erfiillt ist.
2. Ist fiir o, > 0 die Wolfe-Bedingung erfiillt, so gilt mit s* := ay, - d*:

(l/k)T -5t > (62— 1) - ag - Vf(a:k)T dF >0

Beweis:
1. Ubung
2. Mit der zweiten Ungleichung in der Wolfe-Bedingung und V f(z*) - d* < 0 erhilt man
W) 8" = i (V) = Vf@EE)T - d
>ap- (0 —1)- V@M -d* >0

Falls By, positiv definit und d* entsprechend (2.22) bestimmt wird, ist V f(z*)7-d* < 0 und deshalb
mit Lemma 2.5(2) dann (y*)7 - s* > 0, sofern a; der Wolfe-Bedingung geniigt. Zur Bestimmung
von By41 betrachte das Optimierungsproblem

|Br — B|| - min  beiB =BT B-s"=qy* (2.25)

wobei s*, y* die Bedingung (2.24) erfiillen sowie By symmetrisch und positiv definit ist. Benutzt
man fiir die Norm eine gewichtete Frobenius-Norm ||.||w gegeben durch

Allw = W2 A W2 |p

ICllF =

wobei W eine positiv definite, symmetrische Matrix ist, die der Bedingung W - y* = s* geniigt,
so ldsst sich zeigen, dass die folgende (von W unabhingige) Matrix By41 eindeutige Losung von
(2.25) ist:

Biy1:=T =y (") B - (I =y -8 ")) + - v* - ()" (DFP)
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mit v = W (DFP-Formel nach Davidon/Fletcher/Povell, 1959). Wegen
Bjs1 = Br =y -y" - ()" = B s" - )T k- sl -yt 0T eyt (05T
= Br =y (4" - (8" Be+ (4 (M) BT+ (e llskl® + 1) 97 (08)T

nennt man By auch eine Rang-2-Modifikation von By. Um Gleichung (2.22) effizient zu l6sen,
ist es mit Hilfe der sogenannten Sherman-Morrison-Woodbury-Formel leicht méglich aus der DFP-
Formel eine Vorschrift zur Gewinnung der Inversen Hy1 := B +11 aus Hy := B, L

Hk . yk . (yk)T . Hk Sk . (Sk)T

Hyy = Hye = (yo)T - HF -k + (y*)T - s+ (DFP)

Damit folgt in (2.22):
Biyr - d*t = — V(e
= d" = =Bl V) = —Hig - V()
= Hy - Vf(ab+) + (_ H,zy.g)kT. (Z“}fyfk ?;k)(;kf’;> CVf (2
Alternativ: BFGS-Formel (Broyden/Fletcher/Goldfarb/Shanno) Dazu beachte
Biys o — yk dethl?éO sk — —_&1 .yk = Hj1 'yk

Betrachte das Optimierungsproblem

|Hy — H|| > min  beiH = H' H-y" =s*
mit gewichteter Frobeniusnorm ||.||yy fiir |.||, wobei W positiv definit und symmetrisch mit W -s* =
y*. Dann erhilt man als eindeutige Losung:

Hypr = (I =y 8" (F)T) - He - (T =i -y (85)7) - 8% - ()T (2.26)

(BFGS-Formel).

Algorithmus 2.5: BFGS-Verfahren mit Wolfe-Schrittweite
S1) Wihle 2° € R", Hy € R™*" symmetrisch und positiv definit. Setze k := 0.
) Ist Vf(x*) = 0, dann stoppe Algorithmus.
) Berechne d* := —Hj, - Vf(z*).
S4) Berechne ay, > 0, sodass die Wolfe-Bedingung erfiillt ist.
) bt i= 2k 4y - dE, sF =y - dE, YR = VF(2PH) — V(o). Berechne Hy. 1 nach (2.26).
Setze k = k + 1 und gehe zu Schritt 2.

Theorem 2.7 Essei f: R" — R stetig differenzierbar. Dann ist Algorithmus 2.5 wohldefiniert
und alle Matrizen der Folge (Hy)ren sind symmetrisch und positiv definit. Setzt man zusitzlich
voraus, dass der Algorithmus 2.5 nicht nach endlich vielen Schritten abbricht und f zweimal stetig
differenzierbar ist und dass es Zahlen m > 0, M > 0 gibt, sodass

Ve € W(z°):Vd e R" :m - ||d||* < d¥ - V2f(z)-d < M- |d|?

und

W(2%) = {x € R"; f(x) < f(2°)}

eine konvexe Menge ist, dann konvergiert die von Algorithmus 2.5 erzeugte Folge (z*).cn gegen
die Losung von (2.1).
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Theorem 2.8 Es sei f zweimal stetig differenzierbar und Algorithmus (2.5) erzeuge gegen ein
lokales Minimum 2* von (2.1) konvergente Folge (z¥)ren. AuBerdem sei V2 f(x*) positiv definit
und mit g > 0, L > 0 gelte

Vo € B(a*,e0) : [V2f(2) - V2f(2")| < L- [l — o
sowie

o0
Z 2% — z*|| < oo
k=0

Dann konvergiert (z*),cy Q-superlinear gegen x*.
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Minimierung unter Nebenbedingungen

3.1 Lineare Optimierung
3.1.1 Grundlagen

e Standardaufgabe:
f(z):=c" x — min bei Ax = b,z >0 (3.1)

mit ¢ € R", b € R™, A € R™*" gegeben. KKT-Bedingungen fiir (3.1) sind notwendige
Optimalititsbedingungen (da ACQ wegen Linearitiit der Nebenbedingungen erfiillt). Sie sind
auch hinreichende Bedingungen, da f konvex und der zulédssige Bereich konvex ist (vgl.
Theorem 1.6 und Theorem 1.7). KKT-Bedingungen:

c—u+AT v=0,Az—-b=0,2>0,u>0,27 -u=0
o -AT v+u—c=0,Az2—-b=0,2>0,u>0,Yi:z; -u; =0
S AT AN+5s—¢c=0,Az—-b=0,2>0,s>0,2;,-5,=0
S AT N4+5—c=0,A2—-b=0,2>0,5s>0,X-S-e=0 (3.2)
mit X := diag(z1,...,2,), S := diag(s1,...,5,),e = (1,...., )T € R"™.

e Man erhélt ein zu (3.2) dquivalentes KKT-System, wenn man die folgende Optimierungsauf-
gabe zu Grunde legt:

b7 - XA — max bei AT - A+ s5=1¢,5>0 (3.3)

Die KKT-Bedingungen zu (3.3) lauten

(_ob>+(_01>y+G)“ZOaATHs—c:o,szo,yz&w:yi-si:0
S AT N4+5s—c=0,Av—-b=0,v—y=0,y>0,s>0,5-Y-e=0

SYAT N4s—c=0,Ar—-b=0,s>0,2>0,5-X-e=0

Offenbar gilt v = y, also kann man v eliminieren. Setzt man aulerdem = := y, so erhilt
man das System (3.2). Die Optimierungsaufgabe (3.3) wird als die zur Aufgabe (3.1) duale
Optimierungsaufgabe bezeichnet und umgekehrt.

Theorem 3.1 Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Das Problem (3.1) ist 1osbar.

2. Das Problem (3.3) ist losbar.

3. Die zuléssigen Bereiche der Aufgaben (3.1) und (3.3) sind nicht leer.
Beweis:

e (1) & (2): Klar.
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Gp ={z e R"; Az = b,z > 0}
Gp:={(\s) ER" xR AT A4+ 5—-c=0,5>0}

Fiir beliebig gewiihlte Z € Gp und (), 5) € Gp gilt:
AZ =0, AT AN+5=1¢5>0,7>

o

(3.4)
Multipliziert man die erste Gleichung mit A7 und die zweite Gleichung mit z*, so folgt
MNooAz=XTpz0 AT XN+z7 . 5=z" ¢
Einsetzen ergibt
Mopyrzl . s=2" ¢
Da x> 0,5 > 0 gilt ZT . 5> 0 und daher
Miob<zl e (3.5)

Speziell hat man damit, dass die Zielfunktion von (3.1) auf Gp nach unten durch A7 - b
beschrankt ist.

Da (3.5) fiir jeden beliebigen Punkt (Z, A, 5) € Gp x Gp gilt, hat das System
Az —b=0,AT N+s5s—¢c=0,2>0,s>0,7\ - b>z".¢

keine Losung. Fiir a # 0 ist deshalb auch das folgende System nicht l6sbar:
T

AT 0 —c A 0 A b A
0 —I 0 |-f{z]<(0],(0 A =b)-[z]=0,{-c|] -|z|>0 (36)
0 0 -1 e 0 a 0 a

Man iiberlegt sich nun noch die Nichtlésbarkeit fiir « = 0: Das System (3.6) hat dann die
Gestalt

AT X<0,2>0,A-2=0,b" - X=c - 2>0

Daraus sowie aus (3.4) und aus der Existenz von Punkten & € G, # 0, (\,8) € Gp # 0
erhélt man den Widerspruch

0=al AT N<azT.c<pT . A=XT.43<0

Somit ist System (3.6) nicht l6sbar. Nach Lemma 1.5 (Farkas) besitzt dann aber das System

A 0 0 x 0 b x
0 I 0 |-|[s]+[AT ]| - (-\)=|-c],[s]=>0
T 0 -1 3 T 0 8

eine Losung. Dies bedeutet, dass
Az =b,AT N4+s—c=0,cl - z+8-b1 - A=0,(z,5,06)T >0 (3.7)
losbar ist. Somit ergibt sich (nacheinander):
MNooAr = 2NT b2t AT A+ 2T s=aT e \T b+ 2t - s=2T ¢
b+J;T-s=O,xT-s§O

Wegen (z,s) > 0 ist 2T -5 >0 und es folgt 2T . s = 0. Damit ist die Losbarkeit des KKT-
Systems (3.2) gezeigt. Deshalb muss auch (3.1) (und damit (3.3)) lésbar sein.

Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichne Sp die Lésungsmenge des primalen Problems (3.1)
und Sp die Losungsmenge des dualen Problems (3.3). Es lasst sich zeigen, dass S := Sp x Sp die
Losungsmenge des zugehorigen KKT-Systems (3.2) ist. (Ubung)
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Beispiel 3.1
(P) : 1 — min beixy +xo +x3 =1, (x1,29,23) >0

Dann ist offenbar
0

Sp=qa*= t ];te0,1]
1-1¢

Die zugehorige duale Optimierungsaufgabe lautet

1 1
(D) : A — max bei [1] -A+s=|0]|,5>0
1 0
Man erhalt
1
Sp=<9(A\,s*);A*=0,s"= 1[0
0

Theorem 3.2 Es seien Z € Gp und ()\,5) € Gp. Dann ist Sp # () und Sp # 0 und es gilt fiir
beliebige (z*, A*,s*) € Sp x Sp:

A<l N=cT . a* <l oz
d.h. starke Dualitét (d.h. 87 A* = ¢T - 2*) und schwache Dualitéit (d.h. bTA < ¢T - 7) ist erfiillt.

Beweis:

e Wegen Theorem 3.1 folgt Sp # @ und Sp # 0. Es sei (z*, A\*, s*) € Sp x Sp beliebig gewéhlt.
Dann erhélt man unter Ausnutzung von (3.2):

bT)\*:(Aw*)T)\*:(m*)TAT)\*—i—(x*)TS*
Z(x*)T'(AT~/\+S*):CT~$*

Da z* € Sp und (\*,s*) € Sp sowie T € Gp und (A, 3) € Gp gilt offenbar

pr X<l 2* ot <cl oz

Theorem 3.3 Es sei S # ). Dann bilden die Indexmengen
B:={ic{l,...,n};3z" € Sp:a; >0}
N:={ie{l,...,n};3I(\",s*) € Sp :sf >0}
eine Partition von {1,...,n}, d.h. es gilt
L. BAN =0
2. BUN ={1,...,n} (Goldman-Tacker)
Beweis:

1. Um BNN = () zu zeigen, nehmen wir das Gegenteil an. Es moge also ein j € BNN existieren.
Folglich gibt es (z*,A",s*) € S und (z, A, 5) € S, sodass z} > 0, s =0 und 7; = 0,5; > 0.
Daraus erhélt man

(z*+z2)7 (s +5) >0

Die Konvexitit von S (Ubung) liefert

1
(@ X s+ (@A) €S

N = =

also insbesondere
(z* +2)T - (s +5) =0

und damit einen Widerspruch.
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2. Essei J:={1,...,n}\(BUN). Angenommen es existiert j € J # (). Um einen Widerspruch
zu erhalten, wird das System

Vie NG}:(A )" w<0,VieB: (A )T - w=0,—(A4 ;)T -w>0 (3.8)

i

betrachtet. Es werden nun zwei Fille unterschieden:

(i)

Das System (3.8) sei losbar. Dann bezeichne w* eine Lésung. Wegen S # @ und der
Konvexitdt von S kann ein (z*,\*,s*) € S gewihlt werden, sodass s}, > 0. (Denn:
Seien iy,iy € N, dann existieren (&, ,5) € S mit 5, > 0 und (&, A, §) € S mit §;, > 0.
Dann wegen Konvexitét 3 - (2, A, 8)+ 1.(z,\35) € S mit 15, +28;, > 0firj € {1,2}.)
Falls N = 0 entfillt die letzte Bedingung. Nun sei (), 5) definiert durch

A=\ +e- w si=c— AT N=s5"—¢c- ATw*
wobei (im Fall N # @) € > 0 so klein gewihlt wird, sodass
VieN:5=s —c- (AT -w*) >0
Weiter gilt fiir jedes € > 0 wegen (3.8) auch

5= 88 —- (AT -w >0
—~—
0

§i= s —-(A)T-w >0 (i€ J\{j})

~{

Damit geniigt der Vektor (),35) offenbar den Bedingungen 5 > 0, AT - A + 5 = ¢, also
(5\, 3) € Gp.

Es sei & eine beliebige Losung von (3.1). Nach Definition der Indexmenge B muss dann
Zaug = 0 gelten, woraus mit 55 = 0 sofort #7 -5 = 0 folgt. Also geniigt (&, A, 5) dem
System (3.2), d.h. (%, ),3) € S und damit (\,3) € Sp. Wegen 3; > 0 gilt aber j € N.
Widerspruch zu 5 € J.

Das System (3.8) sei unlgsbar. Dann liefert Lemma 1.5 (Farkas) die Losbarkeit des
Systems

Z U; - A_,z' + ZUZ‘ . A_,i = —Aﬂj,Vi S J\{j} cu; >0 (39)
JjeI\{s} ieB

Es sei nun ein Vektor @ € RIYI wie folgt definiert:

) {u ie J\{j}

1 i=j
Damit ergibt sich aus (3.9)
Ag-u+Ap-v=0u>0a>0 (3.10)
Nun sei z* eine Losung von (3.1) mit z}; > 0. Der Vektor Z sei definiert durch

x; +e v ieB
T; = € - U; i1eJ

0 1eEN
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wobei € > 0 und im Fall B # () der Teil Zp entféllt. Aus (3.10) folgt damit:

AzT=A,;T;+A - Ts+A N Tn
~
0
=c-Aj ut+Ap-agtec-Ap-v=>
———
b

fiir € > 0 hinreichend klein gilt > 0, d.h. T € Gp.

Es sei (), 8) eine beliebige Losung des dualen Problems (3.3). Nach Definition von A
gilt spus = 0. Somit hat man 27 - § = 0 (da zx = 0). Also ist (z,\,3) € S und z € Sp.
Da z; =¢-u; > 0 folgt j € B im Widerspruch zu j € J.

Es folgt J =0, also {1,...,n} =BUN.
Bemerkung: Theorem 3.3 kann wie folgt interpretiert werden:

1. Falls das KKT-System (3.2) eine Lésung (2%, A", s*) besitzt mit z7 > 0, so kann es keine
Losung (Z, A, 3) geben mit 5; > 0.

2. Das zu den linearen Optimierungsproblem (3.1) und (3.3) gehérende KKT-System (3.2) be-
sitzt (bei Losbarkeit) stets eine streng komplementiire Losung (x*, A*, s*) € S, d.h. 2* +s* >
0.

Bemerkung zum Beweis: 1. kann auch durch die Betrachtung von (z*, \,5) € S zum Widerspruch
gefithrt werden (in S wegen S = Sp x Sp), denn Komplementarititsbedingung nicht erfiillt.

3.1.2 Der zentrale Pfad

Anstelle des KKT-Systems (3.2) betrachten wir das parametrisierte System

AT N+s—¢
F (x, )\ 8) = A-x—b =
X-S-e—r7e

020,520 (3.11)

o O O

mit dem Parameter 7 > 0. Offenbar ist X - S-e=7-¢,2 >0,s >0zu X-S-e=7-¢,5s > 0,2 >0
dquivalent. Es entsteht nun die Frage, unter welchen Bedingungen das System (3.11) zu jedem
7 > 0 eine eindeutige Losung besitzt und was fiir 7 — 0 passiert.

Um dies zu untersuchen, bezeichne

GYi={(z,5) ER" xR INER" : AT A+s5—¢c=0,A-2—b=0,2>0,5 >0}

die Menge der streng zulédssigen inneren Punkte. Im Folgenden werden nun Beziehungen zwischen
der Losungsmenge von (3.11) und der des Minimierungsproblems

1 n

fr(z,s):==-27 .5~ Zlog(si - ;) — min bei (z, s) € G° (3.12)

T
i=1

hergestellt.
Lemma 3.1 Essei G° # ) und 7 > 0. Falls (., \,, s,) das System (3.11) 16st, dann 16st (x,, s,)
auch das Minimierungsproblem (3.12). Umgekehrt gibt es zu jeder Losung (z,,s,) von (3.12) ein
Ar, sodass (2, Ar, s;) das System (3.11) 18st.
Beweis:

e Falls (3.12) eine Losung (z,, s,) besitzt, so muss ein A, existieren, sodass die Aufgabe

fr(z, A, s) = min bei(z, A, s) € G (3.13)
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G:={(x,\s) eRF™AT Np5—c=0,A-2—b=0,2>0,5s >0}
fr(z, A s) = fr(z,s) ((z,\s) €G)
die Losung (7, Ar, s;) besitzt und (z,,s;) € R} x R liegt.
Die KKT-Bedingungen fiir (3.13) lauten

1
2.8 e—X"te+ AT v=0
-

1
—X-e—Stetw=0
-

A-w=0

Az —b=0

AT N4 s5—c=0
(z,8) >0

(KKT-Bedingen notwendig, weil affin-lineare Nebenbedingungen. Lagrange-Multiplikatoren
fiir Ungleichungen entfallen, sind alle 0 wegen = > 0,s > 0.) Wird die zweite Gleichung mit
A multipliziert und beriicksichtigt man die dritte, so ergibt sich

1
A~(-X~e—Sl-e)=O
T

Multipliziert man (% - X-e—S5"1. e)T mit der ersten Gleichung, so folgt

1 1
(-X~e—S_1-e>-(~S-e—X_1~e):O
T T

Dies ergibt weiter

0=(X-e—71-St-e)f (S-e—7-X"1-¢)
= (X-e—7-S1 e (X72-8%)(X2-52)-(S-e—7-X"1¢)
=(X-8)7-e—7-(X-8) 27 (X-8)7-e—7-(X-5)77 ¢
=l(X -9z e—7- (X -85
=[[(X-8)" - (X-5-e—7-e)|’
S0=X-S-e—7-e=0

Jede Losung (27, Ar, s7) der KKT-Bedingungen zu (3.13) erfiillt also neben der Zuléssigkeit
(+,Ar,8;) € G die Bedingung X, - S; - € = 7 - e und ist somit Lésung von (3.11).

e Es sei nun umgekehrt (x,, A;, s;) eine Lésung von (3.11). Dann ist (2., s,) € G, also zulissi-
ger Punkt von (3.12). Weiterhin gilt X, - S; -e =7 - e, dass

fr(xr,8:)=n- ; —n-log(T)

Mit g(t) :=t — log(t) — 1 ergibt sich andererseits fiir (z,s) € G:
Ti - 5
(2, 8) = | i Z)
fr(zy8) ;( . og(x; - 8;)
(M —log (M) —logT — 1) +n
; T T
n 1‘4 .s,
—n—mn-l (g)
n—n ogT+Zg -

=1

— s+ Yg (B
i=1

-

1
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Da g(t) > 0 fiir alle t > 0 ergibt sich die Abschitzung f.(s,,s.) < fr(x, s) fiir alle (x, s) € G°.
Folglich ist jede Losung von (3.11) auch Losung von (3.12).

Lemma 3.2 Es sei G° # () und 7 > 0 beliebig aber fest. Dann gilt:
1. f, ist streng konvex auf G°.
2. Fiir jedes C' > 0 ist die Niveaumenge
Wo(C) = {(.5) € G f(w,5) < C}
ist kompakt.
Beweis:
1. Ubung

2. Die Abgeschlossenheit von W, (C) ist leicht einzusehen (Urbild abgeschlossener Menge unter
stetiger Funktion). Es wird nun die Beschrénktheit gezeigt. Dazu sei (z,5) € GO fest gewiihlt.
Sei nun (z, s) € W,(C) beliebig aber fest gew#hlt. Dann gibt es A\, A € R™, sodass

AT XN4+5-¢c=0 AT A4 s—c=0
Daauch A-x=b,A-7 =0, folgt A- (x — ) = 0 sowie
AT - A= N+ (5—s) =
Beide Gleichungen zusammen ergeben
z—2)" G-s)=@—-2)T-AT-A=)N) =0
Wegen f.(x,s) < C erhdlt man daraus

T s+5 x=2T - s+z7 -3

1 n n
=zl 547" ( cal s — Zlog(xi . sl)> +T~Zlog(xi'si)
T
i=1 i=1
fr(z,s)

<zl .5+47- <C’+Zlog(xi-si)>

i=1
=zl .54 7. (C-}-Zlogxi—&—Zlogsi) (3.14)
i=1 i=1
Da (z,5) > 0 gilt

& = min{min{z;,5;;i=1,...,n}} >0
Aus (3.14) erhélt man damit

£ (ixz—l—isl) <zl .s547.C+7- (ilogxi—l—ilogsi)
i=1 i=1 i=1 i=1

woraus unter Beriicksichtigung von lim,_,+(a — loga) = oo die Beschrinktheit von W, (C)
folgt.

¢- (f:xl + zn:sz> -7 (ilogxi + zn:logsi> <K
i=1 i=1 i—1 i=1
2M~(Z?:1 T+ si) fiir z;,s; grofl

n n K
=) T+ ) 5 < —
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Theorem 3.4 Sei G° # (). Dann besitzt das System (3.11) fiir jedes 7 > 0 eine Losung (2, A,, 5, ).
Die Komponenten (z,s,) sind dabei stetig eindeutig. Falls A den Rang m hat, ist auch A, ein-
deutig.

Beweis:

e Essei (%,38) € G°. Fiir C := f,(%, 8) ist die Niveaumenge W, (C) nicht leer und nach Lemma
3.2(2) kompakt. Falls (x,, s;) (3.12) 16st, dann auch (z,, s;) Losung des Problems

fr(z,8) = min bei (x, s) € W.(C) (3.15)

und umgekehrt. Wegen der Kompaktheit von W, (C) und der Stetigkeit von f; auf W, (C)
muss (3.15) nach dem Satz von Weierstral mindestens eine Losung besitzen. Folglich ist
auch (3.12) losbar. Fiir letztere Aufgabe folgert man aus Theorem 1.1(2) unter Ausnutzung
der strengen Konvexitit von f, auf G° (Lemma 3.2(1)) unter der Konvexitit von G° die
eindeutige Losbarkeit von (3.12). Mit Lemma 3.1 folgt daher die Losbarkeit von (3.11) und
die Eindeutigkeit der Losung bzgl. der Komponenten (z, s).

e FallsRg A =mund (z,, Ar, s;) eine Losung von (3.11) bezeichnet, dann hat die in (3.11) vor-
kommende Gleichung AT -\+5—c = 0 fiir s := s, genau eine Losung (lineare Unabhingigkeit
der Spalten von AT).

Definition 3.1 Als zentralen Pfad zum Paar der zueinander dualen linearen Optimierungsauf-
gaben (3.1) bzw. (3.3) bezeichnet man die Menge

{(xr,Ary87);7 >0}
wobel (-, A\r, s;) eine zu 7 > 0 gehdrende Losung von (3.11) bezeichnet.
Bemerkung:
1. Es lasst sich weiterhin zeigen, dass der Grenzwert

*sM) =1
(z%,s) 7}1%(1"”37)

existiert und A* € R™ existiert, sodass (z*, A*,s*) € S, d.h. * 16st (3.1) und (A*, s*) 16st
(3.3). AuBlerdem gilt [z* +s*]; >0 furi=1,...,n.

3.1.3 Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Definiere }
No(0) = {(w\5) € G| X S e—p-ela <0}

mit p = ’”i’s und 6 € [0,1). Fiir 8 = 0 erhélt man speziell
No(0) ={(z, A, s) € GOVi=1,...,n:x;i s = w}
also der zentrale Pfad selbst.

Fiir praktische Pfadverfolungs-Algorithmen wird man daher 6 € (0,1) wiihlen. Dann liefert ||X -
S-e—p-ella <0-pinsbesondere

(@i-si—p)? <> (w80 —p)* <07 2
=1

also
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firi=1,...,n.
Entsprechend (3.11) wird der zentrale Pfad durch das System (7 > 0)

F (x,\s)=0 (x >0,8>0)

definiert. Sei (z*, ¥, s%) € Nj (i) Fiir den Pradiktorschritt fithre einen Newton-Schritt fiir Fy(z, A, s) =

0 mit Schrittweitenstrategie aus, sodass (z*T1, \F1 s#+1) € A; (). Um wieder in die kleinere
Umgebung N> (i) zu gelangen, wird erneut ein Newton-Schritt verwendet, jetzt allerdings fiir die
k+1)T.Sk+1

Gleichung F,, (z, A, s) = 0 mit py, = (e

n

Algorithmus 3.1: Préidiktor-Korrektor-Verfahren nach Mizumo/Todd/Ye
(S1) Wihle 20 := (29,A°,5%) € A5 (1), € > 0 und setze k := 0.

(S2) Falls uy := (@)"s* < ¢, dann stoppe Algorithmus.

n

(S3) Falls £k mod 2 = 0, dann Pridiktorschritt: Bestimme AzF := (Azk AN* As*) als Losung
von

VF(MT - Az 4 Fy(2%) =0

und bestimme ay, als groftes a € [0,1], fiir das 2" + o - AzF € N (5). Setze 2FT1 =
k k
2%+ ay - AZR.

Falls £ mod 2 = 1, dann Korrektorschritt: Bestimme Az* als Losung von
VFI%- (Zk)T Az 4+ Fy, (Zk) =0
und setze 2P+l = 2F + AzF,

(S4) Setze k := k + 1 und gehe zu (S2).

Theorem 3.5 Es sei G° # (). Dann gilt:

1. ppyo = pg+1 < (1 — %) Ry fur k € 2Ny.

2. Falls pgp < e mit € € (0,1),x > 0, dann bricht der Algorithmus 3.1 in Schritt (S2) mit

ur < € spétestens ab, wenn k > 2+ (1 + k) - 0—\/2 “|nel.

3. Es gibt C > 0, sodass pgy2 = prr1 < C - ui fiir alle k € 2Np.
ohne Beweis

3.2 Nichtlineare Probleme

f(z) = min beiz € G :={z € R"; ¢g(zx) < 0} (3.23)

Einbeziehung von Gleichungsrestriktionen meist einfach moglich, erfordert ggf. besondere Voraus-
setzungen (z.B. LICQ).

3.2.1 Zugang iiber Straf- und Barrierefunktionen

Sei R:=RU{oo} und f: R" — R stetig und g : R" — R™ stetig.
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Definition 3.5 Es sei (wg)gen eine Folge von stetigen Funktionen wy : R™ — R, derart dass

lim 2% = 2 = lim inf wy (z¥) (3.24)

k—o0 k— oo

>0 redG
=00 r¢G

fiir jede Folge (z¥)xeny C R™ gilt. AuBlerdem sei fiir eine nichtleere Menge B C G die Bedingung
Ve € B: lim wg(z)=0 (3.25)

k—o0

erfiillt. Dann heiflen die Folgenglieder wy Straffunktionen zum Problem (3.23). Geniigt die Folge
(wg)ken zusitzlich der Bedingung

V(k,z) € N x (R"\int G) : wi(z) = 400
so spricht man von Barrierefunktionen zum Problem (3.23).

Bemerkung;:

1. Stetigkeit von wy, : R” — R bedeutet

lim 27 =2 = lim wy(z;) = wi(z) €R
j—o0 j—o00

fiir jede Folge (27)jen C R™.

Anstelle des restringierten Problems (3.23) wird nun eine Folge von unrestringierten Ersatzproble-
men der Form
Ti(z) := f(x) + wi(xz) — min (3.26)

betrachtet.
Beispiel 3.3
273 + x5 — min beig(x) :=1—x2 —22 <0

Definiere Straffunktion zum Beispiel als wy (z) := ry - (max{0, 1 —z1 —22})?, wobei (7% )ren C (0, 00)
mit limg_ oo 7% = +00. Weiterhin erkennt man B = (. Ersatzzielfunktion:

Ty () = 223 + 23 4+ 7 - (max{0,1 — 1 — 22})?

Die notwendige (und hier wegen der Konvexitéit von T} auch hinreichende) Optimalitéitsbedingung
fiir (3.26) lautet:

VTi(z) = (43@1 —2rp - max{0,1 —z; — x2}> * <0>

2x9 — 21 - max{0,1 — x; — xa} 0
Daraus erhélt man:
1. Falls 1 — z; — x4 <0, so folgt 1 = x5 = 0. Widerspruch!
2. Falls 1 —x; — 22 > 0, so ergibt sich
dry +rp - (=24 2293 +21) =0 2x9 + 71 - (24 221 +229) =0

beziehungsweise

Dies liefert
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Theorem 3.8 Es sei (wg)ren gegeben und die Ersatzprobleme (3.26) seien fiir jedes k € N lsbar
(mit Losung z*). AuBerdem gelte
in
faS]

f(z) = inf f(z) (3.27)

Dann ist jeder Haufungspunkt der Folge (2*)zeny Losung des Problems (3.23).

f
B

Beweis:
e Da z* fiir k € N Losung des Ersatzproblems (3.26) ist, gilt
Ve € R™: f(2*) + wi(2¥) < f(x) + wi(x) (3.28)

Es sei nun (2%),en, C (2F)ren eine gegen 7 konvergente Teilfolge. Aus der Stetigkeit von f,
aus B # () sowie aus (3.24),(3.25),(3.28) folgt:

(3.24),stetig

7 < li ®Y 4+ lim inf k
@ sy T o)
(3.28) (3.25)

f(z)

2 :
< flx)+ klérj{[ll w ()
fiir alle € B. Somit unter Ausnutzung von (3.27):
- < _ .
f(@) < inf f(z) = nf f(z) (3.29)
Mit (3.25) und (3.28) ergibt sich aulerdem
.. kY < Tim i _ k _ e
hknelj{[rllfwk(:n ) < hknelj{[rllf(f(x) f(@®) +wi(x)) = f(z) — f(T) < o0

fiir * € B. Nach (3.24) folgt daher Z = lim infyecy, ¥ € G. Zusammen mit (3.29) erh#lt man,
dass  Losung von (3.23) ist.

Beispiele

1. quadratische Straffunktion:
wi(x) =i - Y (max{0,g:(x)})> B=G
i=1
2. logarithmische Barrierefunktion:

1 m
L S legcae)  red
L

wi(z) =
00 r¢G°
mit B=G"={z e R";Vi=1,...,m: gi(z) < 0}.
3. exakte nicht differenzierbare Straffunktion
wg(x) =1y - Zmax{o, gi(x)} B=G (3.30)
i=1

Bemerkung;:

1. Mit dem Attribut ,exakt* wird eine Folge (wg)ren von Straffunktionen bezeichnet, wenn
unter geeigneten Bedingungen ein kg € N existiert, sodass
e jede globale Minimalstelle
e oder jede lokale Minimalstelle
e oder jeder stationdre Punkt
der Ersatzzielfunktion T} fiir jedes k > ko auch globale Mimimalstelle (bzw. lokale Mini-
malstelle bzw. stationdrer Punkt) des Ausgangsproblems (3.23) ist und umgekehrt. Die Er-

satzaufgabe (3.26) spiegelt also fiir k¥ > ko bestimmte Eigenschaften des Ausgangsproblems
wieder.
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Lemma 3.6 Die Lagrange-Funktion £ : R” x R™ — R zum Problem (3.23),
L(w,u) = f(2)+ D ui gi(w)
i=1

besitze einen Sattelpunkt (z*,u*) € R™ x R'. Wird die Straffunktion (3.30) verwendet und gilt
re > max{u},i € I}, dann ist jede Losung x* des Ersatzproblems (3.26) auch eine Losung von
(3.23).

ohne Beweis

Theorem 3.9 Esseien gy, ...,9m, f : R™ — R stetig differenzierbar. Weiter sei die Folge (T)ken
der Ersatzzielfunktionen gegeben durch

m

Ti(w) = f(2) +ri- ) (max{0, gi(2)})*

=1

wobei (r;)ken C (0, 00) mit 7, — oo fiir k¥ — oo. Die Ersatzprobleme (3.26) mogen fiir jedes k € N
eine Niherungslosung ¥ derart besitzen, dass

IVT3 ()] < e
wobei €, — 0 (k — 00). Definiert man nun noch Vektoren u* € R7 durch
uf = 2r), - max{0, g;(2")}

fiir alle (4,k) € {1,...,m} x N, dann geniigt jeder Hiufungspunkt (z,u) der Folge ((x*,u*))ren
den KKT-Bedingungen zum Problem (3.23), falls in z die MFCQ erfiillt ist.

ohne Beweis

Bemerkung:
1. Es gilt
VTi(x) = Vf(z) +2r - > max{0,gi(x)} - Vgi(z) = 0

=1

deshalb Wahl von u* verniinftig.

Algorithmus 3.3: Straffunktions-Verfahren
(S1) Wihle (e )ken C [0,00), (rk)ken C (0,00) mit e, — 0,7, — 00 (k — 00). Setze k := 0.
(S2) Berechne z*, sodass |[VT'(z%)|| < ei. Setze

ub := 2r), - max{0, g;(2")}
und u® = (uk, ... uk)T.
(S3) Falls (2%, u*) KKT-Punkt von (3.23), dann stoppe Algorithmus. Sonst setze k := k + 1 und
gehe zu (52).
Bemerkung;:

k

1. Zur Berechnung von z**! sollte z* als Startpunkt gewiihlt werden.
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3.2.2 Zugang iiber zulassige Richtungen

e Richtungssuchproblem (P2 nach Zoutendijk): Es sei 2 € G beliebig gegeben.
A — min bei Vf(z)! - d < \Vi € I.(x) : gi(x) + Vgi(x)T -d <\ ||ld|| < 1 (3.31)

wobei
I(z) == {i € I; gi(z) > —¢}

fir ¢ > 0 als Indexmenge der e-aktiven Restriktionen bezeichnet wird. Insbesondere gilt
A <0, da (A d):=(0,0) fiir jedes x € G ein zuldssiger Punkt von (3.31) ist.

e Die Zielfunktion des Richtungssuchproblems (3.31) ist stetig. Da ||d|] < 1 muss es wegen
Vf(z)T-d < Xein A < 0 geben, sodass A > \. Ferner kénnen wir offenbar die Nebenbedingung
A < 0 zum zuléssigen Bereich von (3.31) hinzufiigen, ohne die Lésungsmenge des Problems
zu dndern. Damit ist der zuléssige Bereich des so modifizierten Problems kompakt. Mit dem
Satz von Weierstrafl ist damit die Losbarkeit des modifizierten Problems und damit des
Richtungssuchproblems (3.31) gezeigt. Mit A(x,¢) werde der optimale Zielfunktionswert von
(3.31) bezeichnet.

Lemma 3.7 Esseie > 0. Fiir € G sei die MFCQ erfiillt. Dann gilt:
AZ,e) =0 < 3Ju : (T, u) erfiillt die KKT-Bedingungen fiir (3.23)

ohne Beweis

Algorithmus 3.4: P2-Verfahren nach Zoutendijk
S1) Wihle 2° € G,e > 0, 6 € (0,1). Setze k := 0.

S2) Berechne d* als Losung des Richtungssuchproblems (3.31), wobei z := x*.

(
(S2)
(S3) Falls A\(z¥,¢) = 0, dann stoppe Algorithmus.
(S4)

S4) Berechne Schrittweite

ap =max{a € S;z" +a-d" € G, f(@" +a-d") < f@F)+a- 5 V@) "}
(S5) Setze ¢t := 2% 4 ay - d*, k := k + 1. Gehe zu (S2).

Theorem 3.10 Algorithmus 3.4 ist wohldefiniert. Besitzt eine von Algorithmus 3.4 erzeugte
Folge (z%)gen einen Haufungspunkt x*, in dem die MFCQ erfiillt ist, so gibt es u* € R, sodass
(z*,u*) den KKT-Bedingungen zu (3.23) geniigt.

ohne Beweis

Bemerkungen:

1. Algorithmus 3.4 kann als ,,zuldssiges Gradientenverfahren“ aufgefasst werden. Es gibt andere
Richtungssuchprobleme, die lokal schnelle Konvergenz ermdéglichen.

2. Beschriankung des Iterationsgebietes auf G kann Nachteil sein (bei spezieller Gestalt von G),
jedoch Vorteil wenn beispielsweise Zielfunktion nur auf G definiert ist.

3. Die Richtungssuchprobleme (3.31) sind lineare Optimierungsaufgaben, falls || - || = || ||
gewahlt wird.
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3.2.3 Sequential-Quadratic-Programming Zugang

Seien f, g stetig differenzierbar. Richtungsprobleme sind quadratische Optimierungsaufgaben, wo-
bei z € R® und B € R™ ™ symmetrisch gegeben seien,

1
Vi) -d+ §dT -B-d — min bei V()" -d+gi(z) <0 Vi J(z) (3.32)

In einem SQP-Verfahren werden nun Schritt fiir Schritt sequentiell derartige Richtungssuchproble-
me verwendet.

Bemerkungen:

1. Hiufig wird fiir B eine positiv definite Matrix verwendet (die ebenfalls von Punkt = abhéingen
kann) und unter Umsténden Informationen 2. Ordnung enthalten (vgl. 3.24).

2. J(x) C I ist eine geeignet gewiihlte Teilmenge von I, z.B.
Jo(z) :={ieI;g;(x) > F(x) — e}

wobei F(x) := max{0,¢1(x),...,gm(x)} mit € > 0. Auch J(z) = I ist denkbar. Gegebenen-
falls Aufweitung des zuléssigen Bereichs:

V()" - d+ gi(z) < w; w; >0

Man hat dann jedoch (etwa durch zusétzlichen Strafterm in der Zielfunktion von (3.32))
dafiir sorge zu tragen, dass w; hinreichend klein bleibt, um die Approximationseigenschaften
von (3.32) gegeniiber Ausgangsproblem (3.23) nicht zu stark zu verschlechtern.

3. Falls B = B(z) positiv definit ist und (3.32) einen nichtleeren zuléissigen Bereich besitzt, so
hat (3.32) eine eindeutige Losung d(x). Zu d(x) konnen jedoch unter Umsténden unendlich
viele Vektoren von Lagrange-Multiplikatoren gehoren.

4. Man kann (3.32) so modifizieren, dass in einem SQP-Verfahren in Verbindung mit einer
Line-Search-Technik ausschlieflich in G liegende Iterierte erzeugt werden.

5. Um ein Ma$B fiir die Giite eines Punktes x zu erhalten, etwa fiir die Anwendung einer Line-
Search-Technik, verwendet man héufig Straffunktionsanséitze, z.B. @, : R” — R mit

O, (x):= f(x)+7r- F(x)

Lemma 3.8 Sei B positiv definit, J(z) := Jo(z) mit € > 0 und (d(x),u(z)) € R™ x ler](w)l sei
ein KKT-Punkt des Richtungssuchproblems (3.32). Falls r > ||u(z)||; mit einem r > 1, dann gilt

O, (z+a-dz)) < O (z) - % -d(2)” - B - d()
fiir alle @ > 0 hinreichend klein.
Beweis:
e Aus der Taylorformel erhilt man
flz+a-dx) = f(x)+a- V@) - dz) + oo(a-d(z)) (3.33)

und fiir 4 € J.(z) ergibt sich bei Beachtung des Richtungssuchproblems (3.32):

gi(z +a-d(z)) = gi(z) + a- Vgi(x)" - d(z) + 0i(a - d(z))
=a- (gi(w) + Vgi(2)" - d(x)) +(1 — @) - gi(z) + 0i(a - d(2))
<0
<(1—a) gi(z)+oi(a-dx) <(1—a)- F(z)+oi(a-dx)) (3.34)
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Fiir i € I\J.(x) gilt:
gi(x + - d(x)) = gi(z) + (9i(z + - d(z)) — gi(2)) < F(x) —e + L - - [l d(a)]]
<(1-a) F(z) (3.35)

wobei L > 0 eine (lokale) Lipschitz-Konstante ist und o < e - (F(x) + L - ||d(x)||)~t. Mit
(3.34) folgt

F(z+ a-d(z)) =max{0,g1(z + a-d(x)),...,gm(x + a- d(z))
<S(1-a)-F@)+ Y |0ia-d@)

1€J: ()
Dies zusammen mit (3.33) liefert

O (x+a-dz)=fr+a-dz)+r Fla+a-dx))

<f@) +a Vi@ dx) +r- | (1—a)-Fla)+ Y |ula-d@))
i€J. (z)U{0}
(3.36)

Aus den KKT-Bedingungen fiir (3.32) ergibt sich

Vf(x)+ B-d(z)+ Z ui(z) - Vgi(x) =0

j€J:(x)
Vi€ Jo(x) :ui(z) - (Vgi(x)T - d(x) + gi(z)) =0

und damit

Vf@) - d(x) = —d@)" - B-d@)— Y wile)- V@) - d(a)

i€J:(x)

=—d(x)" B-d@)+ Y w(x)- gi(2)

i€Je(x)
< —d(z)' - B-d(z) +r-F(z)

Mit (3.36) folgt daraus
O (z+a-dx) < flx)—a-dx)'-B-dx)+a-r -Fz)+r-(1—a)- F(z)+
+re > oila-d(x))]

i€J: (z)U{0}

<&, (z) - % -d(z)T - B - d(z)
fiir alle @ > 0 hinreichend klein.

Lemma 3.9 Es sei B positiv definit und in x sei MFCQ erfiillt, J(z) := J.(x) mit € > 0. Dann
ist d(z) = 0 genau dann Losung von (3.32), wenn u € R existiert, sodass (z,u) KKT-Punkt von
(3.23) ist.

ohne Beweis

3.2.4 Lokal superlineare Verfahren

Es seien f,g zweimal stetig differenzierbar mit lokal lipschitz-stetigen zweiten Ableitungen. Die
hier beschriebenen Verfahren beruhen auf Teilproblemen, die die KKT-Bedingungen

V.L(r,u) =0,g(x) <0,u>0,u’-g(z)=0 (3.37)
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zum Problem (3.23) hinreichend gut approximieren. Eine Moglichkeit besteht in der (nicht ganz
vollstédndigen) Linearisierung von (3.37) in einem Punkt (Z, @):

Vo L(Z, 1) + Ve £(Z,0)T - (2 — Z) + Veu £(Z,2)T - (u— @)
9() +Vy(@)" - (z - 1)

ul - (9(2) + V(@) - (z — 2)

IV IA
o o o o

Unter Beachtung der Definition von £ und der Symmetrie von V., L(Z, ) ergibt sich
VoL(z,0) = Vf(z)+Vg(@)"  a
= Ve £(@,a)" - (u—a) = Vg(2)" - (u— 1)

und somit die dquivalente Formulierung

V() +Vg(Z) u+ Vau £(Z,0) - (x =) =0
9(x) +Vg(@)" - (z—1) <0

u >0

u - (9(z) + Vg(2)" - (¢ - 7)) =0

Wie man leicht nachpriift, erweisen sich diese Bedingungen gerade als KKT-Bedingungen zur
quadratischen Optimierungsaufgabe

Vi@ (x—z)+ %(x — )T -V, L(Z,7) - (x — T) — min beig(z) + Vg(z)T - (z — ) <0 (3.38)

Offenbar l4sst sich dieses Optimierungsproblem nun in der Form (3.32) schreiben, wenn man dort

(z,u) :=(z,u),d:=2 —Z,J(x) := [ und B := V. L(Z,u) setzt.

Algorithmus 3.5: Wilson-Verfahren (1963)

(S1) Wihle (z°,u%) € R™ x R™. Setze k := 0.

(S2) Falls (2%, u*) KKT-Punkt von (3.23), dann stoppe Algorithmus.
(S3) Setze x := x*, B := V. L(2*,uF) und J(x*) := I. Berechne

(d*, uF*1) := argmin {|| (d, @ — u®)|; (d, @) ist KKT-Punkt von (3.32)}
(S4) Setze xF*+1 := 2% + d* und k := k + 1. Gehe zu (S2).

Theorem 3.11 Es sei (z*,u*) ein KKT-Punkt des Problems (3.23). Weiterhin gelte
1. die strenge hinreichende Optimalitétsbedingung zweiter Ordnung in (x*,u*), d.h.
Vd € D(z*,u*)\{0} : d¥ - Vo L(z*,u*) -d >0 (3.39)

wobei
D(z,u) :={d € R";Vg;(x)" - d = 0fallsu; > 0}

2. LICQ an der Stelle (z*,u*), d.h. die Vektoren in der Familie {Vg;(z*);i € Io(z*)} seien
linear unabhéngig.

Dann gibt es eine Umgebung U von (z*,u*) derart, dass Algorithmus 3.5 fiir jedes (z°,u°) € U
wohldefiniert ist. Falls der Algorithmus nicht nach endlich vielen Schritten abbricht, konvergiert
die erzeugte Folge (z*,u*) Q-quadratisch gegen (z*,u*).

ohne Beweis

Anderer Zugang: Es sei ® : R? — R mit folgender Eigenschaft gegeben:
®(a,b)=0<a>0,0>0,a-b=0 (3.40)
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Lemma 3.10 Es sei ® : R? - R eine Funktion mit der Eigenschaft (3.40). Dann ist jeder
KKT-Punkt von (3.23) Losung der Gleichung

V. L(z,u)

Ho (2, 1) = ®(—g1(z),u1) —0

(I)(_gmcv)v um)

und umgekehrt.
Beweis: Ubung

Zwei solche Funktionen @, die (3.40) geniigen, seien hier definiert:
D yin(a,b) := min{a, b}
w(a,b) :=+va2+b—(a+D)

H iy ist an solchen Punkten (x,u) nicht differenzierbar, fiir die —g;(x) = u; ist fiir mindestens ein
1 € I. Verwendet man ¢ an Stelle von ®.,;, so reduzieren sich die Nichtdifferenzierbarkeitsstellen
auf Punkte (z,u) mit g;(z) = u; = 0 fiir mindestens ein ¢ € I. Die folgende Stérung von ¢, ndmlich

¢:RZxR = R,p(a,b,t) := Va2 +b2+12—a—b

gestattet eine weitere Reduktion der nichtdifferenzierbaren Punkte auf ausschliefilich diejenigen
KKT-Punkte von (3.23), an denen die strenge Komplementarititsbedingung (g;(z*) =0 = u} > 0
fiir alle i € I) verletzt ist. Dazu sei H : R"T™m+1 — Rn+m+1 gegehen durch

Vi L(z,u)
G(=g1(x), ur,t)

H(x,u,t):=

S(=gm (), um, 1)
et —1

Offenbar gilt H(x,u,t) = 0 < (x,u) erfiillt KKT-Bedingung von (3.23) und ¢ = 0. Da t # 0 die
stetige Differenzierbarkeit von H in (x,u,t) nach sich zieht, kann man zumindest die klassische
Newton-Gleichung im Punkt (z,u,t) aufstellen. Ob diese Gleichung allerdings eine Losung besitzt,
héngt von weiteren Voraussetzungen ab. Der Nachweis von lokalen Konvergenzeigenschaften eines
solchen Newton-Verfahrens, vgl. Theorem 3.12, kann mit Mitteln der nichtglatten Analysis erbracht
werden.

Algorithmus 3.6: Newton-Verfahren fiir H(u,z,t) = 0
(S1) Wihle 20 := (2% u% ¢y) € R® x R™ x (0, 00) und setze k := 0.
(S2) Berechne die Newton-Richtung Az*, also Losung des linearen Gleichungssystems

H(zF) + VH(ZF)T - Az=0

(S3) Definiere 2K+ := 2% + A2z* und k := k + 1. Gehe zu (S2).
Bemerkung;:

1. Der ANewton—Schritt (falls durchfiihrbar) sichert, dass aus t; > 0 auch tx41 > 0 folgt. Damit
ist H(xF,uk t;) = 0 fiir kein k € N moglich.
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Theorem 3.12 Es sei (z*,u*) ein KKT-Punkt des Problems (3.23), fiir den die strenge hin-
reichende Optimalitéitsbedingung zweiter Ordnung (3.39) und LICQ an der Stelle z* sind. Dann
gibt es eine Umgebung U von z* := (x*,u*,0) derart, dass Algorithmus 3.6 fiir jedes 2° € U
wohldefiniert ist und eine unendliche Folge (2*)ien erzeugt. Diese konvergiert Q-quadratisch gegen

*

z*.
Ohne Beweis

Bemerkung:

1. Vorteil von Algorithmus 3.6 gegeniiber Wilson-Algorithmus: Nur Lésung von linearen Glei-
chungssystemen notwendig.

2. Die beiden vorstehenden Algorithmen besitzen neben dem Vorteil ihrer lokal schnellen Kon-
vergenz auch verschiedene Nachteile. Insbesondere ist die Losbarkeit der Teilprobleme nur
unter ziemlich starken Voraussetzungen (und auch dann nur lokal) gesichert. Diese Voraus-
setzungen implizieren auch die lokale Eindeutigkeit des KKT-Punktes.

Das im folgenden beschriebene Levenberg-Marquardt-Verfahren besitzt im Unterschied dazu stets
losbare Teilprobleme und lokal schnelle Konvergenz unter Bedingungen, die nichtisolierte KKT-
Punkte gestatten. Das LM-Verfahren ist ein Verfahren zur Lésung von nichtlinearen Gleichungs-
systemen. Zur Anwendung auf das KKT-System (3.37) benstigt man daher wieder eine geeignete
Umformulierung von (3.37) als Gleichungssystem H,(z,u) = 0.

Bevor wir darauf nidher eingehen, beschreiben wir allgemein das LM-Verfahren zur Losung eines
nichtlinearen Gleichungssystems
H(z)=0 (3.41)

wobei H : R* — R’ eine differenzierbare Abbildung mit lokal lipschitz-stetiger Ableitung sei. Mit
Z* :={zeR";H(z) =0}

werde die Losungsmenge von (3.41) bezeichnet. Im LM-Verfahren wird nun zu einer gegebenen
Iterierten s € R* das folgende Teilproblem geldst:

1 1
U(z) = & H($) + V() (2 = 8)]? + Sp(s) - |z s - min (3.42)
wobei p(s) > 0 ein von s abhingiger Parameter ist und ||.|| die euklidische Norm bezeichnet.

Offenbar ist die quadratische Funktion 1 (wegen u(s) > 0) gleichméBig konvex. Somit besitzt das
Teilproblem (3.42) eine eindeutige Losung, die wir mit z(s) bezeichnet werden. Auerdem folgt, dass
z(s) auch eindeutige Losung der notwendigen und zugleich hinreichenden Optimalitdtsbedingung

Vip(z) =0
ist, also durch Losen des linearen Gleichungssystems
VH(s)-H(s)+ (VH(s) - VH(s)" 4+ pu(s)-I)- (2 —5) =0

bestimmt werden kann. Man beachte, dass die Systemmatrix VH(s) - VH(s)T + p(s) - I positiv
definit ist (— Cholesky, CG-Verfahren).

Algorithmus 3.7: Levenberg-Marquardt-Verfahren fiir H(z) =0
(S1) Wihle 2° € R*. Setze k := 0.

(S2) Wihle p(2*) € (0,00) und berechne z(z*).

(S3) Setze 2+ := 2(2%) und k := k + 1.
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Lemma 3.11 Algorithmus 3.7 ist fiir beliebig gewiihltes z° € R’ wohldefiniert.
Beweis: Klar.

Anstelle einer beim klassischen Newton-Verfahren (fir ¢4 = {3) iiblichen Voraussetzung, dass in
einer Losung z* des Gleichungssystems H(z) = 0 die Matrix VH (z*) regulér ist, verwendet man
eine schwiichere Regularititsbedingung (Error-Bound Condition): Dazu sei z* € Z*. Es wird dann
verlangt, dass w,d > 0 existieren, sodass

Vz € B(2*,0) : [|H(2)| > w - dist(z, Z%) (3.43)
Dabei bezeichne
dist(z, M) := inf{||m — z||;m € M}
den euklidischen Abstand des Punktes z € R® von der nichtleeren Menge M C R,

Lemma 3.12 Sei ¢; = {5 und fiir 2* € Z* sei die Matrix VH (z*) reguldr. Dann gibt es w,d > 0,
sodass (3.43) erfiillt ist und Z* N B(z*, ) = {z*}.

Um die Konvergenzeigenschaften von Algorithmus 3.7 niher zu untersuchen, betrachten wir zunéichst
das folgende Gleichungssystem
F(z):=VH(z)-H(2) =0 (3.44)

Das ist die notwendige Optimalitidtsbedingung fiir das Optimierungsproblem
|H(2)||* — min (3.45)

Offenbar ist jede Losung von (3.41) auch globale Losung von (3.45). Wenn (3.41) losbar ist (wie wir
hier immer annehmen), so gilt auch die Umkehrung. Somit sind (3.41) und (3.45) hier dquivalent.
Das folgende Lemma zeigt, dass anstelle von ||H(z)| auch ||F(z)| als Fehlerschranke benutzt
werden kann:

Lemma 3.13 Es sei die Error-Bound Condition (3.43) erfiillt. Dann gibt es wgp > 0 und 0p €
(0, 9], sodass
Vz € B(z",0p) : [|[F(2)|| > wp - dist(z, Z7)

Ohne Beweis

Lemma 3.14 Es gibt § > 0, L > 0, sodass

IVH(z) - VH(s)| < L- |z — 5| (3.46)

|H(z) — H(s) - VH(s)" - (z = s)| < L- |} — s (3.47)
|H(z) — H) < L- |2 — s (3.48)

IVH(2)|| < L (3.49)

fir alle s,z € B(z*,20) gilt.

Beweis: Folgt direkt aus der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von VH.

Lemma 3.15 Die Error-Bound Condition (3.43) sei erfiillt. Aulerdem sei

_JIH@I  zeRM\Z*
w(z) = { . - (3.50)

Dann gibt es k > 0, sodass
lz(s) — s|| < & - dist(s, Z7)

tir alle s € B(z*,9).

Ohne Beweis
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Lemma 3.16 Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.15 gibt es C>0undé > 0, sodass
Vs € B(z*,6) : dist(z(s), Z*) < C - dist(s, Z*)?
Bemerkung;:

1. LM-Verfahren vorteilhaft gegeniiber Newton-Verfahren, falls keine isolierten Losungen vor-
liegen.

Beweis:

e Mit 6 von Lemma 3.13 und « aus Lemma 3.15 sei 5= %ﬂ -0p. Offenbar ist 0 < 5 < o <.

Sei s € B(z*,0)\Z* und z € B(z*,6p) beliebig gewiihlt. Unter Beachtung der Definition von
1 und F ergibt sich

Vip(z) = VH(s) - VH(s)" - (z — s) + VH(s) - H(s) + pu(s) - (z — s)
VH(s)- (H(s) + VH(s)" - (z = 8) + p(s) - (z = 5)

VH(s)- (H(z) = H(s) = VH(s)" - (z = 5)) — u(s) - (= — s)+
(VH(z) — VH(s)) - H(2)

Mit (3.49), (3.47), (3.50) und (3.46) erhalten wir

1F(2) = V()| < L - Jlz = s + [ H (2| - |z = sl + L - ||z = ]| - | H(2)] (3.51)

= F(z) = VH(z)

+

Lemma 3.15 liefert
|2(s) = 2*|| < |l2(s) = s|| + ||s — 2*|| < - dist(s, Z%) + 0
§(5+1).(§:§F (3.52)

also gilt z(s) € B(z*,0r) und z € B(z*,dr) kann folglich durch z(s) ersetzt werden. Wegen
Lemma 3.13 und Vw( (s)) = 0 folgt
) —

1F(2(5)) = Vo (z(s)ll = [F(z(s)[| = wr - dist(z(s), Z7) (3.53)
Da Z* # () und abgeschlossen ist, gibt es zu jedem s € R™ ein s+ € Z* mit
s — st | = dist(s, Z*)
Damit haben wir

ls* =2l < lls* = sl +lls = =" <6+

| /\
&

und (3.48) liefert
[H(s)[l = 1 H(s) = H(sT)| < L-||s — s*| = L-dist(s, Z*) (3.54)
Weiterhin erhalten wir mit (3.48), (3.52) und Lemma 3.15
1H (z()l = 1 H (2(5)) = H(s")[ < L+ ||2(s) = 5|
<L-|z(s) = s|+L-||s—st| < L-(k+1)-dist(s, Z2%) (3.55)
Unter Beachtung von (3.54), (3.55) und Lemma 3.15 folgt aus (3.51):
| F(2(s)) — Vab(2(s)|| = [|F(2(s))|| < % L? - dist(s, Z*)* + w - L - dist(s, Z*)*+
+ L% k- (k+1) - dist(s, Z%)?
=dist(s,Z") - (k- (k- L+ 1+ (k+1) L)) =:dist(s,Z2%) - ¢
Dies zusammen mit (3.53) liefert
wr - dist(z(s), Z%) < ¢ - dist(s, Z7)

= dist(2(s), Z*) < — - dist(s, Z*)
wp

fiir alle s € B(z*,6)\Z*. Also gilt die Behauptung mit ¢ :=
gilt.

wobei fir s € Z* z(s) = s

<
wrp’
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Theorem 3.13 Die Voraussetzungen von Lemma 3.15 seien erfiillt. Weiter sei (2*)rey durch
Algorithmus 3.7 erzeugt. Dann gibt es ein ¢ > 0, sodass fiir 20 € B(z*,¢) die Folge (zF)ien
Q-quadratisch gegen ein Z € Z* konvergiert.

Ohne Beweis

Anwendung auf KKT-Systeme mittels Hgp(z) =0 Falls 2* = (2%, u*) die strenge Komple-
mentaritdtsbedingung erfiillt, d.h.

Viel:{gi(z*)=0= ul >0}, (3.56)
dann ist Hg fiir ® = &3, oder & = ¢ in einer Umgebung von z* differenzierbar und besitzt dort

eine lokal lipschitz-stetige Ableitung.

Korollar 3.2 Es sei z* = (2*,u*) ein KKT-Punkt von (3.23), an dem die strenge Komplemen-
taritétsbedingung (3.56) erfiillt ist. Die Funktion ® in Hg ist entweder ®,,;, oder ¢. Auflerdem
gelte die Error-Bound-Condition, d.h. es gibt w,d > 0, sodass

Vz € B(z*,0) : |He(2)|| > w - dist(z, Z*)
Schlielich sei die Folge (2%)xen durch Algorithmus 3.7 (mit Hg an Stelle von H) erzeugt. Dann gibt
es € > 0, sodass fiir 2° € B(z*,¢) die Folge (2*)ren Q-quadratisch gegen ein 2 € Z* konvergiert.

3.2.5 Globalisierung lokal superlinear konvergenter Verfahren

Prinzip: Sei (2°,u") ein beliebiger Vektor. Fiihre Verfahren 1 durch. Teste neue Iterierte (Test 1);
falls Test scheitert, dann zuriick zu Verfahren 1, ansonsten gebe Iterierte an Verfahren 2 weiter.
Teste die neue Iterierte (Test 2); falls Test okay, dann wieder zu Verfahren 2, ansonsten zu Verfahren
1.

Algorithmus 3.8: Hybrid-Prinzip

(S1) Wihle (2°,u%) € R™*™ und ¢ > 0. Setze k := 0. Wihle Verfahren 1 (mit globalen Konver-
genzeigenschaften) und Verfahren 2 (mit lokal superlinearen Konvergenzeigenschaften).

(S2) Berechne (z**1 u**1) indem ein Schritt von Verfahren 1 mit Startwert (z*,u*) ausgefiihrt
wird. Setze k :=k + 1.

(S3) Test 1: Falls || Hyin (2%, u%)|| < &, dann gehe zu (S4). Anderenfalls gehe zu (S2).

(S4) Berechne (z**+1 u*+1) indem ein Schritt des Verfahrens 2 mit Startwert (% u*) ausgefiihrt
wird. Setze k:=k + 1.

(S5) Test 2: Falls || Hpin (2%, u*)| <
¢ := 5 und gehe zu (S2).

% N Hmin (2571, uF~1)||, dann gehe zu (S4). Anderenfalls setze

3.2.6 Das Filterprinzip zur Globalisierung
e Sei G :R™ — [0,00) mit

G(z) := Z max{0, g;(x)}
i=1

Zur Losung der Aufgabe (3.23) miissen G und f in geeigneter Weise minimiert werden. Einige
der erzeugten Paare (G(2*), f(«*)) werden dazu in einer Menge, dem Filter,

Fr = {(Gy, fo); £ € Ly}

gesammelt, wobei Ly, C {0,...,k} bestimmte Iterationsindizes enthilt.
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e Man sagt « bzw. (G(z), f(z)) wird von einem Element des Filters (Gy, f¢) dominiert, wenn
sowohl G(x) > Gy als auch f(x) > f, gilt.

e Fine von einem Verfahren erzeugte Iterierte x wird vom Filter Fj hochstens dann akzeptiert,
wenn sie von keinem Element des Filters dominiert wird. Verschérfend wird zur Sicherung
globaler Konvergenzeigenschaften x nur dann vom Filter akzeptiert, wenn

g(z) < B -Gy oderf(z) +v-G(x) < fi (3.57)

fiir jedes ¢ € Ly gilt, wobei 0 < v < 8 < 1 (etwa v = 0.01, 8 = 0.99) vorzugebende
Konstanten sind.

e Zur Erzeugung der Iterierten wird hier ein sogenanntes Trust-Region SQP-Verfahren benutzt.
Dabei werden folgende Teilprobleme P(z, A) betrachtet:

1 o
Vi) p+ ipT - B(z) - p — min beig(z) + Vg(z)"  p<0,[plle <A

Algorithmus 3.9: Trust-Region SQP-Filteralgorithmus
(S1) Wihle G > 0,0 € (0,1) und A > 0. Setze Fy := {(G, —00)} und k := 0.

(S2) Restaurierungsschritt: Berechne ¥ und A > A so, dass (Gy, fx) := (G(2%), f(z*)) vom Filter
akzeptiert wird (d.h. (3.57) muss gelten) und P(z*, A) einen nichtleeren zulissigen Bereich
besitzt.

(S3) SQP-Schritt: Falls P(z*, A) nicht 16sbar ist, setze Fji1 := Fr U {(Gy, fx)} und k := k + 1.
Gehe zu (S2). Anderenfalls bestimmte p als Losung von P(z%, A).

S4) Abbruchtest: Setze Aq := —V f(2*)T - p — 1pT - B(zF) - p. Falls Aq = 0 und p = 0 zuliissig
2
fiir P(x*, A), dann stoppe Algorithmus (x* ist stationdrer Punkt von (3.23)).

(S5) Falls z* + p vom Filter akzeptiert wird, gehe zu (S6). Anderenfalls setze A := A und gehe
zu (S3).

(S6) Setze Af := f(z*) — f(z* + p). Falls Af < o-Aqund Ag > 0, setze A := A und gehe zu
(S3).

(S7) Falls Aq <0, dann setze Fry1 := Fr. U {(Gk, fr)}
(S8) Setze xF*+1 := ¥ + pund k := k + 1. Wihle A > A und gehe zu (S3).

Theorem 3.14 Es seien f, g zweimal stetig differenzierbar. Der zuléssige Bereich von (3.23) sei
nichtleer. Mit einem M > 0 gelte ||B(x)|| < M fiir alle # € R™. Dann ist Algorithmus 3.9 wohl-
definiert. Entweder der Algorithmus bricht nach endlich vielen Schritten ab mit einem stationéren
Punkt ab oder er erzeugt eine unendliche Folge (2%)1en. Jeder Haufungspunkt z* von (x)en ist
ein stationédrer Punkt, falls in * die MFCQ gilt.

Bemerkungen:

1. Alle Eintrége (Gy, f¢) in jedem der auftretenden Filter haben die Eigenschaft G, > 0. In (S1)
ist dies klar. In (S3) folgt aus der Nichtlosbarkeit von P (2%, A) folgt G(2*) > 0. In (S7) kann
kein (Gp, fx) mit G = 0 in den Filter aufgenommen werden, Beweis durch Widerspruch:
Angenommen G}, = 0, dann g(z*) < 0 und somit folgt fiir

1
V)T p+ ipT - B(z®) - p — min beig(z*) + Vg(z®)T - p, |p|| < A
dass p = 0 zuléssig ist, also ist der optimale Zielfunktionswert nichtpositiv. Damit Aq :=
—Vf@@®)T-p—3pT - B(x*) - p > 0. Wegen (S4) folgt Ag > 0 im Widerspruch zur Annahme
Ag <0.
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2. Fiir Gleichungsnebenbedingungen kann G als

n

G(zx) := Zmax{(),gi(x)} + Z |hj ()]

Jj=1

definiert werden. Entsprechende Linearisierung der Gleichungsnebenbedingungen in P(x, A)
notwendig.

. Im Restaurationsschritt: Berechne 2% und A > A so, dass (Gg, fi) := (G(2%), f(2*)) vom
Filter akzeptiert wird (d.h. (3.57) muss gelten) und P(z*, A) einen nichtleeren zulissigen
Bereich besitzt. Dafiir kann ein beliebiges Verfahren verwendet werden. Insbesondere kann
jedes (x,A) mit g(z) < 0 und A > A als (z*,A) in (S2) verwendet werden. Ein solches
(%, A) wird vom Filter akzeptiert, falls dieser nur Eintrige (Gy, f;) mit Gy > 0 enthiilt (siehe
Bemerkung (i)). Also ist (S2) (zumindest theoretisch) 16sbar, wenn (3.23) einen zuldssigen
Punkt besitzt.

55

“Optimierung I" von Andreas Fischer, Technische Universitat Dresden, Wintersemester 2010/11

Vorlesung:



Heuristische Ansatze

4.1 Das Verfahren von Nelder-Mead

Verfahren fiir die Behandlung unrestringierter Optimierungsaufgaben

f(z) = min
Definition 4.1 Seien z!,...,2""! € R" affin unabhingig (d.h. {z* — 22,... 2! — 2" "'} sind
linear unabhiingig), dann wird die konvexe Hiille
S :=conv{z',... 2"}
als n-dimensionales Simplex mit den Ecken 21, .. ., 2! bezeichnet. Man kann die Punkte ! e
so ordnen, dass
fzh) < f(2*) <... < fla™) (4.1)

gilt.

In jedem Durchlauf des folgenden Verfahrens wird ein Simplex im R™ ermittelt und zwar mit
dem Ziel, dass der Vektor der Zielfunktionswerte (also (f(x!),..., f(z"*1))T) wenigstens in einer
Komponente verkleinert wird. Dieses Ziel kann unter Umstédnden nicht erreicht werden. Immer
wird jedoch der bisher beste Punkt x! entweder beibehalten oder verbessert.

Algorithmus 4.1: Nelder-Mead

(S1) Wihle eine nach (4.1) geordnete affin unabhingige Menge {z?',...,2"T'} C R". Wihle
a > 0,8 >max{1,a},v € (0,1).

(S2) Berechne Schwerpunkt der n besten Punkte 2 = £ 3" | 2 und die Reflexion des schlechtes-
ten Punktes "1 am Schwerpunkt :

R

=24 o (& -2t

(S3) Reflexionsschritt: Falls f(z!) < f(zf) < f(2"), dann 2"+ := 2%, Stelle (4.1) durch Umord-
nen her.

(S4) Expansionsschritt: Falls f(z) < f(x!), dann setze
P =248 (-2

Falls f(zF) < f(z%), dann o := 2F. Setze "' := zf. Stelle (4.1) durch Umordnen her.

(S5) Kontraktionsschritt: Falls f(x f(a™), dann
Bty (@ —2)  f@f) 2 fa"T)
Bty (e -a)  fl@) < fa")

Eal 1(5) < minl {224, [, dun 2731 1= 2. Bl 1) > sin{ (") 0"},
dann 2’ := (2! + %) fiir i = ,n+ 1. Stelle (4.1) durch Umordnung her.
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(S6) Gehe zu (S2).
Bemerkungen:
1. Fiir die Wahl der Konstanten in (S1) wird o = 1, 8 € [2, 3] und v € [0.4,0.6] empfohlen.
2. Abbruchkriterium fiir Algorithmus 4.1 ist zum Beispiel
1l

Y (@) =P <e

i=1

n+1

mit f:= 2 37 f(a?). Oder: [Ja! — 2"+ < e.

4.2 Optimierungsmechanismen aus der Natur
4.2.1 Evolutiondre Algorithmen

e A sei die Menge aller moglichen Individuen.
e G sei eine Menge, z.B. G =RY, G = Z!, G = {0,1}* oder Kombinationen davon.

e ¢: A — G bezeichnet die Kodierungsabbildung, die jedem a € A ein c(a) € G zuordnet. c¢(a)
wird manchmal auch als Genotyp des Phéinotyps a bezeichnet. Es gilt hier jedoch ¢(A) C G,
d.h. nicht jedem Element aus G muss ein Individuum entsprechen.

A C Abzw. ¢(A) = {c(a) € G;a € A} bezeichnet eine Population.

d : G — A bezeichne die Dekodierungsabbildung, wobei d(g) € {a € A;c(a) = g}.

f: G = R bezeichnet Bewertungsfunktion (auch Fitnessfunktion).

M : G™ — G™ bezeichnet Mutationsoperator.

R : G" — G* sei Rekombinationsoperator (zur Erzeugung von Nachkommen).

S : GP — G7 bezeichnet Selektionsoperator (p bzw. ¢ die Anzahl der Individuen eine Popula-
tion vor bzw. nach der Selektion).

Algorithmus 4.2: Evolutionérer Algorithmus

S1) Wéhle A C A mit |A| < oo. Setze Py := ¢(A) und k := 0. Wihle 71,72 € N mit rq,r9 > 2.
S2) Abbruchtest: Wenn Abbruchbedingung erfiillt, dann stoppe Algorithmus.
S3) Elternselektion: Setze p := |P;| und ¢ := r1 und Pg := S(F%).
Nachkommenerzeugung: Py := R(Pg).

S5) Mutation: m := |Py| und Py := M(Py)

(
(
(
(S4
(
(S6) Umweltselektion: p := |Pys|,q := o, Py := S(Py)
(

)
)
)
)
)
S7) Update: Ppyq := Py, k :=k + 1. Gehe zu (S2).

Bemerkung:

1. Die Bewertungsfunktion f taucht nicht explizit im Algorithmus 4.1 auf. Im Allgemeinen wird
sie fiir die Gestaltung der Selektionsoperatoren verwendet.
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4.2.2 Ant Colony Optimization

e Fiir eine Ameise k sei A(x) die Menge der zuléssigen ((jirekten) Folgezustéinde am Zustand
x. Die Funktion p(x,y) gebe die Wahrscheinlichkeit fiir Ubergang der Ameise k vom Zustand
x zum Zustand y an. Definiere

 T(z,y) -n?(x,y)
p(z,y) = >, (@ y) 1P (x,y)

wobei a > 0,8 < 1 Parameter, 7(z,y) Pheromonkonzentration auf (
Urteilhaftigkeit des Ubergangs von z nach y (zum Beispiel Weglinge ~*

z,y) und n(z,y) die
) bezeichne.

Nachdem alle Ameisen ihren Lauf beendet haben, wird Pheromonkonzentration neu berech-
net:
m(z,y) = (1 —0) 7(z,y) + A7(z,y)

fir o € [0,1) (Verdunstungskoeffizient), wobei A7(z,y) die neuen Pheromonablagerungen
auf (z,y) bezeichnet, zum Beispiel

At(z,y) = - (Anzahl der Ameisen, die (x,y) beschritten haben)

Lénge
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