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Wellen und Teilchen

e Mechanik: Teilchen, Elektrodynamik: Wellen. Ab 1900 Revolution der Physik:

— Quantentheorie (Planck, Einstein) — klassische Mechanik fiir grole Abmessungen

— Relativititstheorie "5 klassische Mechanik

e hier:

nicht-relativistische Quantentheorie

1.1 Elektromagnetische Wellen und Photonen

e Newton: Licht ist Strahl von Teilchen.

e Huygens, Fresnel: Interferenz, Beugung = Licht ist Welle.

e 1900: Hohlraumstrahlung, Photoeffekt, Compton-Effekt = Licht ist Strahl von Teilchen.

(i).

(ii).

(ii).

1900, Planck: Hohlraumstrahlung
klassische Argumentation:

— Energie ]%T pro Freiheitsgrad (Resonanzmode)

— unendlich viele Moden im Hohlraum = oco-viel Energie

— Energiedichte in einem Frequenzintervall: u(v) o« v? (Rayleigh-Jeans) passt nicht
zu experimentellen Beobachtungen

Hypothese:

— Quantisierung der Energie von elektromagnetischen Welle ist Vielfaches von hv = hw
(h: Plancksches Wirkungsquantum, A = 2- ~ 103 N'ms, Einheit: Energie - Zeit =
Impuls - Weg)

— Anregung von Moden mit hw >> kT exponentiell klein (statistische Physik)

= experimentelle Energiedichte der Hohlraumstrahlung
1905, Einstein: Erklirung des Photoeffekts (Hertz , 1887)

— Experiment: Licht schligt nur dann ein Elektron aus einer Metalloberfliche, wenn

V > Umin (erwartet: Mindestintensitéit nach klassischer Elektrodynamik)

— Austrittsarbeit ®, Mindestfrequenz h - vy, = ®, Vorhersage fiir kinetische Energie
der Elektronen:

“me-v*=h-v-®
2

— Schlussfolgerung: Licht besteht aus Strahl von Teilchen (Photonen) mit Energie
hv = hw
1924, Compton-Effekt: Streuung eines Photons an einem Elektron

Experiment nur erkldrbar mit Energieerhaltung + Photonen-Energie E' = hw und Im-
pulserhaltung 4+ Photonen-Impuls p = A-k, sieche Ubung 2.1 (k: Wellenvektor der elektro-
magnetischen Welle)

e Was also: Welle oder Teilchen? Quantentheorie: Licht ist weder Teilchen noch Welle (ebenso
fiir m # 0)!



1.1.1 Doppelspalt

e nur 1 offen = I1(x); nur 2 offen = I>(z); 1 und 2 offen = nicht (I; + I3)(x), sondern
Interferenzbild

e Erkldrungsversuch im Wellenbild (Maxwell-Gleichungen):

— nur 1 offen: elektrisches Feld F;(x) = Intensitit I1(z) o |Ey(z)|?

— 1und 2 offen: (E1+Es)(z) = I(x) ~ |E1(2)+Ex(2)]? = |E1(2)]? +|Eo(2) > + 2 Re( By () -
Fa(2)) # 1(x) + B (2)

— Vorhersage fiir sinkende Intensitét der Quelle? Interferenzmuster mit reduzierter Inten-
sitét

e Erklarungsversuch im Teilchenbild:

— nur 1 offen: I;(z) durch Photonenstée an Ecken erkliren (7)

— 1 und 2 offen: Interferenz aus Photonen, die durch 1 gehen mit denen, die durch 2 gehen
()

— Vorhersage bei sinkender Intensitéit? kein Interferenzbild

e Experiment: Sei Quelle so schwach, dass die Photonen einzeln kommen. Aufnahme mit pho-
tographischer Platte. Beide Vorhersagen falsch!

(i). lange Aufnahmezeit: Interferenzbild = Teilchenbild falsch

(ii). kurze Aufnahmezeit: einzelne Schwiirzungen, kein Interferenzbild = Wellenbild falsch

e Beobachtung: Die Photonen werden als Teilchen nachgewiesen. Die Wahrscheinlichkeit, an
einem bestimmten Ort x einzutreffen, ist wie die Intensitit einer Welle verteilt.

e Es gibt eine Wahrscheinlichkeitsamplitude (Welle), deren Betragsquadrat die Wahrschein-
lichkeitsdichte fiir den Nachweis von Teilchen ist.

e Es ist keine Messanordnung bekannt, die den Pfad feststellt, ohne das Interferenzbild zu
zerstoren.

e Klassische Trajektorie ist falsches Bild. Messung an mikroskopischen Systemen stéren das
System stark.

1.1.2 Polarisation

e Ebene Welle, monochromatisch, Propagation in z-Richtung, Polarisation in Richtung €,
E(7,t) = Ey- &, - e k7wt
Es gilt I o< |Ep|?.
e Sei A ein Analysator in z-Richtung. Klassische Beschreibung fiir Welle hinter A:
E'(7,t) = B} - &, - et (F=wt)
mit I’ oc [Ej[%, I' = I - cos?(0).
e Intensitéit sei so schwach, dass die Photonen einzeln kommen:

— Photodetektor hinter A misst ganze Photonen = Entweder von A reflektiert oder durch-
gelassen
— keine Vorhersage fiir einzelnes Photon moglich (Ausnahme siehe unten)

— viele Photonen: Wahrscheinlichkeit fiir Durchqueren von A ist cos? @

e Verallgemeinerung:

von Roland Ketzmerick, Technische Universitdt Dresden, Sommersemester 2011

“Quantentheorie |”

Vorlesung:



(i). Messgerét (aus Analysator A und Photodetektor = Operator A) erlaubt nur bestimmte
quantisierte Messergebnisse (Eigenwerte von A): 0 reflektiert, 1 durchgelassen

(ii). Zu jedem Messergebnis (Eigenwert von A) gibt es einen Zustand (Eigenzustand von A),
der immer nur zu diesem Messergebnis fithrt: 0: €, = €,, 1: €, = €,

(iii). Beliebiger Zustand vor Messung ist Linearkombination von Eigenzustéinden
€p=cosl-E, +sinf-é,

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Eigenwert ist proportional zum Betragsquadrat des

Vorfaktors des zugehorigen Eigenzustandes: Wahrscheinlichkeit fiir 0 ist sin®6, fir 1
2

cos” 6

(iv). Hinter Analysator A: Licht ist in z-Richtung polarisiert = Zustand hinter A ist Eigen-
zustand €, von A (vorher €,). Messung mit A stért System stark.

1.2 Massebehaftete Teilchen und Materiewellen

e 1923, de Broglie: Teilchen mit Ruhemasse m # 0 (z.B. Elektron) haben Welleneigenschaften
(wie Photonen) = Ubertragung der Konzepte von Photonen auf Teilchen mit m # 0

e Experiment: Doppelspaltversuch fiir e~, Atome, Cgp-Molekiile ergibt Interferenz

(i). keine Trajektorien, sondern Zustand durch Wellenfunktion (7,¢) beschreiben

(ii). 9 (7,t) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir Teilchen. |¢)(7,#)[? ist die Wahrschein-
lichkeit, d.h. die Wahrscheinlichkeit das Teilchen im Volumenelement d3r = dx dy dz bei
7 zu finden ist C - [¢p(7,t)[* d®r (C: Normierungsfaktor, damit [ C - [o(7,t)[> d®r = 1).

(iii). Zeitentwicklung von ¢(7,t): (anstatt Maxwell-Gleichungen fiir m = 0)

L CAY(F ) + V(7 ) - (7 )

2m

0
he L) = -
) at@[)(r, )
(Schrédinger-Gleichung)

Bemerkungen:
e Schrodinger-Gleichung ist Hypothese (Postulat).
e Schrodinger-Gleichung ist

(i). linear und homogen (= Superpositionsprinzip)

(ii). Differentialgleichung 1. Ordnung in ¢t = (7, tg) reicht als Anfangsbedingung fiir Vor-
hersage fiir alle Zeiten.

e mogliche ,Herleitung”: Maxwell-Gleichungen ohne Ladung und ohne Stréme fithrt zur Wel-
lengleichung
A_i.iz w(; t)—O
2 Ot2 e

relativistisches Teilchen mit m = 0: E = ¢-|p|, also
1
P+ E*=0
c

Vergleich = Ersetzungsregeln: £ — 1 h- %, Dy = —2h- a%' Anwenden auf nicht-relativistisches

Teilchen mit m # 0,
=2
E=L v
2m

e Wahrscheinlichkeitsdichte bedeutet nicht, dass das Teilchen ,,ausgeschmiert® ist.
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e t(#,t) kann nicht gemessen werden, sondern nur [(7,¢)[?

o Kklassischer Zustand zur Zeit t: (2,9, 2, Pz, Py, p-) (6 GroBen), quantenmechanischer Zustand
zur Zeit t: (7, t) (oo-viele Grofien)

e Messprozess:

— Messung der Gréfle A hat nur bestimmte erlaubte Messergebnisse aus einer Menge {a}
(Eigenwerte von A)

— Zu jedem Messwert a gibt es einen Eigenzustand v, (7).

— Sei (7,t5) = 1 (7), dann Messergebnis a mit Wahrscheinlichkeit 1.

— Beliebiges (7, ;) darstellbar als

w(ﬁ ta) = an : d’a(F)
(Spektralzerlegung bzgl. Messung A). Wahrscheinlichkeit fiir a:

|Ca|2

© Taleal?

a

— Nach Messung mit Ergebnis a: (7, tf) = ¢, (7).
Zusammenfassung;:
e Teilchen- und Wellenaspekt sind untrennbar (m =0,m > 0)

e Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢ (7,t) folgt Schrodinger-Gleichung (Wellenaspekt) = deter-
ministisch

e Wahrscheinlichkeitsdichte |1 (7,t)|? fiir Nachweis (Teilchen) = probabilistisch

e Diese nicht-intuitive Quantentheorie beschreibt das Experiment.

1.3 Kontinuitdtsgleichung

Hingt die ortsabhingige Wahrscheinlichkeitsdichte |1 (#,¢)|* = o(7,t) mit einer Stromdichte j(#,t)
zusammen?

P
0t = (o) = e S
Nutze Schrodinger-Gleichung:
h2

vh- %w(ﬂt) = (_QmA + V(F,t))z{;(?,t)

= —1h- %’(/)(’F,t) = (_ZA + V(F7t)) &(F?t)

Sei nun das Potential reell, d.h. V = V. Damit:

o . 1 [ B ) ) 1 [ B2 R
Setr0 =5 (v e o - (s Ve )i
= (§ A - AY)

:—6(5%54&-6w—w.6&ﬁ
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Definiere Wahrscheinlichkeitsstromdichte
S h - = . -
JED) = o (V- 90)
ma
1 .
=— Re(¢--V)
m 7

——

p

Damit

%g(f’,t) +divj(7,t) =0

(Kontinuitétsgleichung) Erhaltung der Norm:

d L 3 . .3 . 2,3
dtfvg(r,t)dr —[/er = [/lede

s [ jad-o
ov

falls 7 bei oo klein genug.

1.4 Wellenpakete fiir freies Teilchen

Beschrinkung auf freies Teilchen, d.h. V' = 0. Schrodinger-Gleichung;:

q . h? _
vh - §¢(7’7t) = —%Aiﬁ(r,t)

Man erhélt als Losung )
w(f’ t) =A-¢ (k-F—wt)

2 2
mit hw = hQﬂ (andere Dispersionsrelation als in der Elektrodynamik). Offenbar ist

[ (7, 1) = | A

zeitlich und rdumlich konstant, also nicht normierbar, physikalisch nicht realisierbar. Nutze Super-
positionsprinzip, um allgemeine Losung (Wellenpaket) zu erhalten:

. _;. AW v (k-7F-wt) 53
w0 = oy [ @ C B

(Ist im Allgemeinen normierbar.)

(i). 1D, t=0:
1 1TRT
¢($70)=E'/ﬂ.§g(k)'6 " dk

d.h. ¢(z,0) ist Fourier-Transformation von g(k). Inversion (fiir g € S):

1 —1kx
mm=zﬁﬁyuﬁyekdx

Eigenschaft der Fourier-Transformation: Breite Aj von g(k) «— Breite Az von 9 (x,0).

1.5 Impulsmessung, Heisenbergsche Unschérferelation

e Ebene Welle ¢(z) = €% hat Impuls p = A-k mit Wahrscheinlichkeit 1. e**® ist Eigenzustand
zu Impulsmessung.
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e Wellenpaket:
1
T)=——- k)-e'm dk
v == [ ok

Dies ist die Spektralzerlegung fiir die Impulsmessung. |g(k)[> o Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir Impulsmessung. Genauer: Definiere ¢* (p) statt g(k), dann

1 * 12w
@)= o= [ e F

bzw.

“(p) = ——. z) e da
V@)= o [ty d

Parseval-Theorem der Fourier-Transformation:
1= [ @Pdz= [ 16" @) dp

also ¥*(p) Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Impulsmessung. Aus Ak-Az 2 1 (Fourier-Transformation)
folgt Az - Ap 2 h (Heisenbergsche Unschirferelation). Es ist also unméglich Ort und Impuls
gleichzeitig beliebig genau zu messen.

1.6 Teilchen in zeitunabhdngigen Potentialen
V(Ft)=V(F)eR
1.6.1 Stationdre Zustdnde

e Schrodinger-Gleichung:
0

mit Hamilton-Operator H = —%A + V(7) (Hamilton-Funktion:

ﬁQ

H(éaﬁ) = T + V((j)

m

Ansatz: (7,t) = f(t) - (7). Einsetzen:
vhe f(t)-9(F) = £(1) - Ho(7)

Ziel: Variablenseparation. Dividiere durch f(¢):

iG]
0

(Frage: Kann f(¢) = 0 sein? Nein! Beweis mit Norm:
1= [ @ oREr =17 OF - [ le@ d'r

also |f(t)|? zeitunabhingig, 0.B.d.A. |f(¢)]* = 1.)

Division durch ¢(7) nicht moglich, da ¢(7p) = 0 sein kann. Losung: Multipliziere mit @(7)
und integriere [ dr:

~p(7) = Ho(T) )

0] 2 g _
hte IR dr= [ o) Ho) d'r =

1 zeitunabhéngig

Losung der Differentialgleichung fiir f(¢):

f@®) :eXp(—% -E~t)
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Normierung;:
vt |F ()2 :exp(—%~(E—E)~t) Ly
also F = E, d.h. E ist reell. Einsetzen von f(t) in (#):
Ho(7) = E-¢(7)

(zeitunabhiingige Schrédinger-Gleichung), Eigenwertgleichung des Operators H. E ist Eigen-
wert (Energiequantisierung), ¢(7) Eigenwertfunktion.

e Damit:
(7 1) = e R o(F)

ist eine Losung der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung, stationére Losung, da Wahr-
scheinlichkeitsdichte |1 (7, t)|* = |p(7)[* zeitunabhingig. Allgemeine Losung der Schrodinger-
Gleichung (nutze Superpositionsprinzip):

(7 t) = Zk:ck - exp (—% - Ey, t) ~pr(7)

Bemerkungen:
e Bei kontinuierlichen Spektren: y°;, - [ dE

e allgemeine Losung nicht stationér.
1.6.2 Eindimensionale Potentiale

¢ Einfacher, zeigt Prinzipien, viele Probleme (3D) sind effektiv 1D.

2 2
H:—:—m~%+V(x) Ho(x) = Eo(x)
= @)= (B- V(@) () ()

Beschrinkung auf Bereich konstanten Potentials V(z) = Vi (analytisch 1sbar).
(1) E> V()I
(,D(.Z') _ A_ezhw +A/_e—zk~w
(nach links bzw. nach rechts laufende Welle) mit % =E-Vy, A,A €C, k>0.

(11) E< V()Z
o(x) =B+ B -e72"

(einlaufende/auslaufende Welle) mit h;f;z =Vp-FE, 0>0, B,B" € C. Problem: Divergenz

fiir |o(z)|? bei x — oo, also E ¢ Vo Exponentiell anwachsende Lésungen sind nur in einem
endlichen Bereich physikalisch sinnvoll.

(iii). E=Vy: p(z) =c+c -z mit ¢, eC
1.6.3 Verhalten von ¢(z) an Unstetigkeitsstellen des Potentials

V(x) V(x)

Ve

Vi |V E—

Xo X Xo X

10
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(i).

(i).
(iif).

endlicher Potentialsprung: Ergebnis: ¢, ¢’ stetig, ¢” unstetig.

Beweis: Ersetze V(z) durch stetiges Ve (x) mit Vi < Vo(z) < V. Dann
Tote  h2 o? h2
/ P dw == (¢ (w0 +€) - ¢' (w0 - 2))

o—e  2m Oz2
Tote
- [ (B-V@) (@) do s VB
TO7E @ ———

beschrinkt <1
2e

Fir e - 0: ¢'(zf) = ¢'(z5) = 0, also ¢’ stetig. Aus (**) folgt Unstetigkeit von ¢”, da V
unstetig.

unendlicher Potentialsprung: Ergebnis: p(x) stetig mit ¢(x¢) =0, ¢’ unstetig.
Delta-Funktion (V(z) = o~ 6(x)): Ergebnis: ¢(x) stetig, ¢’ unstetig mit ¢’ (zf) - ¢'(zg) =

2212"‘ -o(z0) (Ubung).

1.6.4 Potentialstufe

(i)-

V(x)

®l@
X
E > V()Z
e D pi(x)=A; -eh® 4 Al e F mit h;:? =F
o @ pa(@) = Ag- kT4 Ay emhre g MR _ gy
also 4 Unbekannte. Stetigkeitsbedingungen: ¢1(0) = ¢2(0), ¢1(0) = ©5(0). Damit
A1+A,1=A2+A,2 k1~(A1—A’1):/€2-(A2—A,2)

also 2 Gleichungen. Wihle A5 = 0, d.h. in (2) nur Wellen nach rechts. Damit noch drei
Unbekannte. Sei A; eine vorgegebene beliebige Amplitude, dann

Al Ay
1+-1 =22 I
A, A I
A’ A
k(lA)kA (1)
ko LT iﬁ _ k1 — ko A _ 2k
A1 k1 + ko A1 ki + ko
Wahrscheinlichkeitsstromdichte:
o1 _h 0
]Zi'Re((p.i‘i@)
m 1 Ox
Damit:
. 1 1 -1 ko h 1ko-x
jo=— Rel[Ag ™. —. As- (1ky) - '™
m 7
h-k - h-k
= 2 . RG(AQ . Ag) = 2 '|A2|2
m
Rc'—/
. h-k
e L ML
m N _

einlaufend reflektiert

11
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Reflexionskoeffizient R:

R-= jl,reﬂektiert _ |A11|2 _ (/ﬂl —k2)2
jl,einlaufend |A1|2 (kl + k2)2

Transmissionskoeffizient T":
J2 ky |Aof?  dkiko

T == —" =
J1,einlaufend kl |141|2 (kl + k2)2

Bemerkungen:
e R+T=1
e Energie kontinuierlich
e E>>Vy: Dann k; » ks, also R~ 0, T ~ 1 (entspricht klassischer Erwartung, R=0, T = 1)
e konjugiert komplexe Losung
Gr(z) = Ay -ethT L 4] etk
Gale) = A7 4 Ay o

Lost auch die Schrodinger-Gleichung (Hyp = Ep = Hp = E), linear unabhingig. Zweifache
Entartung (zwei Losungen zur gleichen Energie). Superposition liefert alle Losungen.

1.6.5 Potentialbarriere, Tunneleffekt

V(x)

Vo

ONNORNO

(i). 0<E<Vp:
@ Al .ezkl-w +All .e—zklw
@) Ay e® 4+ Al 79"
@ A3 . ezkg-w + A;,), .e—lkg'w
Es gilt k1 = k3. Wihle A% = 0. Stetigkeitsbedingung an ¢(0), p(a), ¢’ (0), ¢ (a). Ergebnis:

2 1

Ay
Aq

T(E) =

1+ -sinh? (g - a)

VO
1E-(Vo-E)

2 2
h27'£2 =Vy—FE. Fiir 0o-a>> 1:

T(E)awmp(_%.m.a)

VEJZ

mit

e—2g2-a
Bemerkungen:

e klassisch T = 0, quantenmechanisch 7" > 0
e T wird exponentiell klein fiir wachsende Breite a, wachsende Hohe Vj

¢ allgemeine Potentialbarriere (- WKB-N&herung):
2 a
7 exp(—+ - [ p(o)ldo)

12
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(ii). E> Vy:
1

T(E) = V2

1+ m 'Sin2(k2 'CL)

h;:g = E - Vp. Resonanzen (T'=1) fir ky-a=n-7 (neN).

mit
1.6.6 Potentialtopf mit unendlich hoher Wand

Vix)

Randbedingungen: ¢(0) = 0,¢(a) = 0.
(i). E <0: Ansatz
o(x)=B-e?" + B .27

2

2 _ Vo — E = —E. Unvereinbar mit Randbedingungen:

., h2.
mit —5 -

LU:OZB-P-B,éO:B’:_B
z=a:B-e?%*+ B e 27=0=¢2%-¢2%=(
also ¢ = 0. Widerspruch!

(i). E>0:
(P(‘,E) :A.ezk»z_i_Al.e—zk»z

K~ - E. Randbedingungen:

m

mit

h2.12
2

r=0:A+A =0=>p(x)=A- (" - 7)) =124 -sin(z - k)
x=a:x(a)=0=sin(k-a)=0=>k-a=n-7m(neN)

Damit k, = =%, E,, = ;;7;22 -n?, d.h. nur diskrete Energiewerte moglich. Bemerkung: Klas-

sische Periodendauer T = 27“ steckt in Quantenmechanik als T = ﬁ. Eigenfunktionen:
2 .
on(z) = f-sin(u-x)
a a
Plot der Eigenfunktionen fiir n = 1 (griin), n = 2 (blau), n = 3 (rot). Links: ¢, (x), rechts:
lon ().
Bemerkungen:
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e Symmetrie

e Anzahl der Knoten (d.h. [{z € (0,a);¢,(z) = 0}]) ist n — 1. Allgemeine Knotenregel fiir

»beliebige® 1D-Potentiale: Die n-te Eigenfunktion hat (n — 1) Knoten.
e Allgemein: Der energetisch tiefste Zustand (Grundzustand) hat E > min(V).

1.6.7 Zweidimensionale Potentiale

e Sei das Potential separierbar, d.h. V(z,y) = V1 (2) + Va(y). Schrodinger-Gleichung:

(_2hm , (;)yQ . ;’ﬁ) FVi(x) + va(y))so(w) = Bp(w,y)

Ansatz: o(z,y) = o1(x) - p2(y).

Bor(0)ea) = (-4 s + Vi) 1)) + (-4 s 4100 |r(n(r)
=:Hq(x) =:Hs(z)
= Epa(y) = E1-p2(y) + Hap2(y)
= F = El + E2

wobei
[o@ tho@dr =B [0 Hapa(y) do = By

(Multipliziere dazu erste Gleichung mit ¢ () und integriere [ dz.) Analog erhilt man:

Hipi(z) = Evp1(z)  Hapa(y) = Eapa(y)
also zwei 1D-Probleme.
e Beispiele:
= V(z,y) = Vi(z) = ¢(2,y) = p1(x) - '™
— 2D-rechteckiger Potentialtopf mit unendlicher hoher Wand, dann
. (kmexz\ . (Im-y
e -sin(7 ) ()
a

hir? (K% 42
Eyi=Ep+E; = N>+
ke k+ L om (a2 + b2

— 2D-beliebig geformter Potentialtopf (Billard): V (z,y) nicht separierbar.

14

von Roland Ketzmerick, Technische Universitdt Dresden, Sommersemester 2011

“Quantentheorie |”

Vorlesung:



2.1

Mathematische Grundlagen der Quantentheorie

Wellenfunktionsraum

e Wellenfunktion (7, t) ist Wahrscheinlichkeits-Amplitude. [¢)(7,¢)[* ist Wahrscheinlichkeits-

dichte mit

[ G nEd =1

Menge der quadratintegrablen Funktionen L? ist also wichtig. Hat Struktur eines Hilbertrau-
mes.

2.1.1 Struktur von L?

L? hat Struktur eines Hilbertraumes, d.h. ist ein linearer unitérer vollstindiger Raum:

(i)-

(ii).

(ii).

linearer Raum (Vektorraum) iiber dem Korper der komplexen Zahlen, z.B.1y,1)s € L? =
Ap-1h + Ao -1he € L2 (A1, Mg € C). Bis auf Komplexitit gleiche Struktur wie fiir Vektorrechnung
in R3.

unitirer Vektorraum: Definition eines Skalarproduktes, indem jedem Paar o(7),%(7) eine
komplexe Zahl

()= [ @) (i) dr

Integral existiert nach Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Eigenschaften:

(1) hermitesch: (¢,1) = (1, ¢)

(2) linear im 2. Argument: (¢, A\ -1 + Ag-2) = A1 - (@, 91) + A2 - (@, 12)

(3) antilinear im 1. Argument: (A1 -1 + A2 - p2,9) = A1 - (01,%) + Ao - (p2,9)
(4) positiv definit: (1,1) >0

(5) (Y, 9) =01 =0

Definiere Norm ||| := \/(¢,%). Dann | - | Norm auf L?. Definition der Orthogonalitit: 1, ¢
orthogonal < (1, ) = 0.

L? vollstindig: Jede L?-Cauchy-Folge besitzt L2-Grenzwert.

2.1.2 Lineare Operatoren

e Definition: Ein linearer Operator A ordnet einer Funktion 1) € L? eine andere Funktion

W'(7) = AY(#) zu, dabei gilt Linearitéit:
VA1, Ao € CV1, by € L2 2 A(Ay -1 (F) + Mg - 902 (F)) = Ay - A (F) + Ag - A (7)

Bemerkung: Im Folgenden macht sich niemand Gedanken iiber Definitionsbereiche, also
insbesondere keine Unterscheidung zwischen beschriankten und unbeschrankten Operatoren
moglich.

e Beispiele:
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(i). Paritdtsoperator: Hw(x,y, 2) = ¢ (-, -y, -2)
(ii). Ortsoperator: X (x,y, 2) =z -y (x,y, z); manchmal auch als X, @,
(iii). Ableitungsoperator: D, ¢ (z,y, z) = a%w(x,y, z)

e Produkte von Operatoren:
(AB)(7) = (Ao B)ip(7) = A(B(4(7)))
Meist AB # BA.

e Kommutator:
[A,B]:=AB-BA
Beispiel:

(XDL)(R) =+ 5-(7)

*(w P(7)) = o(F) + - *1/}(7‘)

(D2 X)) (7)
D,] = [Dq, X] =id

= [X,

2.1.3 Diskrete orthonormale Basis

e Motivation: R? mit Basisvektoren €2,Ey, €,
e Definition: Seien w;(#) € L? fiir 4 € I abzdhlbar und orthonormiert, d.h.
Vi, jel: (u,uj) =0
Dies ist eine Basis (u;):ez, falls jedes 1(#) € L? eindeutig darstellbar als

’(ﬁ(’l_") = ZC,L’U,Z(F) (Ci E(C)

i€l

Es gilt
(uj, ) = (Uj’ Zczuz) =Y i (uj,u) = ¢

iel iel
(Entwicklungskoeffizient in Basis (u;)sr) Damit ¢ (7) also eindeutig bestimmt durch die
Angabe der Koeffizienten ¢; und der Basis (u;)ier. (¢i)ier heifit Darstellung von t(7) in
Basis (u;)er-

e Analogie zu R3: Offenbar é,, €y, €, Orthonormalbasis des R3.
e Skalarprodukt in Basis:
(gavw):(zbzuch]u]) ZZ() Cj (U“U,J) Zb (&

iel jel iel jel iel
ij

insbesondere (1,v) = Y |ci*.
e Orthonormierung einer Basis: Schmidtsches Orthonormierungsverfahren

e Vollstéindigkeitsrelation: Sei (u;)ie; eine Basis. Dann fiir ¥(7) = ¥, ¢; - u;(7) mit obiger
Formel:

) = ) wi) = ¥ [l e dr )

iel iel
- [ v (Zui(v’) -ui(F’)) '

i€l
= > ui(F) ui(i) = 6(7 - )

iel

e Bemerkung: Orthonormierte Vektoren + Vollstindigkeitsrelation = Basis (in der schwachen
Operatortopologie)
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2.1.4 Kontinuierliche orthonormale Basis - Beispiele

(i). Ebene Wellen:

vp(7) = ﬁ -exp(l 7%) (reR)

(v, ¢ L?!) ist kontinuierlich. Entwicklung von () in Basis:
(@) = [ 9) () da
Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten:
b = (0 0) = [ V(@) v @) do

Vollstandigkeitsrelation:

L)o@y dp= [ vexp (5 (=) -p) dp = 3w -a")

Orthonormierung;:

(vp, vpr) = f 27:. ; -exp(% (" -p) x) dz =d(p-p')

(ii). Deltatunktion an Ort xg: &g, () = (x — o) fiir zo € R.

0@ = [ (20 (@) drg
0(0) = (€rr) = [ 0(@) -8z - o) da
[ au@) - €@ o = 8 =)
(€20 &ay) = 0(20 — ()

2.2 Zustandsraum, Dirac’sche Notation

e Bemerkungen:
— Darstellung von () in beliebiger Orthonormalbasis méoglich, z.B. ¢; in Basis (u;)ier
bzw. ¥ (p) in Impulsbasis bzw. ¥(7) in Ortsbasis. Alle Darstellungen sind gleichwertig.
— Ziel: Darstellungsunabhingige Beschreibung (analog zu Vektor @ in R?, der unabhingig
vom Koordinatensystem existiert).
e Zustand: Beschreibung durch Zustandsvektor |¢)) im Zustandsraum A (Hilbertraum) .

¢ Bemerkungen:

— Ortsdarstellung ¢ (7) ist eine von vielen Méglichkeiten der Darstellung von |1)).

— |¢) wird ,ket“ genannt.

— In vielen Fillen, z.B. Spin-Systeme, gibt es nur ket [¢)) und nichts analoges im Ortsraum.

— | (7)) ist vollkommen sinnlos bzgl. Notation.

— Hier nur ,,reine“ Zusténde, ,,gemischte“ Zustéinde in Thermodynamik und Statistischer
Physik.

e Skalarprodukt (Ubersetzung des Skalarproduktes in Dirac’sche Notation):

(1, 0) = (Ylp) = (Y] - )

—— ——
eH! €H

17

von Roland Ketzmerick, Technische Universitdt Dresden, Sommersemester 2011

“Quantentheorie |”

Vorlesung:



e Bemerkungen:

— (9| wird ,,bra“ genannt, wegen Verwandtschaft mit Klammer.

— Der bra-Vektor (4] ist Kurzform fiir das lineare Funktional x(¢) = (¢|¢), das jedem ket
|} € H die komplexe Zahl (1)|p) zuordnet.

— Die bra-Vektoren (1| bilden einen linearen Vektorraum H’ dual zu H.

e Figenschaften des Skalarprodukts in Dirac-Notation:

(PN -1+ Ao -aha) = 1\1 {pl1) + /7\2 “{oltp2)
(A1-@1+ A2 @2|th) = A1 - (1|Y0) + A2 - (p2|0))

Insbesondere: )
A=) = A-[o) (A=l =X ()]
Auflerdem:

(plv) = (Llp)  (Yl¥) 20
wnd () = 0 < ) = 0.
e Lineare Operatoren in Dirac-Notation: |[¢)) := A|y)) wobei Linearitit gilt:
A (M- ha) + Ao [P2)) = A Afhr) + Ao - Afaha)

Produkt von Operatoren:
(AB)|¢) = A(B[y)) = AB i) # BA[1))

e Bemerkungen:

— Die Reihenfolge von bra und ket sind wichtig! Beispiel: (@) ist eine komplexe Zahl,
aber [1) (¢| ist ein Operator:

() (el) Ix) = 1) {elx) = (el [)

—
eC

— Komplexe Zahlen konnen beliebig umsortiert werden:

[) A= Al) (WA= A (|
aber:
(Al = (- A=A (¢
AN) = A+ AJy)
(@A) = A~ (plh) = {lv) A

e Wirkung eines Operators auf bra: Definition:
(el A) [} := (el (A[¥)) = (@l Ale)

e Bemerkungen:

— (| A ist bra, d.h. e H’, da (¢|Alp) Zahl (Matrixelement)

— A{yp| hat keine Bedeutung (Anwendung auf |1): A () ist Vielfaches des Operators,
d.h. A (| macht aus |¢p) einen Operator.)

— Linearitét:
(A1 (pa] + A2 {p2)) A=A (1] A+ A2 - (o A

— Operator wirkt nach rechts auf ket 1)) und nach links auf bra (¢p|.
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e adjungierter Operator A™: Sei |¢)') = A|¢)) und A beschrinkt. Welcher Operator erzeugt duales
(0] s {u? ,
('] = (] A"

e Bemerkungen:

— Fiir A unbeschrinkt definiere A := (~A™1)*.

— A" ist linearer Operator , genau dann wenn A dicht definiert ist. Wichtige Eigenschaft
von A*:

(V') = (pl)’) = (YA |0) = (| A1) (*)
— Aufpassen mit Notation:
(W)= Alp) =1Ay) ('] = (A= (P| A"
(Ahnlich wie (X-4| =X (¢])

— (A" = A:
(YI(AT) ) = (el A*]) = (] Alp)
= (Y|Alp)
Auflerdem:
(A-A)T =247 (A+B)* 2 A"+ B*

— (AB)* £ B*A*:

(VI(AB)"|¢)

{PlAB[p) = (p|A|BY)
= (By|AT¢) = (Y1 BT A"|p)

(%) gilt nur fir beschrinkte Operatoren, ansonsten gilt nur C.

e Adjunktion (oder hermitesche Konjugation):

()™ = (¥ (A)* = A
(Al))" = (Ay] = (| A (lu) (o)™ = [v) {ul
(1))t = (Yle) = (ele) At =)

Beweis zu (x):

(P1(lu) (W) ") = (splu) (v]) = (fv) (ulp)
= (¢[(Jo) {ul)le)

e Regeln fiir hermitesche Konjugation:
(i). Konstante - komplex konjugiert, ket — bra, bra — ket, Operator - adjungierter Ope-
rator
(ii). Vertausche Reihenfolge (Konstanten an beliebige Stelle).

Beispiel: -
(A - (ul Ao} [w) (P)7 = A- (0] AT|u) ) (w]

C
€ eC

e Selbstadjungierte/hermitesche Operatoren: A = A*. Folgerungen:

(Avle) = (plAle)  (Apl) = (¢l AlY)

Bemerkung: Observablen, d.h. Messgrofien, werden durch hermitesche Operatoren beschrie-
ben.

19

von Roland Ketzmerick, Technische Universitdt Dresden, Sommersemester 2011

“Quantentheorie |”

Vorlesung:



e Projektionsoperatoren (Projektoren): Sei (4|¢)) = 1 ein normierter Zustand. Dann ist Py, :=

[¥) (| ein Projektionsoperator auf dem Zustand |¢)). Anwendung auf beliebiges |¢):

Py lp) = [9) (¢le) = (¥le) [) = Vielfaches von |¢)
= [} () (o] = [} (] = Py

= () (@)™ =¥} (¥] = P

2.3 Darstellungen

Wihle orthonormale Basis (|u;))ier, d.h. (ujlu;) = d;;. Beliebiges [¢) eindeutig darstellbar als
V) =i fua)
iel
Dann
(gl = Y- i (ujlui) = ¢
iel ~—
6ij

= W) = Z UZW Z |uz UzW

iel iel

- (B <ui|) 1)
= (Z|ui><ui|) —id=1

iel

Letzte Zeile gilt nur in der starken Operator-Topologie. (Vollstéindigkeitsrelation) Bemerkung: Dies

ist eine Projektion auf alle Basisvektoren.

‘ diskrete Basis kontinuierliche Basis
Orthonormierung (wglus) = 0i; (wal|war) =d(a—a’)
Vollsténdigkeit Yilui) (ug] =1 [ |wa) (wa| da =1
Entwicklung in Basis [¥) =%, ¢ |ug) ) = [ e(a) - wy) da
Entwicklungskoeffizient | ¢; = (u;[) c(a) = (walth)

2.3.1 Vektor- und Matrixdarstellungen

e Spaltenvektor fiir kets:

Frage: (4| »7. Skalarprodukt:

(9161 = il = (1] Sl

= Z l/}|ul Uz|80

|

Damit

(W= ((Wlur) .. (W) ...)

Zeilenvektor fiir bras.
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e Operator A: Matrixelement A;; := (u;|Alu;), damit

(AU Aqo )

Matrix fiir Operator.

e Operatorprodukt:

(uil ABJu;) = (ui| ALB |u;) = 3 (uil Alug) - (up| Bluy)
kEIh,—/A b\B’—/
ik kj

= > A, - By
kel

Auflerdem:

(ui|A|w):(Ui|A1|¢>:Z<uz|A|U’J (u;l) = ZA” ¢
7 Aij cj

e Projektor |¢) (]:
C1
(wilp) (Plug) = ci-¢; > |2 |- (a1 & ...)
(dyadisches Produkt ist Matrix des Projektors)
e Adjunktion (hermitesche Konjugation):
(A")ij = (il A"|uz) = (u;]Aus) = Az
(entspricht Transposition + Konjugation)

e Selbstadjungierte Operator (A = A*), dann A;; = Tﬂ (Spiegelung bzgl. Hauptdiagonale bringt
komplex konjugiertes Element). Insbesondere A;; = 4;; € R.

e Darstellungswechsel von einer Basis (|u;)); zu (|w;));: Sei dazu s;; = (w;|u;). Dann

(wilh) = (wilLh) = Z(wi|uj (ujly) = ZSU Cj
.] H,—/

=iy

:>A§j) Zsk 845

2.4 Eigenwertgleichung fiir lineare Operatoren

Alg)=A-[9)
e |)) heifit dann Eigenvektor-/ket, A € C Eigenwert
e Spektrum eines Operators A: Menge der Eigenwerte (diskret und kontinuierlich)
e Bemerkungen:

— a|y) mit «a € C,|¢) Eigenvektor = a-|1) Eigenvektor mit gleichem Eigenwert. Normiere
(Ylv) =1
— Phasenfaktor: e*? [¢) ist Eigenvektor mit gleicher Norm:

(e"%ple' ) = e el (Yl) =

Es wird sich zeigen: [¢) und e*? - 1) fithren zur gleichen physikalischen Messung.
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e Bestimmung der Eigenwerte:

Afp) = X[} = (ui ALY = A+ (i)
= > (ualAlug) - (us ) = A (uil))

32A¢j'€j=>\'ci
J

Charakteristische Gleichung: det(A — A - F) = 0 = Eigenwerte \; ¢ C (unabhéngig von
gewéhlter Basis ([u;));).

e Hermitesche Operatoren (A = A*):

(i). Eigenwerte sind reell:

Al) = A-[) = (1A1Y) = (VM) (U] AT ) = (D[Aly)
A
=X (YY) eR=AeR

N—_——
=1eR

(ii). Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
Beweis: Seien A|) = A-|¢) und Alp) = - |p) mit g # X. Dann:

(plAl) = A-{ely) (el AT
A

= [ (¢
—
o

also 0= (u—MA) - (plt) und wegen A # u folgt (pl) = 0.
(iii). g-fache Entartung: Es gibt g linear unabhiingige Eigenvektoren [1/*) mit A [t);) = - [p?),
die einen g-dimensionalen Unterraum aufspannen. Damit beliebiges

9)= X1 )

auch Eigenvektor von A zum Eigenwert .

¢ Definition: Eine Observable ist ein hermitescher Operator, dessen Eigenvektoren [i;) eine
Basis bilden, d.h.

Z|¢i>(¢i|: 1

Hier: Observable = hermitescher Operator = Messgrofle.

2.5 Kommutierende Observablen

e Theorem 1: Sei [A,B] =0 und A|¢) = a ). Dann ist ket B|¢) auch Eigenvektor von A mit
Eigenwert a.

Beweis:

AB) = BA|Y) = B(aly)) = a- By)

e Theorem 2: Sei [A,B] = 0 und Ay1) = a1|¢1), Alp2) = azlihe) mit a1 # ap. Dann ist
(11|Bly2) = 0.

Beweis: Nach Theorem 1 gilt AB|1)2) = a2 B [th2). Wegen ay # aa: |1h1) orthogonal zu B |)s).
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e Theorem 3: [A, B] = 0 < Es gibt orthonormale Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren von
A und B.

Beweis:

— ,=*“: Probiere Basis (|¢,)) aus Eigenvektoren von Observable A:

Sind dies auch Eigenvektoren von B?
(1). keine Entartung, d.h. a; # a; fiir i # j.

BWJn):Z Cm |"/}m>:bn|wn>
m —~
(¥m|Bln)
wegen
m#n

(bl Blin) = {0

b, n=m

nach Theorem 2. Also [¢,,) Eigenvektor zu A und B.

(ii). mit Entartung: g-dimensionaler Unterraum zum Eigenwert a, werde durch [¢})
(i=1,...,g) aufgespannt. Jede Linearkombination ist auch Eigenvektor zu A. (|¢%)
sind im Allgemeinen keine Eigenvektoren zu B.) B in diesem Unterraum wird be-
schrieben durch Matrix

61]:(¢;‘B|¢%) (i,j:1,...,g)
(hermitesch). Also g orthonormale Eigenvektoren, sind dann Eigenvektoren von A
und B.
— ,<“: Ubung

e Verallgemeinerung: A, B,C die paarweise vertauschen < Es gibt orthonormale Basis aus
gemeinsamen Eigenvektoren von A, B, C.

e Definition: Vollstdndiger Satz kommutierender Observablen

(i). Observablen kommutieren paarweise
(ii). Spezifikation aller Eigenwerte (Messergebnisse) gibt eindeutig einen Eigenvektor (Zu-
stand) an

e Bemerkung:

— minimaler Satz an Observablen

— Aquivalent: Es existiert eine orthonormale Basis von H aus gemeinsamen Eigenvektoren
und diese ist bis auf einen Faktor eindeutig bestimmit.

— Schreibweise fiir Eigenvektoren: |ay,, by, ¢;)

— Es gibt meistens unterschiedliche vollstédndige Siatze kommutierender Observablen.

2.6 Orts-und Impulsdarstellung

Ortsbasis Impulsbasis
Wellenfunktion &ro () = 8(T = 7o) — kets |ro) vp(7) = o h)2 -e'' " — kets |p)
Orthonormierung (74|70) = ff (7) - & (F) d3r = 5(7 = 74)  (plp') = 0(p—7)
Vollsténdigkeit [ 7o) (Fo| d®7g = 1 [ 1p)(p| d®p=1
Entwicklung in Basis | |¢) = 1[3) = [ (Fol¢) [Fo) 7o ) =1 |¢> J (B} P) d’p i
Entw dooffent | (o) = [ G BPPr=u(i0) ()= —Lr [ FIUED P =)
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Insbesondere: ~
(7) = () () = (plY)
Skalarprodukt:

(elo) = {el1lo) = [ {elf) - #10) dr = [ 0@ dr

o) ()
= (el = [ (el (Bl = [ 0(5)-35) &

Beachte: 1 = [ |F) (7| d*7 ist Bochner-Integral, duferes Integral Lebesgue-Integral. Vertauschen der
Integrale ist nicht-trivial! Benutze Stetigkeit der Skalarprodukte. Darstellungswechsel:

@) = () = (L) = [ (@) - F) dr

P(7)
= _[w(f) @ d’r = (27r1h)3 : [ Y(7) - e w7 @Pr

2.7 Orts- und Impulsoperator

e Notationen fiir Ortsoperator: X, Z,z. Wirkung im Ortsraum:

oy X ~
B E 5 (F)
Wie schreibt man das im Zustandsraum? Die Darstellung X 1)) = z |} ist Quatsch! Wirkung
von X im Zustandsraum nur bzgl. Ortsraum definierbar:

(P X)) =z - (Fv)
e Bemerkungen:
— Analog fiir Y und Z
— Ortsoperator R ist Vektoroperator mit Komponenten X,Y, Z:
(P RJw) =7 (7l
e Impulsoperator: P, p,,p,. Wirkung im Impulsraum:
o Pr T
Y(P) = pa - (D)
Deshalb:

(B|Pz|v) = pa - (PIV)
Analog fiir P,, P,. Impulsoperator P:

(BlPlv) = B~ (Bl)

e Wirkung des Impulsoperators im Ortsraum:

(7Pl = (FIUIPel) = [ (715) - (1Pel) &°p
up (") poap(p)

= (%.lh)g fe%’ﬁ-pw d(p) d°p
i eyl ROV SR
»(7)
= (7P = 2 (i)
= (7P = * v (7o)
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¢ Kommutator [X, P, ]:

h 0

(H[X?Pw]’w):(ﬂXPw_Pzth): (T|P |¢)—* 7( |X|¢)
h 0O h 0O .
=T 3 67< |¢)—; % z - (7))
A (o - L) o = 2 X D)

also [X, P,] = th.
e Kanonische Vertauschungsrelation:
Vi,j€{1,2,3}2 [Ri,Rj]ZO [Pi,Pj]:O [Ri,Pj]:zh-éij
e Hermitizitdt von R, P:

(el X 1) = (Pl11X[0) = [ {lr)- 71X Jw)

— —
(7))
- [ (w2 (p) dir
——
(GBI

= (Y11 Xp) = (o XT[0))

fiir alle (|, |[¢). Offensichtlich ist C° ¢ D(X), d.h. X ist dicht definiert und daher ist die
Adjungierte ein Operator, somit ist X symmetrisch. Weiterhin ist das Spektrum reell. Damit
st X selbstadjungiert.

e Bemerkungen:
— Analog fiir R, P.
— Hamilton-Operator H = ﬁPg ist hermitesch:

1 1 1
H = — (P,P) " =—(P/P})=—P,P,=H
2m 2m 2m

e Eigenvektoren und Eigenwerte von R und P:
(F|IX|Fy=a" - (FF)=a"- 6(F=F") =2 - 6(F - 7")
= - (F|F) = (]
= X|r) =z |r)

Eigenvektor |F) zum Eigenwert z. Analog fiir Y, Z. Impulsoperator:
Py |p) = pa - D)
e Vollstandiger Satz kommutierender Observablen: Eigenwerte x, y, z von X, Y, Z spezifizieren

gemeinsamen Eigenvektor |F) = X, Y, Z ist vollstidndiger Satz kommutierender Observablen.
Ebenso P, Py, P, oder P,,Y, Z, aber nicht X, P, Z.
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2.8 Funktionen und Ableitungen von Operatoren

e Funktionen: Sei F'(z) = Yoy fn - 2" mit z € C. Definition:
F(A):=) fo-A"
n=0

Beispiel:
A" A?

A_wAr A”
e -Zn'-]l+A+ IR

e Anwendung auf Eigenvektoren von A: Sei A|p,) = a-|¢,), dann

A" @) = a" - |pa)
:>F(A)|90a Zofn An|90a = Z_:

= F(a) : |(pa>

e Wichtige Formeln:
(i). Es gilt

o)

Gleichheit fiir [A4, B] = 0. Glauber-Formel:

falls [A,[A, B]] =0 = [B,[A, B]].
(i), [A,F(A)] =
(iii). [B,A]=0= [B,F(4)]=0

(iv). [A,[A,B]]=[B,[A,B]]=0=[A,F(B)]=[A,B]-F'(B) mit F'(z) =

Beispiel:

2
H:P—+V(X)
2m

———

a™ - |¢a)

B_eA%eA+B

v 5 2] 2 g

th

[P,H]=[P,V(X)] = —th-V'(X)

e Ableitung eines Operators:

dA(t
3= awy-am - -n-Bl-0 (1)
Dann
i(F+G):£F+iG
dF dG
S(F-Q)= G+ F2=2
4 r0)- Wl

(Reihenfolge bei Produktregel wichtig.)
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Postulate der Quantenmechanik

3.1 Klassische Mechanik
3.1.1 Zustand

Zur Zeit ty wird Zustand des Systems beschrieben durch N (=Anzahl der Freiheitsgrade) genera-
lisierte Koordinaten ¢;(t9) und die konjugierten Impulse p;(tg).

3.1.2 Messung
Alle Messergebnisse zur Zeit tg sind determiniert durch Zustand zur Zeit tg.
3.1.3 Zeitentwicklung

Hamiltonsche Bewegungsgleichung;:

mit Gesamtenergie H(q;, pi,t).

3.2 Quantentheorie
3.2.1 Zustand
(P1) 1. Postulat: Zustand des Systems zur Zeit to: ket [1)(t9)) aus Zustandsraum.

3.2.2 Messung

(P2) 2. Postulat: Jeder Messgrofle A entspricht eine Observable, die im Zustandsraum wirkt.

(P3) 3. Postulat: Die méglichen Messergebnisse einer Messgrofle A sind die Eigenwerte der korre-
spondierenden Observablen A.

Bemerkungen:
e A hermitesch = Messung von A ergibt reelle Werte.
e Falls Spektrum von A diskret, dann sind Messergebnisse quantisiert.

e Eigenvektoren |ug) von A (d.h. Aljug) = ag |ug)) bilden Basis, d.h. beliebiger Zustand [¢)

darstellbar als
|1/1> = ch ' ‘un>

mit ¢, = (up|¥).
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(P4) 4. Postulat: Die Messung der Messgrofie A an einem System im normierten Zustand [¢)) ergibt
mit Wahrscheinlichkeit

e diskret, nicht entartet:
P(an) = | {unlt)) [ = |en]”
den nicht-entarteten Eigenwert a,, zum Eigenvektor |u,) von A zu messen.

e diskret, entartet:
gn

P(an) = ZI up ) [

den g,-fach entarteten Eigenwert a,, zu messen. Die (|uf,)); spannen den Unterraum zu
a, auf.

e kontinuierlich, nicht-entartet:
dP(a) = | (val) Pda
ein Ergebnis aus [a, a + da] mit A|v,) = alv,)
Bemerkungen:

e Summe aller Wahrscheinlichkeiten ist 1:

Y20 = X3 |(hlo) P —(w
n i=1 “———
(ol ) (i, )

= (YY) = (¥lyp) =1

Analog fiir kontinuierlichen Fall.

)

5% ut) o

n i=1

e Es gilt

P(an) = 321Gl = (] 3 o) (]| ) = (Pl

=1
| S —
=P,

mit P, Projektor auf Unterraum zum Eigenwert a,. P(a,) ist unabhingig von konkreter
Basis (|uj,)); im Unterraum.

e Sei [¢) = |u,) ein Eigenvektor. Dann
P(an) = | {unlum) |2 = Onm
d.h. fiir Eigenvektoren von A (und nur fiir diese) ist Messergebnis mit Sicherheit vorhersagbar.

e Phasenfaktoren: Zusténde |¢) und [¢’) := €*? - |1). Wahrscheinlichkeit:

P(an) = [(unlth) |
() 2 = |6 )] = | (nl) > = P(an)

d.h. Messungen zeigen keinen Unterschied. Globale Phasenfaktoren dndern nicht den physi-
kalischen Zustand.

Vorsicht:
) = Ar- o) + do o) ) = A€t fihn) + Ao et - [uha)

beschreiben im Allgemeinen nicht den gleichen physikalischen Zustand (aufler 6; = 82 mod 27,
globale Phase). Also relative Phase wichtig.

(P5) 5. Postulat: Der Zustand des Systems direkt nach einer Messung der Messgrofie A mit dem
Messergebnis a,, ist
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e |u,), falls a,, nicht entartet ist.

o _Pult)
(Y] Pn)
mit Ausgangszustand |1)).

mit P, = 297, |ul,) (u’,] Projektion auf Unterraum zum entarten Eigenwert a,,

Bemerkungen:
e Falls g, = 1: Py, = |uy) (unl, also

Paly)  cnlun) = ) =¢€"%|uy,)

VWP ealP el

e Wiederholte (sofortige) Messungen von 4 ergeben gleiches Resultat a,.
e Nicht-intuitiv! ,, Wellenfunktionskollaps*

e Unterschied zu klassischer Mechanik: Messung hat prinzipiell massiven Einfluss auf das Sys-
tem.

3.2.3 Zeitentwicklung

(P6) 6.Postulat: Die Zeitentwicklung des Zustandsvektors |tp(¢)) durch Schrédinger-Gleichung ge-
geben:

ha [(0)) = D) ()
wobei H (t) die Observable zur Messgrofie Gesamtenergie H(t) ist.
Bemerkungen:
e Zeitentwicklung ist deterministisch (DGL 1. Ordnung), nur Messergebnis probabilistisch.

e Stationiire Losungen, falls H zeitunabhingig:
Ansatz: [¢(t)) = f(t) o) mit (plp) = 1.

vhf(#) o) = HEY () 1) @ FYH ) o)
= b f () (ple) = £(E) - (Pl H®)p)

—_— —_—
1 =E(t)

((*) geht, falls H keine Zeitoperationen enthélt, wie z.B. %) Sei H zeitunabhingig, dann F
Konstante, also

ORE .
Damit E |p) = H |p) zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung. Stationérer Zustand:

[b(8)) = e Bt o)

(Bleibt physikalisch gleich fiir alle ¢.) Allgemeiner Zustand:
(1)) = Yo en-e T Jpy,)

andert sich wegen relativer Phasen. Aus

W’(O)) = ch : |90n>

folgt ¢m = (pm|tP(0)).
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3.2.4 Quantisierungsregeln

e Ersetze klassisch ¢, p durch quantenmechanische Observablen R,P.
e Beispiele:

(i). Hamilton-Operator H fiir Teilchen mit Masse m, Ladung q in Vektorpotential A(7,t)
und Skalarpotential U (7,t):

— klassisch: {

—(p-q- A1)+ U )

U5t =5 -

— quanten-mechanisch:
1 s - .
H(t) = 5~ (P-q-A(R.0)) + U(R.1)
m

(ii). Bahndrehimpuls:

L=Fxp L=RxP
mit Komponenten L, =Y P, -ZP,,...

e Vorsicht: Term zp, - X Px? Teste Hermitizitét:
(XP) =P/ X"=P,X+XP,
Symmetrisierung:
5 (XP,+ BX)
3.3 Folgerungen
3.3.1 Erwartungswert, Unschirfe

e Definition: Der Erwartungswert ist der Mittelwert des Messergebnisse einer Observablen A
bei wiederholter Messung an identisch priparierten Systemen im gleichen Zustand [¢)):

(A)y = (¥lAly)
mit (¢[¢)) =

e Zusammenhang von Text und Formel fiir diskrete Spektren:

(= i) = (o[ (£ 5 i) ) o) 55 Al (ko)

n i=1 =1 ————
an-(¥lul,)

gn
Z nz;| nW’ Zan P(an)

—_—
P(an)

wobei |u? ) Eigenzustand von A.

e Zusammenhang fiir kontinuierliches Spektrum:
(A), = fa-P(a)da

e Bemerkungen:

— (A),, ist kein Zeitmittel.
— (A) o ergibt sich nicht durch wiederholte Messung am gleichen System.
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— Erwartungswert ist i.A. kein mogliches Messergebnis (dies sind Eigenwerte).
— (A),, ist reell. Beweis:
(YIAR) = (v] A™ [¢) = (¥]A]¥)
——

A

e Beispiel: Ortsoperator
(X), = IxI0) = [ @l (71X10) d*r
- [6@ - v@ dr = [a P d
Mittelwert von x bei Wahrscheinlichkeitsdichte |1 (7, ).

e Wie charakterisiert man die Stéirke der Abweichung der Messergebnisse vom Erwartungswert?
Erwartungswert der Abweichung vom Erwartungswert:

(A= (A) = (YIA = (A) |[¢) = (YIAl) - (A) (Pl) = 0
(4)

Erwartungswert der quadrierten Abweichung vom Erwartungswert (Varianz):

(AA)? = ((A-(A))%) = (A% =24 (A) + (A)®) = (A%) - (4)*

e Unschérfe (mittlere Schwankung):

- /(B4

AA =0 nur méglich, falls 1)) Eigenzustand von A.
3.3.2 Heisenbergsche Unschérferelation

e Frage: Gibt es Zusténde [¢)), fiir die AA =0 und AB =0 gilt?

e Definition:

A= A-(4), B':=B-(B),
|ov) := A"[) B:=B'[¢)
Dann A’, B’ hermitesch und es gilt
(ala) = (p|A%[) = (A”%) = (AA)?
(319) = 01B°1¢) = (B) = ()"
(alB) = (V|A'B[y) = (A'B’)

Holdersche Ungleichung;:
(ala) - (818) = [ {alB) [
< (AA)*-(AB)* > [(A'B) [
< AA-AB>|[(A'B"Y| 2 |Im{A'B"Y| = |Im({(AB) - (A) - (B))

eR
:|Im(AB)|:‘2IZ((AB)— (AB) ) = %(AB—BA)
(V1B AT1)~(BA)
= S4B
— AA. AB>; ([4, B])|

fiir beliebige Zustinde [1)).
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(i). nicht vertauschbare Observablen [A, B] # 0:

— angegebener Zustand |¢)) kann nicht durch A und B beliebig genau gemessen werden.

— Annahme: Es kénnte Zustéinde geben, fiir die ([A, B]) = 0, obwohl [A, B] # 0. Dann
ist AA = AB =0 moglich. Dies sind einzelne gemeinsame Eigenzustinde von A und
B.

(ii). vertauschbare Observablen [4,B]=0: (AA-AB>0)
Es gibt Zusténde, bei denen AA = AB = 0 ist. Dies sind die gemeinsamen Eigenzusténde.

e Spezialfall: A= X, B = P,, dann folgt mit [X, P,] =1h:

AX‘APJCZS

Es gibt keinen Zustand, dessen Ort und Impuls genau gegeben ist. Extremfall eines Impuls-
Eigenzustandes e'** (ebene Welle): AP, = 0, AX = oo. Extremfall eines Orts-Eigenzustandes
§(x—mg): AX =0,AP, = oo.

3.3.3 Kompatibilitit von Observablen

Ist die Reihenfolge von Messungen wichtig?
(). [A,B]=0:
e Es existiert Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren |a,), |b,), d.h.

A|anvbp>:an |anabp) B|anvbp>:bp |an,bp)

e Zustand sei |ay,bp): Messung von A ergibt a,,, Messung von B ergibt b, (Reihenfolge
beliebig).

e Allgemeiner Zustand ¥, , cnp |ar, by): Wahrscheinlichkeit fiir Messergebnisse unabhéingig
von Reihenfolge (siche unten).

e Fazit: A und B sind kompatibel (gleichzeitig messbar).
(ii). [A,B]#0:
e Es existiert keine Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren.

e Messreihenfolge erst A, dann B endet mit Eigenzustand von B.

e Messreihenfolge erst B, dann A endet mit Eigenzustand von A, diese sind i.A. verschie-
den, ebenso Wahrscheinlichkeit fiir Messergebnisse (siche unten).

e Fazit: A,B sind nicht kompatibel (nicht gleichzeitig messbar).
Veranschaulichung im R?:
e Betragsquadrat der Projektion: Wahrscheinlichkeit
e Projektion auf |b;): Betragsquadrat gibt Wahrscheinlichkeit an erst a;, dann by zu messen.

Falls [A, B] = 0: |a1) = |b1), |az) = |b2), also Wahrscheinlichkeiten unabhéngig von Reihenfolge.
3.3.4 Zeitentwicklung von Erwartungswerten

o Zeitentwicklung des Skalarprodukts:

Sl o) = (5 1) 1)+ (o] (5 1we)) "0
~ 7R {e(®)IH* (1) LH()p())

d.h. Skalarprodukt ist zeitunabhéngig.
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o Zeitentwicklung der Norm:
d
— t t))=0
S wOh()
also ist Wahrscheinlichkeitsdichte iiber Raum integriert konstant.

o Zeitentwicklung des Erwartungswerts:

S WOAOR®) = (5 001) A0+ 1A (5 1)+ | 5 | vo)
~ R (W (D)H ) FHH®W ()
o oL

dA
= A= i )

o Definition: Eine Observable heifit ErhaltungsgroBe, falls % (A) = 0. Gilt insbesondere, falls
4 A=0und [A,H]=0. Dann gilt ]
dt

unabhéngig vom Zustand |1)) nach obiger Rechnung.

(A>¢ =0

3.3.5 Ehrenfest-Theorem
e Anwendung auf R und P fiir H = % +V(R):

d 1 1 TN

. . ) 1 =
CAR) = S (R H) = (R P) = - (P)
1h2P
T e L IV B}
CAP) = = ([P ) = - ([PV(R)) =~ (VV(R))
—h-VV(R)
SR =L(B) L (P)=-(vV(R))

d o
B Z5=-VV(R
P i (R)

e Bemerkung: Fiir ein Wellenpaket ist (R) » der Ortserwartungswert, d.h. der Schwerpunkt des
Wellenpakets.

(B), = WIR) = [ (lF)- (7Rlv) d*r
- [Fmrdr

e Frage: Ist die Bewegung des Schwerpunkts des quanten-mechanischen Wellenpakets identisch
mit klassischer Trajektorie?

— klassisch: 2
L 1 .
ﬁ?" = —E . VV(’I“)
(Gradient am Ort des Teilchens)
— quanten-mechanisch:
B L V(i)
dt? T m

(Gradient gemittelt iiber gesamtes Wellenpaket)
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Antwort: 1.A. Nein!

— Ja, falls V(7) = X |f|™ fir n=0,1,2

— Approximativ, falls Ausdehnung des Wellenpakets klein gegen Skala auf der VV () va-
rilert = semiklassischer Limes makroskopischer Objekte: de Broglie-Wellenlinge (Aus-

dehnung des Wellenpakets):

A= << oA

m-v

3.3.6 Energie-Zeit-Unscharfe

e Es gilt
AA-AB L|([A, B])

mit H = B, A= A" beliebig mit ‘il—‘? = (0. Dann:

AAAB> | ([AH) |-

zh»%(A)—zh»(%)

Mogliche Definition von At: )
d AA
Z (A = ==
‘dt { >‘ At
mit AA = [(A(t + At)) - (A(t)) | statt AA=+/{(A-(A))2). Sei AA=AA, dann

AE-At>

o | >

35

von Roland Ketzmerick, Technische Universitdt Dresden, Sommersemester 2011

“Quantentheorie |”

Vorlesung:



Harmonischer Oszillator

(1). klassisch:

2

H(m,p)zé)—m+§mw2-x2
:>i'—8_H—£ '—_a_H—_mWQ.x
S Op m p= dx

= 2(t) = &, - cos(wt + @)

p(t) = —mw - Ty, - sin(wt + )

1
=FE= Emw2 22 (sin®(wt + ) + cos? (wt + @)
1
- w22, %)
2
Ein beliebiges Potentialminimum ist approximativ ein harmonischer Oszillator, z.B.

e Vibration eines Atoms im Molekiil um Gleichgewichtsposition
¢ Normalschwingungen von Atomen in Kristallgittern (Phononen)

e Amplitude elektro-magnetischer Moden - Quantisierung zur Erklirung der Hohlraum-
strahlung (Planck,1900) — A

(ii). quanten-mechanisch:
2

1
H==% 4+ “mw-X?>
2m 2

Es gilt X* =X, P} = Py, [X, P;] = vh. Ziel: Losung des Eigenwertproblems

4.1 Algebraische Methode
e Definiere
a = L(iX-F’L@PI)
2 \xo h
a+ = i(iX—Z@Pz)
2 \xo h

mit zg =/ % (Léngenskala). In (»*):

2

1
E:§mw cxg = —hw

DN | =

(Grundzustandsenergie) — Skala zur Energie Aw.

e Bemerkungen:
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— a,a* sind Operatoren. Kleinschreibung iiblich.
— a,a” sind einheitenlos.
— Es gilt:

X:E~(a+a+) P,

V2

Kommutator:

[a,a%] = i-(— [X,P,]+ [P, X]) =1
th -1 h

[a*,a] =-1

Dies ist dquivalent zu [X, P,] = th.

e Definiere
1 (X% 22 7
N = ta==- 7+70.P2+7XPI
“a 2(xg pe et X ]
1 1 1 1 1 1
:f~(%-X2+—~P§—1):—~(fmw2-X2+—~P§—fhw)
2 h mwh hw \2 2m 2
_H 1
T hw 2

:>H:hw(N+%)

e Bemerkungen:

— N ist hermitesch: N* = (a*a)* =a*a=N
— Eigenwertproblem
1
Nin)=n-n) = H|n) :hw.(m 5).|n>

~——————
En,

Ziel: Lose N |n) =n - |n) unter Benutzung von N =a*a, [a,a*] = 1.
(i). Eigenwerte n > 0: Betrachte Norm von a|n):
(nja*a|n) >0 n-(nn)>0<n>0
——
N
(ii). Eigenschaften von a|n) und a* |n):
(1) Betrachte Norm von a|0):
(0la*al0) =0-(0j0) =0
= a |0> = |0L2>
(Beachte: |0) ist Eigenvektor zum Eigenwert 0, |072) ist Nullfunktion.)
(2) Es gilt:

N(aln)) =a*aaln) = (aa™ - 1)a|n) :a@|n)—a|n)
N
=n-aln)—aln)=(n-1)-a|n)

d.h. a|n) ist Eigenzustand von N mit um 1 erniedrigtem Eigenwert im Vergleich zu |n).
Also a|n) Eigenzustand von H mit um Aw erniedrigtem Eigenwert im Vergleich zu |n).
a ist ,, Vernichtungsoperator® (vernichtet Energiequant hw).
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Es muss gelten:
alny=c-|n-1)

(da keine Entartung vorliegt! Miisste man noch zeigen.) Normierung:

(n|a*aln) = (n-1n-1)
—— —

N 1
= n-(nln) = |c/
Wiihle ¢ > 0 reell, dann ¢ = \/n. Damit:
aln)=+vn-|n-1)
(3) Analog:
N(a*|n)) =a*aa®|n)=(n+1)-a*|n)
=>a ' n)y=vn+1l-n+1)
a* ist ,Erzeugungsoperator” (auch: Aufsteige-/Absteigeoperatoren).

(iii). Eigenwerte n sind natiirliche Zahlen:

Annahme nicht. Dann existiert v ¢ Ny, v > 0 mit v Eigenwert. Es existiert m € Ny mit
m<v<m+l1.

aly) =\v-lv-1)
@) =7 aly 1) = Voo T -2)
=a™ ) =c v -(m+1))
:>N|1/—(m+1)) (v=(m+1))-lv-(m+1))
<0
Widerspruch!
Test:

a™|n) = v/n!-|0)
a™n) =Vnl-al0) = Vn!-[02) =0.2)

a™?|n) = al0g2) =0.2)

(iv). Eigenzusténde:

‘ Eigenwerte von N ‘ Eigenwerte von H
0) 0 LThw
1)=a*0) 1 5 oo
2) = Za' 1) = L (a*)?[0) | 2 o
|n) = m(cﬁ)” |0) n (n+ %)hw

Bemerkung: N ist Besetzungszahloperator, (n|n’) = §,, d.h. Eigenzustinde sind orthogonal.

38

von Roland Ketzmerick, Technische Universitdt Dresden, Sommersemester 2011

“Quantentheorie |”

Vorlesung:



(v). Eigenzusténde in Ortsdarstellung: Grundzustand:

al0) =[0r2)
(z[al0) = (2[0L2) = 0
:><x i-(£+z@-Pz) 0>:0
\/§ Zo h
(2 XJ0) 2 (2] P10 =
Az 1 Az
\/5.'1/'0 — h —_—
zpo () 76@ o(x)
x 0
el =0
- (5 ) o
Trennung der Variablen:
eo(z) =
vo(x) 3
22
:>ln|<p0(m)|:—2—wg+c
22
IR Gy

Damit folgt (aus der notwendigen Stetigkeit und Normierung von ¢):
@=—ew(-5s)

po() = —4—— exp|--—

mi - \/To 222

Bemerkung: Grundzustand ist nicht entartet = kein Zustand entartet.

- bl G5

1 ( d)n 2
= T _— e 2
WZ'\/JS_O'\/E'\/Z_" dy

| S —

angeregte Zustédnde:

L(a+)n

oo = G = (2| 2

_y2
:Hn(y)'e 2

mit y := ==, H,: Hermite-Polynom n-ten Grades, zum Beispiel:

Ho(y)=1  Hi(y)=2y  Hy(y)=4y>-2

Abbildung 4.1: Eigenzustande g, ¢1, @2 in Ortsdarstellung
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Bemerkungen:

e Zahl der Knoten von ¢, ist n.

e n > 2: Wahrscheinlichkeitsdichte am Rand grofler (Lénge der klassischen Aufenthalts-
zeit).

(vi). Eigenzusténde in Impulsdarstellung:

<p|n):<p’\/lm(a+)” o)

ooy B0 (P
_(_Z) \/g Spn( = hO)

d.h. gleiche Funktion fiir Impuls- und Ortsdarstellung (bis auf Skalierung).
(vii). Es gilt (X),, =0:

Lo

(X),, = (n|X]n) (nja+a*|n) = x—OQ “(njn-1)v/n+{nn+1)vV/n+1)=0

\/5 \/_ N—— ~——
0 0
Analog (P,), =0. AuBerdem (Ubung 9):
AX? = (X% - (X)° = (n+ ) b )
N—— 2

also minimale Unschérfe fiir Grundzustand n = 0.

(viii). Virialsatz: (T) = g (V) fiir V ~ 2% (Theoretische Mechanik). Hier k = 2, also (T') = (V).

Quantenmechanisch:
* 1 1
(V) = —mw? (XQ):(n+§) s (ime)
1 n
= —hw (n+1):E—
2 2 2
1 « 1 1\ h?
()= (P2 (ne5)-
2m 2m 2) xj
1 1 E
:7-(n+7)-hw:—n
2 2 2

also (T} = (V).
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(ix). Ehrenfest-Theorem fiir harmonischen Oszillator: Zeitentwicklung von (X) und (P,) folgt

4.2

klassischer Dynamik fiir beliebiges Wellenpaket:

d _(Pz> d _ 2
LX) = SR = -mw? - (X)

Kohidrente Zustande

e Motivation: Eigenzustiande sind ,,breit*, dies passt nicht zur klassischen Dynamik eines Teil-

chens. Welche Zustéinde passen besser zur klassischen Dynamik?

e Untersuchte die Eigenvektoren des Vernichtungsoperators a

ala) = ala)

dann heifit |«) kohiirenter Zustand. Vorsicht: a ist nicht hermitesch, also z.B. Eigenvektoren

i.A. nicht orthogonal.

¢ Entwicklung von Eigenvektoren |a) in der Basis |n) von H:
o) = 30 In) (nla) = 3 cn(@)-In)
n=0

~——  n=0
=icp (@)

mit H |n) = E,, |n). Damit Eigenwertproblem:

oo

ala) = 3 ea(a) -aln) = 3 cuf) Vi In=1)

n=0

= Y aea(a):In)
n=0
Koeffizientenvergleich von |n — 1):

en(a) - Vn=c,1(a) a (n>1)

=cp(a) = @ en-i(a) = o “co(a)

Vil

Aus

2 & a”
o) =5 Y )
n=0 V1!

e Bemerkung: Eigenvektoren von a sind nicht orthogonal, aber normiert.

wmmwmﬂmﬂm)
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e Bestimmung der Ortsdarstellung;:

n

e &«
pale) = {ala) = 3 = (aln)
n=0 n ~——
en(x)
yiﬁ e 1 n 1 %

€

7r(11vx_o.g‘bjm.\/n_!'ﬂn-Hn(y)'e_
~  exp (—'O;'z) -exp (—y;) exp (V2ay) - exp (_O;)

- -eXp(— (a%—\/iaR-y+ y;)) -exp (—rag-ag) -exp(zx/i-apy) (%)

™

Bl

3
I
S
o o

mit o = ap +1-ay. Benutzt:
[e'e) tn 2
Z Hn(x) 1 = e2wt—t
fopur n!

Analog erhélt man:

. 2. 2 .
va(p) = 'Iol'exp(—(af—\/éapp o, P IO))~exp(zaR'a1)'exp(—Z\/§aR‘p IO)

h-ma h 2h2 h
AuBerdem:
Zo + Lo _
(X)o = (el X]a) = —= {ala+a"|a) = —= - (o (a]a) +a- (ala))
= %~(a+5¢) =\2x0 - ag
V2h
(Pp), =(a|Pla)y=...= —-ar
Zo
= ap = (X)a ar = 7(]3%)&-560
\/§$0 \/ih
1
AXZ=(X%), ~(X)} == b
2
AP2 = (P2, (PR == 0
2 g
also folgt
AX, AP, = g

d.h. minimale Unschérfe.
¢ Einsetzen von ag,ay in (*):
1 (z-(X))? T 1
valx) = ﬂ 'eXp(_llAX?j - exp (z% . (P95>a) - exp (_7 (X),, - (Pw>a)

(z- (X)a)z)
2AX?2

oot =\ 2 e (- e (2 ), ) (0,420,

(p B (Pz)a)Q)
2AP2

s gn ()2 o oxp (

= |pa(p)|? o< exp (—

GauB-Pakete in Ort und Impuls mit (X)_, o< ag, (P;), o a, dh. komplexe Ebene o=
Phasenraum (z, p).
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e Energieerwartungswert:

1 1
(H)a:<a‘hw-(a+a+ 5)‘a>:hw-(|a|2+§)
AHy,=...=hw-|q

AH,,

also &= =0 (Ja| = o0).

o Zeitentwicklung kohérenter Zustidnde:

0(t=0) = o) = e % 3 2By
n=0 V1.

= |(t)) = ef‘aé’e ) i (j;%.e;, Ent |n>)

n=0
7\&0\2 vt oo (Oéo . e—uu-t)n
=e 2 e 2 |n)
le®? & )"
— elw 3.e ! . Z ((Jé( )) |TL) — ezw% . |O((t)>

mit a(t) = ag - et

e Bemerkungen:

— Kohérenter Zustand bleibt kohérenter Zustand fiir alle t im harmonischen Oszillator.

— a(t) = ap - e*“'2 Drehung im Phasenraum im Uhrzeigersinn = klassische Dynamik.

Gilt auch fiir alle Gau3-Pakete beliebiger Breite, allerdings oszilliert die Breite.
— Beispiel: makroskopischer Oszillator: Pendel mit ¢ = 10cm, m=1kg, kleine Amplitude,

o9 _ /9 _ ]
v= 14 p=w \/; o mw

Anfangsbedingungen xg =lcm, p, = 0. Dann:

jof? = Za 109

2,@0
-18 —17,. M
Az ~10"°m Ap~ 107 "kg—
s
AH
AH=10""%J —— ~10710
H
4.3 3D harmonischer Oszillator
p* o1 2 2 2 2,2 2
H=—+-m-(w; X" +w, Y +w.-Z°)=H,+Hy+ H,
2m 2 v

mit z.B.
2

1
H, = —I+§mwi~X2
Zentralpotential ist separierbar nach X, Y, Z.
1
1
Hylny) = |ny + 5] Iny) - howy
1

H,|n,)= (nz + 5) “ng) - hw,
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mit ng,ny,n, € Ny, |n;) € ; Zustandsraum 1D in z;. Zustandsraum in 3d:

EF =€, ®Ey®e,
mit ® Tensorprodukt. Eigenvektoren:
s My M) = |nz) ® Iny) @ [nz)
Spezialfall: isotroper harmonischer Oszillator, d.h. w, = wy, = w, =: w:

Enz(n+§)-hw
2

mit n:=ng +ny +n..
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Dreidimensionale Probleme

5.1 Drehimpuls

(i). klassisch:

Drehimpulserhaltung:

fiir isoliertes System oder Zentralpotential
(ii). quantenmechanisch: Observablen
L,=Y -P,-Z-P, L,=Z2-P,-X-P, L,=X-P,-Y P,
Hermitizitat:
Ly=(Y-P.)" -(Z-P)" =P -Y'-P;-Z"=Y -P.-Z-P,=1L,
mit Kommutatorbeziehungen
[Ly,Lyl=th-L, [Ly,L.]=th-L, [L. Ly]=1h-L,
e Definition: Falls fiir Observablen J,, Jy, J, gilt
(Jos Iyl =2h-J, [Jy,J.]=2h-Jy [JoJz]=1th-J,
baw. [Ji, Ji] = € -2 h - Jp, s0 ist J = (Jy, Jy, J.)T ein Drehimpuls.
e Bemerkungen:

— Bahndrehimpuls L: entsprechender klassischer Drehimpuls existiert
— Spindrehimpuls S: kein entsprechender klassischer Drehimpuls existiert
— Nichtvertauschbarkeit = J;, Jy, J, kénnen nicht gleichzeitig gemessen werden.

e Betrachte J? := J? := JZ+ Jy2 +J2. Bs gilt:

— J? st hermitesch, denn J;, Jy, J, sind hermitesch.

— Es gilt
[P Jo) = (7 + Ty + 2. 00) = [Ty Ju] + [J2, ]
:']y'[JyaJ$]+[JyaJx:|'Jy+Jz'[JZ7J3:]+|:J27Jac]'Jz
—_— Y— —_— Y—
—1h-J, —1h-J, vh-Jy vh-Jy
=0
Analog:

[J2,J,)=[J?,J.]=0
d.h. J2, J, bzw. J?, Jy bzw. J?2,J, kénnen paarweise gleichzeitig gemessen werden.

e Ziel: Suche gemeinsame Eigenvektoren von J? und J, und deren Eigenwerte.
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5.1.1 Kommutatoralgebra

Je=dg+dy Jo=dg - dy

e Bemerkung: J,,J_ sind nicht hermitesch:

Jh=Jp—1dy=J. Jr=Jp+ad, = J,
o Es gilt:
[J.,J_]=2h-J, [(J.,J]=h-J,
[J:,J-]=~h-J- [J%,J.]= [ Jy] = [J%, Jz] = 0
JoJ =J*~J2+h-J, JJ =T ~J2~h-J,

Folgerungen fiir Eigenwerte, Eigenfunktion von J2,.J.:

(i). Eigenwerte von J?: Sei |¢)) ein Eigenvektor, d.h. J?|i)) = X- [¢), dann

(Y[} = X+ (W]w)

N—_——
>0

< (YII2[) + (BITl) + (BII2[) = A ()

S—— ———— N—— ~——
(melme)ZO <Jy1ﬁ|Jy’L/))20 (leb\sz)ZO 20

also A > 0. Setze A=j-(j+1)-h% mit jeR,j>0.

Bemerkungen:

e richtige Einheit

e eindeutig:

¢ vorteilhaft im Weiteren
(ii). Eigenwerte von J,: m - h mit zunéchst m € R.
(iii). Eigenwertgleichungen:
J2jym) =3+ (G +1)-h%-1j,m)
J:|j,m) =mh-|j,m)

(iv). Eigenwertbeziehung: —j <m < j

Beweis: J, |j, m) hat Norm

0 < (j,m|J_J,|j,m) = (j,m|J* = J2 = h- J.|j,m)
=j-(G+1)-h2-m? AP —m-hP=h? (- (j+1)-m?—m)
=j-(G+)zm-(m+1)=>m<j

Betrachte Norm von J_|j,m), dann folgt m > —j.
(v). Eigenschaften von J_|j,m):

(a) J-|j,m)=0L2) & m=—j

Beweis:
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o <% J_|j,—j) hat Norm
(G.=jl Jed- =) =h*-(G-(G+1) =52 -4)=0
N—_——
J2-J2+h-J,

= J_|j,=j) = 102)

Jo J_ljym) = h%- (G- (G +1) =m2 +m)-|j,m) 2]02)
N—— —
|02 ) (G+m)-(j+1-m) #0,2)

also j = -m wegen j+1-m > 0.
(b) Es gilt

[JZ7 J—] |ja m) =-h-J_- |jvm)
—_———
—h-J_

= J.(J_|jsm)) = J_J.|j,m) b+ J_j,m)
= (m=1)-h-(J_|j,m))

d.h. J_|j,m) ist Eigenvektor von J, mit Eigenwert (m —1)-h fiir m > —j. (J_: Abstei-
geoperator)

(¢c) m>-j=3peNg:—j<m-p<—j+1. Damit J?|j,m) Eigenvektor zu J, mit Eigenwert
(m —p) - h. Zwei Fille:

JP*1|j,m) ist Bigenvektor zu J, mit Eigenwert (m —p—1)-h < —j.

e m-—-p>—j:
Widerspruch!
o m-p=—j: JI|jm) =[0ge)
also existiert ein p € Ng mit m —p = —j.
(d) Aus
(72, J-]15,m) =10z2)

———
0

folgt
JAHI-Njym)) = J-( TP |jm) ) =j-(G+1)-h%-J-|j,m)
————
J-(4+1)-h?|j,m)

also J_|j,m) Eigenvektor von J? zum Eigenwert j- (5 + 1) - h%.

(vi). Eigenschaften von J, |j,m): Es existiert ¢ € Ng mit m + ¢ = j. J, |j,m) ist Eigenvektor zu
J. mit Eigenwert (m + 1) - h. (J,: Aufsteigeoperator) J, |j,m) ist Eigenvektor zu J? mit
Eigenwert 5 - (j + 1) - h2.

(vii). Eigenschaften von J?: Es existieren ¢,p € Ng mit m +¢q = j,m — p = —j, daher

.. q+p
q+p=23=>J=T

113

also j=0,5,1,3,....

(viii). Eigenwerte von J,:

j m

00

17 _11

2 272

1| -1,0,1

3|1 -3 _113
2 21727272

Bemerkungen:
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e 27+ 1 Moglichkeiten fiir m
e alle werden realisiert

e j (un)ganzzahlig < m (un)ganzzahlig
(ix). Basiszustédnde und Unterrdume e(j,m):

e Betrachte alle gemeinsamen Eigenvektoren von J? und .J,. Wihle zu gegebenem j,m
alle Eigenvektoren, diese bilden Unterraum e(j,m) des Zustandsraums mit Dimension
g(j,m). Bilde orthonormale Basis (|k,7,1))k=1,....,g(j,m), dann (k1,m, jlka,m, j) = Ok, , -
Konstruiere hieraus Basis in e(j,m + 1) (fiir m < 7).

e Behauptung: J, |k1,7,m) ist orthogonal zu Jy |ke, j,m) fiir k1 # ko.

Bewelis:

<klajam| J—J+ |k27j7m):h2'(j'(j+1)_m2_m)'<kl7jam|k23jam)
——

[ S —
J2-J2-hJ, Ok ke
=0
e Definition: )
|k7j7m+1):: 'J+|k7j7m)

heiJi-(G+1)-m-(m+1)
... damit Orthonormalsystem in £(j,m + 1).
e Ebenso Orthonormalsystem in e(j,m - 1):
1
hen/i-(G+1)-m-(m-1)

fir k=1,...,9(j,m),m > —j. Damit folgt g(j,m -1) = g(j,m +1) = g(4,m) = g(j).
Basis!

|k7j7m_1>: 'J—|k7j7m>

e Orthonormalitét:
<k,aj,a m,|k7ja m) = 5kk’ . 6mm’ : 5jj’

Vollstandigkeit:
Ji9l)
> > 2 Nk gm)(kgym|=1
Jj m=-j k=1
Ubersicht:
I1,7,4) 2,5,5) - 19(4).4.7)
|]-u77.7_1> |23]7]_1> |g(])a]7]_1> < 5(]7])
: : : we(j.j-1)
|1aja_]) |27]7_J> |g(.7)7]7_J>
T T T A g(ja _.])
e(1,7) e(2,7) - e(9(d).d)

Nachteile der Unterrdume e(j,m):

¢ Dimension ¢(j) hingt vom physikalischen System ab
e Raum &(j,m) ist nicht invariant unter Operatoren der Form F(.J)

(x). Unterrdume e(k, j): Vorteile

e Dimension 2j + 1 unabhéngig vom physikalischen System
e Raum e(k, ) ist invariant unter beliebigem Operator F(.J)
J2 |k7.]7m> :j' (.] + 1) : h2 ! |ka.]7m)
Jz |k7jvm> =mh- |ka]7m)
Ji|kvj7m> :h\/j(J+1)_m(mi1)|k7]7mi]‘>
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e Raum ist irreduzibel bzgl. J, d.h. es gibt keinen kleineren Unterraum mit dieser Eigen-
schaft.

(xi). Matrixdarstellung von .J bzw. F(J): Matrixelemente
<k7j7m|’]z|k,7jl7 m,

)= b S - 6,50 Summ

(kyg,m| o]k 5" m"y = h/g - (G + 1) =m- (m £ 1) - Sgpr - 650 - S s
)
)~

<kajam|‘]2|k,aj,am’ J (.7+1) h '§kk"5jj"57nm’
= (k,j,m|F (), 5" m') ~ 6pps - 6

Matrix:

e(k,j) e(k',j) e(k,j")

e(k,j) . 0 0

e(K.5) 0 . 0

e(k, ") .
0 0

wobei m jeweils (25 + 1) x (25 + 1)-Matrizen.

Bemerkungen:

e Blockdiagonalform
e Blocke irreduzibel fiir beliebige F(J)

(a) Blocke mit j =0=m =0 =1 x 1-Matrix
1
Jo=0 Je=0 Je=g(Ji+J)=0 Jy=0 J*=0
= 2 x 2-Matrix

.. a1 _ 1
(b) Blocke mit j =5 =m=z+3

(JZ)k,j=%,m,k,j=%,m’ =mh - by

ho(1 0
:’JZZQ'(O 1)

/3
(J+)k:,j=%,m,k,j=%,m’ =h- i -m'- (m, + 1) ' 6m7m’+1

0
(Jz)k,j=%,m,k,j=%,m’ = .7 : (] + 1) 'hz . 5mm’
—_——
3
3 1 0
2 _ 232
= J = 4h (O 1)

Damit folgt:

Jy:1-<J+—J_)=h~(S ‘OZ)
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(Test: Es gilt [J,, J,] = 1hJ..) Pauli-Matrizen & fiir j = 5 (Spin 1-Teilchen) aus J=

0 1 0 — 1 0
92=\1 0o S PR 7%= \o 21

(c) Blocke mit j=1=me{-1,0,1} = 3 x 3-Matrix

[SIE

Nos

e Messung von J, und J,: Da [J;,Jy,] # 0 ist |k, j,m) kein Eigenvektor von J,, d.h.
Messergebnisse konnen nur mit Wahrscheinlichkeit vorhergesagt werden. Mogliche Mes-
sergebnisse sind unverdndert mh mit m e {-j,...,j}.

e Erwartungswert:
1
(e, jml ke, j,m) = (k;,j,m‘ He +J_)‘k,j,m) -0
1
(k. goml T2k, jym) = (K, jyml - (J2 + T2+ Jo I+ J- T, )|k, j,m)
———
2(J2-J2)
1
= 5h? GG+ 1) - m?)
<Jx> = (Jy> =0

AszAJy:h~\/;~(j-(j+1)—m2)
5.1.2 Bahndrehimpuls

e Spezielle Realisierung des quanten-mechanischen Drehimpuls fiir Bahnbewegung eines Teil-
chens. Drehimpulsoperator:

Li=RxP=[L, L,]=1h-L,
also quantenmechanischer Drehimpuls.
o Ziele:

(i). Ortsdarstellung (= ¢ € Ny)
(ii). Eigenfunktionen von L? L. in Ortsdarstellung (Kugelkoordinaten)

e Ortsdarstellung in Kugelkoordinaten: Zur Erinnerung:

S . h 0 0
= (FlLale) = (1Y P P Zle) = - (v =25 olann2)

Kugelkoordinaten (r 20,0 <9 <7,0< ¢ <27):

x=r-sind-cosp
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y=r-sind-siny

z=1-cosv

Dann:

g or9d 090 Op o

- - — 4+
Or Ox0Or 0x09 Oxdy

:>L$:zh~(sin<p-({%+cot19'cos<p~aﬁ)
12

Ly:zh~(—cosg0'8619+cot19~sin<p.88(p)
Lho
1 Oy
Ubung 11.1(b):
0? d 1 9
2= | scotd — 4 —— . ——
(3192”0 90 " sin?v &p?)

0 0
L.=e?. b [ .2
+=€e%-h (aﬁﬂcotﬁ Oga)

0 0
[ =% . b [-—= + R
e h( 1 cot )

Damit Eigenwertgleichung:

PNE 99 sin29 092
h O

- 71#(7“’ 197 30) =mh- ¢(7ﬂa 19) SO)
1 Op

2 2
—h2-(8+cot19-a+ L 0 )w(r,ﬁ,ga):€~(€+1)-h2-1p(7",19,30)

e Bemerkungen:
— Partielle Differentialgleichung
— r nur als Parameter, also Ansatz ¢(r,9,¢) = R(r) - Y, (9, ).
LY"(0,0) =L (L+1) -1 Y™ (9, )
LY (9,¢) =mh-Y™ (0, 0)

— Normierung:
o T 2m
lzf / f r2sind - [ (r, 9, p)|* de i dr
r=0 J9Y9=0 Jp=0
oo T 2m
2 2 : m 2
- AR@Pdr)- [ [~ sing- v (0, 0)F dipdo
([T imzar)- [7 [ sino- .0 e
4 i1
Folgerungen:

(i). Behauptung: ¢,m sind ganzzahlig.

Beweis: b9
77}/[11(,[9’ 50) =mh- Yzm(ﬁ, 90)
1 Op

Integration liefert Y, (1J, ) = '™ % - F;"(0). Stetigkeit bei ¢ = 27 liefert

o ! .
eI om0 1 s meZ = leN,
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(ii). Bestimmung von Y, (¥, ) fiir m = ¢: Nutzung von L, ergibt
Li|,m=120)=]0r2)

= (7|: he”"~(§19 +1 cotﬂ(;zp)Ff(ﬂ)fM“piO

0 !
= (% -e-cow)F;(ﬂ) =0

Gewdhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung, daher eindeutige Losung Ff(9) o (sin®).

Normierung;:

Y.
v = SO JCEDY iyt e

(iii). Bestimmung von Y;" (¥, ¢): Wiederholte Anwendung von L_ auf Y/(9, ¢),

LY (9,0) =Y (0,0) AL (L4 1) =m- (m 1)
Bemerkungen:

° Yem_1 automatisch normiert

e Phasenwahl fixiert

Man erhélt:
(-1)* 20+1 (£+m)! o e o dc=m Y
Y0, ) = : . L (sin )™ 9
¢'(0:) 2t dr (£-m)! ¢ (sin) d(cos)t-m (sin)
Bemerkungen:

o [Y"(¥,9)|*d 2 ist Wahrscheinlichkeit fiir Teilchen in df).
e Spezialfille:

(a) £=0,m=0:
1
Y2(0,0) = ——

YO(0.6) =/ - -cosv
47
+1 3 : +7
Y (9, ) :ﬂ/g—-smﬁ-e ®

7r
%(Y[l -Y') =4/ % -sin?) - cos
(P,-Orbital, mit r-Abbildung),

1 _ /3 . .
E'(_}Ql_yrfl): E~sm19'sm<p
(Py-Orbital)

(d) Legendre-Polynome (bei m =0):

(b) £=1,m=0:

(¢) £=1,m==1:

reelle Form:

YO0, 0) = 221 ' (2;15 ' d(cj:ﬁ)é(smﬁ)%
Py(cos )
mit
oS L

orthonormales Funktionensystem auf [-1,1].
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5.2 Wasserstoffatom

5.2.1 Zweikorperproblem

PP PP
=—1 4+ 22 yV(Ri-Ry)=...= =+ 1+ V(R,
om; * am, TV~ 12) onr Tz, TV )
——
=H, =H,

Zerlegung in Schwerpunkt- und Relativbewegung analog zur klassischen Mechanik:

M :=mq +mgy Gesamtmasse

my-m
W= e reduzierte Masse

mi +my

- mi- Ry +mso- R

R = Lo 22 Schwerpunktoperator

mq + Mo
135 = Pl + PQ
Rr = él - RQ Relativoperator

mQ'Pl—ml'PQ
mi +mao

Es gilt zum Beispiel [ X, P, 5] =th, [Xs, Py r] =0, [X;, Py ] = th. Insbesondere [H,, H,] =0, d.h.

es existiert eine gemeinsame Basis aus Eigenvektoren:

H, |¢)=Es|¢> H, |w>:Er|w>:>HW)>:(E5+E7‘)Wj)
Aufteilung des Zustandsraums € = £; ® &, und der Zusténde [¢)) = [¢5) ® |1y ):

e £g!
_ pis (’Fsh/]) — e%ﬁbn?s

(ebene Welle)
e c.: H, |7/}r> =E,- W)r)

5.2.2 Allgemeines Zentralpotential

e Betrachte Relativbewegung des Zweikérperproblems (H,. — H):

H(F) = E-(7) H:—Qh—mA+V(r)

zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung in Ortskoordinaten.
o Aus V(#) =V (r) mit r = |F| folgt

F=-VV(F) = —%—‘: :

S

also Kraft zum Zentrum (Zentralpotential)
e Laplace-Operator:

H? 0?2 H? 11.1 1 0?2 1
A=VV=—+—+— = 2
v ox?  0y? 022 r@rQT h2r2
SG( h21 92 L?
=

“opror toue V(?“)) (r,0,0) = E-4(r,9,9)
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Bemerkung: klassisch:

2 2 hi
= £ +V(r) Prszgr
2u  2ur? v ror

Es gilt [H,L] = 0, denn Ly, Ly, L, wirken nur auf 9, und es gilt [L? L] = 0. Es folgt
% (L) =0, d.h. Drehimpuls ist ErhaltungsgréBe fiir Teilchen im Zentralpotential.
Analog folgt [H,L?] = 0. Damit: H,L? L, besitzen gemeinsames System aus Eigenfunktio-
nen.

Hy(7) = E-(F) L*P(F) =€ (£+1)-h*)(F)  Lp(F) =mh-¢(7)
Separationsansatz:

P(7) = R(r) - Y™ (0, ¢)
mit Y, aus 5.1 erfiillt 2. und 3. Gleichung. Bleibt 1. Gleichung:
( h?1 02 0-(+1)-h?
2

2,ur8r2r+ o +V(T)) “R(r)=FE-R(r)

Bemerkungen:

— Reduktion auf 1D-Differentialgleichung
— Fiir jedes £ € Ny muss neue Differentialgleichung gelést werden.

— Wert von m € {-¢,..., ¢} fir R(r) und E unwichtig, d.h. Energie F min. (2¢ + 1)-fach
entartet.

— R(r) - Ry ¢(r) mit k als Index fiir verschiedene Eigenfunktionen von H.

Vereinfachung des Operators durch Ersetzung Ry ¢(r) = Uy ¢(r) (und Multiplikation mit r
der Gleichung):

(_h282+£~(€+1)-h2

o V(r)|U = B U
2 Or? 2 (7’)) kot (1) = B o U (1)

Entspricht Teilchen mit Masse i im effektiven 1D-Potential

1 ¢-(£+1)-h?
Veg(r) = V(r) + fQ.#
r 2
z.B. fiir Coulomb-Potential: )
e
Vir)=—
(r) dmeg - r
0 —
1
.
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gebundene Zustidnde fiir F < 0 — diskretes Spektrum, ungebundene Zusténde fiir £ > 0 —
kontinuierliches Spektrum

Vet

e Verhalten bei r = 0: Laplace-Operator in Kugelkoordinaten nicht definiert fiir r = 0. Kartesi-
sche Koordinaten bei r = 0 bringen Ergebnis: Uy, ¢(0) = 0 (auch Widerspruchsbeweis moglich).

e Folgerung aus Randbedingung: Fiir jede Energie E (bei gegebenem ¢) hat die Differentialglei-
chung maximal eine Losung. Also bilden H, L2, L, einen vollstindigen Satz kommutierender
Observablen.

5.2.3 Coulomb-Potential

2

—e Me + M m

V(r)= p=—— wm,[1-—S]mm,
deg - T

Bohrsches Atommodell:

e Kreisbahnen mit Energien

1 e?
E=—p-v?-
2 i 47T€(] T
e Zentrifugalkraft = Coulombkraft:
- v? B e?
ro Ameg -7

¢ Bohr-Sommerfeld-Quantisierung: Wirkung ¢ pdg,

jgpdq: P §I§ dqin-h (neN)
e ——

Hon 27Ty,
N v e? e? 1

Up = — vy i= =a-c aE———n—

" ! 4meg - h dregh-c 137

4reg - h? :
rn=n%-ap ap = LQ ~ 0,52A bohrscher Atomradius
p-e
4
also relativistische Effekte (vorerst) vernachldssigbar. Es gilt FE,, = —% mit Ej = W ~

13,6eV (Ionisationsenergie, 1 Rydberg), daher

o2
7;;02 < me -~ 511keV

e Bemerkung: Vorhersagen nur teilweise richtig. F,, ist okay, aber nicht Kreisbahn.

Quantentheorie:
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e Aus 5.2.2:

Do (F) = () V(9 0)

| —
Ryee(r)
h? d*> 0-(+1)-h? e?
A - : .
- ( 2p dr? 2p - 12 dmeg - Wee(r) = Be - ine(r)
und es gilt ug ¢(r = 0) = 0. Fithre einheitenlose Variablen ein:
r )
= — )\2 ="
0 ap k.0 E;

(Ek.¢ <0 fiir gebundene Zusténde.) Damit:

R 2 RE 0-(0+1) 1
- Bl . - 4+ EN2 .0)=0
( opaZ dg®  2pan @ dreoap o R ue(az - 0)
N—— N—— N———
Er Er 2FE;
2 -(+1) 2 .
= 72_¥+*—)\i,2 ure(0) =0 (*)
do 0 0

mit g (0) = ur(ap - 0).

e Verhalten fiir o - 0:
ik (o) o< o

s+1

Herleitung: Wihle Ansatz @y ¢(0) o< 0°* (mit s > -1 wegen g ¢(0) = 0). Bestimmung von s:

Einsetzen in (*):
(S+1)'8'Qs_1_6'(£+1).QS_1+2'Qs_)\i7g‘Qs+1:O
Dominante Terme fiir ¢ - 0: ¢°~". Also Forderung
s-(s+1)—-L-(£+1)=0

Erfiillt fir s =¢ oder s=-(£+1). Wegen £ >0 und s > -1 folgt s =¢.

Folgerung: Ry, o< rf. Hohere Drehimpulsquantenzahl ¢ bedeutet gréBeren Abstand vom
Zentrum.

e Verhalten fiir o — oo:

(CW - )‘kl) ﬂk,é(@) =0

= iy, (o) = €0
nur ,,—“ physikalisch sinnvoll.

e Allgemein: Ansatz

uke(0) = 0™t e My 4(0)
(keine Einschrankung) Dann gilt:
d . d
fonr(2) = e (4 1) s (0) = Mo v () + - Lui(0)
d72 _ " Ake0 (-1 ¢ i
Suk,e(0) =e NU+1) 07 k(o) +2(6+1) - 0" ——yke(0)
do do
£+1 d72 _ AL _ L1 i
M Yr,e(0) =20 (L + 1) - 0"y 0(0) =2Ake - 0 dek,e(Q)

+ /\275 : Q“l 'yk,e(Q))
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Einsetzen in (#), Division durch gfe ¢

d? d
,Q~72+(2(£+1)—2k’g-g)f+2—2(€+ 1) Mo | yre(0) =0
do do

Polynomialansatz:
yke(0) = ) cq- 0"
q=0

= Z Cq- (q(q -1)- ot + 2(0+1)q- ot - 2X6,0q - 07+ 207 = 2(L+ 1) Ap g - Qq) =0
q=0

Koeffizienten zur gleichen Potenz 097! miissen verschwinden:

cq (qlq=1)+2(0+1)q) = 2¢41 (1 + Mo - (L +1) + (g -1)))
Aee (E+q) -1

=% .
= Ca = %t q-(20+q+1)

mit ¢g # 0 beliebig (wird durch Normierung festgelegt). Konvergenz der Reihe (Quotienten-
kriterium): (falls alle ¢q #0)

C 2\
Ya _ 2AkE

Cqg-1 q

0 (g—00)
Dieses Konvergenzverhalten (?) entspricht der Funktion

. oo
e? MQ:z:dq'é)q dg = |
q=0 q:

dy _ 2

v . Damit
q-1 q

also

(+1 —Ag.e 22Xk 0 (+1  Ake
Uk,l(@):Q e MR Lo k,ZQ:Q Lerke

Keine physikalische Losung (s. Verhalten fiir p - o0). Also: Rekursion muss abbrechen, d.h.
¢, = 0 fir beliebiges k > 1.
1
=0 XNy (b+k)-1=0= Apyp=—
Ck k0 ( + ) k0 I+ k

Offenbar folgt dann cgsp =0, d.h.

k-1
Yee(0) = Y, cq- 0
q=0

Damit
t+1 - =
uge(0) =0 eI Y g 0f
q=0
1 r
Rie(r) = = - une (*)
T ap
Energiespektrum:
1
E.)=-\, BEr=——" . F
k¢ ke &I (k+0)2 I
mit £ € Ng, k € N. n:=k + ¢ heiffit Hauptquantenzahl, damit
E, = L E
n = _ﬁ . I (n € N)
Termschema:
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Ei
0 45 % neq 4p 1 ad | af i
as n=3 3B ad
1 = n=2 2B

(s) £=0 (p)€=1 (d)e=2 (f)£=3

m=0 m=-1,0,1 m=-2-101,2  m=-3-2-1,0,1,23

Entartung: n = ¢ =0,1,...,n -1 (zufillige Entartung auf Grund des Coulomb-Potentials),
m=—L,..., 0 (essentielle Entartung). Entartungsgrad:

n-1
gk = 2(264-1):712
£=0

¢ Eigenfunktionen:
Unem (1,9, 9) = Ry (1) - Y™ (0, 0)
(i). Issn=1,£=0
Yn=1,0=0,m=0 < ¢ w5
(ii). 28: n=2,=0

r __r
Un=24=0,m=0 < |1 - —— |- °5
QCLB

(iii). 2p:m=2,£=1,me {-1,0,1}

.,
Ype2,0=1,m=1 < — € B -sin-¢e'?
a

’

B

T __r_

Wn=2,0=1,m=0 < — € B -cosV
ap

T _

Yne2.p=1.me—1 < — -€ B -sind-e ¥
ap

e Bemerkungen:

— Woher kommt E;? Unschérferelation

— Klassisch: Kreisbahn bei maximalem Drehimpuls, d.h. £ = n—1. Die Funktion R,, ,,—1(r)
hat Maximum bei 7, = n* - ap (Bohrsches Modell)

— Wellenpaket aus mehreren Eigenfunktionen mit n = ng >> 1 und £ =n - 1,m = £ folgt
Kepler-Orbit mit richtiger Frequenz. Wellenpaket zerfliet aber nach wenigen Umléufen.

— Entartung = Linearkombination von Eigenfunktionen ist auch Eigenfunktion = P,—, P,—, P,-
Orbitale, sp?>-Hybridisierung

5.3 Spin
5.3.1 Elektron im Magnetfeld

(1). klassisch:

He Lt (5o A1) +e-a(0)

2m
mit B=V x A, A Vektorpotential
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(ii). quanten-mechanisch (Ortsdarstellung):

1 (h- R
H:—-(f e A(r,t)) e B(F,1)
2m \1
2 . L 2
:—h—A+z-ﬂ(§A+AV)+ By LR

2 2m

——

=:I:Idiamagn

Wegen VA =0 (Coulomb-Eichung) gilt
V(Ap) = VA + AVip = AV

Fiir konstantes Magnetfeld (in Coulomb-Eichung): A = -3 (F x B). Dann folgt:

N h? N .
H-= _7A+HBahn+Hdiamagn+e'q)
2m
mit
- “h oo h -
HBahn = ’LLAV = —ZL(F X B)V
2m 2m
e-h L. = e = =
=1—“(FxV)B=-—L-B
z2m(r><v) 2m
e-h L - L - B,
-2 . B=—un-—.B=-0i-B
om h H“B Y o
KB =il

wp heiBt Bohrsches Magneton, L Bahndrehimpuls. Experimente:

e Zeeman-Effekt: Atom in konstantem Magnetfeld = Aufspaltung der Energie in 2¢ + 1
Drehimpulszustinde um pp-B-m mit m = —£,...,¢. Aber: Auch Aufspaltung in gerade
Anzahl! Ist ¢ halbzahlig? Widerspruch!

e Stern-Gerlach-Versuch (1922):

0B,
0z
Ablenkung = Messung von L,, d.h. mh mit m = —£,... £. Aber: Silber-Atom (¢ = 0)

werden zweifach aufgespalten. Wieso? , Erklarung®“: Elementarteilchen haben intrinsi-
sche Eigenschaft, genannt Spin. Magnetisches Moment:

F=—?H13ahn=?(ﬁ~§):uz- ‘.

fs==g-Hp" fir, = =i -

> U
>t

Postulate fiir Spinoperator S:
(1) S ist ein Drehimpuls
[Sz, Sy =1hS, [Sy,S:]=1hS; [S:,5z] =1hS,
mit
S5%|s,m)=s-(s+1)h%|s,m)

S, |s,m)=mh-|s,m)

(2) Jedes Element hat genau einen Wert von S (bisher 0, ..., bekannt). s = 3: Elektron,
Proton, Neutron

(3) Spin-Zustandsraum &g hat Dimension 2s + 1. Zustandsraum ¢ = ¢z ® £,. Vollstéandiger
Satz kommutierender Observablen, z.B. X,Y, Z, S,.
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Bemerkungen:
e Spin-Statistik-Theorem (QFT):
halbzahliger Spin <> Fermionen (antisymmetrisch)

ganzzahliger Spin <> Bosonen (symmetrisch)

e g ist gyromagnetischer Faktor. Elektron:

o
=21+ —+...
g ( 27 )

e Es gibt kein klassisches Analogon.

e Quantenmechanik-Postulate kénnen allein aus der Analyse von SG-Experimenten mo-
tiviert werden.

(1) Wiederholung der Messung bringt gleiches Ergebnis
[+>2 71 [+>2
L=

> .

(2) Messergebnisse sind Eigenwerte von S,,. Wahrscheinlichkeit aus |, (£[+) |?

[+>x

|+>2
——{x]
[->x
|->z .

(3) Si-Messung éndert Zustand. Messungen nicht vertauschbar, [S,, S, ] # 0.

|+> |+>X |+>2
- z |->x |->
|->2 .
5.3.2 Spin %
1 1
S==—=>m=x+—
2 2
d.h. es liegt ein 2-dimensionaler Zustandsraum vor. Definiere
11 1 1
+) ==, = ==, —=
+) ‘2’2) =) ‘2’ 2)
dann gilt
3 1
5% |£) = ih2 -|x) S, ) = i§h|:{:)

e Orthonormierung;:
(+) = (-1+) =0 (+4) = (1) =1
e Vollsténdigkeit:
) (H+ =) (== 1
e beliebiger Zustand:
X) = co-[+) + e ]-)
mit |cy|? +]c_|* = 1 (Normierungsbedingung) oder

Ix) = COS(Q) e |+ +sin(€) e’
2 2
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e Spindarstellung:

d.h. insbesondere

e Matrixdarstellung der Operatoren S, Sy, S, S2.8,,5_:

2, <+|52|+> (+|52|_> _§ 2.
- () ()

h (1 0
st (3 0)
Seﬁa

2

e Definition: Pauli-Matrizen ¢ = (0,0,0,) mit

0 1 0 — 1 0
9 =\1 0o b=\, o0 %= \o -1

e Kigenschaften der Pauli-Matrizen:

i). 02=02=02=1
T Yy z

(ii). 050y =10, (und entsprechende zyklische Vertauschung). Es folgt 0, -0y + 0y -0, =0
und [04,04] = 210,.

i). spog =spo, =spo, =0

(iv). detoy =detoy =deto, = -1
). Jede 2 x 2-Matrix ist Linearkombination der 3 Pauli-Matrizen und der Einheitsmatrix 1
)

. Es gilt fiir a,be (C?)3 B R B
(6a)(ob) =ab+15(a xb)

e Zustandsraum des Elektrons:
(=G®(s
Basiszustédnde:
7) ®|+) 7y e|-)

fiir 7 € R3, |+) Eigenzustinde von S.. [¢) € (:

— Produktzustand (z.B. Atom vor Stern-Gerlach-Versuch)
[¥) = lp) ® (cx[+) + - |-))
— verschrinkter Zustand (z.B. nach Stern-Gerlach-Versuch)
[¥)) = ¢ [Poben) @ |+) + - [Punten) ® |-)

e Orts- und Spindarstellung:

Spinor:
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5.4

(ii).

Normierung;:
L= [l O + - (D dr
Ortsdichte ohne Beriicksichtigung von Spin: [, (#)|? + [o_ (7)[?

Spinmessung ohne Beriicksichtigung von Ort: [ |1, (7)|* d®r ist die Wahrscheinlichkeit fiir
Messung von +.

Gesamtes magnetisches Moment:
L : g L .
ji=jip +jis = -"2 (L +28) =—uB-(h+a)

Elektron im konstanten Magnetfeld:

o L S ~ N
I{:"'/J'B'(h4'6')'B+I{diamagn"'e'(I> Zh%W):HW)

Pauli-Gleichung (1927):

o (vi(F )\ _((-P*y pB-L-B . 10 5.8 (V00
m'at(w-(f,t) 2t FHammem e @ Jrus T Bl Gy
Bemerkungen:

— Sei B=B-é,. Dann

B (1 0
U~B—0Z-Bz-(0 _1)~BZ

d.h. Entkopplung der Gleichungen.

Grenzfall der Dirac-Gleichung

Zu jedem Orbital zwei Zusténde (positiver und negativer Spin)
— Spin-Bahn-Kopplung als weiterer relativistischer Effekt (— Feinstruktur)

— Kernspintomographie

Addition von Drehimpulsen

. klassisch: Gesamtdrehimpuls von N Teilchen:

o

I
M=
o
Int

I

!l

x
=

Erhaltungsgrofien? Héngt von H ab.

e keine #uBeren Krifte: £ Erhaltungsgrofie

e bei Wechselwirkung: innere Kriifte, also £; keine Erhaltungsgrofen.
quantenmechanisch:

Beispiel: Ein Teilchen im Zentralpotential mit Bahndrehimpuls L und Spin S. Spin-Bahn-
Kopplung (relativistische Korrektur aus Dirac-Gleichung):

H = Hy+ Hsp Hsg=€&(r)-L-S
Erhaltungsgrofien?

[L.,H]=[L,,Hsg] =&(r) - [Ls,LySy + LySy + LS. ]
=&(r)-1h-(LySy — LaSy) #0
[S.,H]=...=&(r)-1h-(-=LySy + L, Sy)
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d.h. weder L noch S sind Erhaltungsgrofien. Definiere Gesamtdrehimpuls J := L + S, dann
[J.,H]=[L,+S,,H]=0

also J Erhaltungsgrofie. Man kann zeigen: [L?, H] = [S?, H] = 0.

Allgemeine Fragestellung: Drehimpuls jl, jg gegeben mit [jl, j2] =0, dann bilden J12, J22, J1z, J2s

einen Satz kommutierender Observablen mit gemeinsamen Eigenzusténden |j1, j2, m1,m2).

H enthalte einen Wechselwirkungsterm, dann [Jl, H]#0,[Jo, H] # 0, d.h. Jy, J; sind keine
Erhaltungsgréfien. Gesamtdrehimpuls J = Jy+ Js (ist Drehimpuls!) kann Erhaltungsgrofie
sein, zum Beispiel fiir Hww = Jl J2

Neuer Satz von Observablen ist vorteilhaft. Welche Observablen kommutieren mit J 2.7
Aus [Jy,JE] = [Jo, J2] = 0 folgt [J, J2] = 0, daher

[J..J:]=[J% J;]=0

Analog fiir J2. Somit sind J?,J,,J,J7 kommutierende Observablen. Wihle neue Basis
|j7m7.j17j2>' Ziele:
(i). Gegeben ji,ja. Welche Werte j treten auf? Welche Werte m treten auf?

(ii). Verbindung neue Basis zu alter Basis

Eigenwerte von J,: Aus J, = Jy, + Jo, folgt

J. i1, j2, mi,ma) = - (mq +ma)-|j1, j2, m1, ma)
—_——
m

Wegen my € {-j1,...,j1} und ma € {-ja,...,jo} gilt also m € {=(j1 + j2),...,J1 + j2} mit
Entartung.

Beispiel: j; = 2,75 =1, dann -3 <m < 3,

(M (2) (3) (3) (3)

Zahl der Zusténde: (271 + 1) - (2j2 + 1), maximaler Entartungsgrad: min{2j; + 1,2j5 + 1}

Eigenwerte von J?: Maximalwert von m = mj + mso ist J1 + j2, daher Maximalwert von
J =71+ j2. Also (2§ + 1) Zustiinde. Weitere Werte von j:

J=j1+j2-1 = 2-(j1 +j2 — 1) + 1 Zustéinde
=|j1 - Jo| = 2|71 — jo| + 1 Zusténde
Offenbar gilt:
Jitj2
> (2j+1)=(2j1+1)(2j2+1)
j=lj1-jz|

(Dimensionsargument!) Zerlegung in Unterrdume

€(J1,72) =e(f1 +J2) ®c(j1 +j2 - 1) ® ... ® (|1 — j2l)
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e Eigenzustinde von J2,.J, zu festem jy, jo:

J2 J1
lom, g, g2y = Y, > it de.ma,me) (ji, j2, ma, meli, m, g1, j2)
S ma=—jomi=-j1
[7,m) Clebsch-Gordan-Koeffizienten

e Eigenschaften der Clebsch-Gordan-Koeffizienten:
(i). von Null verschieden fiir m = mq + mo, |71 — jo| < j < j1 + Jo-
(ii). reell (durch Wahl der Phase)
(iil). j =1 + jo:
(1) m=y:
1+ 2. m =i+ j2) = i1, J2, ma = ji,m2 = j2)

(2) m =j - 1: Erinnerung;:

J_ljymy=h-\/j-(G+1)-m-(m-1)-]j,m-1)
Daher:

J_|g1 + g2, g1 + J2)
=h-\/(j1 +J2) - (1 +J2 + 1) = (i + o) - (1 + jo — 1) [j1 + jo, j1 + jo — 1)

2:(j1+7j2)
! o
= (Jio + J22) |71, 92, 51, J2)

= h ( V 2J1 : |j17j2aj1 - 17j2) + \/2j2 . |j1,j27j1’j2 — 1))

. J1 L . J2 .
= |1 +j2. g1 +J2 = 1) =\ [ =i, J2, i - Lje) +\ [ ——— i1, 2, J1, 2 — 1)
J1t 2 J1t 72

(3) Analog fiir m < j — 1 durch wiederholte Anwendung von J_ bis m = —j.

i1 + J2. = (1 + j2)) = i1, J2, =1, —Jj2)
(iv). j=j1+j2-1:
(1) m=jy:
lj1 +j2 = 1,51 +j2 = 1) = |41, j2, J1 = 1, j2) + B+ |jn, 2, ja, jo — 1)
Bestimme «, § aus der Orthonormalitét zu |j; + j2.71 + jo — 1) und Normierung.

e Beispiel: Zwei Spin %—Teilchen, dann vier Eigenzustinde von S7, 82, S ., 5o, nimlich |%7 %, :t%, :I:%)
Kurzschreibweise: [++),|+-),|-+),|——).

ma
e 1 .
2
T T g
2 2
° -1 »
2
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Gesamtspin S = S + Sy. Eigenzustiinde 52, S, 5%, 53

Fiir s = 1: Triplet (symmetrisch unter Vertauschung), fiir s = 0: Singulett (antisymmetrisch

unter Vertauschung).

[1,1) = [++)
1,0) = %-m—w —+))
1,-1) = )
1

10,0) = ﬁ'(lJr—)— =+)
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6.1

Bilder der Quantentheorie

Zeitentwicklungsoperator

[b(t)) = U(t,to) [ (to))

Eigenschaften:

(ix).

. U ist linear (folgt aus Linearitédt der Schrédinger-Gleichung)
i). U(tg,to) =1

Schrodinger-Gleichung;:
oh - %(U(t,to) [¥(t0))) = H(t)(U(t,to) |9 (to)))
:zh-%U(t,to)zH(t)U(t,to) (*)

da |¢(to)) beliebig.

. Integralgleichung zu (*):

Ut to) =1 - % [:H(S)U(s,tg) ds

LU EU ") = U(t, ")

. U(tn,tl) = U(tn,tn_l) ‘e .U(tg,tg)U(tQ,tl) mit tl,. . ,tn beheblg

Fiir " =t in (v):
Ut,U{ t)=1=U(t',t)=U(t,t')"

infinitesimaler Zeitentwicklungsoperator:
ARe(0)) = [ (t+ dt)) = [(0) E ~H |6 (1)) dt
= lo(t+de) = (1= LH(®) dt) [0(D)

——
U (t+dt,t)

Unitaritit (A* = A71):

Ut(t+dt,t) =1+~ H*(t) dt
hw—/
H(t)

S U (b4 dt YU (t+dt 1) =1+ %HQ(t) (@12 =1+ 0(dt?)
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also U(t + dt) unitér und somit U(¢,t") unitdr. Mathematisch nicht korrekt. Sondern: H ist
unitdr dquivalent zu einem zeitunabhdngigen Operator (Schrédinger-Bild). In dieser Darstel-

lung hat U den FErzeuger —%H, welcher schief-selbstadjungiert ist. Das heifst U ist unitar,
denn das Spektrum ist eine Teilmenge von e'®.

Normerhaltung:

(WO(®)) = ()T (¢t to)U(t, to) (1)) = (¥ (to) | (to)) = 1

Eigenwerte:

Uly) =u-li) = (Yl) = (YUTULp) = [uf* - (¥]¢))
also |u|? =1, d.h. u = e*? fiir peR.

(x). ,Losung® der Differentialgleichung bei (iii)

Ul(t,tg) = exp (—% [tot H(s) ds)

ist falsch, da £ef'() £ 2L oF() (nur gleich, falls F(t), 2 vertauschen).
. [t
U(t,to) =T exp (—f / H(s) ds)
h Ji
= exp (—%H(t —dt) dt) e exp (—%H(to +dt) dt) - exp (—%H(to) dt)
wobei T Zeit-Ordnungs-Operator. Sei H(t) = H zeitunabhiingig. Dann
Ul(t,to) = exp (—% (t- to)H)

falls H beschrinkt ist. (Sonst: Yosida-Approximation)

6.2 Schrédinger-Bild

Entspricht bisherigem, d.h.
e Zustinde sind zeitabhingig |¢s(t)) = U(¢,t0) [¢(to))
e Operatoren sind meist zeitunabhéingig (Ort, Impuls,...)

o Zeitentwicklung durch Schrodinger-Gleichung beschrieben:

0
vhe = [s(0) = Ha [ (1))

6.3 Heisenberg-Bild

Definitionen:

e Zustidnde zeitunabhéngig
[} = U (t,t0) [s (1)) = U™ (t,t0)U (L, to) [s(to)) = [¥s(t0))
e Operatoren sind zeitabhéngig

A (t) =U"(t,t0)As(D)U(t,t0)

Folgerungen:

67

von Roland Ketzmerick, Technische Universitdt Dresden, Sommersemester 2011

“Quantentheorie |”

Vorlesung:



(i). Eigenwerte sind bildunabhingig: U* AU = U~' AU, d.h. Ahnlichkeits-Transformation. Andert

(ii).

(ii).

6.4

Eigenwert nicht.

Erwartungswerte bildunabhéngig:

(¢s(t)|As(t)|ws(t)> = <ws(t0)|U+(t7tO)As(t)U(tvt0)|ws(t0))
= (YulAn()Yn)

Vertauschungsrelationen bildunabhéingig:
[A87Bs] =Cs <& [AHvBH] =CH
Beweis:

[An, By] = (UtAU)(U*B,U) - (U*B,U) (U AU)
=U"A,B,U - U"B,AU =U*[A,, B,]U = c

——
Cs

. Zeitentwicklung (Heisenberg-Bewegungs-Gleichung):

o A (0) = (A0, a0 o (40))
Beweis:

zh-%AH(t) _ zh(%U*(t,to)) As(t)U(t,tO)+zh~U+(t,t0)As(t)(%U(t,to))Jr

—_———— ———
GJ(:””—U*(t,to)Hs(t) H,(t)U(t,to)

VAU (1, 1) (%As(t)) Ut to)

U (1) Hy ()AL (D) U (£, 10) + U™ (1, o) As () LHL (DU (£ 10) + 1 (%AS)H

~[An (0. Hu(®)] + 20 54.0)

Wechselwirkungs-Bild/Dirac-Bild

Sei H = Hy + V (t) mit Hy zeitunabhéingig und wohlbekannt.

Zusténde:
Ww(t)) = Ug(tto)  [s(t)) =Ug (¢ t0)U(t, to) [¥s(to))
—_— ——
6i1exp(%(t—t0)H0) [Ya (t0))
Operatoren:
Aw(t) = Ug(tatO)As(t)UO(tatO)
Zeitentwicklung:

(i). Zusténde:
0
vhe o W (8) = Vi (1) [u (1))
Beweis:
b2 ) —(m-iH Up +ULH (t))1|z/) (t))
ot w - A oYo 0ils s

Ugl (1)
= Vo (8) [u (1))
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(ii). Operatoren:
d d
- — Ay (t) = [Aw(t), H | = A
e A (0) = [Au(0), Hol +oh- (£ A0)
Beweis: Analog.

Zeitentwicklung von Zustéinden durch Storung V' (t), von Operatoren durch zeitunabhiingiges
Hy

e Bemerkungen:

— V =0 = Heisenberg-Bild, Hy = 0 = Schriédinger-Bild
— Wichtig fiir zeitabhéingige Storungstheorie

— Alle Bilder liefern gleiche Vorhersagen fiir Messergebnisse.
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Quantenmechanische Naherungsvertahren

e Motivation: Eigenwertproblem von H nur fiir wenige Systeme analytisch losbar (z.B. Har-
monischer Oszillator, Wasserstoff-Atom nicht-relativistisch)

e Beispiele:
(i). Variationsprinzip
(i)

). zeitunabhéngige Stérungstheorie, entartet und nicht-entartet
ii). zeitabhingige Storungstheorie
)

)

—~
S e

WKB-Theorie (Semiklassik)
Born’sche Niherung (Streuprobleme) — QT 1T

(iv).

(v).

7.1 Variationsprinzip

o Ziel: Bestimmung der Grundzustandsenergie

e Sei |¢h) beliebig. Es gilt
(V[H]¢)
H)y=—"F""2>E
=gy >

Beweis: Sei H |n) = E,, |n) mit n € Ny, Eg < Fy <.... Dann |¢) =3, ¢, - |n), also
(1/)|1/J) = Z <m|5m Cn|n> = Z |Cn|2

n,meNg neNg
(YIHWp) = 3, Amfem - En-caln) = ) Icn|2~En2( >, |Cn|2)'EO
n,meNg neNg neNg

e Ritzsches Variationsverfahren:

(i). ,Rate* Zustand | («, 8,...))

(ii). Berechne (H) («, 3,...), minimiere durch Variation der Parameter «, 3,.... Dann Mini-
mum (H ) (@min, Bmin, - - -) obere Schranke fiir Ey.

e Beispiel: Potentialtopf. Exakte Losung:

1 . 2.2
(x|0):—~cos(g) EO:Q
Va 2a 8m - a?

Wihle Ansatz (z|¢) = a® - |2|%, dann

(H) (a) o (a+1)-(2a+1)

(2a-1)
1+6
= Opin = T
5+2-V6
= <H) (amin) = T 'EO
~1,003
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7.2 Zeitunabhdngige Storungstheorie

e Sei H zeitunabhiingig. Gesucht: Stationidre Losung H |n) = E,, - |n).

e Sei H = Hy + W mit Hy gelost, d.h. Hy|n(?) = E,(LO) [n(®), und W ,klein“. Untersuche
H(\):=Hy+A-W,dann fiir A\ > 0: H(A\) > Hy und fiir A\=1: H(1) = Hy + W.

e Potenzreihenentwicklung von E,,, |n) nach A:

E,(\)=EQ +X-BEM 422 E@ 4+ = Y AR
keNg

[n) (A) = [n©) + - [nDYy £ A% [n @) 4 = IPLE In(F)
keNg

7.2.1 Nicht-entarteter Fall

(H0+>\'W)(Z )\k-|n(k))):(z Ak.ET(Lk)).(Z )\k.|n(k)))

keNg keNg keNg

Sei (nOm(0) = §,,,,,. Koeffizienten-Vergleich:

A0 Hy [n(0) = EO) (0))
AL Ho [n®) + W n(@) = EO L n(My £ ED L p(0)

< (Ho - E) [nW) + (W - E)[n?) =0 (1)
A2 Ho[n®) + W n®D) = EO [n®) + ED [y 4+ B [0
< (Hy = EL) n®) + (W = ED) ) = ED |n ) @

Normierung von |n):

1=(n|n) = ( 3 PL <n(k)|)( D AR |n(k)>)

keNg keNg
- <n(0)‘n(0)> - ((n(0)|n(1)> n (n(1)|n(0)>) 2. ((n(2)|n(0)) i (n(1)|n(1)> i (n(0)|n(2)>) +... (3)
| —
1 1 !
0 =0

Es sei (n(9|n) € R, dann folgt

R > (nOn) = (0O @)+ A - (nOnMy 4 X2 (nOp@y 4
—~— —~—

1 eR , eR ,
eR eR
In (3) gilt somit:
AL (n(1)|n(0)) + (n(0)|n(1)) =0 = (n(1)|n(0)) =0 (4)

(i). 1. Ordnung: Bestimme (n(®|(1)):

(1O |Ho = B ) + O - EO ) =0

0

= EWY = (nO[wn®)
= E,(\) = EQ + X (nOwW[n®) + 0(\?)
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Berechne (m(?|(1)) fiir m # n:

(mO1H = ELIn®) + (mOW - ED[n®) =0
= (EQ = EO) (m D) + (O W ®) =0
0 0
EY - ER

Mit (4) folgt:

(m(0)|W|n(0))

N (s)) . 0y, 2

m#n
Bemerkungen:

e Korrektur von [n(?)) zu |n) ist ,,geniigend klein, wenn (m(9|W|n(1)) klein gegen EY -
EY.
e Bei Entartung versagt dieses Verfahren (E,(LO) = E,(,? )).

(ii). 2. Ordnung: Bestimme (n(?|(2)), dann

(Ol uMONE
m n
En(\) = EQ 4 X (nOWn®) + 22. z#j { E(Ol_;(o)” +O(\%)

7.2.2 Entarteter Fall

e Motivation: Entartete Niveaus des Wasserstoff-Atoms unter Beriicksichtigung relativistischer
Korrekturen.

e Statt [n(?) jetzt Basis zu Unterraum (|n§0))), d.h. H|n§0)) =" |n§0)) mit ¢ = 1,...,gn.

Ansatz:
g’Vl

ch 50) Z)\k.m(k))

keN

=n{”)

mit unbekannten c;.

e Berechne (n§0)|(1)):

(. |Ho = B D) + (07w - B ) =0

0

= (W) = BO - (0 |n”)

9k
=2 2 W) (57 ) = B (0 n )

k i=1 —_—
=0(k#n)
Z (W) (0 10) = BE - (o n )
: j N————
_WLJ =:icj Ci

:,ZW” ¢ = E“)

also g, Eigenwerte.
Eaj(\) = EQ + 1B+ 0(0?)

e Bemerkung: Diagonalisierung von W im Unterraum der |n§o)) ist leichter als im gesamten
Zustandsraum.
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7.3

Zeitabhingige Storungstheorie

zeitunabhéngiges System Hy: Hy |¢on) = En - |@n). Anfangszustand [¢(0)) = |om ), also

7

0(0) = exp (=1 B -t) o)

zeitabhingige Storung: H(t) = Ho+V (t) mit V(t) = 0 fiir ¢ < 0, d.h. es gibt keine stationiren
Zusténde fiir H(t).
Bemerkungen:

— Man kann zu jedem festen ¢ fiir H(t) Eigenzustinde finden:

H(t) |‘Pn7t> =En;:- |<Pn,t>

Im Allgemeinen sagt das nichts iiber die Zeitentwicklung von |¢)(¢)) aus. Ausnahme:
V(t) sehr ,langsam“ (- Quanten-Adiabotizitét, Born 1926).

— Falls V periodisch, d.h. V(t) = V(¢ +T): Flognet-Theorie, betrachte Eigenzustinde von
U(t + T‘7 t())

Allgemeines [¢(t))? Schrodinger-Gleichung

- % (1)) = (Ho + V(1)) [6(t))

mit Anfangsbedingung [¢(0)) = |¢.,), also existiert eindeutige Losung. Ist jedoch generell
nicht analytisch l6sbar.

Interessante Aussagen iiber [¢)(1)):
— Wieviel bleibt im Ausgangszustand, d.h. wie grof ist | (@, [v(¢))]??
— Mit welcher Wahrscheinlichkeit gibt es einen Ubergang in anderen Zustand n?

Py (8) = [{pnlip (1)) [
Im Allgemeinen nur im Grenzfall , kleiner* Stérung V(t).
Wahle Wechselwirkungsbild mit ¢g = 0:

|¢w(t)) = Ua—(t7 0) |"/}s(t)>

Vi = Ug (£,0) V(t) Up(t,0)
—— —
E%Hot e—%HOt

0
= the o () = Vi () [ (1))
Integralgleichung;:
1 rt
() = () + — [ V() () at
(iteratives Einsetzungsverfahren) Reihen-Entwicklung (von Neumann-Reihe):

a0 = (10 o [ s s [var V@i o)

Beschrankung auf 1. Ordnung:

wu® = (1+ 5 [ Val)at') [pu()
[¥5(0))=lm)
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Dabher:

2

Pocen(®) = [ (altrs () F = (0 on)

exp (—%Hot) (1 + % f Vo () dt')
2

—iB, L[
eHEt— [ lVi(®)len)
—
(PnlUS (#,0)V () To (#/,0)lpm)

2 1 t 7 ’ 7 ’
o T e e T e
7 0

n#:m

2

1 t 3 ’ 2
=55 | A palv ()l
0
1 t . 2
— ﬁ . f eiwnmt . Vnm(t,) dt’
0
mit
En - Em
Wpm == ——F Vim = (‘pn|V(t)|90m>

h

e Bemerkung: Falls Matrixelement Vj,,,, (t) = 0: kein Ubergang von m nach n (in 1.0rdnung) =
Auswahlregel; aber eventuell in hoherer Ordnung

e Beispiele:

ezwnmt -1 2

(i). Konstante Storung V (¢) =V - O(t):
Vauml®

. ftezwnmt' dt,
h?2 0

. 2
_ [V _(Sm(wnm : é))

*_ Vol

Pm—»n(t) = h,2

1 Wnm

h2 Wnm
[ —
=276 (Wi ) (t—>00)

Endliches t: Ubergang mit E,,— E,), o @ Wabhrscheinlichkeit. Fiir t - co nur Uberginge

mit E,, = E,, (zwischen entarteten Zustéinden),

s
Ubergangsrate:
d Vnm 2
T = % m—m(t) = % 27 - 6(En - Em)
Bemerkung;:

- E,+E,=>1=0,FE,=FE, =T=0 (P, ~t). Grund: 1. Ordnung Stérungstheorie
(trotzdem niitzlich)
Losung: Betrachte Ubergang in ein Kontinuum von Endzustéinden (d.h. |, ) kontinu-
ierlich).
— a-Zerfall: Kontinuum an Endzusténden |[m)

— spontane Emission eines Photons mit kontinuierlicher Frequenz
—®—— m

~—» Ry
n —_—

— Streuung: [m) = einfallende ebene Welle etFF [n) 2 ausfallende ebene Welle R R
ist kontinuierlich verteilt.
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(iii).

Da es unendlich viele Zusténde |¢,,) gibt, gilt T',,—, = 0, d.h. Integral {iber Energiebereich
sinnvoll,

r=S'r,, .., f E)-T,, ., (E)dE
Sl = [, oE) T ()

Hier: 5
T
D= (alVim) - o B)

Fermis goldene Regel (von Pauli hergeleitet): E, ~ E,,. o(E) heifit Zustandsdichte,
o(E) dFE ist Anzahl der Zusténde in [E, F + dF]

. Periodische Stérung V (t) = O(t) - V('™ +e™*""):

P () = Vi |? . [t ot Wam )t | 1 (Wam=w)t gy 2
) |Vnm|2 . et (Wnm+w)t _ | N ot (Wnm=w)t _ | 2
h2? 1 (Wpm + W) 2 (Whm — W)
_ |Vnm|2 e (Wnm+w)t sin ((wnm + w)%)
B nmt
e tngptts

. t 2
ey (G = 0)8)

T2
t - oo: Vernachlissige Differenz
Pon(t) = [V 2mh-t-(0(Ey — (B —hw)) +0(E, — (Ep + hw)))
A2
Coon = %ﬂ (nVIm) [? - (§(En, = (B — hw)) + 6(Ey = (B + hw)))
Kontinuum:
I= 2% ([{n, Emp = hw|VIm) [ - o( By, — hw) + | (n, Eny + hw|V|m) |* - o( By, + hw))

m —_—m
"~ Ru AU~ »
_ N n
Frequenz w der Stérung = Anregungsenergie w,,, des ungestérten Systems (Reso-

nanzphéinomen). Bemerkung zur Giiltigkeit der 1. Ordnung Stérungstheorie:
2
— notwendiges Kriterium: P,,_,(t) <1 < % t?2 <1, also t < IV%hI’ d.h. fiir nicht
zu lange Zeiten.

— hinreichendes Kriterium: Terme hoherer Ordnung der von-der-Neumann-Reihe miissen
vernachlassigbar sein.

Wechselwirkung eines atomaren Elektrons mit einer elektromagnetischen Welle

H=o(p-a- A(RD) +V(R) - L B(R.1,8)

2m
1 - .
Hy=—P?*+V(R)
2m
Ansatz: o
A(R,t) = Ag - (e"FV" 1) &, + he
Niherung e**¥ ~ 1. Elektrische Dipol-Wechselwirkung:

3>
N

E
4 =0 -sin(wt) - p, [2,Ho]=1h-—=
w

VbE ~
= Vom = <<Pn|Z|§0m>

mit Z =7-cosd = %’T - Y2 (9). Vi # 0 » Auswahlregeln: 6/ = +1, Am = +1,0.
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7.4 WKB-Naherung

e Wentzel, Kramers, Brilloun (1926)

¢ Quantenmechanik im Grenzfall kleiner de-Broglie-Wellenlénge im Vergleich zur Systemgrofie
— semiklassischer Fall

e Schrodinger-Gleichung (zeitunabhéngig) in Ortsdarstellung (1d):

(—ha ; wm)w(:c) - B-4()

2m Ox?

e Spezialfall: V(z) = const., dann
E>V:¢(®"):6Xp(ﬂ'w) E<V:¢($)=exp(i|p|'x)

h h
mit p=+/2m-(E-V).
o(2)

e Allgemein: Ansatz ¢(x) =e* & , dann

o(z)

—_—— (0'(z) - exp (z cr(hx))) +(V(z)-FE)-e" *» =0

2m h Ox
o @)? b . (@)
= o o O @ =E-V@) =0
= o'(2)? = 1h-o"(2) = p(x) (1)

Potenzreihenansatz:

o(2) = ¥ 0,(a)- (h)

Jj=0

Niherungslosung fiir (1):

(i). 0. Ordnung: o(z) = gg(x). Vernachlissige Term mit h:
oh(2)? = pH(x) = oo(w) =+ [ p(t)dt
(ii). 1. Ordnung: o(z) = oo(z) + %01(33), in (1):

Ty 42 R (a) -0l () - -4 (@) - o (@) + 2ol (@) = ()
—_—— ?
p?(x)

Vernachlissige Terme der Ordnung h?:

2
“h-oj(z)-oy(x)—1h-oy(x) =0
1

= 20((z)-oy(z) + 0oy (x) =0
log(z) _ 1p'()

Z = @) T 2 )

1
= o1(x) = _ilnp(m) +c
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Bereiche:

A

&l 00) e ]
E<V(z):¢(z)= |])C;x)| .exp(% /x|]9(t)|dt)+ \/|pD(_$)|-exp(—:l fx|p(t)|dt)

e Bemerkungen:

E>V(z):¢(x)=

— Fiir p(z) = const. entspricht dies obigen Losungen.

— Es gilt [y(2)]? o< p(lz), d.h. je groBer der Impuls bzw. Geschwindigkeit, desto kleiner ist

die Aufenthalts-Wahrscheinlichkeit (entspricht klassischem Fall)
— Giiltigkeit der Naherung: De-Broglie-Wellenlédnge A\ = W};) darf sich innerhalb einer
Wellenléinge nur wenig #ndern: -\ << 1. Niherung ungiiltig fiir p(z) - 0, d.h. bei

dx

V(z) ~ E (= klassischer Umkehrpunkt).
7.4.1 Verhalten am Umkehrpunkt

Lineare Néherung von V(z) um Umkehrpunkt = exakte Losung mit Airy-Funktion Ai(x), dann
richtige Verbindung der WKB-Losung:

C 1 [e
E<V(x):7-exp(—ff |p(t)|dt) exp. Abfall
2-VIp(@)| h Jo

C 1 r= ™
E : : - t)dt - — illati
>V(x) \/m cos ( 5 fo p(t) 4) Oszillation

7.4.2 Gebundene Zustinde

V(x) 4

wibir(e) = = cos(3 [ pyae-=)

=ip1(z)

b ™
bt (z) = e ~cos(;;[£ p(t)dt—4)

=:po(x)

B

Miissen in Bereich II gleich sein. Damit D = +C, d.h. p1(z) = +p2(z) + n -7 fiir n € Z.

+::L(fazp(t)dt—'/;bp(t)dt):n-ﬂ'

[P p(t) di- [P p(t)dt

—:;L-(/;bp(t)dt—g):n-ﬁ

|
¢ p(t)dt
1
:>¢p(x)dx:(n+§)-h (n e Np)
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+ entfallt, da Integral von x abhéngt.

Bemerkungen:

e Bohr-Sommerfeld (alte Quantentheorie) korrigiert um %

e jedem quanten-mechanischen Zustand = Flache A im Phasenraum
e F,,1-FE,=AF-= —#E) mit 7 als klassische Periodendauer.
Beispiel:
(i). Harmonischer Oszillator:

2
P 1 2F,
%+§mw-x2:En:>xn: m-;2 pn=V2m-E,

Flache der Ellipse im Phasenraum:

2F, 1
ﬁ]gp(a:)d:c:w-xn-pn: Wé(njuf).h
w

1
:>En:(n+§)~hw

Exakte Losung!

Bemerkung: Fiir allgemeine V' (z) ist WKB gute Néherung.
7.4.3 Tunnel durch Potentialbarriere

o Beispiel: symmetrische Doppelmulde
YL —Yr

YL +Yr " _
\/5 asym \/5

q/szm =

Tunnelaufspaltung:

hw 1 b
AE—W-eXp(—h-/; |p(x)|dx)

Tunnelperiode 7 = fhE' Transmission o< exp (—% fabp(:c) d:c), Tunnelrate I' oc exp (—% [ab p(x) dx).
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8.1

8.2

Verschrankung, Indeterminismus, Nichtlokalitat

Verschriankung

Einfachstes Beispiel: Zwei Spin %—Teilchen. Beliebiger Zustand von Teilchen 1 und Teilchen
2:

[1) = cr1l+) +e2l-) een [2) = cs|+) +cal-) €2
Produktzustand in e ® €9:
lo) = [11) ® [12) = |th1,92) = creg - [++) + crca - [+=) + cacs - |—+) + c2 - ca|-—)
Ist Spin-Singulett-Zustand % -([+-) = |-+)) ein Produktzustand? Bestimme c;:

1 1
o= ———
V2 e
Nicht 18sbar, d.h. kein Produktzustand. Produktzustinde |p) = |¢)1) ® |1)2) beschreiben nur
einen Teil der Zusténde in €1 ® &5.

C1'C3:0 C2'C4:0 C1-Cq =

Beliebiger Zustand
o) = al++) + Bl+=) +y[=+) +6]--)

ist im Allgemeinen kein Produktzustand.

Definition: Ein verschrinkter Zustand ist ein Zustand, der nicht als Produktzustand schreib-
bar ist.

Definition: Ein Zustand heifit maximal verschriankt, wenn aus dem Messergebnis fiir ein
Teilchen zwingend das Messergebnis fiir das andere Teilchen folgt. Beispiel: Spin-Singulett-
Zustand.

Indeterminismus, Nichtlokalitat

Paar verschrankter Teilchen entferne sich auf makroskopische Distanz. Strikte Korrelation
der Messergebnisse unabhéingig von Entfernung — Nichtlokalitit der Quantentheorie

War der Zustand des Systems statt durch Superposition |[+-) + |-+) in ,, Wirklichkeit“ durch
|[+-) oder |-+) vorher festgelegt? Quantentheorie: Nein! (= Indeterminismus der Quanten-
theorie) Erst Messung legt das Ergebnis fest.

Schrodinger-Katze: |kein Zerfall, Katze lebt) + |Zerfall, Katze tot)

Theorie der verborgenen Parameter (mit lokalen Redismus, Einstein): Zustand des Systems

[

wird durch weitere Parameter eindeutig determiniert. ,, Verborgen* = nicht direkt messbar.
Gibt es unterschiedliche Vorhersagen fiir Experimente? Ja!

(i). Bell’sche Ungleichung macht statistische Aussage fiir Zwei-Teilchen-Systeme
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(ii). GHZ-Zustand fiir 3-Teilchen-Systeme (1 Messung geniigt)

Experiment: Quantentheorie ist richtig. Indeterminismus und Nichtlokalitéit sind experimen-
telle Fakten.

8.2.1 GHZ-Zustand

o Greenberger, Horne, Zeilinger

) = % (et - )n)

e Messung von Sgl): Ergebnis +, dann SS) und SS” ebenfalls +. Ergebnis -, dann SéZ) und
SS’) ebenfalls -.

e Messung von Sy, Sy: Darstellung in Basis der Eigenzustinde |+), von S, bzw. [£), von Sy.

[+), = % (), + 1)) = % )y )y

1 1
-). = oA ()e =1)0) = A )y =1-)y)

Messung von SZSI), 5152), 5%): Schreibe GHZ-Zustand in Basis |+ £ £)

yyx®

- % - jﬁ : (<|+>y ), + 1)), +1-),)

#2014, = 1)1 (), 1), (), —|—>I>)

Somit:

R R
++
+-
—+

1 + + 1

Die vier Moglichkeiten treten mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf.
e Messung von 551)7 52, S’l(,s) und S, 5152), 51(13): Analoge Rechnung.

e Messung von S;l),Sg(gg),Sg(cs)I

1
|w>GHZ = 5 : (|+ + +>3:9cac + |+ - _):c:cac + |_ + _>3:wc + |_ - +>xacx)

d.h. von den 8 prinzipiellen Moglichkeiten treten nur 4 auf.
e Vorhersage nach Theorie verborgener Parameter:

— Jeder Spin sei durch einen Parameter x; = +1 fiiri € {1,2,3} charakterisiert. Ebenso
durch y;, z;.
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— Man erhélt:
53(11)53(12)53(53) Sy Yo -3 = —1
SMSHSE s wy-ys =1
SIWSHSE - yy-ys =1

Multiplikation sdmtlicher Terme gibt

(z1-22-23)- (yi -3 -y3) = -1
—_———
1
:>£L'1-£L'2'$3:—1

Damit mogliche Messergebnisse fiir Sg(cl), Sg(f), 55(63):

F=o) ) o) o)
d.h. genaues Gegenteil von Vorhersage der Quantentheorie.

e Experiment: 2000, Zeiliger mit Photonen. Ergebnis: 85 Prozent der Messungen am GHZ-
Zustand liefern Ergebnis der Quantentheorie.

e Somit: Ausschluss der Theorie der verborgenen Parameter, also Bestéitigung der Quanten-
theorie (Indeterminismus, Nichtlokalitét)
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