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1 Partielle Differentialgleichungen

Differentialgleichung:
e Gleichung fiir unbekannte Funktion w.
o Die Gleichungen nutzt Ableitungen von w.
Bereits bekannt sind gewohnliche Differentialgleichungen:
o Es kommen nur Ableitungen beziiglich einer Variablen vor.
o Kanonische Form: u/(t) = f (¢, u(t)).
Partielle Differentialgleichung
e Es kommen Ableitungen bzgl. mehrerer Variablen vor.

e Bescheiben hiufig Prozesse, die vom Ort und von der Zeit abhéngen., z.B.:
— Warmeausbreitung, Stofftransport,
— Spannungsverteilung in deformierbaren Koérpern,
— Raumkriimmung in der Kosmologie,

— Dichtefelder in der Quantenmechanik.

Erstaunlich ist, dass sich Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen stark
von denjenigen gewohnlicher Differentialgleichungen unterscheiden.

1.1 Beispiel: Die eindimensionale Wellengleichung

Wir betrachten ein elastisches eingespanntes Band und wollen das Schwingungsverhalten
beschreiben. Wir nehmen vereinfachend an:

e Keine Gravitation,
o nur Longitudinalschwingungen.
Wir suchen eine Funktion u: [0,00) x [0, /] — R.
o u(t,x) ist die longitudinale Auslenkung zur Zeit ¢ am Ort z.

Vermutung: die gesuchte Funktion u 16st eine partielle Differentialgleichung. Wir approxi-
mieren das Band durch ein Masse-Feder-System.



1 Partielle Differentialgleichungen

o Teilchen i habe Masse m; und Auslenkung wu;.

o Auf Teilchen i wirken die folgenden Kréfte:

— Zugkraft der linken Feder: s - (u; — u;—1) mit k Federkonstante (Gesetz von
HOOKE),

— Zugkraft der rechten Feder: —k - (uj+1 — w;),

— Massentragheit: 0.5 - mii.

Physikerin des Vertrauens: Fiir jedes innere Teilchen ¢ gilt das Kréftegleichgewicht:

1 .
oMl + k(u; — uj—1) + k(u; — uip1) = 0. *)

Die Federkonstante s héngt von der Lange h der Feder ab:
_EA
h

mit A Querschnittsfliche, F Elastizitdtsmodul, A Lénge in der Ruhelage. Weiterhin stellen
wir uns die Masse m; gleichméfBig iiber das i-te Teilchen und die links danebenliegende
Feder vor. Wir nehmen an, die Masse m; werde skaliert mit der Federldnge

K

m; = ph

mit p Massendichte (Masse pro Lénge). Die Gleichung (ED des Kriftegleichgewichts wird
zu

1 . FA
0= iphUi + T(_UH_I + 2u; — ui_l)
1 . FA
= 5P + ﬁ(_uwrl + 2u; — ui—1).

Fiir den Grenziibergang h — 0 bendtigen wir das folgende Lemma.
Lemma 1.1. Sei f: R — R hinreichend glatt. Dann gilt

Of, . fle+h)—2f(x)+ flx—h) R
@(UC) = 12 _Tzf(4)(£)‘

Mit diesem Lemma wird die Gleichung des Kréftegleichgewichts zur partiellen Diffe-
rentialgleichung
1 0%u 0%u
270 T P o2
Diese Gleichung nennt man ,eindimensionale linearen Wellengleichung®. Lésungen sind
z.B.:

=0.

u(t,z) = sin VEAt - cos \/pr,
u(t, z) = sin(y/pr + VEAL).



1.2 Beispiel: Erhaltungsgleichungen

Sie enthélt zweite partielle Ableitungen nach ¢ und z. In hoheren Dimensionen, z.B. R3,
fiihren dhnliche Uberlegungen auf die dreidimensionale Wellengleichung

1 0% Pu  0*u  *u
2p8t2_EA<5?x2+5?y2+822> =0

Sie beschreibt Druckwellen in zwei- und dreidimensionalen Objekten. Zur Abkiirzung
definiert man den Laplace-Operator

d 92
0“u
Mit ihm wird die Wellengleichung zu

d%u

1.2 Beispiel: Erhaltungsgleichungen

Wir modellieren die Bewegung eines Gases in einem langen, diinnen Rohr.

e Das Rohr ist so diinn, dass alle physikalischen Gréflen als konstant auf jeder
Querschnittsfliche angenommen werden kénnen.

o Wir betrachten die Massendichte p(x,t) des Gases im Ort x € [0,¢] zur Zeit
t €]0,00) und

e die Gesamtmasse im Rohrabschnitt zwischen zwei Punkten z1, xo mit z1 < x9:

€2

M(xy,x9,1) ::/ p(x,t) dx.

1

Weitere Annahmen:
e Das Rohr ist gasundurchléssig.
e Gas wird weder erzeugt noch vernichtet.
Die Gasmasse kann sich nur d&ndern, wenn Gas an den Rohrenden ein- oder austritt.
o Sei v(x,t) die Geschwindigkeit des Gases am Ort = zur Zeit ¢.
Definition 1.2. Der Gasfluss im Punkt x zur Zeit ¢ ist
f(z,t) := p(x,t) - v(x,t).

Massenerhaltung: Betrachte zwei Punkte z1 < xo und zwei Zeitpunkte t1 < ts.



1 Partielle Differentialgleichungen

o Massendnderung in [z, z2] von ¢; nach ta:

/ i p(z,te) dx —/ i p(z,t1) dx.

1 x1

e Fluss durch den Rand von [z, 2] in dieser Zeit:

/tQ Flan,t) dt — /tz Flaa,t) dt.

t1 t1

Massenerhaltungsgesetz in einer Integralform:

[ ptet) = plesti)] de = [ () = S0 de

1 t1
to

=/ [p(x1,t)v(z1,t) — p(x2,t)v(T2,t)] di.

Diese Massenerhaltungsgleichung wurde hier fiir Gase vorgestellt, die Argumentation gilt
aber auch in anderen Situationen:

e Teilchen in einer Fliissigkeit,
e Bakterien in einer Losung,
o Verkehrsfliisse, etc.

Jetzt wollen wir daraus eine Differentialgleichung ableiten. Zusatzannahme: p und v sind
stetig differenzierbar. Der Hauptsatz der Analysis liefert

to a
p(z,t2) — p(z,t1) = ap(x,t) dt
t1

mga

p(xa, t)v(xa, t) — p(x1, t)v(ze, t) = S (p(z, t)v(x,t)) dt

Wir setzen ein:

/t2 /w Btp(x’t) * %(p(“?’t) ' v(%t))} de dt =0

t1 x1

fir alle z1 < 22 und t; < 9. Daraus folgt, dass der Integrand punktweise = 0 ist, also

x,t)+ 2(,0-1))(x,25) =0 Vze|0,4, tel0,00).

&p( ox

Dies ist eine Partielle Differentialgleichung (Erhaltungsgleichung in Differentialform)!
Wir haben nun eine Gleichung fir zwei Unbekannte. Wir fithren daher zusétzlich ein
konstitutives Gesetz ein, welches eine Abhédngigkeit von v als Funktion von p ausdriickt.
7Z.B.:



1.2 Beispiel: Erhaltungsgleichungen

e v ist unabhéngig von p, z, t. Also

op dp

— +v—=0 Vaz,t.

ot * Y ox v
Diese Gleichung heifit lineare Transportgleichung/Advektionsgleichung. Wenn man
Startwerte p(x,0) = po(x) fiir alle x € R vorgibt, dann erhalt man als Losung
p(x,t) = po(x — vt). Die Anfangsdichte pg wird mit Geschwindigkeit v weitertrans-
portiert.

o v(z,t) = 1p(z,t) fiihrt auf die Burgers-Gleichung

Sie ist eine einfache nichtlineare Transportgleichung und interessant, denn Lésungen
dieser Gleichung koénnen Schocks entwickeln. Das bedeutet, dass p fiir endliche ¢
unstetig wird. Die Gleichung wird dann undefiniert.






2 Differenzenverfahren fur das
Poisson-Problem

Als erstes betrachten wir Differenzenverfahren, auch: Verfahren der finiten Differenzen.
e Diese haben signifikante Nachteile.
e Sie sind aber sehr einfach.
e Deshalb werden sie dennoch verwendet.

Wir betrachten das Poisson-Problem: Sei 2 ein Gebiet (offen, beschrinkt, zusammenhén-

gend) in R%. Finde u € C2(Q)NC (ﬁ), so dass

2 2
—Au(z) :z—(au—i—...—Fau

2 2
Oxy 0z

) = f(z) VzeQ
mit den Randbedingungen
u(z) = g(x) Vo e .

Es existiert eine eindeutige Losung, wenn f, g, 92 hinreichend glatt sind. Im Folgenden
sei Q = (0,1)2. Diskretisierung: Wir ersetzen die Differentialgleichung durch eine endlich-
dimensionale Approximation.

e Diesen Prozess nennt man Diskretisierung.

o Wir brauchen dafiir zunéchst ein Gitter. Bei FD-Methoden ist dies eine regelméflige
Anordnung von Punkten in €.

« Definiere (mit Schrittweite h = L+, n € N)
Qp :={(ih,jh): 1 <i,j <n-—1},
Qp, := {(ih, jh): 0 < 4,5 < n}.
Ab jetzt interessieren wir uns nur noch fiir Werte von v an den Gitterpunkten.
o Wie schon bei der Herleitung der Wellengleichung zeigt eine Taylor-Entwicklung:

” v(z —h) —2v(x) + v(z + h)
v (x) = . +0 (h2> .




2 Differenzenverfahren fiir das Poisson-Problem

e Ersetze jetzt Au durch die Differenzenformel:

1
—i—u(x, Y+ h) + U(IE, Y= h) - 4U(£L’, y)]
fur alle z,y € Q.

Solche Differenzenformeln schreibt man héufig auch als sogenannte Differenzensterne.
Unser Verfahren besitzt folgende Darstellung:

1

-1 (z,y)

Sei £2(2,) bzw. (2 (ﬁ) die Menge aller Gitterfunktionen auf €, bzw. Q. D.h. v, € £(Qy)
heiBt vy, : Q, — R. Man erhélt das diskrete Poisson-Problem: Finde uy, € ¢2 (ﬁ), so dass

_(Ahuh)(xvy) = f(a:,y) V(l‘,y) € Qh
up(z,y) = g(z,y) V(z,y) € QA \ Q.

Dieses Problem fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem. Jedem Punkt aus €2, wird eine
Gleichung zugeordnet. Wir haben zwei Moglichkeiten zum Fortfahren:

1. Unbekannte sind die Werte von uy, auf Q.

2. Eliminiere (durch Einsetzen) die Randbedingung — Unbekannte sind die Werte
von uy, auf Q.

2.1 Algebraische Darstellung

o Wihle eine Nummerierung der Gitterpunkte in €2j,.

¢ Das diskrete Poisson-Problem ist dquivalent zu einem LGS Ax = b, wobei = €
R™=D? ynd 4 € R=D**(n=1* gefinjert ist durch

T -I 0
I T I 4 -l
X P ~1 4 -1
A=15 L mit T' = —1 - :
-1 T -I 1 4
0 I T

sodass T' € R(n=1)x(n=1)

Ist das lineare Gleichungssystem Ax = b eindeutig 16sbar? Wie gut approximiert uy die
Funktion u. Hier soll die Fourier-Analyse zu Hilfe genommen werden.



2.2 Fourier-Analyse

2.2 Fourier-Analyse

Die Matrix A ist symmetrisch, es existieren also nur reelle Eigenwerte und damit eine
Basis aus orthogonalen Eigenvektoren. Diese kann man explizit angeben.

Bemerkung 2.1. Betrachte den Ursprung von A, den Laplace-Operator. Erfillt ein
Vektor v die Gleichung Bv = Av mit einer Matrix B und zugehdrigem Eigenwert A von B,
so heifit v Eigenvektor von B zum Eigenwert A. Erfiillt nun eine Funktion u die Gleichung
Au = Au, so nennt man u Eigenfunktion von A zum Eigenwert A.

Betrachte fiir v, p € N die Funktionen
et (x,y) :=sin(vrx) - sin(prz), (z,y) € Q.

Diese Funktion/-en ist/sind Eigenfunktion/-en von A auf Q. Zudem gilt e”* ist Null auf
0N fir alle v, u € N. Es gilt

—Ae"t = {(1/77)2 + (/171')2} et
Betrachte die Restriktionen auf das Gitter Qp:
e (z,y) =€ (x,y) V(z,y) €, 1<v,p<n-—1.

Lemma 2.2. Die e’* bilden eine Orthogonalbasis von €2(Q), d.h.

! > 7(”7” = I//”U,/)
() () = {32 )=
= , sonst.
Beweis. Siehe Bemerkung 8.52 bei Dahmen, Reusken. O

Sind die diskretisierten Eigenfunktionen e," auch Eigenfunktionen des diskretisierten
Laplace-Operators A,? Die Antwort ist: Ja! Die e;" sind Eigenvektoren von Ay: fiir alle
EeQpundl<v,p<n-—1

—Ape (&) = Apep” (€) mit
.o (1 .o (1 4
Ay = [sin §V7Th + sin §,u7rh 2
Wiéhle Nummerierung der Gitterknoten in €.
o Gitterfunktion e;" € ¢2(Q,) kann als Vektor e,/ € R(n—1)? dargestellt werden.
o A ist Matrixdarstellung des Operators Ay, : £3 (§h> — 02 ().

o Die g, sind Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten \,,.

Da alle A\, > 0 folgt:



10

2 Differenzenverfahren fiir das Poisson-Problem

Lemma 2.3. Die Matriz A des diskretisierten Poisson-Problems ist symmetrisch und
positiv definit.

Die zweite wichtige Folgerung betrifft die Kondition von A.

Lemma 2.4. Fir die Kondition von A beziglich der ¢?-Norm gilt

ity = ) s

(i) i 000,

Langsamkeit eines Losers.

Wir begegnen einem groflen Problem. Fiir h — 0 (immer feineres Gitter, also immer
bessere Approximation) wichst die Kondition der Matrix wie h~2. Dies fiihrt auf eine

Beweis. A ist symmetrisch und positiv definit. Deshalb ist

>\max
HQ(A) = P .

An der expliziten Darstellung der Eigenwerte sicht man

1

in? (i(n - 1)7rh)
-2 - sin? (%71’]1)
B cos? (%71‘]1)

%TFh)

4
o An—1n-1 o 7z 2
KZQ(A) = )\11 = N

- S
) h?
2

h




2.3 Diskretisierungsfehleranalyse

2.3 Diskretisierungsfehleranalyse

Wir suchen eine Funktion u € C?(Q)NC (ﬁ), welche das Poisson-Problem 16st. Dazu

berechnen wir eine Funktion uj, € ¢? (ﬁh), welche u auf dem Gitter ; approximiert.
Wie gut ist diese Approximation?

Definition 2.5. Der Diskretisierungsfehler ist
ep 1= u\ﬁh — uy,.

Sei E(% (ﬁh) die Menge aller Gitterfunktionen, die auf €y, \ ©p, den Wert 0 annehmen.

Da wyj, die korrekten Randwerte hat, gilt e, € 5(2). Betrachte A, als Operator 6(2) (ﬁh) —

¢% (Q). Die folgende Teilung ist fundamental fiir die Theorie des Diskretisierungsfehlers
von FD-Methoden:

leall = |45 Ane| = |47 20 (ulgy, - )|
— it (An ulg, + £la,)|
< a7 o, + 11,

Der Ausdruck HAh u|Qh + f|QhH heilt Konsistenzfehler. Er misst den Defekt, d.h. den
Fehler, der entsteht, wenn man die exakte Losung u in die diskrete Gleichung —Auy, = f
einsetzt. Die Zahl HAng bezeichnet ein Maf fiir die Stabilitdt.

e Ein Verfahren heifit stabil, wenn HA,:lH beschréankt und unabhéangig von A ist.

Bemerkung 2.6. Finde ein u mit —Au = f, u = g auf 9. Sei &t: @ - Rmit 4 =g
auf 0€). Dann ist u = 4 + w mit w = 0 auf 9.

—Au=f <= -A(i+tw)=f < —-Aw=f+ Aa.
R/—‘_/
::f

Wir erhalten ein Problem gleicher Art, aber mit Randbedingungen w = 0 auf 0f2.

h—0

Satz 2.7 (Hauptsatz der Numerik). Aus Konsistenz HAh ulg, + flg,| — 0 und

Stabilitdt HA,:IH < C (h—0) folgt Konvergenz.

Unsere Aufgabe ist es, Konsistenz und Stabilitdt zu untersuchen.
o Wir wihlen || - || = - ||co-

o Stérkste Forderung: Konvergenz in der || - ||co-Norm.

11



2 Differenzenverfahren fiir das Poisson-Problem

Lemma 2.8 (Konsistenz in || - ||, DR, Lemma 12.11). Sei u € C* (ﬁ) und

C := max | Ot Ot
. 74 9 74 .
02| om 119V o
Dann gilt
1 2
H—Ah ulg, = flg, |, < 5O

Beweis. Approximationsgiite unserer FD-Formel war

~v(x+h)—2v(x)+ovl@—h) h? @

V' (z) = % 1Y (€)
fir ein ( € [z — h,x — h]. Sei jetzt (z,y) € Q.
—1
1 1
(—An) (2,y) = 75 -1 2 —1}($7y)u+ﬁ _2 u
(z,y)

9% hZ 9*u 0% h? 9*u 5 5
= —@(x,y) - ﬁ@(n,y) - 873/2(377?/) - Eaﬁy;;(%ﬁ% n,7 € [0,1]

hZ [ 9% o 5
= —Au(r,y) — 1 lw(%y) + Wl(:v,n)]

h? |0t ot N
= f(,y) - 13 [8;%7,.@) + ayﬁfu,m]

Also

H—Ah ulg, — fla,

o= i, | (B ) () = S2.0)

worea, |12 | azd P Y T G a\ e
h2 84u 84'LL 1
=12 || o2t a4 < ~Ch2. ]
s ‘ 97| o ‘ oytl g | 6
00,2 00,0,

Wir miissen jetzt noch Stabilitiat des Verfahrens zeigen, d.h. HA,:lH bleibt beschrinkt
fiir h — 0. Dies ist einfacher, wenn man die algebraische Darstellung A~! statt A,:l
betrachtet. Insbesondere gilt ‘

A’:IHOO _ HAAHOO (Operatornorm = Matrixnorm).

Definition 2.9. Eine Matrix M € R™" heifit reduzibel, wenn man die Zeilen und
Spalten so permutieren kann, dass die folgende Blockgestalt

M1 Mo
0 Mo

12



2.3 Diskretisierungsfehleranalyse

mit quadratischem M;j; entsteht. Eine Matrix heifit diagonaldominant, wenn

> mgl < fmg| Vi=1,...,n
J#i

mit strikter Ungleichheit fiir mind. einen Index q.

Matrizen, die durch die Diskretisierung partieller Differentialgleichungen entstehen,
sind fast immer irreduzibel, aber nur manchmal auch diagonaldominant. Wir benutzen
die folgende wichtige Eigenschaft.

Satz 2.10. Sei A € R™™" irreduzibel und diagonaldominant mit a;; < 0 fiir alle i # j.
Dann ist A invertierbar und (A_l)l.j >0 fir alle i, 7.

Beweis. Hackbusch, ,Iterative Solution of Large Sparse Systems of Equations®, Springe,
1994. ]

Diese Eigenschaft ist eng mit diskreten Maximumprinzipien verwandt. Wenn f(z) <0
fir alle € 2, dann ist auch u < 0 fiir alle z € Q. Eine FD-Diskretisierung fithrt auf ein
Gleichungssystem Az = b. Wenn Va € Qp,: b < 0, dann Vo € Qq: 2 <0, z = A~L. Gilt
insbesondere dann, wenn (Afl)ij > 0 fiir alle 4, 5.

Satz 2.11 (DR, Lemma 12.21). Sei A die Matrixz des FD-diskretisierten Poisson-
Problems. Dann gilt die Ungleichung

a7, <5
o 8
Beweis. A ist irreduzibel und diagonaldominant und a;; < 0 fiir alle ¢ # j. Dann existiert

A~! und hat nur nicht-negative Eintrige. Fiir solche Matrizen kann man HA’lHoo als
Vektornorm schreiben:

j_l

1
n 1
= (47, = |47 | | =l
XL
=¢/;

Betrachte die Funktion u: Q = (0,1)? = R, u(z,y) := 2(1—2)+y(1—y). Es gilt —Au = 4.
u 16st das Poisson-Problem mit f(x,y) = 4 und Randwerten g(z,y) = z(1 —z) + y(1 — y)
fir alle (x,y) € 9. Sei b € R™ die rechte Seite des FD-diskretisierten Poisson-Problems.
Nach Konstruktion gilt b > 4¢ (komponentenweise). Sei uy, die diskrete Losung. Dann ist

1 1, 1
— = — > — > 0.
Jin = AT > AT A) 2 0

13



2 Differenzenverfahren fiir das Poisson-Problem

Fiir dieses spezielle Beispiel ist die FD-Losung exakt:

lenll = [[ulq, —un| < ||A5Y| - | -2 ulg, = fla,
4 4
< HAth-éthaX{ % } “;y"j OO}
=0
nach Konstruktion von u. Damit ist
4=t = Al < el = § ms funGow)l = mag JuGe.w)
< i(g%ﬂ lu(z,y)].

Das Maximum von w ist in (%, %), also

(3 -4 m

Zusammengefasst erhédlt man folgendes Konvergenzresultat:

Satz 2.12 (Konvergenz von FD fiir das Poisson-Problem). Sei u € C* (ﬁ) und

cu—nmx{‘ m}_

1 2
lenlloo < 35 - C12.

o
oy

o
ozt

o0 ’

Dann gilt

Die Forderung u € C* (ﬁ) ist sehr stark und hédufig nicht erfiillt. Sie ist einer der
Hauptgrinde, sich nach Alternativen zur FD-Methode umzusehen.

14



3 Finite Elemente

FD-Verfahren haben zwei prinzipielle Schwéchen:
o Konstruktion von Differenzensternen wird schwierig, wenn das Gebiet 2 nicht nur
achsenparallele Kanten hat.
« Fiir die Diskretisierungsfehlerabschitzungen mussten wir v € C* (ﬁ) annehmen.
Diese Annahme gilt hdufig nicht.

Es kommt noch schlimmer: Man kann relativ leicht Poisson-Probleme konstruieren, die
nicht mal in C%(Q)NC (ﬁ) eine Losung haben. In so einem Fall ist das klassische/starke
Poisson-Problem

—Au = fin Q
u = g auf 02

nicht wohlgestellt. Wir betrachten jetzt ein etwas allgemeiners Modellproblem: Sei ¢ R¢
ein Gebiet. Finde ein u: Q — R, so dass

—div(CVu + bu) + ru = f auf Q

und bestimmte Randbedingungen gelten. Dabei sind C eine R¥*?-Matrix, b € R%, r € R
und f: 2 — R eine gegebene Funktion. Diese Gleichung umfasst diverse interessante
Fille.

Beispiel 3.1.
e C=1d,b=0, r=0.Die Gleichung wird zu —Au = f.
e (=0, r =0 flihrt zu stationdren, linearen Transportgleichung bVu = f.
Weiterhin betrachten wir allgemeinere Randbedingungen:
e Sei 0 in zwei disjunkte Teile I'p und I'y zerlegt, sodass 9Q = Tp NTy.
Wir fordern
o u =g auf I'p (,,Dirichlet“-Randbedingung).

o (CVu+bu)n =jauf I'y (,Neumann“-Randbedingung).
Fiir die Poisson-Gleichung ist die letzte Bedingung gerade

ou )
Vu-n—a—n—j,

die Normalenableitung wird vorgegeben. Fiir die stationédre Transportgleichung:

u(b,n) = j.

15



3 Finite Elemente

3.1 Die Variationsformulierung

Wir wollen jetzt eine Umformulierung der Gleichung herleiten, die auch fiir Funktionen u

Sinn hat, die nicht in C%(Q) N C (ﬁ) sind. Sei C® die Menge aller unendlich oft differen-

zierbaren Funktionen, die auf I'p Null sindm Sei ¢ € Oy beliebig. Wir multiplizieren die
PDG mit ¢ und integrieren tiber €2

/ —div(CVu + bu)¢ dz —I—/ ru¢ dx = / fo dx.
Q Q Q

Wir benutzen die Greensche Formel

an da::—/ avwdm—}— vwy; dS
9] axi 9] 3117@' o0
und erhalten
/ (CVu+bu) - Vé da + / rug de = / (CVu + bu)ve dS + / o dS.
Q Q oN Q
Die Funktion ¢ heifit Testfunktion. Der Rand 02 besteht aus I'y und I'p:

/ (CVu + bu)ve dS — / (CVu+bu)vg dS+ [ (CVu+bu)ve dS.
o0 I'n I'p

=,y 0 d5 =0

Schwache Form: Finde ein u: 2 — R mit u]FD =g und

/Q(C’Vu+bu)-v¢da:+/gru¢dm:/r j.¢ds+/gf¢ds

fir alle ¢ € C7y. Kurzschreibweise: Fiir zwei Funktionen v, w: @ — R sei
a(v,w) = / (CVv + bw)Vw dz +/ row dx
0 Q

und

L(v) ::/FNjU dS—F/QfU dzx.

Finde also ein u: @ — R mit u| = g, sodass

a(u,9) = L(¢) V¢ € Cp.
Die Menge aller v mit U|FD = g ist ein affiner Raum. Wir hétten lieber u aus einem
Vektorraum. Sei u,4 eine Funktion mit “9|FD = g. Dann ist u = @ + ug mit @[y, = 0. Sei
peCy.
a(u, ¢) = a (i + ug, ¢) = a (i, ¢) +a (ug, ¢) = L(¢)
a (ﬂ7 ¢) = £(¢) —a (u97 (rb) = £(¢)

Tn der Literatur findet man héufig noch die Bedingung , mit kompaktem Trager®, aber unser ) ist
ohnehin immer beschrénkt.
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3.2 Sobolev-Rdume

Finde @:  — R mit a|p =0, so dass

Vo € CX: a (@, d) = ().

Wir betrachten deshalb jetzt nur noch dieses Problem.

3.2 Sobolev-Raume
In welchem Funktionenraum suchen wir nach «?

e Im grofiten, in dem die Variationsgleichung sinnvoll definiert werden kann.
Wir brauchen dazu von u

1. erste Ableitungen,

2. Integrierbarkeit und

3. Restriktion auf I'p.

Sei Q2 € R? offen mit stiickweise glattem Rand. Der Lebesgue-Raum LP () fiir 1 < p < oo
ist
LP(Q) = {UZ v—>R| / [v|P dx < oo}
Q

Genauar: LP sei ein Raum von Aquivalenzklassen solcher Funktionen. Zwei Funktionen
in LP seien dquivalent, falls sie sich nur auf einer Menge vom Mafl = 0 unterscheiden.
Daraus folgt, dass LP-Funktionen nicht punktweise ausgerechnet werden kénnen.

Lemma 3.2. Die Funktion ||v||rr := {/ Jo [v|P dx ist eine Norm auf LP. Damit ist LP
ein Banach-Raum.

Lemma 3.3. Die Bilinearform

(v, w) 2 ::/ vw dx
Q

ist ein Skalarprodukt auf L?. Damit bildet L? ein Hilbertraum.

Die Eigenschaft, dass man LP-Funktionen nicht punktweise auswerten sondern nur
integrieren kann, wirkt zunachst komisch. Tatséchlich kommen in unserer Variations-
formulierung wirklich nur Integrale von Funktionen vor. Andererseits brauchen wir
zusétzlich auch Ableitungen von Funktionen und LP-Funktionen sind im Allgemeinen
nicht ableitbar.

17



3 Finite Elemente

3.2.1 Schwache Ableitung

Seien Q = (a,b) C R, u € CYHQ) und v := u'. Sei C§°(2) der Raum aller beliebig oft
stetig differenzierbaren Funktionen auf (a,b) mit kompakten Trager und ¢ € C§°. C5°
heifit Raum der Testfunktionen.

/Q¢Uldx:/89f:dx—/9¢’udx.

/Qqﬁvdm:—/ﬂqﬁ/udx

fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°.

Also

Definition 3.4. Die Funktion u € L?(Q) besitzt die schwache Ableitung v, falls v € L?(f2)

und
/qudx:—/gb’udm
Q Q

fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°.
Beispiel 3.5. Die Funktion = — |z| hat die schwache Ableitung
1 ,z>0
v(x) = v .
-1 ,z<0

Beweis: Sei v € C§°. Dann

/Q¢v:/_ooo¢(—1) dx+/ooo¢(1) dx
= [ rde [Tot-ry e = [ ojal ar

Was ist ©v(0)? Der Wert v(0) ist undefiniert. Es handelt sich hierbei und eine Lebesgue-
Funktion, deren Punktwerte nicht ausgerechnet werden kénnen. Nur Integrale sind
wohldefiniert.

Fiir hohere schwache Ableitungen verwenden wir die Multiindex-Notation:
e Sei @ € N¢ ein Multiindex.
o Wir definieren

d
o4 92 0%d
(6% —— . .
0%y = P2 928 Pt || := Zal.
1 2 d i=1

Definition 3.6. u € L?() besitzt die schwache Ableitung v = 9%u, falls v € L?*(Q) und

/Qqﬁvz(—l)'al/ﬂaagbu Vo € C.
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3.2 Sobolev-Rdume

Definition 3.7 (Sobolev-Rdume). Fiir m € N bezeichne H™(2) die Menge aller Funk-
tionen u € L?(Q), die schwache Ableitungen 0%u fiir alle |a| < m.

Mit dem Skalarprodukt

(v,wygm = Z /80‘080‘10
Q

|a|<m

ist H™(2) ein Hilbertraum. Die dazugehorige Norm ist

Joll :—J > [ ol

la<m

Die Sobolev-Halbnorm (Semi-Norm) ist definiert durch

Wl = | 3 /Q|8av]2.
|al=m

Die Funktion a: u — a(u, ¢) € R ist auf H'(£) wohldefiniert.

3.2.2 Der Spursatz

Problem: Bedingung u|r,, = 0. Jedoch sind Elemente von H! C L? Aquivalenzklassen von
Funktionen. Zwei Funktionen sind dquivalent, wenn sie sich nur auf Lebesgue-Nullmengen
unterscheiden. Die Menge I'p hat Mafl = 0. Zur Rettung gibt es den Spursatz.

Satz 3.8. Sei Q2 beschrankt und habe Q) einen glatten Rand. Dann existiert eine lineare,
beschrinkte Abbildung
tr: HY(Q) — L*(I'p),

so dass trv = v|r,, fiir alle v € C! (ﬁ)
Bemerkung 3.9. tr ist nicht surjektiv. Das Bild tr (H!(£2)) nennt man H%(FD). Es gilt
L*(I'p) 2 H2(Ip) 2 H'(I'p).

Sei H}, der Teilraum aller Funktionen v € H' (), fiir den tru = 0. Finde nun u € H,(Q),
so dass

a(u, @) = (¢) Yo € Cp

fiir irgendeine Bilinearform a und Linearform ¢. Hiufig ersetzt man C% durch H},. Und
das geht so:

o Annahme: a(-,-) und £(-) seien stetig.
o Sei {¢y} eine || - || y1-konvergente Folge in Cy mit Grenzwert ¢ € C%.

o Fiir jedes ¢y, gilt a(u, ¢p) = £(¢n).
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3 Finite Elemente

» Da a und ¢ stetig sind, gilt auch a(u, ¢) = £(¢).
Lemma 3.10. Hj, ist der Abschluss von C beziiglich || - || g1

Deshalb dquivalent: Finde u € H}(€2), sodass

a(u,¢) = () V¢ € Hp(Q).
Beispiel 3.11. a(v,w) := [, CVv - Vuw ist stetig in H'. Beweis:

la(v, w)| < cllol g [[wl] g

%:Cij/a%aﬂ'w
w3y [
<K1Y U (8%)2./(6%)2}5

i?j

la(v, w)]| = <K

Z / dvdlw
i,J

8%8%0‘

< Kafolp - [wlgr < Koallvl[gr - [lwl| g

3.3 Wohlgestelltheit

Seien U, V Banach-Rdume. Seien a(-,-): U x V — R bilinear und ¢ € V. Finde u € U,
sodass a(u,v) = £(v) fir alle v € V. Wohlgestelltheit (im Sinne von Hadamard) heifit:

o Es existiert eine Losung u.
e Diese ist eindeutig.
e u hingt stetig von £ ab.
Der Bilinearform a wird ein linearer Operator
L:U—=V
zugeordnet, und zwar durch
(Lu,v)yrixy = a(u,v) YveV.
Das Variationsproblem kann man damit schreiben als: Finde u € U, sodass Lu = /.
e Diese Gleichung hat eine Losung, wenn L surjektiv ist.
e Sie hat hochstens eine Losung, wenn L injektiv ist.

« Losung hingen stetig von £ ab, wenn L~! stetig ist (u = L™, |ju| < c||£|]).
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3.3 Wohlgestelltheit

Definition 3.12. Eine lineare, bijektive Abbildung L: U — V' (oder allgemeiner:
L: X —Y) heiBt Isomorphismus, wenn L und L~ stetig sind.

Satz 3.13 (Banach, Necas, Babuska). Seien U,V Banachriume und V' reflexiv. Eine
lineare Abbildung L: U — V' ist genau dann ein Isomorphismus, wenn die zugehorige
Bilinearform a: U x V — R die folgenden FEigenschaften erfillt:

1. Stetigkeit:
AC > OVu € UYv € V1 |a(u,v)| < C|lullu]v]v.

2. inf-sup-Bedingung:

Jo > 0: inf supM za
uel vey [ullu|[v]lv
a(u,v)

< Ja>0WuelU: sup
veV HUHV

> afully.
3. Nicht-Degeneriertheit:
Vo e V\{0}3u e U: a(u,v) # 0.
Definition 3.14 (Polare). Sei X ein Banachraum und W C X ein abgeschlossener
Unterraum. Dann heifit die Menge
We:={leX"|l(w)=0WweW} X
Polare von W.

Satz 3.15 (Satz vom abgeschlossenen Bild). Seien X,Y Banachriume, Y reflexiv und
L: X =Y eine stetige, lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

1. Das Bild L(X) ist abgeschlossen in'Y .
2. Es gilt L(X) = (ker L')°.
Beweis von BNB. Wir zeigen nur ,, =—>

1. Aus Stetigkeit von a(-,-) folgt Stetigkeit von L. Sei dazu u € U.

ILuly: = sup (Lu,v)yry = sup a(u,v)
lvllv=1 llvllv

<C- sup ulle - [vllv = Cllully. v
vllv

2. Aus der inf-sup-Bedingung folgt Injektivitat von L. Seien dazu ui,us € U mit
Lu; = Lus. Nach Definition von L folgt

a(uy,v) = a(ug,v) YveV.

Wende die inf-sup-Bedingung auf u := u; — uo an:

allur — uz|lv < sup
veV

Es folgt u1 = us. v
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3 Finite Elemente

3. L7! ist stetig auf dem Bild von L. Sei £ € L(U). L ist injektiv, daher existiert
genau ein w € U mit u = L™ (u 16st Lu = £ bzw. a(u,v) = £(v)). Wir wollen:
|ullg = |IL~1|| < C||€]|y+. Mit der inf-sup-Bedingung folgt

14
olfully < sup 22 _ g, O
vev |[vllv vev [vllv

— el

4. L ist surjektiv. Die Abbildungen L und L~! sind stetig, daher ist L(U) abgeschlossen
in V’. Argument: Da L~! stetig ist, existiert ein C' > 0 mit || Lu|ly+ > C|jul|y. Sei
(Un)n eine Folge in L(U) mit v, — v. Wir zeigen, dass v € L(U). Es gilt mit
Injektivitat von L

vn = vmll = [|LL ™ v, — LL™ 0| > ¢|| L™ 0, — L7 o).
Also ist L™'v, Cauchy-Folge in U. U ist jedoch ein Banachraum, damit existiert
der Grenzwert z € U. L ist stetig, deshalb ist
— ; -1 — 1 —
U) = L (Jim, L7 = Jim vn = v
also U 3 L(z) =v = L(U) ist abgeschlossen. Mit dem Satz vom abgeschlossenen
Bild gilt
L(U) = (ker L')°.
Esist L': V" — U’ die Dualabbildung von L, bzw. mit Reflexivitdt von V: L': V —
U’. Dann ist
ker ' ={veV|L(v)=0eU'}
={veV|VueU: L'(v)(u) =0}
={veV|VueU: (L'v,u)y =0}
={veV|VuelU:a(uv)=0}.
Also L(U) = (ker L')° = {v € V | a(u,v) = 0 Vu € U}°. Wegen Voraussetzung 3

folgt
fveV|VueU: a(u,v) =0} ={0}°=V".
Also ist L surjektiv. v O
Sei nun U = V.

Definition 3.16. Sei a: V x V — R eine Bilinearform. a heifit koerziv oder V -elliptisch,
wenn sie stetig ist und ein o > 0 existiert, sodass

Yo € V:a|v|? < av,v).

Korollar 3.17 (Lemma von Lax-Milgram). Seia: V xV — R eine koerzive Bilinearform
und £ € V'. Dann hat die Variationsgleichung

a(u,v) =4(v) YveV
eine eindeutige Losung u € V und es gilt

1
[ullv < —=[[€]lv.
[0
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3.3 Wohlgestelltheit

Beweis.
1. Stetigkeit. Ist klar. v
2. inf-sup-Bedingung. Sei u # 0 beliebig. Dann gilt

sup a(u,v) > a(u,u) > allully,
vev [[vllv [[ullv

da a koerziv ist. Vv
3. VYo e V\{0}3u € V: a(u,v) # 0. Wahle dazu u =v. v O
Bemerkung 3.18. Die endlich-dimensionale Version von BNB und Lax-Milgram wére:
BNB Das LGS Ax = b ist eindeutig losbar genau dann, wenn A invertierbar ist.
L-M Ax = b ist eindeutig losbar, wenn A positiv definit.

Beispiel 3.19. Sei V := H'(Q), a(v, w) := [ CVoVw+rvw, C positiv definit und r > 0.
Dann ist a(-,-) H'-elliptisch.

Beweis. Sei v e H.

a(v,v) = /CVUVU + ro?

27/ |VU|2+7“/U2
Q Q
> min{~y, r} (/ |Vv|2 + /v2>

= min{y, 7} - [[ol|3. -

Beispiel 3.20. a(v,w) := [VoVw. a(v,v) = [|Vv[* > |v[3;: (nicht H'-elliptisch).
Wenn I'p positives (d — 1)-dimensionales Ma$ hat, dann ist a(-,-) H},-elliptisch.

Beweis. Sei v € Hj(Q) C HY(Q). a(v,v) = |[v|3,1. Wir brauchen [v|g1 > a|v||g.

Lemma 3.21 (Poincaré-Friedrich-Ungleichung). Sei 2 in einem d-dimensionalen Wiirfel
der Kantenlinge s enthalten. Dann gilt

[0l[L2 < slvlpn
fir alle v € Hb.
Es gilt also
1 1
a(v,v) = vlip = Slulip + Slulip
2 2
2

S
> 2
-2

1
lolZ2 + 5 lvlE > alvll.
2
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3 Finite Elemente

3.4 Finite Elemente

Seien U, V Banachraume, a: U x V — R bilinear und £ € V’. Wir suchen u € U, sodass
a(u,v) =l(v) YveV

Idee der FE-Elemente (Galerkin-Approximation):

e Ersetze U,V durch endlich-dimensionale Radume Uy, V},.

Bis auf weiteres betrachten wir konforme Approximationen, d.h. U, C U und V}, C V.
Diskretes Problem: Finde uj € Up, sodass

Yup, € V: a(uh,vh) = E(Uh).
Existieren Losungen zu diesem Problem und sind sie eindeutig?

Lemma 3.22. Fulls U =V, U, =V}, und a(-,-) V-elliptisch (3o > OVv € V': a(v,v) >
al[v||?,) ist, dann hat das diskrete Problem eine eindeutige Lisung.

Beweis.
e 1}, ist endlich-dimensional, also abgeschlossen im Banachraum V.
e Daher ist V}, selbst ein Banachraum.
e ¢ ist V-elliptisch und V}, C V, also ist a Vj-elliptisch.
o Die Behauptung folgt aus dem Lemma von Lax-Milgram. O
FE-Methoden sind eine bestimmte Art, die Raume Uy, V}, zu wéhlen.

Definition 3.23 (Gitter). Das Gebiet € habe stiickweise affinen Rand. Eine Menge T
von abgeschlossenen konvexen Polytopen T heifit Gitter, wenn gilt

1. (Partitionierung) Q = Uper T

2. (Konformitdt) Der Schnitt zweier Polytope aus 7T ist eine gemeinsame Seitenflache
mit Dimension < d — 1 oder leer.

Die T € T heiflen Elemente des Gitters. Meistens verwendet man in
2D: Dreiecke, Vierecke,
3D: Tetraeder, Hexaeder.

FE-Réaume Uy, V}, sind Rdume von Funktionen 2 — R™, die auf jedem Element T € T
polynomiell sind und gewissen Stetigkeitsbedingungen geniigen.

Beispiel 3.24.

1. Lagrange-Elemente.

24



3.4 Finite Elemente

e Das Gitter T bestehe nur aus Simplizes.
o II, sei der Raum aller Polynome in d Variablen vom Grad hochstens p.

o Der Lagrange-Raum p-ter Ordnung ist
VP ={v, € C(Q): vplr €, VT € T}.

« VP ist keine Teilmenge von C'(2). Aber VP c H'(Q).

2. Raviart-Thomas-Element.

e Raum von vektorwertigen Funktionen. Sei d = 2.

RT = {1) S LZ(Q) ‘VT eT:vp= (ZT> + cr (z) , ar,br,cr ER,}
T

wobei zusatzlich v - n stetig an den Elementgrenzen ist. n ist der &duflere
Einheitsnormalenvektor.

¢ RT ist keine Teilmenge von C(f2). Auch nicht von H' ().
« RT C H(div) = {v € L? | divw € L?} > (H")”.
3. Crouzeix-Raviart-Element.

e Seid=2.
CR:{veLzyVTeT:vTeﬂl},

wobei zusétzlich v stetig an allen Kantenmitten ist.

e CR ist kein Teilraum von H!.

¢ Nichtkonformes Element.

Sei weiterhin U =V, U, = V},. FE-Problem: Finde uy, € V},, sodass
a(uh,vh) = E(vh) Yoy, € Vy,. (I)

« Wihle eine Basis {¢;}"; von V.

Dann ist dquivalent zu: Finde u;, € V3, sodass
a(up, ¢;) = l(¢;) Vi=1,...,n.

o Seien w; fiir i = 1,...,n die Koeffizienten von wuy, bzgl. {¢;};.
i=1

o Definiere die Steifigkeitsmatric A € R™*"™ durch A;; = a(¢;, ¢;).
o Definiere den Lastvektor b € R™ durch b; = ¢(¢;).

25



3 Finite Elemente

o Dann 16st @ € R™ das lineare Gleichungssystem ATu = b.
Wahl von {¢;}: Wihle die Basis {¢;} so, dass A diinnbesetzt ist.
Beispiel 3.25 (Knotenbasis).

o Betrachte den Lagrange-Raum V.

e Uniform verteilte Lagrange-Punkte x;.

e Knotenbasis

1, i=3j

@i € Vp, ¢>i($j):{0 i £ ]

3.5 Diskretisierungsfehler

Wie gut wird u durch uj approximiert?

o Wie grof ist ||u — up||?

e Welche Norm verwendet man?

e Wie verhélt sich u — uy, fir h — 07
Satz 3.26. Sei eine Familie von quasi-uniformen Triangulierungen T, mit Gitterweite
h gegeben. Ist u ist p + 1-requldr, d.h. v € HPTY, dann gilt fir die FE-Lésung uj, € fo
durch Lagrange-Elemente p-ter Ordnung

lu = unllz < chP|ulp1.

Fir den Beweis bendtigen wir das folgende Lemma.
Lemma 3.27 (Céa). Die Bilinearfor a(-,-) sei V-elliptisch mit Konstante o und mit
Stetigkeitskonstante C, also a(v,v) > a|[v|?, a(v,w) < C|v| - ||lw]||. Seien u, uy die

Losungen von a(-,v) = €(v) in V bzw. V3. Dann ist

lu = unllgr < Ca™t - inf flu— o)
v EVY

Der Ausdruck inf,, cv, ||u — vp|| g1 ist der kleinstmogliche Fehler.
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3.5 Diskretisierungsfehler

o

Vi

Beweis des Satzes in zwei Schritten.

1. ,Bestapproximation®, Anwendung des Céa-Lemmas.

2. Konstruiere eine Funktion @, mit |[u — @p|lg1 < chP|u|p41. Einfache Variante:
up, := ITu, die punktweise an den Lagrange-Knoten interpolierende Funktion. [

Beweis des Céa-Lemmas.

a(u,v) =4L(v) YveV
a(up,v) =L(v) Yv eV

Wegen V}, C V' kann subtrahiert werden:
a(u —up,v) =0 Yv € V.
Diese Eigenschaft heifit Galerkin-Orthogonalitit. Sei vy, € V}, eine beliebige feste Funktion.
a(u — up, vy —up) = 0.
vy, — up, € V. Wir schétzen ab:

allu — up|* < a(u — up,u — up)
= a(u — up,u —vp) + a(u — up,vp — up) = a(u — up, u — vp)

< Ollu— up | g l|w — val g

Teile durch ||u — up|| g1-

C
lu — up| g1 < EHu—vthp Yoy, € V. O
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3 Finite Elemente

3.6 Quasi-Uniformitat
Engl.: ,shape regularity®
o Fir ein Gitter Tj, sei h der Durchmesser des grofiten Elements in 7.
o Betrachte die Familie 7, , Tp,, ... von Gittern mit hy — 0.
o Seien p der Inkreisradius des grofiten Elements und r der Umkreisradius.

Definition 3.28. Eine Familie von Gittern {73} heifit quasi-uniform, wenn es eine Zahl
k gibt, so dass

VEG{E}VTEE:%</<;.
t

3.7 Approximationsfehlerabschiatzungen in der H'-Norm

Satz 3.29. Seit > 2 und Tp, eine Familie von quasi-uniformen Triangulierungen. Dann
gilt fiir Tu, die Interpolation von u durch stickweise Polynome vom Gradt — 1

|u — Tu||gm < ch'™™|u|gt.
fiir alle w € H und 0 < m < t.
Fiir den Beweis benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 3.30 (Bramble-Hilbert). Sei T C R? ein konvexes Polygon und t > 2. I: Ht —
II;—1 sei die Interpolation durch Lagrange-Polynome an ,sinnvoll® gewdhliten Stitzstellen.
Dann gilt

lu — Tu|l; < cluly Yue HY(T).

Beweis des Satzes. Wir teilen das Integrationsgebiet ) in die einzelnen Dreiecke der
Triangulierung auf und summieren die Integrale tiber jedes Dreieck. Dann gilt ||u—Iu||,, =
Zij\il ||lu— Tul| an(T;)- Eine direkte Anwendung des Bramble-Hilbert-Lemmas funktioniert
nicht, da ¢ unspezifiziert von der Gréfle von T abhéngt.

Ansatz: Transformiere jedes Dreieck T' auf das Referenzdreieck Ty und wende dort das
Bramble-Hilbert-Lemma an. O

Lemma 3.31. Seien T, Ts affin dquivalent, d.h. es gebe eine bijektive affine Abbildung

F: Ty - T, Fit =x+ BZ. Firve H™(T3) ist dann © =vo F € H™(Ty) und es gibt
eine Konstante C = C(T1,m), so dass

1
0] grm (1yy < CIIBI™ - |det B|™2 |v|gm ().

Damit:
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3.7 Approximationsfehlerabschétzungen in der H'-Norm

o Firve H™(T) ist dann 0 =vo F € H™(T o) und es gilt
1
|01 grm (7, < ClIBI™ (det B) "2 [v] gm 1.

Nun betrachten wir wieder |u — [u|gm. Es gilt mit dem vorherigen Lemma und
dem Bramble-Hilbert-Lemma

m 1
[u—Tulgniry < C 87" et B)? 1 =~ Talmr,

SIS

SCHB‘lum(detB) (@111 (1,0

<C|B7" (et B) | B (det B) % ful ()

= (B - 1BI) " 1Bl ey
1

« Verbindung zur Geometrie von T ||B|| < rpp~", wobei p den Inkreisradius im
Referenzelement und r7 den Umkreisradius im globalen Element T' bezeichnen.

Beweis. Sei z € R? mit ||z|| < 2p. Daraus folgt ||Bz|| < 2r7. Daraus folgt

|Bll = sup |Bz| = sup |Bz(2p)"|
ll==1 lzll=2p

|Bx| _ 2rp rp
sup ——— < — ~
lzl=2p 2P 2p p

Ebenso: | B||~! < #p;', wobei nun # den Umkreisradius des Referenzelementes und pr
den Inkreisradius des globalen Elements 7'. Nun gilt die Abschédtzung (durch Einsetzen)

T £ \™ rT t—m
s (5 5) () e
mit den Konstanten
R 1 . 1
r = —— p =

V2’ 2+/2

AuBlerdem ||B|| < 4h. Damit wird die obige Abschitzung fir |u — Iu| zu

~ 0.29.

r -m
]u - IU‘HW(T) <c (pj‘) ht |u]Hz(T)

Der Ausdruck er:;l bleibt beschrinkt fiir h — 0, da das Gitter als quasi-uniform
angenommen wurde. O

Uns interessiert m =1, t = 2
lu = Tull g1 < chlu|ge

und m=0,t=2:
|w — Tul| 2 < ch?|ulye.
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3 Finite Elemente

3.8 Diskretisierungsfehler in der L?>-Norm

Das Céa-Lemma sagt nichts {iber den L?-Fehler aus. Stattdessen wenden wir den Aubin-
Nitsche-Trick an. Als Voraussetzung miissen wir H?-Regularitit des Randwertproblems
annehmen, d.h. v € H2(Q) und |jul|g2 < c- |4 = || f]| z2-

Lemma 3.32 (Aubin-Nitsche-Trick). Sei Vj, C H' ein FE-Raum und uy € Vj, Losung
des Variationsproblems in Vj,. Fiir jedes g € L? sei ¢g € H' die eindeutige Losung der

adjungierten Gleichung
a(w, ¢g) = (g, w)2 Yw € H. (I)

Dann gilt

lu —upllr2 < ellu—upllgr - sup |7 inf [|¢g — ||
gerz(@) Lllgllpz vevi "7

Was hilft das? Die H'-Fehleruntersuchung hatte gezeigt:
lw—unl[m < chlulgz < ch| f| 2.
Diese Abschéitzung gilt auch fiir ([):

69 — Ggnllar < chldg|m2 < chl|g| L2
inf [log — vl < |log — dg,nll < chllgllLe.
veEV,
Also ist der Term in [...] < ch.

Beweis des Lemmas. Teste die adjungierte Gleichung mit w = u — uy, € H':

a(u = un, ¢g) = (9, — un) 2.

Sei v € V}, beliebig. Mit Galerkin-Orthogonalitéit: a(u — up,v) = 0. Deshalb:

(9,u —up) 2 = a(u — up, dg — v)
< COllu —up| g1 l|¢g — vl 1

v war beliebig, deshalb:
(g,u—un)p2 < Cllu—up|gr - inf ([ — vl
veEV,

Mit der Identitat

Vw € L*: ||lw|| 2 = sup (w,9)12
ger2 llgllz2

und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (w, g) < ||w|| - ||g|| folgt

— 1
lu = unllzz = sup L-=429) < Gl — ]l - sup inf gy —vllm|. O

gerz  |lgllr ger2 Lllglle veva
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3.9 Crouzeix-Raviart-Element (Poisson-GI.)

3.9 Crouzeix-Raviart-Element (Poisson-Gl.)

CR = {v € L?(Q) | v|r ist affin VT € Ty, v stetig an Kantenmittelpunkten }. Wir wollen
den Diskretisierungsfehler abschétzen. Dabei stellt sich das Problem, dass das Crouzeix-
Raviart-Element nicht konform ist, d.h. CR ¢ H 1. Das Céa-Lemma kann folglich nicht
benutzt werden. Stattdessen verwenden wir eine Erweiterung des Céa-Lemmas, das 2.
Lemma von Strang.

e Problem 1: a(u,v) = £(v) fiir alle v € H! mit a: H' x H! — R. Ist a fiir V}, € CR
iiberhaupt definiert? Ersetze a(-,-) durch eine ,sinnvolle® Erweiterung a(-,-): (V +
Vi) x (V4 V) = R (V+V, C H' + CR komponentenweise). Fiir die Poisson-
Gleichung —Au = f ist a(v,w) = [, VoVw. Erweiterung:

Z /VU’T Vw|T

TeTh

o Problem 2: Die H'-Norm ist nicht fiir alle v, € Vj, = CR ¢ H I definiert. Stattdessen
verwenden wir gitterabhdngige Normen, z.B.:

lvalln = | Z ”UH%—II(T)
TeTh

Diese Norm ist nur fiir das konkrete Problem sinnvoll.

Lemma 3.33 (2. Lemma von Strang). Sei ay, elliptisch bzgl. der Norm || - ||, also
an(v,v) > allv||? fir alle v € Vi, und |a(u,v)| < C|jv||pl|w||n fir allev € V + Vi, w €V,
mit von h unabhdngigen Konstanten. Dann gilt

-/
lu—unlln < e | inf flu—valla+ sup |an(u, wn) — Ea(wp)| |
wWhEVh llwhl|n

Der erste Summand heiffit Approximationsfehler; der zweite Summand heifst Konsistenz-
fehler.

Bemerkung 3.34. Bei konformen Elementen ist der zweite Summand stets = 0 und
die Aussage des obigen Lemmans wird zur Aussage des Céa-Lemmas.

Beweis. Sei vy, € V}, beliebig.

allup — vplli < an(up — vn, wp, — vp)

= ap(un, up — va) — an(Vh, up — vp)

= Lp(up — vp) — ap(vp, up — vp)

= ap(u — vp, up — vp) + L (up — vp) — ap(u, up — vp)

< Cllu — vpllnllun —vnlln + -] -
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3 Finite Elemente

Wir teilen durch |up, — vp||n:

1 Cn(up —vp) — ap(u, up — vy
lun = vnlln < 5 [CIIU—Uhllh 4 ) = anl )}

|un — vl
1 L (wp) — ap(u, w
< 2efu=vals+ sup [ (wp) — ap(u, wp)
2 wi eV l[wnlln

Anwendung der Dreiecksungleichung;:
lu = unlln < llu—vnlln + [lun —valln

O

C n(wp) — ap(u, w
< <1 + > ||U - Uh”h + sup | h( h) h( h)|
« wpEVY, anhHh

Beispiel 3.35. Die Poisson-Gleichung —Awu = f auf 2 mit v = 0 auf 9. Schwache
Form: a(v,w) = £(v) fiir alle v € V = H}(Q) mit

a(v,w) :/ VoVuw dz, l(v) = / fv dx.
Q Q
Crouzeix-Raviart-Elemente (dim Q = 2, alle T € T}, sind Dreiecke).
CR = {v € L*(Q): v|r affin VT € Ty, v ist stetig an den Dreieckskanten}
CRy ={v € CR: v =0 in den Mittelpunkten der Kanten auf 02} .

Erweiterungen von a(-,-) und ¢(-):

ap(v,w) := Z /TVva dz, lp(v) == Z /va dx.

TeTh TeT,

Norm [|[v]|2 = 3 p ||v||%T Wir wollen nun den Diskretisierungsfehler ||u—up||; abschétzen.
Nach dem 2. Lemma von Strang ist

Diskretisierungsfehler < Approximationsfehler + Konsistenzfehler
1. Approximationsfehler: Da Vh(t) C CRy gil

inf |lu—ovpllp < imf<1> llu — vp||n < chluls.

v, ECRo opev,y

2. Konsistenzfehler:

Ly(wp) = ap(u, wp) — €p(wp) = Z {/T VuVwy, dx — /wah d:n}

TeT
=2

/ Opuwy, dS—/ Auwy, dx—/ fwn dw]
Ter, Lor T T

— ), d
3 /aTauwh s

TET

QV,S}O) = Lagrange-Raum erster Ordnung mit Nullrandbedingungen
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3.9 Crouzeix-Raviart-Element (Poisson-GI.)

da —Au = f auf jedem T € T},. Fiir jede Kante e des Gitters sei wy,(e) der Mittelwert
von wy, auf e.

« Auf Randkanten ist wy(e) = 0 fiir alle wy, € CRy.

e Innere Kanten e kommen immer genau zwei mal vor. Jeweils mit dem Inte-
granden O,uwy,.

e Dabei bleibt 0,u betragsméfig gleich, wechselt aber das Vorzeichen, also

L, (wp) = Z Z Onu (wh - m) :

TeT, ecT €

Zuwv € H*(Q) sei Iyv € CRyN C(Q) die stetige, stiickweise affine Funktion, welche
v in den Eckpunkten der Dreiecke interpoliert. Nach Definition des Mittelwertes

wp(e) ist
/ (wn — (@) = 0.

€

Deshalb darf von d,u eine konstante Funktion abgezogen werden, z.B. 0,Iu
(konstant auf jedem e!). Dann gilt

Ly (wp) = Z Z /an(u—fhu) (wh—M) ds.

TeT, ec0T

Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

/€|V(u—Ihu)|2 dS-/e

Lu(wn)l < Y Y

TeTy ee0T

wp, — wh(e)’2 dS]% .

a) Erster Faktor:
o Sei v € H?(Tret).

e Dann folgt mit dem Bramble-Hilbert-Lemma:

| Nw=1w)? ds < CIVw— 1),
ref

< Cllv — Ioli3 1.,

S C”U’%aTref

Transformationssétze (siche Lagrange-Elemente):
/ V(v — )2 dS < Chlhf .
8T shre

Ebenso:

2
/ wp, — wh(e)‘ ds < ch|wh|iT Vwy, € CRy.

e
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3 Finite Elemente

Einsetzen und erneute Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (in
R™):

1
Lu(wn)l < 32 [ehlul} - ahlwnl} 7]
TeTh

<ch Z |ula,7|wp |11
TETh

< ch Z ’U@T Z |wh‘%,T

TeTh TeTs

N

= chlula,0 - [waln

< chlula.qllwalln

Einsetzen in Strang:

| Lu(w = h)| chlula l[wnlln

sup = ch|u]2

whe€CRy  |1Wnlln wheCRy  llwhlln

Es folgt ||u — up||n < chlulo.

3.10 Die Stokes-Gleichung

Wir betrachten jetzt das Stokes-Problem. Stationdre Stromung einer zédhen, inkompressi-
blen Fliissigkeit (z.B. Honig). Hauptséchlich wirken in einer Fliissigkeit oder einem Gas
zwel Krifte:

e Massentrigheit und

e Reibung der einzelnen Teilchen aneinander im Material.

Bei Gasen ist die Reibung der Teilchen sehr klein. Bei zdhen Fliissigkeiten ist die Mas-
sentrigheit sehr klein und die Reibung sehr grofi. Weiterhin sind viele Gase kompressibel,
d.h. mit einem gewissen Kraftaufwand kann man ein gegebenes Gasvolumen verringern.
Flissigkeiten konnen in guter Naherung als inkompressibel angenommen werden. Wir
suchen nun:

o Geschwindigkeitsfeld u: Q — R¢ und
e Druckfeld p: Q2 — R,

sodass
Au+Vp=—finQ (3.1)
V-u=01in Q
u = 0 auf 09.

Die erste Gleichung (3.1]) beschreibt eine Impulserhaltung, die zweite Gleichung (3.2)
beschreibt eine linearisierte Massenerhaltung.
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3.10 Die Stokes-Gleichung

e Der Druck p wird nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.

o Typischerweise: Fordere Normierung [, p = 0.

3.10.1 Schwache Formulierung

1. Sei ¢ € L3(Q) := {q€ L?*: [,q=0} eine Testfunktion. Teste mit ¢ die zweite
Gleichung (3.2). Aus divu = 0 wird

b(u,q) := /Qdivu-q:0Vq € L%.

2. Sei v € H}(Q)4 := H} (Q,]Rd> = Hj} eine Testfunktion fiir Gleichung (3.1]).

/QAU-U—{—/QVp-v:—/Qf-U.

Wir wenden Integralsitze an:

—/Vqu+ au-v—/p-divv—i—/ vpn:—/f-v
Q o0 On Q o9 Q

—/Vqu—/p-divv:/f~v
Q Q Q

Definiere a(v,w) = [o VuVw. Neue Problemstellung: Finde u € H{(Q)? und
p € LE(Q), sodass

a(u,v) +b(v,p) = (f,v) 2 Wu € Hp ()
b(u,q) =0 Vg € L.

3.10.2 Exkurs: Sattelpunktprobleme

Wir nehmen als Ausgangspunkt einen euklidischen Raum, etwa R™. Minimiere ein
Funktional J: R™ — R unter der Nebenbedingung g(z) = 0 fiir ein g: R" — R.

Beispiel 3.36. J(z) = 23423 und g(z) = 21 +x2—2. Lésung = (1, 1) durch gekonntes
Auf-das-Bild-Starren.
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3 Finite Elemente

/
K / {9(z) = 0}
\

Abbildung 3.1: Skizze zur Minimierung von J, gekennzeichnet durch die kreisférmigen
Hohenlinien des Paraboloiden, unter der Nebenbedingung g(z) = 0.

Lagrange-Formalismus in eukl. Rdumen

Im Minimierer z* steht der Gradient von J senkrecht auf der Nullmenge von g, d.h.
VJ (z*) und Vg (z*) sind kollinear:

VJ = AVyg
Die Zahl A heifit Lagrange-Multiplikator.
Lemma 3.37. Die Minimierer sind stationdre Punkte des Lagrange-Funktionals
L:R"xR =R, L(x,\):=J(z) + \g(x).
Beweis. Sei z*, \*, sodass VL(z*, A*) = 0. Das heifit:

0= _vsiavy
ox
oL .

Achtung: Diese stationdren Punkte von £ sind keine Extrema, sondern Sattelpunkte.
Beispiel 3.38 (Fortsetzung). L(x,\) = 23 + 23 + \(21 + 22 — 2).
e Ableitung von L:
Op, L =221+, O, L=2x2+)\, OOL=1z1+22—2.

e Nullsetzen:

2 01 1 0
0 21 z2| =10
1 10 A 2
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3.10 Die Stokes-Gleichung

o Matrix ist reguldr, es existiert also eine eindeutige Losung:
(:Ul, T2, )\) = (1, 1, —2)

o Zweite Ableitung von L ist indefinit. Der stationdre Punkt ist ein Sattelpunkt.

Lagrange-Formalismus in Hilbertraumen
e Seien X und M zwei Hilbert-Raume.
e Seia: X x X — R bilinear, symmetrisch und Yv € X: a(v,v) > 0.
e Seib: X x M — R bilinear.
e Seien f € X' und ¢’ € M.
Gesucht wird jetzt ein Minimierer von
T() = Sa(v,v) — (£,
unter der Nebenbedingung in M’
b(v,-) —{g,-) =0,
d.h. Vg € M: b(v,q) — (g,q) = 0. Lagrange-Funktional hierzu:

L(0,1) = a(v,0) — {F,0) + p (b(v,) = (9,))
=(b(v,)—=(g,1))

fiir v € X und p € M. Erste Ableitung:

O = 4w, ) ) — (1)
oL
% = b(vv ) - <gv >

Im Stokes-Problem:
a(v,w) = /VUVUJ

b(v,q) :/divv‘q
J(v) = ;/\W\Q dz — (f,v).

Aquivalente Formulierung des Stokes-Problems: Finde ein divergenzfreies Vektorfeld, dass
J minimiert. Der gesuchte Druck p € L3 in der urspriinglichen Fassung des Problems ist
nun der Lagrange-Multiplikator pu. Abstrakt ist der Lagrange-Multiplikator die Kraft,
welche fiir die Einhaltung der Nebenbedingung sorgt. Wir beschéftigen uns nun mit der
Frage, unter welchen Bedingungen das Stokes-Problem in der schwachen Formulierung
wohlgestellt ist. Sei X ein Banach-Raum und V' C X der Kern der Nebenbedingung;:

Vi={ve X |Vge M: b(v,q) =0}.
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3 Finite Elemente

Satz 3.39 (Brezzis Splitting Satz). Das Sattelpunktproblem hat genau dann eine eindeu-
tige Losung, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

1. a(-,-) ist V-elliptisch, d.h.

Ja > 0o € V' av,v) > alv|?,
2. Die Bilinearform b(-,-) erfillt die inf-sup-Bedingung

38 > 0: inf supM
neM yex [[o - [l

> 0.

Die Losung hdngt stetig von f ab.

Beweis. Wird weggelassen. O

3.10.3 Gemischte FE-Methode

Waihle endlich-dimensionale Teilrdume X, C X und M, C M. Diskretes Problem: Finde
up, € Xp, pn € My, sodass

a(up,vp) + b(vp, pr) = (f, vn) Yo, € Xy,
b(un, qn) =0 Yan € My,

Ist dieses Problem wohlgestellt? Bei elliptischen Problemen mit konformer Approximation
einfach zu beantworten mit dem Lemma von Lax-Milgram. Hier ist es um einiges
schwerer! Tatséchlich stellt der Nachweis der Wohlgestelltheit des diskreten Problems die
Hauptarbeit in FE-Methoden dieser Art dar. Wir verwenden Brezzis Splitting Satz.

o Forderung 1): a(-,-) soll Vj-elliptisch sein, mit V;, = {v € X}, | Vg, € Mj,: b(v, qn) =
0}. Im Allgemeinen ist V;, € V. V}, kann sogar grofer sein als V' (muss separat
gezeigt werden). a(-,-) Vp-elliptisch folgt nicht automatisch aus V-Elliptizitét.

o Forderung 2): 35 > 0:
b
inf sup M >
neM yex [|vfl - [lll

folgt ebenfalls nicht automatisch aus inf-sup fiir X und M.

g

Die Forderungen 1) und 2) wirken in gewisser Weise entgegen. Diese zwei Bedingungen
heifen:

o Babuska-Brezzi-Bedingung,
e Brezzi-Bedingung,
o Ladysenskaya-Babuska-Brezzi-Bedingung (LBB-Bedingung).

Korollar 3.40. Wenn X; und M} die LBB-Bedingung erfillen, dann ist das diskrete
Problem wohlgestellt.
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3.10 Die Stokes-Gleichung

3.10.4 Diskretisierungsfehler

Satz 3.41 (Céa-Lemma fiir nicht-elliptische Probleme). Die Bedingungen des Splitting
Satzes von Brezzi seien erfillt. Die Rdume X, C X, My C M erfillen die LBB-Bedingung.
Dann ist

- - < inf — inf — .
Ju = unllx + Iy = mnlla < inf Jlu=wnllx+ inf o= pnllr )

Beweis. (u,n)16st das Variationsproblem. (up, np,) 16st das FE-Problem. Galerkin-Orthogonalitét:

a(u — up,vp) + blvy,n —np) =0 Y, € X,
b(u — up, pup) =0 Vun € Mp,

bzw.

a(u,vp) + b(vn, n) = a(up, vi) + b(vp, Mn)
b(u, pn) = blun, pn)-

Sei (wp, A\p) € Xp, X My, beliebig. Dann:

a(up — wh, vp) + b(Vn, Mh — An) = a(u — wp, va) + b(va, 0 — An)
b(un — wh, ) = b(u — wp, ).
Definiere £ € (X x M)" durch
(v, p) = a(u — wp,v) +b(v,n — Ap) + b(u — wp, p).
a(-,-) und b(-,-) sind stetig. Deshalb
1]l < C (Ilu = wall + [In = Anll) -
Aus der Wohlgestelltheit folgt
o — wnll + = Mall < 101 < S (s =l 4+l = Al
Dreiecksungleichung:

lu —upll + lIn =1l < llu —wpll + lwp = upll + 11 = Al + [[An — 2]

C
< = wnll + = Al + < (= ol + 1 = A
c
< (14 2 (Ju=wnl +ln = Mal)

fir alle wyp € Xp, und A\, € M. Daraus folgt die Behauptung. ]

Nachteil des Satzes: Wir wissen nicht, wie klein der Geschwindigkeitsfehler ||u — wup|
bzw. der Druckfehler ||n — 7| einzeln ist, d.h. wie gut X durch X} bzw. M durch M}

approximiert wird.
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3 Finite Elemente
Satz 3.42. FEs gelten die gleichen Voraussetzungen wie im vorigen Satz. Zusdtzlich sei
Vi, C V., d.h. fiir jedes vy, € V), gelte
Vup € My b(vp, up) =0 = Yu € M: b(vp, u) = 0.
Dann gilt
lu —unlf < € inffu— vl

Beweis. Seien vy, € Vi, und wy, € Vj,.

a(up — vp, wp) = alup, wp) — a(u, wp) + alu — vy, wp)
= _b(wh7 TIh) + <f) U)h> + b(wha 77) - <f7 wh> + CL(U — Up, ’U)h)
= b(wp,n — nn) + alu — vy, wp).

Es gilt b(wp,n — np) = 0, denn
o wp € Vp, d.h. b(wp, up) = 0 fir alle py, € My,

o Nach Annahme Vj, CV = b(wp, ) = 0 fiir alle p € M, also b(wp,n —np) = 0,
dan—n,eM.

Wihle wy, := up — v, € Vi, C V. Dann folgt

allup, —vpl* < alup — v, up — vn)
= a(u — vp, up — vp)

< Cllu = wpll - [lun — vnl]
C
= lun —vnll < —llu —oal.
o
Dreiecksungleichung:
C
lu = unll < llu = onll + [lvn = unll < {1+ — ) llu = va]. O

Soweit zur Diskretisierungsfehleranalyse. Interessant wird jetzt die Konstruktion von
passenden FE-RAumen. Wie sehen diese Rdume X}, M}, aus?

Beispiel 3.43. Motivation: Die im Stokes-Problem auftretenden Bilinearformen sind

a(u,v) = /Vqu, b(u,q) = /divu-q.
Plausible Wahl:

X}, := P, = {v € C stiickweise affin} ¢ H!,
M, := Py = {q stiickweise konstant} C L2

Aber: Erfiillt nicht die inf-sup-Bedingung:

dg € My \ {0} Yv € X}: /divv-q:().

40



3.10 Die Stokes-Gleichung

Beweisskizze. Sei Q = (0,1)? und sei auf Q ein uniformes Rechteckgitter mit N € N
und h = N~! gegeben. Sei ferner a;j der Punkt mit Koordinate (ih,jh) und Tj; die
rechts-obere Gitterzelle beziiglich a;;.

o Fiir ¢ € My, sei Qi L gyl der Wert von ¢ auf Tj;.

o Fir v € X, (Geschwindigkeitsfeld (Vektor)) seien (uj;,v;j) die Werte der zwei
Komponenten in a;;.

o ¢ ist zellenweise konstant, daher gilt (mit dem Satz von Gauf)

divv-q:q.;.;/ divv:q.;.;/ (v,n) dS
/Tij +5,0+5 T, 1+5,0+5 Ty, )

1
= oM 1 et (Uirny = Uig + Uikt g1 = Uigat + Vit1gan = ity + Vi1 — Viglg)

¢ Addiere tiber alle Elemente:

/Qdiv vg=1[.]=—h? Z (U” (019); ; + viy (82(])1',]')

0<i,j<N
mit den Differenzenoperatoren

1
(Oh9);; = 2h (qi+é,j+% T il -1~ Gi-1g+4) ~ di-15-1

(020)i5 = 55, (qz'+%,j+% R TS R R N A T

Dabei haben wir eine partielle Integratino verwendet:

0 0
/divv-q:—/Q<v,Vq>:—/Qu.ai_i_v.az

e Die 014, 02q sind Null, wenn
Givgg+y = li-3-3 Li-34+3

e Dies gilt, wenn alternativ
1. g konstant ist (weniger interessant) oder

2. g schachbrettartig die Werte +1 und —1 annimmt.

e Solch ein ¢ erfiillt also [divv-q =0 fur alle v € X}. Daraus folgt

di .
inf sup L AVUR

=0
My vex;, (ol - [ull

Man sieht in der Praxis teilweise Schachbrettmuster. Dies fithrte auf die Bezeichnung
Schachbrettinstabilitdt. O
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Beispiel 3.44 (Das Taylor-Hood-Element). Wir verwenden jetzt
d
Xy:=P={veCnHpb:vlr e}  (Hp)",
My, := Py N LE = {q € C stiickweise affin} N L3.
Das Taylor-Hood-Element erfiillt die inf-sup-Bedingung

divo -
infsupf vy g

T =p8>0
@ v |ollglT

mit der gitterabhingigen Norm

Ll = ¢ S 3| VullZ .

TeT

mit hp dem Durchmesser von T'.

o Im Nenner steht |v|; statt ||v]|1, aber diese sind auf H}, dquivalent (Friedrich-
Ungleichung).

Beweisskizze.
» Die gitterabhéngige Norm || - |7 ist tatsdchlich eine Norm.
e Sei ¢ € P, N L2 beliebig. Das Gitter bestehe nur aus Dreiecken.
e Sei £ die Menge der inneren Kanten.
o Fiir F € € sei tg der Einheitstangentialvektor. (Orientierung vernachlissigt).

o Definiere ur € P N H}, durch

dq
ur =Y Yph’ > —tp
EcE Otp

wobei ¥y die P>-Basisfunktion zu E ist.

e Rechnen (wenn das Gitter quasi-uniform ist):
| adiver = clqlF

o |url? < ¢|g||2. Damit
TI1 q|lT

[qdivu S [ qdivur > CH(JHTQ > CH(]HT’UT

> = cllqllT O
luT

sup > >
wex, ul1 luT|1 lur1

Das Taylor-Hood-Element funktioniert.
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4 Konstruktion von adaptiven Gittern

4.1 Residuenfehlerschatzer
4.1.1 Effizienz des Residuenschatzers
¢ Der Residuenschétzer beschrankt den Fehler auch von unten.

e Und das sogar lokal, d.h. auf jedem Element separat.

Ab jetzt sei V}, der Lagrange-Raum zweiter Ordnung.
e Sei fj, die L?-Projektion von f in Vj,.
e Sei wr die Menge aller Dreiecke, die mit T' eine gemeinsame Kante haben.

e Sei w, die Menge aller Dreiecke, die e als Kante haben.

Satz 4.1 (Braess [1], Satz I11.8.1). Sei T eine quasiuniforme Triangulierung mit Regula-
ritatsparameter k. Dann gibt es eine Konstante ¢ = ¢(£2, k) so dass

2
Twr T D W2l = fullor| -

T'Cwr

nr,r < cl||lu — up|

o Der Ausdruck || f — fxllo,r heiBt Datenoszillation. Er misst, wie gut sich f mit dem
gegebenen FE-Raum bzw. Gitter darstellen lésst.

Fiir den Beweis brauchen wir eine besondere Funktion (,,Abschneidefunktion®).

(Fiir den kompletten Beweis brauchen wir sogar zwei solche Funktionen: Neben der
fiir Elemente auch noch eine zweite fiir Kanten. Diese kommt aber nur in dem Teil des
Beweises vor, den wir der Einfachheit halber weglassen.)

o Die Elementblasenfunktion ¢¥p = 27A;A\aA3 (A; die baryzentrischen Koordinaten
auf T')

e kubisches Polynom

e ¢ =0 auf 9T und auBerhalb von T

e infyyr =0, supyyr =1
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4 Konstruktion von adaptiven Gittern
Hilfssatz 4.1. Sei T quasiuniform mit Parameter k. Dann gilt
a) |[rvllor < llvllor Vv e LX(T)

1
b) |v#pllor > cllpllor Vp € Iy
o) IV@Wrp)llog < ch'[vrpllor Vp € .

Beweis von Satz[{.1} Die Dreiecksungleichung liefert

|Aup + fllo < [|Aun + fullor + I|f = fallo,7-

Wir fiuhren deshalb das reduzierte Elementresiduum ein:
R red = (Aup + fr)lr € Hx(T)

Auflerdem definieren wir

wr = Y7 - Ry red.

Rechnen:

1
¢ Rrweallg r < 1197 Revealld (Hilfssatz [£.1][b))

= (Q;Z)j%“RT,reda ¢j%“RT,red)O,T

= (R7reds Y17 R red)o,T

= (R7red> WT)o,T (Def. von wr)

= (Aup + frn — f+ fywr)or

= (Rr,wr)or + (fu — fywr)or

= (Rr,wr)or + Y (Re;wr)oe +(fa— frwr)or

EEFh
—_—
=0,da wyr =0 auf I'y,
= l(wr) + (fa — frwr)or
(Mit der Linearform [(-) aus dem Beweis der Zuverlassigkeit)
= (V(u—wp), Vwr)or + (fn — f,wr)or
(Nach Def. von [(-) und suppwyp =T
< fu—wupfir - lwrhr +[f = fullor - llwrlor
< llw—=wnlvr - lwrlye +[1f = fa

o1 [lwrllor
Wir wollen durch || Ry yedl|o,r kiirzen. In der Tat gilt:

lwrllor = YT Rrredllo,r < || R redllo,r (Hilfssatz EI[)
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4.1 Residuenfehlerschatzer

lwrli,r = V(Y7 Rrrea) llor
< chp [T Ry reallo,r (Hilfssatz
< chi | Rredllo (Hilfssatz [{-1)))

Damit

¢ MRrredlld 7 < llu = unllr - chz | Repedllor + 1f = fallor - | R7wedllo.

bzw.
lzl red (|0, > c T U Up, 1,7 J Jrll0,T |-

Mit
| Rrllo,r = [[Aup + fllor < [|Aup + frllor + If — fallor
schlief3t man

hr||Rrllor — hrllf = fullor < hrl|Rrredllo,r < C[HU —up|l1 7+ bl f — tho,T}?

bzw.
hr|| Ry

or < e[lu=unlir + bzl f = falloz]

mit erneut gednderter Konstante.

Ahnlich zeigt man (Details bei Braess):

1
he || Relloe < clu—unliw. + Y hoollf = fulloa

T' Cwe
Zusammen erhalt man
1
% g = W7l Rrlg o + B > helRellp.
ecdT
2 1 2
gc[[uu—uhnm+hT||f—fh||o,T] +5 2 (= wnlhw. + 3 hollf = fullo] ]
e€<9T Tlewe

1
< cllu=unlfr + 11 = Sl +5 3 [le— e, + X HIF - ]|
ecdT T'cwe

(wegen (a + b)2 < 2(a2 + b2))

< c[uu—uhuiT+hTuf—th%,T+ S lu—unlBr + B30 f = falld ]
T €wr

1
(da wp = U we; Den Faktor 3 kann man einfach durch 1 ersetzen.)
e€dT

<cllu- e, + 3 WIS Sl

T €wr
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5 Finite-Volumen-Verfahren

o Sei Q ein Gebiet in R? und sei [0, tenq] €in Zeitintervall.

o Gesucht wird Zeitevolution eines Skalarfeldes ¢: QX [0, teng] — R unter dem Einfluss
eines bekannten Geschwindigkeitsfeldes v: Q — RY.

o FEinfachster Fall: lineare Transportgleichung:

Oc
e + () =

mit Anfangsbedingungen c(z,0) = co(x).
Der Rand 0f2 zerfillt in zwei Teile:

Tin == {x € 0Q: (v,n) < 0} Einflussrand,
Lout := 02 \ I'iy Ausflussrand

Randbedingungen nur auf I'y,: Dirichlet (¢ ist gegeben) oder Neumann (c - v ist gegeben).
Zerlege () in konvexe, abgeschlossene Polytope T', sodass

1. Q=UperT.
2. int T3 Nint T; = 0 fir alle T;, 7.

Nicht-konforme Gitter sind erlaubt. Die T heiflen Kontrollvolumen. Wir wenden den Satz
von Gaufl auf jedem T; an:

0
—/cdm+ (cv) - ndS=0
ot Jr, oT;
Zeitgitter: 0 =ty < t1 <t < ... < tend. Explizites Euler-Verfahren:

/_ o, tps) da — / o, ty) da + Atk/ (co)n dS = 0

T; T; T

fiir alle T;. Approximiere ¢ durch stiickweise konstante Funktion C, das Integralmittel
von c iber T;:

1
CcF .= T|/T c(x, ty) d.

Einsetzen:

CEYT| — CHT + Aty [ (eo)n ds =0,
oT;

k3
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5 Finite-Volumen- Verfahren

 Sei 7;; der Schnitt von T; mit Tj.
« Sei n;; die Einheitsnormale auf +;;.
e Sei v;; der Wert von v im Mittelpunkt von ;.
Approximiere den Fluss f%j(cv)n dS durch
. Cfvijnij, falls Vijn;; > 0 (Masse stromt aus 7; heraus).
. Cfvijnij, falls vi;n;; < 0 (Masse stromt nach 7T; hinein).
o Randterme ...
Formal: diskrete Flussfunktion:
cI>(C’Z-k, C’]’-“, ViNgj) = Cf max (0, vijn;) — C’;C max (0, —vi;n;;).

Damit ist
CFUT| — CFITy + Aty Y |7i; ®(CF, CF, vijngj).
Yij

Auflosen nach C’f“:

Ok+l = ok (1 NS W

|T ‘| max (0, Uijnij)) + Atk Z Ck |FY’LJ| max (0, —vijnij) .
vij 17t

J .
Yij ‘TZ|

Das Verfahren ist explizit, wir miissen also keine Gleichungssysteme zu 16sen. Verfahren
nur dann stabil, wenn At klein genug ist.
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