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1 Numerische Losung nichtlinearer
Gleichungen

1.1 Fixpunktiterationen im eindimensionalen Fall

Sei f: R — R eine Funktion. Wir interessieren uns fiir Losungen x der Gleichung
flx)=0
Die Idee der Fixpunktiteration besteht darin, diese Gleichung dquivalent in eine
Fizpunktgleichung
g(z) ==
umzuformen und mit Hilfe der Iterationsvorschrift
Tpr1 = g (zg) k=0,1,2,...

fiir einen gegebenen Startwert x( eine Folge (xg,x1,...) zu konstruieren.
Wunsch: Die Folge (xj) konvergiert gegen einen Fizpunkt x* mit g (z*) = x*, welcher
auch Losung der nichtlinearen Gleichung ist, d.h.

fa®)=0
Die Existenz von Fixpunkten folgt z.B. aus dem Fixpunktsatz von Banach.
Satz 1.1. Sei I = [a,b] C R ein Intervall und g: I — I eine kontrahierende Abbildung
mit einer Lipschitz-Konstante L < 1. Dann folgt:

(a) Es ezistiert genau ein Fizpunkt x* von g, also lz* € I: g(x*) = x*

(b) Fliir jeden Startwert xo € I konvergiert die Fizpunktiteration xi11 = g (xx) gegen
x* mit |zg11 — xg| < Llxg — x—1| und
k

2" — x| < |21 — o

—1-L

Beweis. VYxg € I: |xpy1—xk| = |9 (k) —g (vr—1) | < Lok —xK_1|. Induktiv: |xpq —xk| <
L¥|zy — xg|. Wir wollen zeigen, dass () eine Cauchy-Folge ist und betrachten

|Thtm — k| < |Thm — Thm—1] + -+ - + |Thg1 — T
< (Lk+m—1 +Lk+m—2 + ... +Lk> |ﬂ§1 —l‘0|

=LK (1+L+..+Lm-1)
Lk
1-L

IN

|CU1 —5U0|
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Damit ist gezeigt, dass (xj) eine Cauchy-Folge ist, welche in R gegen den Haufungspunkt

¥ = lim =z
k—o0

konvergiert. Der Punkt x* ist aber auch Fixpunkt von g, da

2" =g (@) | = |27 = Ty + o1 — g (27) |
= [2" — zp41 + g (2k) — g (z7) ]
< 2" = | + g (2r) — g (27) |
<|z* — xpq1| + Llzg, — 27|
—0 k — o0

Hierbei wurde verwendet, dass
VL € ( Z Lk =

Damit haben wir (b) und die Existenz des Fixpunktes gezeigt. Seien zwei Fixpunkte
¥, y* ausgezeichnet, dann

0<[z" =y =lg (") —g ()] < Llz" —y*| < |27 — ¢
L <1 = |2* — y*| = 0. Daher ist der Fixpunkt von ¢ eindeutig bestimmt. O

Beispiel. Betrachte die nichtlineare Gleichung f(z) = 2% — In(z) — 2 = 0 bzw. umgeformt
22 —2 = In(x). Die Gleichung hat auf R zwei Losungen x% und z3. Wie sieht eine geeignete
Fixpunktiteration aus?

(a) * = 2%+ 2 —1In(z) — 2 =: g1(x). Hinreichend fiir Lipschitz-Stetigkeit:
@)=L<1
max |9y ()] <
Differenziere g1 und erhalte

1
gilz)=22+1—- = L>1
x

Es gibt also keine Garantie fiir die Konvergenz gegen einen Fixpunkt.

(b) In(z) =22 — 2 = z =¥ 2 = gy(x) mit gh(z) = 2ze” 2. |gh(x)| < 1 in einer
Umgebung von 0 = Konvergenz gegen zj.

(c) 22 =In(z) +2 < z = /In(x) + 2 =: g3(x) mit

hr) = 5

lgh(z)| < 1in [1,2] = Konvergenz gegen z3.
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Definition. Eine gegen x* konvergente Folge (x)) C R™ besitzt die Konvergenzordnung
a > 1, wenn es eine Konstante 0 < ¢ g¢ibt, sodass

ki1 — a7 < el — 27|

Im Fall = 1 muss zusdtzlich gelten, dass ¢ < 1. Im Fall « = 1 spricht man von
linearer Konvergenz, fiir a = 2 von quadratischer Konvergenz. Weiter heifit eine Folge
(zx) superlinear konvergent, falls eine nicht-negative Nullfolge (cx) C [0,00) gibt, sodass

k41 — 27| < crller — 27|
Alternative Darstellung fiir superlineare Konvergenz:

x —z*

i 1@ =2
k—oo ||z — x|

Die Fizpunktiteration ist nur linear konvergent. Erstrebenswert wdre eine Iteration, die

quadratisch konvergiert.

Kann in speziellen Fdllen die Fixpunktiteration quadratisch konvergieren?

Satz 1.2. Die Funktion g: R — R besitze in x* € I einen Fixpunkt. Auf der Menge U =
[2* —r,2* + 7] C I seig € C*(U) mit g’ (x*) = 0. Dann konvergiert die Fizpunktiteration

fiir den Startwert xg mit |zg — 2*| < o = e @ quadratisch.
Beweis. Wir zeigen mittels vollstandiger Induktion
* 1 *
|z, — §2—n|x0—x (1)
Induktionsanfang: n = 0 klar
Induktionsschritt:
|xn+1 - SL‘*| = |g (xn) -9 (1‘*) |
"
<o) +g' (@) (e — o)+ L ) g (a")]
=0
!
g (g) *\2
=15 (@0 — )
< %\m — ¥ mit M := max |g”(z)| (2)
— 2" T el

Nun gilt: |z, — z*| < |zg — 2*| < p, also

|21 — 27| < S-ogyro — 2| = Spglzo — 27
. Also gilt und es folgt Konvergenz. Aus folgt Ordnung 2. O
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1.2 Herleitung des Newton-Verfahrens in 1D

f(x) =0 < 2z =2—h(x)f(x) = g(z) mit ¢'(z) =1 — ~h'(x)f(z) — h(z)f'(z). Die
Funktion A muss noch bestimmt werden. Um den obigen Satz anwenden zu kénnen, muss
gelten:

1
g @)=0=1-n (2" f(a*)—h(z") f (z*) = Idee: h(z) = ()
und somit z = x — jf,((?). Wir erhalten die Fixpunktiteration (FPI):
_ f ()
LTi+1 = Tk — f, (xk;)

Diese FPI ist das Newton-Verfahren in 1D.

1.3 Newton-(Raphson-)Verfahren

Sei f: R — R stetig differenzierbar. Gesucht: z* € R: f (z*) = 0.

Wir wéhlen einen Startpunkt zg. Fir £ = 0,1,2,... approximieren wir f durch eine
Tangente p in xj. Anstelle der Nullstelle z* von f berechnen wir die Nullstelle der
Tangente p und erhalten dadurch eine bessere Néherung xj1. Das Polynom p an x; hat
die Darstellung p(x) = f(zx) + f/(xr)(x — x) Die Nullstelle davon ist

S

unter der Voraussetzung, dass Vk = 0,1,...: f'(z1) # 0.
Beispiel (Lokale Konvergenz). Sei

x

f(J:):W mit f(@")=0<=2"=0
fllz)=...= ;@
(1+ c322)2
;/((3;)) =z (1 + 03952) = g(x) = —ca?
Das Newton-Verfahren dazu ist
= B (zy)?

_ : 3k
bzw. z* = (—l)kCTS (c%xo)

Konvergenz ist nur dann garantiert, falls c%xo < 1 gilt.

'Prinzip der Pfadverfolgung
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Beispiel. Sei f(r) = x? — 3. Die Nullstellen sind z* = ++/3. f'(z) = 20 = Newton-
Verfahren ist durchfithrbar in der Ndhe der Losungen.
Mit xg = 1 ergibt sich folgende Tabelle der ersten 5 Iterationen:

0 | 1.00000000
2.00000000
1. 75000000
1. 73214268
1. 78205081
1. 73205081

T W N =

Was passiert bei einer mehrfachen Nullstelle £*? - Betrachte dazu wieder eine Funktion
f:R— Rund ff(z*) = 0. Sei m € N>g, z* eine m-fache Nullstelle von f. Dann gilt

Vo =0,...,m—1: fP@)=0A ™ (z*)#£0
Dann besitzen f und f’ eine Darstellung der Form

f(z) = (z —2%)"h(z)
f'(x) = m(z — 2*)" " h(z) + (z — a*) "W ()

mit einer differenzierbaren Funktion h, welche h(x*) # 0 erfiillt.
Es folgt nun

sy o S0 (@ —a")"h(a)
f'(x) m(x —a*)"th(z) + (z — a*)"h (z)
e
mh(z) + (z I x* )W (z)

d.h. fiir m > 1, also mehrfache Nullstellen, ist das Verfahren zwar noch konvergent,
aber nicht mehr quadratisch. (Denn nach dem Satz tiber FPI erhélt man quadratische
Konvergenz nur, wenn ¢'(z*) = 0.)

1.4 Systeme von Gleichungen

Die Verallgemeinerung des Newton-Verfahrens auf Systeme von Gleichungen ist relativ
einfach. Sei dazu F': R" — R" stetig differenzierbar (und besitze weitere Eigenschaften).
Gesucht ist ein z* € R" mit F (z*) = 0. Sei 2° € R" ein Startwert. Approximiere F'
durch Taylorentwicklung um xg, also

F(z)= F (:UO) + F' <x0> (x - iL‘O)
Falls F’ (2°) invertierbar ist, dann setze

zt =20 — F/ (m())_l F ({EO)
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Newton-Iteration: fir k =0,1,2,3,...

1) Berechne Az* € R", sodass F' (:L'k) Azt = —F (xk) (Newton-Korrektur)
2) xFtl =gk 4 Ak

3) Falls HF (xk) H klein genug — Abbruch

Wie im eindimensionalen Fall ist wieder z**! als Nullstelle der Tangente an F' in z* zu

berechnen, also
R N (xk)_l r (xk>

Newton—Korrektur

Das Newton-Verfahren fiir nichtlineare Gleichungsysteme ist also auf eine Folge zu 16sender
linearer Gleichungsysteme zuriickzufiithren. Beobachtungen zum Konvergenzverhalten:

e konvergiert manchmal, manchmal auch nicht

e Wenn es konvergiert, dann konvergiert es quadratisch (d.h. schnell!)

3C > 0: kaﬂ —z* ?

< Cka—m*

Wann konvergiert das Verfahren gut?

e Falls F' affin-linear ist, dann fertig in einem Schritt

e Vermutlich: Verfahren konvergiert, falls F' ,fast affin-linear® ist
Was bedeutet nun ,fast affin-linear*?

e [ klein

e [’ Lipschitz-stetig, also

SL>0Yry: |F() ~ F'(y)] < Lz — o

Satz 1.3 (Fischer-Skript 5.2). Sei D C R™ offen und konvex, F': D — R™ stetig diffe-
renzierbar mit invertierbarer Jacobi-Matriz an allen x € D. Sei F' Lipschitz-stetig in D
mit Konstante L. Sei x* € D Nullstelle von F.

a) Dann existiert eine offene Kugel B, (z*) :={z € R": ||z — 2*|| < o} C D, sodass
das Newton-Verfahren fiir jede Startiterierte 2° € B,(x*) wohldefiniert ist.

b) Falls o hinreichend klein ist konvergiert die Folge (x*) quadratisch gegen x*.
Korollar. Sei F € C'. Dann gilt Vx,y:

Fly) = F@) + Py -0+ [ (Fle+ sy —0) = F@)ly—2)ds



Mathematik Numerik Prof. Dr. O. Sander

Beweis. Taylor-Entwicklung mit Lagrange-Restglied

~ 1 . ko Lot n p(n+1)
) =Y 5@ -+ [ ds

Spezialfall n = 0
Y

1
=@+ [ FOdt=1@+ [ Fa+sy-a)p-o)ds
Fiir F: R" — R™ gilt
1
P) = Fa)+ [ Fla+sty-a)u—a)ds
Addiere zur rechten Seite dieser Gleichung F'(z)(y — z) — F'(x)(y —x) =0 O

Beweis. F' ist stetig in D
—> o1 >03M > 0: B, (") C DAVx € By, (z*): |[F'(x) 7| < M
Taylor-Formel mit Integralrestglied:

Vr,y € D: F(z) =F(y)+F'(y)(x—y)+/01(F'(y+t(x—y)) — F'(y))(z —y)dt

Fiir alle x,y € D gilt
1P - ) = P -2l = | [ [P+ - ) - F)] (2 - ) ae]
g/o I dt
1
< [ 1P+t =)~ F@)lde- o=y
< [ Ll + b6 = ) = gl de- e~ ]
=L [ bt

1
= “Lllz —9|?
S Ll yl

Fiir beliebiges 2* € B,, (z*) gilt

=|-F ()" [ (w’“)+F’<w’f> (z’“ﬂ*)}H
CORRCOICEES]

“ ) - () = (o) ()|

€T =

kaﬂ o
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Sei o € (0, 01]: MLp < 1. Dann gilt fiir alle z* € B, (z*)

1 2 1
2P+t — 2*|| < §ML ka —z¥|| < §ML ka —a*| - ka -z < = ka —z*
0
—_— ——
<1
Die Folge (:c’“) konvergiert gegen x*, und zwar quadratisch. O

1.5 Affin-Invarianz

Es gibt viele Varianten des Satzes, dass das Newton-Verfahren lokal quadratisch konver-
giert. P. Deuflhard hat das folgende Kriterium vorgeschlagen, dass solche Sétze erfiillen
sollten.

Sei A € R™ ™ invertierbar. Dann ist Fi(z) =0 <= G(z) := AF(xz) = 0. Dann heifit das
Problem F(x) = 0 affin-invariant.

Auch das Newton-Verfahren ist affin-invariant, denn —Az* = F’ (wk)_lF (azk) =
F’ (azk)_l ATTAF (2F) = (AF’ (xk))_l CAF(2%) = & (l‘k)_l -G (xk) Die vom Newton-

Verfahren erzeugte Folge (2¥)ren ist unabhingig von der Matrix A. Wir verlangen, dass
auch die Konvergenzresultate unabhéngig von A sein sollten. E]

Satz 1.4 (D+H 4.10). Sei D C R" offen und konver, C* > F: D — R"™. Fiir alle x € D
existiere F'(x)~1. Fiir ein w > 0 gelte die Lipschitz-Bedingung

1F" () ™" (F' (2 + sv) = F'(2)) vl < swlo]|?

fir alle s € [0,1],x € D und v € R™ mit x +v € D. Es existiere eine Losung z* € D
(des Problems F(z*) = 0) und ein Startwert ° € D derart, dass

2
0:=|lz* — 2% < = und B,(z*)C D
w

Dann gilt:

i) Die durch die Newton-Iteration definiert Folge (xk) bleibt in der offenen Kugel

By, (x*) und konvergiert gegen x*.

it) Konvergenz ist quadratisch, genauer

Vk € N: [l — ot < Zflaf - a2

iii) Die Losung von x* ist eindeutig in Bz (z*).

2Das Streben nach Invarianz
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Korollar. Unter den genannten Bedingungen gilt fiir alle z,y € D:
_ w
1F" () (F(y) = F() = F'(2)(y =) | < Slly — 2]

Beweis. Taylor-Entwicklung mit Lagrange-Restglied:

Spezialfall n =0

"
~ @+ [ P+ sy—a)-a)ds
Fiar F: R - R"
1
) = F@)+ [ Fla+sty-a)y—a)ds
Subtrahiere F'(z)(y — x) auf beiden Seiten
F(y)— F(z) — F'(z)(y — ) = /01 (Fllx+s(y—z))— F'(z)) (y—x)ds

Damit folgt

N—— ~——
v v

|F'(z) Y (F(y) — F(z) — F'(z)(y — x)) || = H/Ol Fl(2) 'Flz+s(y—z))— F'(z) (y—z)ds

1
< / swily — z||*ds nach Voraussetzung
0

_ Y2
=y —al

Beweis des Satzes.

-1
o N N (xk)
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Mit dem Hilfssatz folgt daraus

H:L,k-i—l —_z*

Das heifit, falls (z*) konvergiert, so konvergiert es quadratisch.
Nach Wahl von p gilt

w
Hl’k—l‘* SQ:> Hl‘k+1—$* SEH:EI@_I,* HZL‘k—LL‘*
~————
<ey<1
Da |20 — 2*|| = o gilt Vk > 0: Ha:k —2*|| < o und (azk> konvergiert gegen x*. O

Beweis von (8). Sei z** eine weitere Losung in B2 (z*).
w

2™ — 2*|| = HF/ (x*)fl F (%) (z* — z%)
= |F' @) (F @) = Fa*) - F' (@) (2" = )

< % [l = 2| - 2™ — 2]
Es gilt

1.6 Konvergenzkriterien

Die Voraussetzungen des vorherigen Satzes konnen nicht algorithmisch gepriift werden.
Trotzdem mochte man gern wahrend der Durchfithrung der Newton-Methode wissen, ob
das Verfahren konvergiert.

1.6.1 Monotonietests

Betrachte das Residuum F (xk) Das Losen von F(z) = 0 ist d4quivalent zum Minimie-
ren von || F(z)| (oder || F(z)|). Wir vermuten/hoffen: falls (xk) konvergiert, dann ist
HF (wk) H eine monoton fallende Folge.

a) Monotonietest: Fiir ein § < 1 priife nach jedem Schritt, ob

&)l <elF ()]

Dieses Verfahren ist nicht affin-invariant. Es folgt ein Gegenbeispiel.

10
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JI=10)

Beispiel. Ausgangssituation

P =(3) r@ - (1) = | (¢

Sei ¢ klein. Wihle nun A € R?*2 wie folgt

Wunsch : ‘AF k+1) < ||AF ($k)H

=626l 0]
=6)l=IC)

Nicht erfiillt, obwohl Verfahren nicht verdndert.

O ol

O ol
INA

b) Natirlicher Monotonietest:

HF (8) " F (5 \ <0 HF (8) " F (o) H

Wie berechnet man diese Terme? - Rechte Seite

-1
F’ (:vk) r (l‘k) = NAzF
Losung des linearen Gleichungsystems ist die Newton-Korrektur, die wir ohnehin
berechnen miissen. Linke Seite

Jod (xk)*l F (:rk—i-l) — Aght1

ist die Losung eines weiteren linearen Gleichungssystems, was teuer werden kann.
ABER: es liegt die gleiche Matrix F’ (:Uk) vor, wovon die LR-Zerlegung bereits
bekannt ist. Es sind nur Vorwérts- und Riickwértssubstitution nétig, der Aufwand
ist damit O (n?).

1.7 Newton-Verfahren mit Dampfung

Wir verfolgen nun das Ziel der Globalisierung des Newton-Verfahrens. Kann man das
Verfahren so erweitern, dass es fiir alle (oder zumindest mehr) Startwerte konvergiert?
Dabei mochte man die schnelle quadratische Konvergenz behalten.

11
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Idee. Wir messen die ,Giite“ einer Approzimation x* von z* durch eine skalare Funktion
1 2
b(2) = 5| F ()3

Wie wirkt das Newton-Verfahrens auf ¢ ¢

Lemma 1.1. Die Newton-Korrektur Az = — (F'(z)) "' F(z) ist nur eine Abstiegsrich-
tung fir ¢, d.h.

10} (mk + tkAxk> < ¢ (mk)
fiir t* > 0 klein genug.
Beweis.

¢'(z) = F(z)" F'(x)

oz +tAhx) = ¢p(x) + ¢'(z) - tAx + oft) (Taylor)
= ¢(x) — 2tp(x) + o(t)
= (1—-2t)p(x) + o(t)

Durch geeignete Wahl der ¢, entsteht eine Folge (z¥) mit p(zF+1) < o(2*).

12
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Idee. Wihle anstelle der Korrektur Az* die Korrektur ti,Az* mit t € (0,1), sodass
Hhinreichender Abstieg® von ¢ erzeugt wird. Was heifit ,hinreichender Abstieg“?

e Angenommen, ¢ (l’k) set streng monoton fallend.

— Dann konvergiert diese Folge (da ¢ von unten beschrankt)
—  Aber sie konvergiert nicht notwendigerweise gegen 0.
%

Die Armijo-Schrittweitenregel (nach Larry Armijo): Wihle t; als das grofite Element

aus {1, %, %, %, ceey %, .. .}, fiir welches

10) (mk + tkAxk) <(1—gqt)o (xk)
fur ¢ € (0,1) fix, d.h.: Der Abstieg ist mindestens linear in ¢.

Satz 1.5 (Fischer-Skript 5.3). Es sei C! > F: R" — R™. Sei F' lokal Lipschitz-stetig
und F'(z) regulir fir alle x € W (2°) := {z € R": ¢(z) < ¢ (x0)}. Dann ist das Newton-
Verfahren mit der Armijo-Ddmpfung wohldefiniert. Falls die Folge (xk> eine Teilfolge
besitzt, die gegen ein T konvergiert, so gilt F(Z) = 0.

Beweis. Sei ¥ € W (:1:0). Nach Voraussetzung ist F” (ack) regulir, daher ist Az* wohl-
definiert und nach Konstruktion ist auch ¢; wohldefiniert und

¢ ($k+1) <6 (xk) — Pl ew (x0>

(1) Obere Schranke fiir HAJ}kH
— F und F’ sind stetig € R™.
— 2 e W (xg) = F'(x0) regular
— Waihle ¢ > 0 so klein, dass B,(Z) C W (zo)
— Dann ist = — |[|Az|| = |[F'(z) "1 F ()| stetig in B,(%)
= dc> 0Vz € By(2): ||Az]| < ¢

(2) Da F' Lipschitz-stetig ist, so ist auch ¢’ = FTF’ Lipschitz-stetig

AL > 0 Va,y € By(7): [|¢'(z) — ' W)l < [l — yll

(3) Nach Voraussetzung existiert Teilfolge (:UkZ> gegen T. Bezeichne diese Teilfolge

wieder als z¥.

— ¥ — 7 = Jko € NVEk > ko: 2% € B,(%)

13



Prof. Dr. O. Sander Numerik Mathematik

— Da 2* gegen den Kugelmittelpunkt konvergiert, bildet sich ein endlicher
Abstand zum Kugelrand, also

3t > 03ky € NVE > koVt € [0,7]: 2* + tAzk € B,(7)

e Taylor-Formel mit Integral-Restglied.

80) = 60) + ¢ @)y ) + [ (ot sty — ) - @) (- ) s

Fir y =z 4+ tAx:
d(x +tAz) = ¢p(x) + ¢ (tAz) + /01 (¢ (x + stAz) — ¢ (z)) tAxd s
o Wegen ¢/ (x)Ax = —2¢(x) folgt

1
Sz +tAz) = (1—2t)gb(m)—|—/0 ds

1
/ ...ds
0

< (1—=2t)¢(z) +

<(1-2) / [¢/(z + stisa) =/ (@)] s -t | A
<c
< (1 -2t)¢(x) + max [|¢/(z + stdx) — ¢/ (z)]| - £ - c
< (1-=2t)¢p(x) + max |z + sthe —z| - t-c
<1 -2t)p(x)+ L-t]|Az|-t-c
< (1 —2t)p(x) + Lt*c?

Wir wollen zeigen, dass die t; von 0 weg beschrinkt sind. Armijo: Wahle ¢ als grofites ¢,
sodass

6 (a* + terah) < (1 - qti) (6 (2F)) < (1 - 20)0(a) + L2

Wunder und Magie

Mit der obigen ,magischen* Forderung wird das ¢; hochstens kleiner, aber selbst dieses
tx ist von 0 weg beschrankt. Nach Auflésen nach ¢ folgt

—2tr (xk) + Ltic2 > —qtro (a:k)
Ltic? > (2 — @)tpod (xk>

(2— )¢ (a)

>
k= Lc?

14
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Das heifit noch nicht, dass t; von 0 weg beschriankt ist, da ¢ (:z:k) — 0 sein konnte.
Angenommen ¢(z) > 0.

Aber ((b (ack>) ist monoton fallend

Pa™h) = p(a* + tpoa®) < (1 gt)o(e®) < (1 - qi) p(a*)
/%

Diese Ungleichung gilt fiir fast alle Indizes k. Daraus folgt lim ¢ (xk) = 0 und Stetigkeit
von ¢ liefert

¢ (lim xk) =¢(%) =0

1.8 Newton-Verfahren mit Armijo-Dampfung
Sei zg € R™. Flir k=1,2,....
e Berechne Newton-Korrektur Az, als Losung von F’ (mk) Azk = —F (l‘k)

e Wihle Schrittweite t* als groBtes Element aus

1) (wk + tkAa:k) < (1 - qtk) ) (xk) qe€(0,1)

o =

1
74’

DN | =

so dass (mit ¢(z) := 3| F(z)|?)

° 7

Satz 1.6 (Fischer 5.3). Sei F': R" — R" stetig differenzierbar. Weiter sei F' lokal
Lipschitz-stetig mit Konstante Lo und fir alle v € W{(xzg) := {x € R": ¢(x) < ¢(x0)}
sei F'(xg) invertierbar. Dann gibt es ein ko € N, sodass tp, = 1 fir alle k > ko. Die
Diampfung schaltet sich also irgendwann automatisch ab.

Korollar. Das geddmpfte Verfahren konvergiert lokal quadratisch.

Beweis. Fiir k grofl genug degeneriert das Verfahren zum normalen Newton-Verfahren.
Da das Verfahren konvergiert, kommt irgendwann eine Iterierte zj, die so nah an z*
liegt, sodass der lokale Konvergenzsatz greift. Aus der Konvergenz einer Teilfolge folgt
die Konvergenz der ganzen Folge. O

15
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Beweis von Satz 5.3. Man verwendet wieder die Taylor-Formel.
e Sei g so klein, dass B, (z*) C W (x).

e Dann ist F’ reguldr fir alle z € B, (z*) und es existiert ein M > 0, sodass
| F'(z)7Y| < M fiir alle x € B, (z*).

e Da 2* gegen z* konvergiert gibt es ein N € N, sodass z* € B, (z*) fiir alle k > N.
e Fiir solche k gilt fiir jedes s € [0, 1]

P (ot st) - (o) < B oot] < 1 o]

F() R ()

-1 < o ()]

e Taylor-Formel

2 (e 8a) | = [P (&) + B (5) e o [ [P (a4 snak) = B (a)] et s
=0
< [ (a4 s = ()] |t 04
~——

s€[0,1]

<Lom|[F(a")| =
< LoM?|F (a%) |
e Wihle o > 0 so klein, dass
IF(2)| < Lg'M™2V/1—q  Vx € B,(a")
e Dann ist Vk grofl genug

£ (= + 2| < vI=a]lp ()]

also
o (s + 2ab) = S lr (2 + 2a) [ < S -0 |7 ()]
= (1= q)p (")

e Das Armijo-Kriterium ist mit ¢ = 1 erfullt.

16



2 Nichtlineare Ausgleichsprobleme

Bisher haben wir Vektoren z* € R™ gesucht, sodass
F(z*)=0 bzw. |F (z")]| =0
Wir verallgemeinern nun diese Situation.

o (Gegeben: m Messwerte b1, ...,b, € R zu Zeitpunkten t1, ..., t,,.

e Gesucht: Funktion ¢: t — b, die die Daten ,,moglichst gut approximiert*.
Wir kennen schon:

1) Polynominterpolation: 3! Polynom p mit degp = m — 1, welches die Daten interpo-
liert. Dies funktioniert aber schlecht, wenn m grof. Jedoch interessiert uns gerade
der Fall, wenn m grof} ist.

2) Spline-Interpolation: Ja, aber: hiufig vermuten wir schon eine GesetzméaBigkeit und
wollen eigentlich nur ein paar Parameter bestimmen.

1 (t—o)?
exp | ———~—
2mo? P 20?

mit den Parametern u, dem Erwartungswert und o, der Standardabweichung.
Das Problem ist hier: Finde p,0 € R, sodass Vi = 1,...,m: p(ti; u,0) = b;

Beispiel (Normalverteilung).

Pt p,0) =

Abstrakt: Wir suchen eine Modellfunktion mit n reellen Parametern E] T1,...,Tp

o(t; 21,72, .., Tn)
Falls die Messwerte die GesetzmafBigkeit exakt erfillen, dann gibt es Parameter x4, ..., x,
so dass

biZ(ﬁ(ti;{L‘l,...,J}n) Vizl,...,m
Modellfunktionen sind immer nur Approximationen, also nie richtig oder falsch.

Beispiel. Newtonsche Mechanik macht Fehler (relativistische Korrekturen), Einsteinsche
Mechanik dagegen weniger.

In der Praxis ist es wichtig, Riicksicht sowohl auf Messfehler aber auch auf Modellfehler
zu nehmen. Deswegen kann man nur

bi ~ ¢(to; X1, .-, Tn) Vi=1,...,m erwarten.
Betrachte die Differenzen

Ni=b; —o(tisx1,...,Tp) Vi=1,...,m

Parametersatz

17



Prof. Dr. O. Sander Numerik Mathematik

2.1 Prinzip der kleinsten Quadrate

Es ist sinnvoll, die x1,...,z, € R so zu wihlen, dass das Fehlerfunktional
m m
A2 = ZA? = Zbi —o(tizxr,. .., Tp)
i=1 i=1

minimal wird. Es gibt Alternativen:
e Wéhle den Parametersatz so, dass >, |A;| minimal wird.
e Wihle den Parametersatz so, dass max; |A;| minimal wird.

Letztere werden nicht oft verwendet, z.B. aufgrund fehlender DIfferenzierbarkeit. Dabei
sind diese Normen &dquivalent. Es gelten Ungleichungen, wie

3C > 0: ZA? < C'max |A]

Beispiel (Spezielles Beispiel). ¢ ist linear in zq,...,z,, also
o(t;x1, ..., xn) = a1(t)xy + ax(t)ze + asz(t)xs + ... + an(t)xy,

Dann ist

m

AP = [ = (ar(ti)zr + -+ anlti)za)]” = |b— Az|)3 = [|F(2)]13
i=1

mit A € R™*", A;; = a;(t;), = (x1,. .. )T € R® und F: R® - R™, z+ b— Az. Es
liegt also ein lineares Ausgleichproblem vor, was wir schon kennen.
Nun zu nichtlinearen Ausgleichsproblemen. Folgende Situation: (m,n € N,m > n)

e Seien by,...,b,, € R Messdaten zu Zeitpunkten ti,...,t,, und F: R" — R™
zweimal stetig differenzierbar.

e Gesucht ist eine Modellfunktion ¢ (-, x1,...,x,) mit einem reellen Parametersatz
x = (r1,...,2,) € R", sodass das Residuum
m
HF(.%)”Q = Z (bz —¢ (tiﬂ L1y - 7xn))2
i=1

(lokal) minimal wird. Das nichtlineare Ausgleichsproblem wird so zu einem Mini-
mierungsproblem

1 9 .
9(z) 1= 5 | F(@)] — min
mit lokalem Minimierer z* € R".
e Hinreichende Kriterien sind

g (%) =0, g" (2*) positiv definit

18
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Idee. Benutze ein Newton-Verfahren fir die Gleichung
0=g(z) = F'(zx)T F(z) = G(z), G:R" = R"
Eine Newton-Korrektur Ax¥ fiir diese Gleichung lost:
G (azk) Nk = -G (:L‘k) Vk=0,1,2,...

Ausrechnen

G'(z) = F'(x)TF'(z) + F"(x)T F(x)
——
3D—Matrix

Nach Annahme positiv definit, also invertierbar.

Wir haben ein Problem: F” wird benotigt.
— Ausrechnen davon kann beschwerlich sein.
— Ausrechnen davon kann teuer sein, denn F” hat n® Eintrige
— Konnen wir den 2. Summanden in G’ einfach weglassen?

Definition (kompatibel). Ein Ausgleichsystem heif$t kompatibel, falls es ein x* € R™
gibt dass F(z*) = 0. In diesem Fall gilt zumindest in x*

G’ (x*) — (x*)T F (x*)

Kompatibilitdt heifft: Es existiert ein Parametersatz x € R, sodass alle Messwerte
b1,...,by exakt prognostiziert werden.

— Dies kommt in der Praxis quasi nie vor.

e Aber: Wir erwarten/glauben, dass die Modellfunktion ¢ ,qut® ist, d.h., dass es
Punkte/offene Mengen gibt, bei denen ||[F(x)||* zumindest ,klein® wird.

— Diese Probleme nennt man dann ,fast kompatible Probleme*

Wir lassen also den zweiten Summanden in G’ weg und hoffen auf das Beste.

2.2 GauB-Newton-Verfahren

Kein echtes Newton-Verfahren. Deswegen bekommt man nicht alle schénen Eigenschaften
eines Newton-Verfahrens. Iterationsvorschrift mit modifizierten G’ lautet:

F' (xk)TF' (wk> Azt = —F' (xk)TF (wk> (2.1)

Bemerkung. Sei A € R™" b e R™. Gesucht z € R” so dass ||b — Az||* minimal wird.
Normalengleichung: Die Losung z* davon 16st

AT Az = ATh (Normalengleichung)
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- ist Normalengleichung des linearen Ausgleichsproblems
HF (xk) +F (azk> Aa:kH — min
Wir koénnen ein nichtlineares Ausgleichsproblem lésen, indem wir eine Folge von linearen
Problemen lésen. Betrachte hierzu das lineare Ausgleichsproblem:
|b — Az|| — min

mit A € R™*™ m > n. Es gilt

e Falls A invertierbar ist, dann gilt z = A~

e Falls A nicht invertierbar ist, dann 16st « die Normalengleichung

AT Az = ATh

e Die Matrix A habe Rang n. Dann ist AT A invertierbar und es folgt
r= (ATA)™14AT »
Pseudoinverse A+

Definition (Moore-Penrose-Pseudoinverse). Die Moore-Penrose Pseudoinverse von A
ist AY = (AT A)~1AT,

Satz 2.1. Die Moore-Penrose-Pseudoinverse AT € R™™ ciner Matriz A € R™*™ besitzt
folgende Figenschaften

1) AATA=A
2) ATAAT = AT
3) AT A und AAT sind symmetrisch.
4) (AT =4
5) (AT)t = (AH)T
6) VA€ R\ {0}: (AA)T = 1A
Falls A € R™*™ yollen Rang hat, dann gilt
AT A =1, e R™"

und
AAT =1, € R™m*™

= ([2.1)) ist Normalengleichung des linearen Ausgleichsproblems

HF (%) + F' () Aka — AzF=—F (xk)+F (=)
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Satz 2.2 (Deuflhard & Hohmann 4.15). Sei D C R™ offen und konvex, F: D — R™,
m > n, stetig differenzierbar und F'(x) habe vollen Rang Yx € D. Es existiere eine
Losung x* des dazugehorigen Ausgleichsproblems. F' sei affin-invariant Lipschitz-stetig:

Jw >0 Vs e [0,1]: HF'(x)Jr(F’(:U + sv) — F’(a:))H < swlv||? YVoeR":x4+veD
Es gebe eine Konstante k. € [0,1) so, dass

Vz € D: HF’(x)+F (z*)

< [l — 2]
Diese Bedingung fordert, dass das Problem ,fast kompatibel , also ||F (x*)| klein ist. Sei
weiterhin der Startwert ° € D so, dass

2
0 “ . A
< w(l ky) =G

|=
1) Dann konvergiert das Gauf-Newton-Verfahren gegen x*

2) Die Konvergenzgeschwindigkeit ist

k

2
+ Ky ||2" — ¥ (2.2)

o -

w
S
2

Beweis. Der Beweis ist dem Beweis zum Newton-Verfahren sehr dhnlich. Fiir alle x,y € D
gilt:

|F' (@) [F(y) - F(2) - F'(y - 2)]|| < HF’(Q;)+ /01 [F'(z + s(y — 2)) — F'(2)] (y — 2)d’s

1
< [ F@" (Fa+st-o) - F@) -2 ds
1
< [Cswly—olids

w 2
= 9 HZ/ - 95”2

Beachte: F'(x)" F'(x) = I,, Vo € D, da Moore-Penrose-Pseudoinverse.
N I W w*) _F (xk)+F (xk)
=F mk)+F' (azk) (:z;k — :c*) - F (mk>+F (mk) +F (mk>+F(m*) —F (ZL‘k>+F(ZL‘*)

( _ —
<

= F a:k>+ [P (@)= F (%) = F' (%) (2" = o) | - F (xk)+ F(2%)
<tlloh—ac| <]

— ||zt~ < (g o — ] + m) [ — 2

—  Konvergenz, falls g ka otk <e<1 VE
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Nach Voraussetzung:

2
on—x* <—(1—ky) = Eon—at* +re <1
w 2
=C
Nach Induktion ist damit
Vk € N: kaH —z¥|| < Ha:k —z*
= Vk € N: %ka—x* + ke < cC

Das Verfahren konvergiert. O

Das Verfahren konvergiert nur dann lokal quadratisch, falls k., falls also das Problem
kompatibel ist. Dasist der Preis dafiir, dass wir F” weggelassen haben.
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3 Optimierung

Wir verallgemeinern unser Problem noch weiter. Sei nun f: R” — R gegeben. Unsere
Aufgabe: Finden eines (lokalen) Minimierers von f.

Beispiel. 1, ..., x, bezeichnen Designparameter eines Rennautos (z.B. Hubraum, Reifen-
grofle, Gewicht, etc.). f: R" — R (Hochst-)Geschwindigkeit des Autos. Finde Minimierer
von —f.

Beispiel (Festkdrpermechanik). Deformierbares Objekt Q C R3. Deformation: ®:  — R3,
Hyperelastizitit: stabile Zustinde ® minimieren eine Energie (Funktion)

J: CHOLR3) - R CI)l—>/ W(®(x),v®(z))dx
Q

Diskretisierung: Fiille  mit Dreiecken bzw. Tetraedern. Betrachte nur noch Position
der Eckpunkte der Dreiecke (Knoten). Das sind n viele. Aus J: C*(©,R3) — R wird
f: R3 — R Stichwort: Finite Elemente [T]

Sei zunéchst f quadratisch, d.h. mit symmetrischer Matrix A € R™*"

1
f(z) = ixTAx — bl +e

e Falls A positiv definit ist, dann existiert genau ein Minimierer x*.

e Dieser 10st
Vi(@E)=0=Az—b <= Az ="

e Problem zuriickgefiihrt auf lineares Gleichungsystem — schon bekannt

Sei ab jetzt f nicht quadratisch. Alle bekannten Verfahren sind iterativ.
Allgemeiner Ansatz: Sei 2° € R”. Fiir k =1,2,...

e Wihle eine Richtung py
e Wihle eine Schrittweite t; € R, > 0

= aF 4 tepy,

e Setze z*
Hoffnung:
1) (k) konvergiert gegen den Minimierer von f fiir moglichst viele Startwerte.

2) Die Konvergenz ist schnell.

!Unsere Welt minimiert die Funktion iiber allen méglichen Welten.
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Héngt ab von:
a) geschickter Wahl von py
b) geschickter Wahl von ¢,

In den allermeisten Féallen will man Abstiegsverfahren, d.h. es soll gelten

Vk € N: f (ka) <f (ack)

3.1 Schrittweiten

Seien zF € R™ und eine Abstiegsrichtung p; gegeben. Wie sollte man ein , gutes® t;,
wahlen? Es entsteht fir uns ein Dilemma

e ;. muss sorgfiltig gewahlt werden, um moglichst viel Energiereduktion zu erhalten.
e Die Wahl von t; selbst darf nicht zu aufwéndig sein.
Idealerweise: Wéhle ¢, als globalen Minimierer von
0: R =R, t— f(z* +tpp)
Diese exakte Liniensuche ist aber i.A. viel zu teuer. Stattdessen: inexakte Liniensuche
e Gegeben sei eine Folge von moglichen Schrittweiten tg.
e Wihle die erste Schrittweite, die einer gewissen Bedingung geniigt.

e Hoffnung: mit deutlich weniger Aufwand eine Schrittweise zu finden, die fast genauso
gut ist.

Diese Methode ist der Dampfungsstrategie im gedampften Newton-Verfahren sehr &hnlich.
Jedoch wusste man dort, dass t; € (0, 1] sein muss und dass t;, = 1 gewisse Vorteile biete.
Dieses Wissen hat man hier nicht. Die einfachste Bedingung an die Schrittweite ist

e Wihle ¢ so, dass f (mk + tkpk) <f (ajk) Vk e N

Das reicht nicht: betrachet beispielsweise die Funktion f(x) = 22 — 1. Wir brauchen
hinreichenden Abstieq.

a) Armijo-Regel: Fordere Reduktion, die linear ist in der Schrittweite ¢ und der

Richtungsableitung
Z‘; = %f (Jik + tpk) T V(@) o = <pk7Vf ($k>>

Das bedeutet

f (mk + tpk) <f (xk> + 1tV f (xk)Tpk, c1 €(0,1) (1)

Achtung: wird nur die Armijo-Regel verwendet, dann kénnen die Schrittweiten
unnotig klein werden. Diese Bedingung allein reicht nicht.
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Bemerkung. Falls man eine maximale Schrittweite weifl/schitzen kann, so kann
man Backtracking verwenden

— Wahle tg = tmax-
— Firallel =0,1,2,....
~ Falls f (% 4+ i) < f (2) + etV f (:ck)T pr —s STOP.
— Setze tj41 = %tl.
Um das zu vermeiden fordern wir

b) Krimmungsbedingung: Falls ©’(t) stark negativ ist, bekomme ich mehr Abstieg,
wenn ich ¢ vergrofiere. Falls ©'(¢) positiv oder nur wenig negativ ist, dann lohnt es
sich nicht/kaum, ¢t zu vergréBern. Forderung:

O'(t) > 20’ (0)
——
<0
oder auch
Vf (xk + tpk) >coVf (ib'k) Dk, ¢ € (c1,1) (1I1)
. & zusammen ergeben die Wolfe-Bedingungen.

Satz 3.1 (Nocedal & Wright, Lemma 3.1). Sei f: R™ — R stetig differenzierbar und
von unten bschrinkt, p, Abstiegsrichtung in x*. Fir alle c1,c2 € R mit 0 < ¢ < ¢a < 1
ezistieren zuldssige Schrittweiten im Sinne der Wolfe-Bedingung.

Beweis. ¢(t) = f (:ck + tpk) ist von unten beschrénkt.

T
e Da p; Abtiegsrichtung = V f (.Z‘k) pr < 0.

T
Deshalb ist ¢(t) = f (xk> +tVf (azk) pg fir ¢ > 0 nicht von unten beschrénkt.

f ist stetig: 3 ein kleinstes ¢’ > 0 mit

f (:ck + t'pk) =f (:Uk) +te VS (mk>Tpk

Also gilt die Armijo-Bedingung fir alle ¢ < ¢'.

Mittelwertsatz: 3t” € (0,t') so dass

f (wk + t’pk) —f (96’“) =t'Vf (:c’“ + t”pk)Tpk

=t'cy Vf(xk)Tpk

Teile durch ¢':

Vi@ +¢"p) o= a1 V") pr > V") py
25T %
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e " erfiillt auch Bedingung (II)).
O

Liniensuchverfahren entsprechen i.A. dem folgenden Algorithmus: Sei 20 € R™ gegeben.
Fir k=0,1,2,...

e Wihle Richtung py € R”
e Wiéhle Schrittweite ¢, € (0, 00)
o Setze zFt! = 2% 4+ t1pp

Sinnvolle Schrittweiten ¢y erfiillen z.B.

k e . .
f(zg +tepr) < f (33 ) + ity Vf (ZL‘ ) Dk (1 Armijo-Bedingung)

i T AT ) .
Vflx® +tupr) pe > cVIi(z") pg, co > (2 Kriimmungsbedingung)

3.2 Suchrichtungen

Wie wéhlt man die Suchrichtungen p;? Eine scheinbar verniinftige Idee: Wéahle p als
Richtung des steilsten Abstiegs von f in ¥ (engl.: steepest descent). Richtungsableitung

a  d
% = %f(x + ap)|a=o

Definition. Die Richtung des steilsten Abstiegs von f in x ist der Minimierer von .
p
beziiglich p unter der Nebenbedingung ||p|| = 1.

Lemma 3.1. Der Minimierer ist

PN @]

Beweis. Sei 0 der Wlnkel zwischen p und V f(z).

e Dann ist

d
C{; = TV () = ]|V £ ()] cos = |V f()] cos 6
e Minimal, wenn cosf = -1 = 0=n
v
il

2Schwarze Magie
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Das Gradientenverfahren wirkt verniinftig, kann aber sehr langsam sein.

Beispiel. Sei

f:RQ—HR,mr—)mT(S ?)m

———
=:A

mit kleinem €. Die Optimale Schrittweite ist

Y (a*) v (%)
VS (@) AV (ah)

Bemerkung. Das Problem ist schlecht konditioniert.

Viele Algorithmen verwenden deshalb andere Suchrichtungen. Man will aber haufig,
dass die Richtungen pj wenigstens dhnlich dem steilsten Abstieg sind (engl.: gradient-

related), die also nur ungefahr in Richtung —V f (a:k) zeigen. Definiere 0 als Winkel
zwischen py und —V f (xk)

T
-V f (xk) Pk
IV (@) - el
Satz 3.2 (Nocedal & Wright, 3.2). Gegeben sei ein Verfahren

cos by, =

l‘k+1 = l‘k + TPk

wobei p immer Absiegsrichtung (nicht unbedingt maximale Abstiegsrichtung) ist und
tr, immer die Wolfe-Bedingung erfiillt. Sei C' 3 f: R™ — R von unten beschrinkt. Der
Gradient V f sei Lipschitz-stetig mit Konstante L. Dann folgt

i cos? 0y, HVf (xk)HQ < 00
k=0

Konsequenzen:
e Es gilt
2
: 2 k _
kli)rrolocos O HVf (w )H =0
e Falls p; so gewahlt ist, dass 6 von 90° weg beschriankt ist, dann

VE3d > 0: costp <0 >0 = lim||Vf (mk)H =0

= Das Verfahren konvergiert gegen einen stationdren Punkt, wenn die Suchrich-
tungen nicht ,zu senkrecht* auf —V f (mk) stehen. Insbesondere ,konvergiert® das

Gradientenverfahren gegen einen stationdren Punkt, wenn die Schrittweite immer
die Wolfe-Bedingung erfiillt.

27



Prof. Dr. O. Sander Numerik Mathematik

Beachte: Sattelpunkte/Maxima sind instabil! - Sei z* ein Sattelpunkt und (a:k) mit

x¥ — 2* erzeugt durch ein Liniensuchverfahren. Dann ist f (mk) > f(z*) VEk.
e Konvergenz gegen stationdre Punkte, nicht gegen Minimierer!
e Mehr ist mit den oben genannten Annahmen nicht zu erreichen.
e Konvergenz gegen Minimierer nur mit zusétzlichen Annahmen an die py
e Das ist natiirlich teuer.

Beachte: Stationdre Punkte (auer Minimierer) sind instabil!

e Sei z* ein Sattelpunkt und (:r:k) mit ¥ — z* durch das Liniensuchverfahren
erzeugt.

e Dann ist Vk: f (ajk) > f(z¥).

e Tatsichlich aber treten Rundungsfehler auf: Wenn 2* schon sehr nah an z* ist,
kann eventuell gelten

f () = @)

aber

f(ma") < @)
e Danach kann die Folge nicht mehr gegen x* konvergieren.

Beweis von Satz 3.2. Die Wolfe-Bedingungen sind:
a) f (xk+1> < f (mk) Tt Vi (xk)T pe (Armijo)
b) Vf (xk"'l) oE > VS (:Ek)Tpk (Kriimmung)
Subtrahiere V f (xk)T pi. von b)
(9 () =7 () 2 =095 ()
Vf ist Lipschitz-stetig, deshalb gilt

(97 644) -5 (=) ] < (77 (4) - 92 ()] - 1o

tkPk

< L{|** — 2| - llpell = Lt el
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Zusammen

tL pel® > (VF (a541) = vf (xk))Tpk > (3 — 1)V (gck)Tpk

Einsetzen in Armijo-Bedingung

f (wkﬂ) <f (xk) + ity f (xk)Tpk

—_——
<0
T 2
k
co—1 (Vf(x ) pk)
1
L ok |®

e () )

—_— k J— . .
£(+) L P v @R

=:c

Sf(xk)—i-c

Jor ()

:c0529k
= () - e-costn- |91 ()|

Rekursives Einsetzen
f (ka) <f (ato) — cicos2 0, HVf (mJ)H2
Jj=0

beziehungsweise

Seos0; |01 () < £ (o) = 1 (+47)

Rechte Seite ist nach oben beschréankt, da f nach unten beschrinkt ist. Partialsummen
sind also beschrankt, auflerdem monoton steigend

k
= i Yot [ () <o

3.3 Das Gradientenverfahren
Gegeben 2V € R”. Fiir k =0,1,2, ...
P =gk 4, Vf (l‘k>

Verfahren konvergiert global, falls die #;, die Wolfe-Bedingungen erfiillen. Aber: Konvergenz
teilweise langsam.
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Satz 3.3 (Nocedal & Wright 3.3). Sei f quadratisch, also

1
f(z) = §ZETA1' — vl

mit symmetrischer, positiv definiter Matrix A.
o Fxakte Liniensuche -
vi () vr (o)

" S T AV ()

e Energie-Norm (auch gewichtete Norm) ||z||% := 2T Az

Dann gilt fiir den k + 1-ten Fehler

ka—l —x*

< An — M1 ka
AT A+ N
mit 0 < A1 < ... <\, den Eigenwerten von A.

A

o Konvergenz umso besser, je ndher die Eigenwerte beieinander liegen

Beachte: k(A) Kondition von A

MM _ -l mA)-1 [k o
At Al qm 41 w(A)+1

0 ,k—1
Fiir nichtquadratische f gilt folgendes Resultat.

Satz 3.4 (Nocedal & Wright 3.4). Sei f: R" — R zweimal stetig differenzierbar. An-

genommen, die Iterierten x* des Gradientenverfahrens konvergieren zu einem x*, wo
V2f (z*) positiv definit ist. Sei auferdem

An — A1
1
re (P
wobei A\ < ... <\, die Eigenwerte von V2f (z*). Dann gilt

f(aH) = @) <0 (F (o) = £ (29)

fiir alle k grof$ genug.

3.4 Das Newton-Verfahren

Sei z* € R™. Approximiere f um z* durch ein quadratisches Modell

Mg (a:k —i—p) =f (xk> +Vf (a:k)Tp+ %pTV2f (mk) P
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o Falls V2f (a?k) positiv definit ist, hat my einen eindeutigen Minimierer
-1
() ()

Im Prinzip liegt das bekannte Newton-Verfahren fiir die Optimalitdtsbedingung F'(z) =
Vf(x) = 0 vor. Aber Abstiegsrichtungen erhilt man nur, falls VF(z) = V2f(z) positiv
definit ist.

Wir wissen also:

e Das ungeddmpfte Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch, also viel schneller
als das Gradientenverfahren.

e Insbesondere gibt es eine besondere Schrittweite: zumindest in der Néhe einer
Lésung ist ¢t = 1 eine gute Wahl.

e Weiterer Vorteil bei Optimierungsproblemen: Anders als VF fiir beliebige Vektor-
funktionen ist V2F auf jeden Fall symmetrisch.

Falls V2 f (xk) nicht positiv definit ist, dann ...

o Ersetze V2f (mk) durch eine dhnliche Matrix, die positiv definit ist

e Addiere Vielfaches der Identitat (Einheitsmatrix)
e Modifizierte Cholesky-Zerlegung

3.5 Konvergenzeigenschaften
Ein allgemeines Liniensuchverfahren konvergiert, falls p existiert, falls
T
-Vf ($k> Pk
IVf @) NIl

Lemma 3.2 (Ubung). Sei M € R eine obere Schranke der Kondition von V2f, also

Vk: cosly = > p
o = [ [ < o
Dann gilt cos 0, > ﬁ

Das Verfahren konvergiert , falls die Folge der V2 f (a:k) beschrankte Kondition hat.

3miissen wir tricksen
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Satz 3.5 (Nocedal & Wright, Satz 3.5). Sei f: R™ — R zweimal stetig differenzierbar
und z* € R™ mit Vf (2*) = 0 und V2f (z*) positiv definit. Sei V2f Lipschitz-stetig in

-1
etner Umgebung von x*, (a:k) die Newton-Folge z*+1 = 2% — V2 f (a:k) Vf (a:k) Falls

20 hinreichend nah an x* liegt
a) konvergiert die Folge gegen z*.
b) Die Konvergenz ist lokal quadratisch.
¢) Die Folge (HVf (a:k> H) konvergiert quadratisch gegen 0.

Beachte: fir alle k = 1 hinreichend nah an x* erfiillt die Schrittweite ¢, = 1 die
Wolfe-Bedingung.

3.6 Quasi-Newton-Verfahren

Nachteil vom Newton-Verfahren: die Auswertung von V2 f kann schwierig/teuer sein.
Quasi-Newton-Verfahren:

o Ersetze V2f (:c’“) durch Approximation B € R"*",

e Suchrichtung p, = —B,C_IVf (xk>
e Konstruktion der Byg:
Idee: Die Folge der Gradienten (V f (:Uk))k enthélt Information {iber die zweiten Ablei-

tungen von f.
£ > f (k) = (F) >0 2
Formaler: Taylor-Entwicklung
1
Vi@+p) = VI@)+ V@) v+ [ [Tt ) - V@) pds

=:R(p)

V[ ist stetig, deshalb gilt
|R()|

Ipl—0  [|p]|

IR(P)Il € ollpll) <= =0

Also folgt
() =9 () 5 ) (= o ()

k+1 .k

Seien z**1, z¥ in einer Umgebung von z*, in der V2f ,hinreichend“ positiv definit ist.

Dann ist

V2f(z) (2Tt — 2F) = V(2T — V() (Sekantengleichung)

=:sk =k
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Idee des Quasi-Newton-Verfahrens: Konstruiere Bjy1 so, dass diese Bedingung
Bpy1s" =4

erfiillt ist. Die Sekantengleichung bestimmt By 1 allerdings nur falls n = 1. Wir benotigen
also zuséatzliche Bedingungen. Weitere Wiinsche:

e Symmetrie
e Bj+1 — By habe niedrigen Rang (spart viel Speicher, falls £ < n)

Es existieren viele Varianten. Die wohl wichtigste Variante ist die BFGS-Formel (nach
Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shannon)

Bysi - si By ykyi
Bji1 = By — — .

SZBksk ykTsk
Nitzlich:
e Bji1 — By hat Rang 2
e Alle By sind symmetrisch.
e Alle By, erfiillen die Sekantengleichung.
e Alle By sind positiv definit, falls auch By positiv definit ist.
Fir Quasi-Newton-Methoden brauchen wir eine neue Art von Konvergenzgeschwindigkeit.

Definition. FEine Folge (xk) konvergiert superlinear gegen x*, falls

kaﬂ _xk:H
=0

im =~ 1l
e[

Satz 3.6 (Nocedal & Wright, Satz 3.6). Sei f € C? (R™,R). Betrachte die Iteration

xk’—i—l

= 2¥ + typy,
wobei:

a) pi ist Abstiegsrichtung

b) ti erfille die Wolfe-Bedingungen mit ¢ < %

Die Folge (:Bk) konvergiere gegen ein x* mit Vf (z*) = 0 und V2f (z*) positiv definit.
Falls
2 GO R GO

k=00 1kl

Dann gilt:
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i) Die Schrittweite ty, = 1 erfillt die Wolfe-Bedingungen fiir alle k grofi genug.

it) Falls tp =1 gewdhlt wird fir alle k groff genug, dann konvergiert (IL‘k) superlinear.

Was heifit das fiir Quasi-Newton-Verfahren? Sei p, = —B; vy (mk) Dann ist die
zentrale Bedingung aus Satz 3.6

N G R A G L e [ G
[ [F2Al

Beachte hierbei, dass
Vf (H?k) = BkBk_lVf (.I'k) = _kak
Das sind gute Nachrichten!

— Es heifit namlich NICHT, dass die B, immer bessere Approximationen von V2 f (:ck)
werden miissen.

— Sie miissen V2 f (l‘k> nur entlang der Suchrichtungen immer besser approximieren.

3.7 Trust-Region-Verfahren
Bisher haben wir Liniensuchmethoden behandelt
e Suche erst eine Richtung pr € R"
e Suche dann eine Schrittweite ¢t € R
e Setze zFt! = 2% 4+ t1pp
Trust-Region-Verfahren wahlen p und t; zusammen.
e Sei " die aktuelle Iterierte

e Approximiere f um z* durch ein quadratisches Modell

1
mi(p) = f () +9"p + 50" Bup

mit g = Vf (xk>, Bi, € R™" ist Approximation von V2§ (xk>, zum Beispiel
V2f (:L’k> selbst.

Idee: Vertraue my nur in einer Kugel um 2 (der Trust-Region) mit Radius Ay.
Wiihle als Korrektur-Schritt

Pr = argminy, <, mi(p)
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Wir erhalten den Vorteil, dass p; immer definiert ist, selbst wenn By nicht positiv
definit ist, dafiir aber den Nachteil, dass in jedem Schritt ein Minimierungsproblem mit
Nebenbedingung zu 16sen ist. Wie wdahlt man A ¢ Grundlage: Wie gut hat mj den
Energieverlust z* — z* + p;, prognostiziert? Definiere:

Fat) =1 (o +ne)
o (©) — i o)

Pk =

Wiéhle zwei Konstanten 0 <n; <na < 1,2z.B.m =0,1,70=0,9. Fir k=0,1,2,...
e Setze py = argmin, A, ™Mk (p)
e Berechne gy

e Fall 1: g <m
1) ahtl = ok
2) Dpp1 = 30

o Fall 2: m; <o <12
1) oh 1l = 2k 4 py,

Fall 3: o > no
1) 2kl = ok 4y
2) Dpg1 =24

3.8 Globale Konvergenz

Definition (Cauchy-Punkt). Der Cauchy-Punkt pf, ist der Minimierer von my, innerhalb
der Trust-Region in Richtung des negativen Gradienten.

pc _ gk T
AL
k|
wobei
YAN? , falls ggBkgk <0
3
T =
k min ¢ Ay, ggsz , sonst
i By.gk
—_———
Billig

Der Cauchy-Punkt erzeugt Energieabstieg im Modell dhnlich wie der von der Armijo-
Bedingung gefordert.

Lemma 3.3 (Nocedal & Wright, 4.3). Fir den Cauchy-Punkt pf, gilt

ey > 1 . gl x
m(O) = m o) > 5 ol - min {20, 56} )
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Satz 3.7. Falls [technische Bedingungen/, und py so gewdhlt wird, dass @ fiir alle k € N
erfillt ist, dann folgt

lim |gk| =0

k—o0

3.9 Das Hundebein-Verfahren

[dogleg method] Sei By, positiv definit. Der Minimierer von my ohne Nebenbedingung ist

p? =B, g

Falls p? zuldssig ist, also HpBH < A, dann ist p® auch Losung des quadratischen
Minimierungsproblems mit Nebenbedingungen. Sei p* (A) der Minimierer von my, in der
Trust-Region als Funktion des Radius. Sei A klein im Verhéltnis zu HpBH. Dann ist

der quadratische Term in m(p) = f (xk) +gip+ %pTka eher irrelevant. Dann ist der
Minimierer von mj ungefahr der Cauchy-Punkt

% g
Pt (A —A—
(&)~ =200

dogleg-Methode: Wéhle py als Minimierer von my, auf dem gelben Pfad unter der Neben-
bedingung ||px|| < Ak.

Satz 3.8. Der Vektor p* ist Minimierer von

1 7
. k 1
min m(p) = f(2") + g p+ =p" Brp
Pl <A ( ) ( ) 2 b

< ||p*|| < Ak, und es eine Zahl A > 0 gibt so dass

(B+A)p" = —g
AL =) =0

und (B + AXI) ist positiv semidefinit.
Berechnungsmethode von Minimierern

Algorithmus. Fir A grofi genug definiere
p(\)=—(B+A)"'yg

Falls ||p*|| auf dem Rand der Trust-Region liegt, dann verwende das Newton-Verfahren

zu Losen von
[p (M| =Lk =0
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4 lterative Losungsverfahren fiir groBle,
diinnbesetzte Gleichungssysteme

In manchen Anwendungen stoft man auf Matrizen, die sehr grof3 sind, aber fast aus-
schliefflich Nullen enthalten.

Solche Matrizen nennt man dinnbesetzt oder dinn (engl. sparse).

4.1 Motivation: Das Poisson-Problem

Sei € eine offene, beschrinkte Menge in R?, und f : Q@ — R eine gegebene Funktion.
Gesucht wird eine Funktion v : Q — R fiir die
Au Pu_Ou
ox2 0y

u=20 auf dem Rand von €.

f auf €,

Solch eine Funktion u beschreibt z. B.
e Temperaturverteilung bei gegebener Wéarmezufuhr f,
e Elektrostatisches Potential bei gegebener Ladungsdichte f,
e Flissigkeitsdruck in einem pordsen Medium.

Wie findet man so ein u?
Eine Moglichkeit: Finite Differenzen

e Sei g : R — R hinreichend oft stetig differenzierbar.
e Taylorentwicklung um ein z € R:
9(z + h) = g(z) + g'(x)h + Rest,

also

1oy gl@+h) —g(x)
g (z) ~ N

e Ahnlich erhilt man

g(z +h) = 2g(x) + g(x — h)
h? '

g"(x) =
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Das machen wir jetzt fiir die zweiten partiellen Ableitungen.
Sei € der Einfachheit halber das Einheitsquadrat.

A
Y

< »
<« '

x

Wihle ein N € N, definiere die Gitterweite h := %, und das Gitter

A
Y
5 0 o o o ¢
5 0 o o o ¢
5 0 o o o !
5 0 o o o !
5 0 o o o ¢
\/ T

Betrachte den Laplace-Operator an einem inneren Gitterpunkt (z;,y;):

_ Pulaiyy) | OPulwiy,)

A 1, Y5) —
w(wi, yj) Ox? Oy?
ol + hyyy) — 2u(xi, yp) + u(e; — h,y;) n w(zi, yj + h) — 2u(xi, ;) + ul(zi, y; — h)
- h2 B2
Culwigt, yy) — 2uls, yy) +ulwi1,yy) | w(@g, yisn) — 2u(@g, ;) + w(xi, yi-1)
- n? * n? '

Nummeriere die Gitterknoten von links unten nach rechts oben durch.
Seien u;, f; die Werte der Funktionen u bzw. f am i-ten Gitterknoten.
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Man erhélt das lineare Gleichungssystem

4 -1 0 ... 0 -1 0
-1 4 -1 0 0 -1
0 -1 4 -1 ... 0 u f
1 0 -1 4 -1 U2 J2
h2 S I
0 -1 4 -1 0 Un fn
0 -1 0 0 -1 4 -1
0 -1 0 0 -1 4

4.1.1 Eigenschaften der Matrizen
GroBe

Die Matrizen aus dem obigen Beispiel kdnnen sehr grofl werden.
e Fiir jeden Gitterknoten eine Gleichung
e Fiir d-dimensionale Gebiete hat man etwa n ~ Vol(Q) - ~¢ Knoten
e Je feiner das Gitter, desto préziser die Losung, desto grofler aber auch die Matrix.

e Mein Laptop: ca. 8 GB RAM; eine Zahl in doppelter Genauigkeit braucht 8 Byte.
Also hat man Platz fiir 1 Milliarde Zahlen.

o Aktuelle Hochleistungsrechner: n ~ 10'!.

Wie 16st man diese Gleichungssysteme? Direkte Verfahren wie Gaufl-Elimination oder
Cholesky-Zerlegung sind i.A. zu teuer.
Erinnerung: GauB-Elimination braucht O(n?) Rechenoperationen!

Diinnbesetztheit

e Sei ¢ ein innerer Knoten im Gitter fiir das Poisson-Problem.
e Die Gleichung fiir w; ist
du; — Uj—1 — Uit1 — Ui (N4+1) — Uit N+1 = [i-
Die i-te Zeile von A enthélt also nur 5 Eintrdge, der Rest ist Null.

e Allgemein: Die Anzahl der Nicht-Null-Eintrdge pro Zeile ist durch eine kleine
Konstante beschrankt.

e Die Matrix enthélt also nur O(n) Eintrage
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o Wendet man das Gauf3-Verfahren auf solch eine Matrix an, so entstehen bei den Zwi-
schenschritten in der Matrix eine betrachtliche Anzahl von zusétzlichen Eintragen

(,fll-in®).

e Das GaufBl-Verfahren ist deshalb nicht nur zu langsam, es braucht auch zu viel
Speicher.

Konsequenz: Wir brauchen Algorithmen und Datenstrukturen, die die Diinnbesetztheit
ausnutzen.

Beispiel: Matrix—Vektor-Multiplikation v = Aw.

1. Naiv:
1 for alle Zeilen i do
2 v, = 0
for alle Spalten j do
‘ v, = V; + Aijwj
end

[N L B N

end
Das braucht O(n?) Operationen.

2. Pseudo-schlau:

1 for alle Zeilen i do
2 V; = 0
3 for alle Spalten j do
4 if Aij 75 0 then
5 ‘ V; = V; + Aijwj
6 end
7 end
8

end
Das braucht ebenfalls O(n?) Operationen!

3. Wirklich schlau:
1 for alle Zeilen ¢ do
2 V; = 0

3 for alle Spalten j in denen A;; # 0 do
4 V; = v; + Aijwj

5 end

6 end

Das braucht nur O(#Nichtnulleintrdge) Operationen.

Besondere Forschungsrichtung: direkte Sparse-Verfahren (Das machen wir in Kapitel )
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4.2 Lineare iterative Verfahren

Sei A € R™*™ nichtsingulér, grofl und diinnbesetzt und b € R™. Finde x € R" so, dass
Ax =10

(z* sei von nun an die Lésung).

Idee der iterativen Verfahren:
1. Wihle eine Startiterierte 29 € R™.

2. Berechne daraus eine Iterierte 2! € R™. 2! ist zwar nicht die Lésung, aber hoffentlich
,naher dran“ als z°.

3. Wiederhole 2) so lange, bis ausreichend Genauigkeit erreicht ist.

Man erhélt eine Folge 2%, 2%, 22, ..., die (hoffentlich) gegen z* konvergiert.

Es gibt sehr viele Ansétze fiir 2). Ein paar werden wir jetzt betrachten.

Folgende Idee fithrt auf eine ganze Klasse von Verfahren: Das Residuum b — Ax ist
eine Art Fehler. Dann ist
M= gk b — AP

vielleicht niher an z* als 2*.
Formaler: Schreibe Az = b als Fixpunktgleichung

x=x+C(b— Ax)
mit C' € R™™ nichtsingulér. Setze
o: R" — R", x—z+C(b— Azx).

Die Losung x* ist Fixpunkt von .
Dafiir machen wir jetzt eine Fixpunktiteration:

"= ®(aP) = 2P 4 C(b - AxF) = (I —CA)F +Cb,  k=0,1,2,...

4.2.1 Konvergenz
Unter welchen Umsténden konvergiert dieses Verfahren?

Der Fehler im k-ten Iterationsschritt ist e = z*¥ — 2*. Es gilt

RHL — ghtl _p* = (a%) — d(2*) = (I —CA) €.
Iterationsmatrix

Also gilt
F=(I-CcAked  VE=0,1,2,... (4.1)

41



Prof. Dr. O. Sander Numerik Mathematik

Definition. Die Matriz I — C' A heifit Iterationsmatrix der Methode.

Die Fehlerfortpflanzung (4.1]) ist linear, deshalb werden solche Verfahren lineare Ver-
fahren genannt.

Fiir die Konvergenz gilt der folgende wichtige Satz.

Satz 4.1. Sei p(I — CA) der Spektralradius von I — C'A. Das Verfahren konvergiert fiir
jeden Startwert 2° € R gegen die Losung von Ax = b genau dann, wenn p(I — CA) < 1.

Beweis. Wir beweisen nur den einfachen, aber wichtigen Fall, dass I — C'A symmetrisch
positiv-definit (s.p.d.) ist.
Erstens: Aus p < 1 folgt Konvergenz.

o | — CA ist symmetrisch und positiv definit, also diagonalisierbar. Das heifit es
existiert eine nichtsingulare Matrix T so dass

A1 0
1 A2
T - CA)T = ‘ =D,
0 An
wobei A1, Ao, ..., A, die Eigenwerte von I — C'A sind.
o ¢ = (I —CAYe® = (TDT)* 0 = TDFT—1e0,

e Schiitze ¥ in einer Norm ab, z.B. der | - ||o-Norm

le¥]l2 = |TD*T el
<|ITlz - [1D*l2 - |17~z
<|ITllo - T2 - max N[
i=1,...,n

=p(I-CA)

e Dieser Term geht gegen 0, wenn p(I — CA) = max; |A\;| < 1 ist.
Zeige jetzt: Aus Konvergenz folgt p < 1
e Angenommen |\;| > 1 fiir ein j, und |A\j| = p(I — C'A).
e Sei v ein zu \; gehorender Eigenvektor.
e Wihle als Startwert 2° = z* 4 v, also e’ = v.
e Dann folgt
ez = (T — CAYeeolls = (T = CAYulz = [ llollz = [l
fiir alle k.
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— Das Verfahren konvergiert nicht.

In allen endlich-dimensionalen Vektorrdaumen sind alle Normen dquivalent. Deshalb
andert sich das Resultat auch nicht, wenn man eine andere Norm betrachtet. ]

Der Spektralradius einer Matrix ist nur mit Miihe auszurechnen. Allerdings gilt p(B) <
| B|| fur jede submultiplikative Matrixnorm.
[Denn: Sei v ein Eigenvektor von B zum Eigenwert A. Dann ist

(All[oll = Ixoll = [|Boll < [IB][[[o]]-

Deshalb gilt |A| < ||B|| fiir alle Eigenwerte A von B.]
Deshalb:

Korollar. Fiir jede Vektornorm ||-|| mit dazugehoriger Operatornorm gilt
Ve =0,1,2,...: ||zF — 2| < ||[T — CA|* - ||=° — 2.

Das Verfahren konvergiert genau dann, wenn ||I — CA|| < 1 fiir eine beliebige Norm gilt.

4.2.2 Konvergenzgeschwindigkeit

Man mochte gerne wissen, wie schnell die Folge 20, 2%, 22, ... gegen z* konvergiert.
k
Fehlerreduktionsrate im k-ten Schritt: H!:J” und gemittelt {iber die ersten k£ Schritte
k
of el
= Pk
1€°]]

Auch die GroBe py héngt mit p(I — CA) zusammen!
Bewets.

e Sei I — C'A wieder diagonalisierbar

e Eigenvektorbasis: vi,vs,..., v,

e Nummerierung nach absteigenden Eigenwerten

Al > ol > o> A

Stelle den Anfangsfehler €? in der Eigenvektorbasis dar:

n
60 = Z C;U;
=0

Sei 0.B.d.A. c; #0
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e Es gilt

ek = (I — CA)k ZCZ'UZ' = ZCZ')\;-CUZ'
i=1

i=1

n
= 01)\?1}1 + Z Ci)\i-c’l)z'
=2

n k
= /\’f c1v1 + Zci <)\l> V;
i=2 AL

k

=r

= Mo +7F).

e Es gilt ¢ # 0 und /’\\—; <1 = 3 Konstanten cpin, ¢max (unabhéngig von k),
sodass
0 < cmin < chl + rkH < Crmax
e Deshalb:
ek Mlllcivr + rF % k
o= I _ Pl +P40E e -
[[€°]] || €9]| %

Wie viele Schritte braucht man, um den Fehler um den Faktor % = ﬁ zu reduzieren?
k
g el 1 1
Pk = ~ — ~
)= e Tl

e Interpretiere — In p¥ als Konvergenzgeschwindigkeit.

e Asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit:
—In(p(I — CA))
e Fiir grofe k ist p(I — C'A) in etwa die gemittelte Fehlerreduktionsrate.

4.2.3 Die Wahl von C

Wie soll man die Matrix C' wahlen?
Ziel: p(I — CA) soll moglichst klein sein.

e Ideal wire C = A~! = p(I — CA) = 0. Das Verfahren konvergiert dann in einem
Schritt
et =204+ A7 b — A2®) = A7b = 2.
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e Die Durchfithrung dieses Schrittes wére aber sehr teuer. Es muss das LGS
Azt — 2% = b — Az°
gelost werden.
Wir haben somit nichts gewonnen. Es ergibt sich folgendes Dilemma:
1. C soll A~! moglichst gut approximieren
2. Die Operation y — Cy soll moglichst billig sein

Beachte: Die Matrix C' wird nie explizit ausgerechnet!

4.2.4 Das Jacobi-Verfahren

Wir nehmen im Folgenden an, dass a;; # 0 fir allei =1,...,n.

Betrachte das lineare Gleichungssystem:

1121 + a1222 + . .. + 1Ty = b1

a1221 + a22%2 + . .. + A2mTm = bo

Idee: Lose i-te Zeile nach z; auf fir i = 1,...,n.
1
r1 = — (bl — a122 — ... — aln:vn)
ai
1
Tr9 = — (bg — a1y — ... — agnl‘n)
a22

Mache daraus ein iteratives Verfahren:
1

k+1 k k
$1+ = (b1 —a1aTy — ... — alna:n)
aii
k+1 1 k k
:c2+ = (bg —anx] —...— agna:n)
a2
Firi=1,...,n
1
k+1 _ k k k k k
x; = P~ (bi — Q] — @Ty — ... — Qi 1T — Q1T — . — ama:n) )
(X3

Oder, kompakter

1 n
ViE{l,Q,...,n}: xf“z(bi—z:aijxf)
Qi =
J#i
Beachte:
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e Die Rechnungen fiir die verschiedenen i sind voneinander unabhédngig = leicht
zu parallelisieren.

e In der Praxis gilt die Summe natiirlich nur iiber die Eintrdge der i-ten Zeile von A,

die # 0 sind.

Darstellung als lineares Verfahren

Sei D := diag (a1, ..., any) € R™ ™. Die Iterationsvorschrift lasst sich schreiben als

2" = D (b~ (A - D)z")
=D ' — D YA - D)k
=D b — D AzF + 2F
=2F + Db — AzF)

— lineares Verfahren mit C' = D1,

Alternative Formulierung
e Sei —L die Matrix aller Eintrdge von A unterhalb der Diagonalen
e Sei —U die Matrix aller Eintrdge von A oberhalb der Diagonalen
e Also A=D-L-U
e Jacobi-Iteration:

D" = (L+U)a* +b

Konvergenz

Wir wenden das bekannte Konvergenzkriterium an:
Satz 4.2. Das Jacobi Verfahren konvergiert genau dann, wenn p (I — D_IA) < 1.

Leider gilt diese Bedingung nicht immer.

Beispiel. Folgende Situation:

(1 2 0, (0 =2
1= (s 1):,1_&1,4_(_2 J)

A1,2 = £2 sind Eigenwerte

+1
Vi = ( 1 ) sind Eigenvektoren

= p (I + D 'A) =2 > 1. Das Verfahren konvergiert also nicht.

Es gibt schwéchere Kriterien, die aber einfacher zu handhaben sind.
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Definition. A € R™*" heifit irreduzibel, falls es keine Permutationen der Zeilen und
Spalten gibt, so dass A die Form
A Axp
0 A

bekommt, wobei Ay € RF** 1 <k < n (quadratisch) ist.
A heift diagonaldominant, falls |a;;| > 32, 4;|aij| firi=1,...,n mit strikter Ungleich-
heit fiir mindestens ein 1.

Satz 4.3. Das Jacobi- Verfahren konvergiert, falls mindestens eine der folgenden Bedin-
gungen gilt:

o A ist symmetrisch positiv definit, und 2D — A ist auch symmetrisch positiv definit.

o A ist irreduzibel und diagonaldominant.

Anwendung auf das Poissonproblem

[Ouelle anaeben! |
Sei A die Matrix des Poisson-Problems. Gleichungssystem:

1
7z (g — i1j = Uip1j = Uij-1 — Uige1) = fi.

Jacobi-Verfahren: D = 4h=21.
Wir versuchen jetzt, den Spektralradius von I — CA = I — D! A abzuschétzen.
Dazu benutzen wir den Rayleigh-Quotienten

T
R(A,x) := v Av

TR

Fiir symmetrische A gilt Apin(A4) < R(A,x) < Amax(A4), und diese Schranken werden
angenommen, wenn = entsprechende Eigenvektoren sind.
Damit

T(I-D'A
p(I —D7'A) = sup il 5 )@
1 2D 1Az
=sup|l - ——
xH£0 [l

1. 2l Ax

=sup|l— A2

| 4 Tl

Daraus folgt dass

1
p(I — D71A) = sup {‘1 — 1h2)\‘: A Eigenwert von A}
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Fir die spezielle Matrix konnen wir die Eigenwerte ausrechnen. Diese sind alle nichtne-
gativ.

Der grofte Figenwert von A ist: RN
8 1
A= 72 sin? (27rh)

1
p(I =D 'A) =1 — 2sin? (27Th) = cos(mh)

Es folgt, dass

Taylor-Entwicklung:

1
cos(mh)=1-— §w2h2 +...
Also ist
e ~pI-D'A)~1- 17T2h2
lle® | 2

Dieser Ausdruck geht ,quadratisch“ (also ziemlich schnell) gegen 1 wenn h — 0.

Wir wollen ausrechnen, wie viele Iterationen man ungefdhr braucht, um den An-
fangsfehler um einen Faktor R zu reduzieren. D.h., welches k soll man wéahlen, um
ungefihr

ek _ 1
oo =

=]

zu erhal}‘gen?
Da HZOH ~ p¥ erhilt man

1 —InR ~ —InR ~ 2 IR,

k=log, — —
%%p R Inp(I-D71A) 1, (1 _ %thz) w2h?

dalnz~ (z—1) — $(z—1)% +... ist.

Fiir ein doppelt so feines Gitter braucht man viermal so viele Iterationen (und diese
sind nattirlich auch noch teurer.).
Also ist dies kein so gutes Verfahren.

4.2.5 Das GauB-Seidel-Verfahren
e Carl-Friedrich Gauf3

e Philipp Ludwig von Seidel, 1821-1896, Mathematiker, Optiker, Astronom

Betrachte noch einmal die Jacobi-Rechenvorschrift:

k+1 1 k k k k k
1‘Z~ = a— (bZ — Q1T — A2T9 — ... T A j—1T5_1 — ai,,urla:iﬂ — ... ainmn) .
1
FEigentlich haben wir fiir z1,...,x;_1 schon bessere Werte als x’f, e ,:Ef_l, namlich
k+1 k+1
T,
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GauB-Seidel-Verfahren:

k1 L E+1 k+1 k k
xZ; = ; (bz — Q104 e T Q1T T Q1T T T ainmn)

(23
1 i—1 n

— k+1 k

= — b= D aayT = ) ayaf .
" j=1 Jj=i+1

xf“ héngt von acffll ab == keine Parallelisierung méglich.

GauB-Seidel als lineares Verfahren
Seien D, —L, —U Diagonalteil, linker, rechter Dreiecksteil von A.
" = D7 b + La*T + ULh)
Wir ziehen D und L auf die linke Seite
(D — L)a* ! = Uk + b,

k+1

und 16sen nach x auf

" = (D - L)7'UF + (D - L)
="+ [(D-L)'U-I]+(D~-L)""
="+ (D-L) ' U-D+Lz"+(D-L)""
R
="+ (D - L) (b — Az").

= Lineares Verfahren mit C' = (D — L)~%.

Konvergenz
Wir erwarten bessere Konvergenzeigenschaften als fiir das Jacobi-Verfahren.

Und in der Tat:
Satz 4.4. Das Gauf-Seidel-Verfahren konvergiert, wenn
o A symmetrisch und positiv definit ist und/oder

o A irreduzibel und diagonal dominant ist.

Konvergenzgeschwindigkeit

Beispiel. Sei A die Matrix des Poisson-Problems fiir ein quadratisches Gebiet.

e Esgilt p(I — (D — L) 'A) = (p(I — D~ 4))?
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e Deshalb
p(I — (D — L)™' A) = cos®(nh)

e Taylor-Entwicklung fiir cos?

1 2 1 1
2 (1 L 2,9 1ol 20 1 44 o1 22
cos 7rhN<1 27rh —l—) 1 2271'h —|-47Th +...x1—-7°h

e Fehlerreduktion

e Um den Startfehler um den Faktor R zu reduzieren, braucht man etwa

—InR —InR N InR

~
~

Inp(I—(D—L)"'A) ~ In(1—nx2h2) ~ n2h2

Iterationen.
Faustregel: Das Gauf3-Seidel-Verfahren braucht nur etwa halb so viele Iterationen wie
das Jacobi-Verfahren.
4.2.6 Abbruchkriterien
Wie viele Iterationen soll man machen?
e Schétzungen wie ,,# In R“ sind nur fiir wenige Spezialfille bekannt.

Idealerweise iteriert man so lange, bis ||e¥|| < K mit K vorgegeben.
Beliebter Ansatz: Betrachte das Residuum r* := b — Az*. Es gilt
k * k — k 1 k — k
le¥]l = llz* — 2| = A7 (b — Az®)[| = A7 H| < AT (1)

Das Residuum schitzt den Fehler von oben ab, wenn ||A™Y|| bekannt ist.
Abbruchbedingung |7*|| < K ist nicht sinnvoll!
Stattdessen: Breche ab, sobald

[l
< K
(Eadl
Die Idee dahinter ist
¥l _ A=) < 7]
o] A0 [l

Das ist aber nicht wirklich mathematisch zu rechtfertigen.

Ausgefeilterer Ansatz: Um ||e*|| abzuschitzen:
e Berechne m weitere Iterationen,

e Schitze eF durch e™ — eF ab.
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4.3 Das Gradientenverfahren

(Auch bekannt als: Verfahren des steilsten Abstiegs, steepest descent, etc.)

Die folgenden Verfahren sind nichtlinear. Das heift, dass die Fehlerfortpflanzung von
einem Schritt zum néchsten nicht linear ist.

Der Inhalt dieses Kapitels ist weitestgehend dem Artikel von Shewchuk, An Introduction
to the Conjugate Gradient Method Without the Agonizing Pain |6] entnommen.

Ab jetzt sei A immer symmetrisch und positiv definit. Betrachte die Funktion

f:R*" > R, f(z) = %.%‘TA.’E — bz.

Satz 4.5. Die Losung x* von Ax = b ist eindeutiger Minimierer von f.

Beweis. 1. z* ist stationdrer Punkt von f, denn
/ 1 T 1 /(%
f(x)ziA :c—|—§A:r—b:Ax—b = f'(z¥)=0.
2. x* ist Minimierer, denn fir p # x* ergibt etwas Rechnen

F0) = 1) + 5 0= 2T Ap— ) > fa),

>0

da A positiv definit ist. O

Die Umformulierung des Gleichungssystems Ax = b in ein Minimierungsproblem
ermoglicht ein neue Sichtweise des Problems. Statt Losungen eines Gleichungssystems
kénnen wir jetzt nach Minimierern einer Energie suchen.

4.3.1 Idee des Gradientenverfahrens

k

Idee: Ausgehend von z”, mache einen Schritt in Richtung des steilsten Abstieges.

Diese Richtung ist —f/(z%) = b — A2z* = r* (das Residuum).
Ein Schritt ist

gt = gk 4 bk, of € R die Schrittlinge. (4.2)

Wie lang soll der Schritt sein?
Liniensuche: Minimiere f entlang der Suchrichtung.
Also

_i k+1\ __ gt/ k+1
0= - f(a) = f/*)

k+1
r dx

o _ f/(xk+1)T7“k.
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Bs ist aber f/(z**1) = —r#*+1 und deshalb
0= (Tk+l)T7'k — (b o Axk+1)TTk
= (b— A(z" + PNk = (b — Aa?)T ok — oF(ArF)Tp¥

K\T, .k
k_ (r)"r
@ ()T Ark

Die Berechnung von o besteht also (hauptséchlich) aus einer Matrix-Vektor-Multiplikation.
Jeder Schritt ist orthogonal zu seinem Vorgénger.

4.3.2 Konvergenzanalyse

Zuerst ein einfacher Fall: Sei e* Eigenvektor von A.
Dann ist 7* parallel zum Fehler e*, denn

¥ =b— AzF = Ax* — AxF = —AeF = — )\

mit \ Eigenwert von A zu e*.
Dann gilt:
k\T .k k\T .k
k41 k (r")r _ k (r")"r (kY
e e’ + (Tk)TATkT e’ + () A(—reh) (=Ae”) = 0.
———

Das Verfahren konvergiert in einem Schritt.

W .

Allgemeiner: e* ist Linearkombination von Eigenvektoren.
Sei {v;} Orthonormalbasis von Eigenvektoren

n
k
e’ = Z §vj.
=1

(Zur Einfachheit lassen wir das k weg.)
Wir erhalten:

rTr = (—Ae)T(—Ae) = (Azi:givi)T@;gjvj)
= (zi:fi/\ivi>T<zj:§j)\jvj) = %:5]2)\]2

Ebenso:

rTAr =3 &N
J
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Der néachste Fehler ist damit

kT, .k 2412
E+1 Kk (r)"r k_ k ijj)‘j k

e =e" +

GOV AN D=t

Beachte: Falls alle \; gleich sind, so sind wir wieder in einem Schritt fertig, da dann
rk = —\ek.

Anschauung dazu: Das Funktional ist dann kugelsymmetrisch.

Der folgende Satz beschreibt den allgemeinen Fall. Den Beweis findet man bei Shewchuk
16].

Satz 4.6 ([6, Kapitel 6]). Sei k die Kondition der Matriz A. Dann gilt nach k Schritten

des Gradientenverfahrens
k—1

k+1

k
leklla < (=) lle°lla,

wobei ||-||4 die Energienorm ist.

4.4 Das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG)
(Urspriinglich vorgestellt von Hestenes und Stiefel im Jahr 1952 [3])
Wir halten fest:
e Das Gradientenverfahren minimiert hdufig mehrfach in dhnliche Richtungen.
Besser ware doch:

1. n orthogonale Suchrichtungen dy, ..., d,

2. Bei jedem Schritt kénnten wir die richtige Schrittweite o bestimmen.

Damit hatten wir die exakte Losung nach n Schritten.

Problem: 2) heiBt gerade: e#*! muss senkrecht auf der Suchrichtung dj, stehen.
Bestimme o
d;‘fek’

_ Tkl _ Tk | ok k_
0=dpe" =dj (" +a"dy) <= « —fdgdk.

Geht nicht, denn e* ist unbekannt!

Stattdessen: Gute Idee Nr. 1: Wihle stattdessen A-orthogonale Suchrichtungen (auch
konjugierte Suchrichtungen).

k

Bestimme o so, dass dj, und e+ A-orthogonal sind:

df ATt = dE A(e* + oFdy) =0
dF Aek dir®

k
— = — = .
© T T Ady, — dTAdy

Dabei haben wir benutzt dass

b =b— Azk = A(A7 — 2F) = A(z* — 2F) = — Ak,
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Lemma 4.1. Auch mit A-orthogonalen Suchrichtungen ist man nach n Schritten fertig.

Beweis. Schreibe Anfangsfehler ¢ als Linearkombination der Suchrichtungen
n
60 = Z (dej. (4.3)
j=1
Gesucht ist eine Formel fiir §;. Multipliziere (4.3)) mit d% A. Man erhilt

df Ae® =" 6;d} Ad;j = 6d}, Ady,

j=1
N dF A diA( + 1 a'dy)
dT Ady, dT Ady,
_ dF Ae* ok
dT Ady,

Bei jedem Schritt wird genau ein Summand aus der Fehlerdarstellung (4.3]) entfernt.
= fertig nach n Schritten, da dann e" = 0. O

4.4.1 Das Gram-Schmidt-Verfahren

Wie erzeugt man A-orthogonale Richtungen?

Wir erkléaren jetzt, wie man n A-orthogonale Suchrichtungen konstruieren kann. Im
CG-Verfahren passiert das synchron zum eigentlichen Suchen des Minimierers. Es wird
nicht zuerst die Menge der Suchrichtungen konstruiert, und dann erst eine nach der
anderen zur Suche genommen.

e Seien uq,...,u, linear unabhéngige Vektoren.
e Setze: -
1= ul Ad;
d; = u; i3y = — . 4.4
“Jrjglﬁjj Bij d?Adj (4.4)

Funktioniert, aber:
1. Man muss sich alle d; merken — O(n?) Speicherverbrauch

2. Benétigt O(n?) Rechenoperationen. Das ist in etwa so viel wie wie das Gau8-Seidel-
Verfahren, also zu viel.

4.4.2 Das Verfahren der konjugierten Gradienten

(Eigentlich ein schlechter Name: Es kommen keine konjugierten Gradienten vor.)

Gute Idee Nr. 2: Wihle u; = r* fir i = 1,...,n.
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e Warum ist das eine gute Idee?
e Geht das tiberhaupt?
e Bilden die 7 eine linear unabhingige Menge?

Bemerkung: Wie kann das gehen? Zum Berechnen der Residuen r? brauchen wir die
Suchrichtungen, und jetzt sollen wir umgekehrt die Residuen zur Berechnung der Suchrich-
tungen brauchen? Der Trick: Wir berechnen beide abwechselnd. Aus der Startiterierten
20 folgt das erste Residuum. Damit kann die erste Suchrichtung berechnet werden. Damit
berechnen wir 2! und damit das zweite Residuum. Damit dann die nichste Richung usw.

Lemma 4.2. df'r; =0 fiir alle | <.

Beweis. Es gilt
] i—1 ) n i—1 n
et = ¢l + Za]dj = Z(dej — Z(dej = Zdjdj.
Jj=0 Jj=0 j=0 j=i
Multipliziere beide Seiten mit —leA:
) n
—df Ae" = =" 6;d] Ad;.
j=i
Die linke Seite ist leri.

Die rechte Seite ist 0, da die d; A-orthogonal sind. O

Nicht nur ist 7* orthogonal zu allen Suchrichtungen d; mit [ < i, es ist auch senkrecht
auf allen Residuen 7! mit I < i! Deshalb bilden die r* eine linear unabhingige Menge;
das Gram-Schmidt-Verfahren kann also angewandt werden.

Lemma 4.3. ' ist orthogonal zu v falls | < i.

Beweis. Gram-Schmidt-Formel
-1
dy = 4 Z Budy.
k=0

Multipliziere von rechts mit 7*:

-1
dirt = (rHTrt + Z B dErt.
=0 =0
Es folgt A
(rHTrt = 0.
Die Residuen r!, ..., r" sind linear unabhéngig. O
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Es passiert etwas magisches!

Lemma 4.4. Fust alle B;; verschwinden! Gram-Schmidt wird billig.

Beuweis. o 1Tl = At = —A(ed + addj) =17 — o/ Adj

e Multipliziere von links mit r}
ol (rf Ady) = rir; — ririn
N——
=0<=itj =0<«itj+l
Wegen Lemma [£.3]ist der Term auf der rechten Seite fast immer Null! Genauer:

%(T’i)TTi falls 7+ = j,

rTAd; = § — Lo ()T falls i = j+ 1,

0 sonst.

e Gram-Schmidt-Koeffizienten:

T ) 1 (Ti)T,,,i o
@'j:_w: a1 T AL falls i = j + 1,

T A7,
d; Ad; 0 sonst.
Der Fall ¢ = j tritt im Gram-Schmidt-Verfahren nicht auf! O

Formel (4.4)) reduziert sich:

i—1
Aus d;i = u; + Z Bijdj wird d;i = u; + ﬁmfldz;l. (4.5)
j=1

Fast alle (3;; sind Null!

Deshalb: Einfachere Notation: Schreibe 5(1) statt B;i—1.

e Es werden nicht mehr alle d; benétigt, um die néchste Richtung auszurechnen.

Speicheraufwand und Rechenzeit geht von O (n?) nach O(n- Anzahl der Eintriige
von A).

Wir kénnen die Darstellung von ;) noch weiter vereinfachen.

.. ; dfret . . " . N
e Setze zunichst ot = dTZif:d‘ in die Definition von 3;;_1 ein. Man erhélt
5 (Ti)TTi
(@) = 5T
d;_17i-1

e Aus (4.5) folgt

T T T T T
di 171 = Uj_17i—1 + Bic1i—2di_oTi—1 = Uj_1Ti—1 = Tj_1Ti—1.
———

e Damit erhalt man
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4.4.3 Das komplette Verfahren
e Berechne dy = 9 = b — Az”.

e Firk=1,2,3,...

T
ok = "k Tk
dZAdk

L gk kg

PRl = p — APt = ok — oF A4,

3 _ 7{+17"k+1
(k+1) Tg'l“k
di+1 = Tk+1 + Ber1)di
Direkter Loser mit Komplexitdt O(n- Anzahl der Eintrage von A). Einige Fakten zu CG
e Zuerst vorgeschlagen von Magnus Hestenes und Eduard Stiefel im Jahr 1952

e Toll: ein direkter Loser fiir diinnbesetzte lineare GS mit Komplexitat O(n- Anzahl
der Eintrage von A).

Funktioniert in der Praxis aber schlecht: Rundungsfehler zerstéren A-Orthogonalitét
der Richtungen, man hat nach n Iterationen also nicht die Losung

Geriet zwischenzeitlich in Vergessenheit

Erlebte Revival als iterative Methode

4.4.4 Interpretation als Krylov-Verfahren

CG hat weitere interessante Eigenschaften.
Die Folge der Suchrichtungen dg, d1, ... definiert eine Folge von Rdumen

DO = span{do}
D1 = span{do, dl}
DQ = span{do, dl, dz}

Satz 4.7. Das CG-Verfahren wdhlt xy so aus dem Raum ey + Dy, dass ||ex||a minimal
ist.
[Dies ist auch eine alternative Motivation des Verfahrens.|
Alternative Charakterisierung der Dy
Dy, = span { do, Ado, A%dy, . .. ,Akdo}

{
= span {7"0, Arg, Arg, ..., Akrg} .
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e Solche Rédume heiflen Krylov—RdumeE]
e CG heifit deshalb auch ein ,,Krylov-Verfahren*.

e Es gibt noch weitere Krylov-Raum-basierte Verfahren, z.B. BiCGStab, MinRes,
GMRes.

4.4.5 Konvergenz des CG-Verfahren als iterativem Verfahren

Satz 4.8. Fiir alle k =1,...,n hat der Fehler e* die Darstellung
k .
el = <I + ijAJ>eO
j=1
wobei die Koeffizienten 1), ..., v, € R von o und By firi=1,...,k abhingen.

Hauptidee:
e CG minimiert |leg| 4
e Der Ausdruck in der Klammer ist ein Polynom in A, also

e = Py(A)e°

e Interpretation von CG:
1. CG wihlt die Koeflizienten «;, f;)
2. CG konstruiert das Polynom Pj(A)

Wie wirkt Py (A) auf ¢9?

e Schreibe € in orthonormaler Eigenvektor-Basis
n
0
=2 &)
j=i

e Daraus folgt

= ij (HZ%N
= ijpk(/\ﬂvj
j=1

v

'Nach Alexei Nikolajew Krylow, 1863-1945
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e Multiplikation von links mit A
Aey, = Z@Pk DA,
7j=1
el = f (1) = (3 6P) ) (L 6POMs) = 6 (PO
=1 j=1
e Das CG-Verfahren minimiert also
Hekﬂz = mln f Pk ;

<  min  max P 2
Py, Py (0)=1 Ae A) Z J

\W_/
lleCl1%

Dabei ist o(A) das Spektrum von A, d.h. die Menge aller Eigenwerte.
Die Aufgabe lautet also:

e Finde Polynom Py mit Py(0) = 1, dessen Werte fiir Eigenwerte A moglichst klein
sind.

Beispiel. A € R?*2 mit 0(A) = {2,7}, also \; =2, Ay = 7.
Bi(A)

A PN = 42— 2l
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Schnelle Konvergenz, wenn

e ¢s ein Polynom niedrigen Grades gibt, dass bei allen Eigenwerten von A niedrige
Werte annimmt.

e Eigenwerte von A in Haufen auftreten

e viele Eigenwerte mehrfach auftreten
Schlimmst-méoglicher Fall:

e Eigenwerte sind gleichverteilt in [Amin, Amax]-

e Wenig doppelte Eigenwerte.

Allgemein ist zuwenig tiber die Eigenwerte von A bekannt.
Ansatz: Anstelle das Maximum von Py iiber alle Eigenwerte von A zu minimieren,

minimieren wir das Maximum von P}, auf ganz [Amin, Amax]-

k2 . D 211,012
< min max Pr(A
He “A = ~k’~k1(0) A€ ax]( i (A)) He HA

Definition. Das Tschebyshew-Polynom vom Grad i € N ist

{(8+\/82+1)i+(8— \/32—1)i].

Ti(s) = 5

Satz 4.9. Es gilt
IT;(s)] <1 fir alle s € [—1,1],
und T; ist ,mazimal auferhalb von [—1,1]“ unter allen Polynomen mit dieser Eigenschaft.

Umskalieren:

Lemma 4.5. Das Polynom

j—li ( >\max+)\min —2) )

)\max_)\min

1’*1, ( )\max‘l')\min )

Amax_)\min

T =

oszilliert auf [Amin, Amax] zwischen

N1
:I:E (Amax + )\m1n> ,

>\max - )\min

und erfillt T;(0) = 1.

60




Male die Eigenwerte als kleine schwarze Kügelchen ein.


Mathematik Numerik Prof. Dr. O. Sander

Damit konnen wir den Fehler abschétzen:
k : 0
e’lla < min max P.( M) - |le’]la
” || ﬁ’k,ﬁk(o):l Ae[)\minyAmax]‘ ( )‘ H ||

< ma T - 110
_ke[AminﬁmaXH k( )‘ H ”A

Amax + Amin )
§T2<ma+mm> ‘||€OHA

)\max - )\min

Da A s.p.d. ist gilt kK = K(A) = ‘|’\ma"| = ))\“%, und deshalb

>\min| min

K+ 1)1
el =T (555) el
k—1

+1\" (ve-1\f|
‘2[(%1) +(55)

Der zweite Summand geht gegen O fiir K — co. Deshalb

k
k Vi -1 0
<2 .
”6 ||A — (\/E 1) He ||A

e Vergleiche mit Gradientenverfahren. Dort:

k
k k—1
Jefla < () 1l

B

1€l

e Das ist langsamer als fiir das CG-Verfahren.

e Diese Abschitzung fiir CG ist aber sehr schwach. In vielen Féllen konvergiert das
Verfahren deutlich besser!

4.5 Vorkonditionierung

Die Konvergenzrate von CG (und diversen anderen Verfahren) héngt von der Kondition
von A ab.

4.5.1 Idee der Vorkonditionierung
Wihle eine Matrix W, die A ,,gut approximiert”, und betrachte das Gleichungssystem

WAz = Wb,

e Gleiche Losung wie Az = b.

e Bei geschickt gewithltem W ist k (W™1A4) < k(A)
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Lose W=t Az = W—1b mit dem CG-Verfahren.

Problem: Das CG-Verfahren kann nur verwendet werden, wenn W1 A s.p.d. ist,
aber aus W und A s.p.d. folgt nicht, dass W1 A s.p.d. ist.

Trick: Wahle W s.p.d.
Dann existiert die Cholesky-Zerlegung

W =L,L{ = LDL"
mit
e D Diagonalmatrix
e [ untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen
o [ = LD% untere Dreiecksmatrix
Statt Ax = b betrachte
LUPALTT LYe =L

=:A =T =:b

also ) .
Az =b.
Die neue Matrix A ist s.p.d., es gilt sogar:
Satz 4.10. W—'A und A = L7*ALTT haben die gleichen Eigenwerte.

Beweis. Sei v Eigenvektor von W~'A, dann ist L] v Eigenvektor von A zum selben
Eigenwert. O

Da A s.p.d. ist kénnen wir CG verwendet werden:
dy=™=b— Az’ = L7 — L7 AL7T2° = L7 (b — A20)
Fir k=1,2,3,...
k_ T T
O =T T
#4413 4 akd
T+l = Tk — CtkLl_lALl_TCZk
6 — ’F]Z:-'-i-l/izk"r].
(k+1) 'Fgfk
o1 = Frr1 + Beas1)dn

Zu teuer: L1 muss bekannt sein!

Stattdessen: Setze dj = LITJ,,C.
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Das umgeformte Verfahren ist:
do=Ly"dy =Ly "L (b — Ax®) = WY
Firk=1,2,3,...
o — r%Wﬁlrk
-~ d} Ady,
R gk o gk gh
Thel =Tk — o Ady,

Bik+1) =

i1 = W e + By di

Mit einem Wort: Wir nehmen ersetzen im normalen CG-Verfahren einfach iberall r
durch W—1r.

Dieses Verfahren heifit Vorkonditioniertes CG-Verfahren. Es funktioniert gut, wenn
1. k (W~1A) Klein ist

2. Die Losung von Wz = r¥ billig berechnet werden kann.

4.5.2 Unvolistandige Cholesky-Zerlegung (ICH,ILU,...)

Fiir die Wahlt von W sind extrem viele verschiedene Moglichkeiten vorgeschlagen worden.
Wir zeigen zwei wichtige Ansétze.

Idee: Die beste Kondition bekame man natirlich fir W = A.

Zur Losung von Wz = Az = r* Cholesky-Zerlegung A = LDLT berechnen
(viele GS mit fester Matrix).

e Selbst fiir diinnbesetzte A ist L aber vollbesetzt
= Lo&sen mit Cholesky-Zerlegung ist zu teuer und braucht zu viel Speicher.

Definition. Sei A € R™*" symmetrisch und positiv definit. Fine unvollstindige Cholesky-
Zerlequng von A ist A~ LDLT, wobei
e L : normierte untere Dreiecksmatriz

e D : Diagonalmatrix

® Z/ij =0 falls Aij =0

Vorkonditionierer: W = LDLT
e hiufig: k (W 1A) < k(A)

o [ ist diinnbesetzt: = LDLTzF = rF ist billig zu 16sen.
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Konstruktion der unvollstandigen Cholesky-Zerlegung

Statt LDLT berechnen wir LR.
Dann ist ndmlich R = DLT mit D = diag R.

Sei A = LR mit L, R Dreiecksmatrizen, L normiert.
Dann ist

n ) i—1
Aik = Z Linjk = Z Linjk = L”’ Rik + Z Linjk
j=1 =1 > =1

Damit kann man den Eintrag R;; berechnen:
i—1
Rik:Aik_ZLinjk daL; =1 1<i<k<n
j=1
Ahnlich:

(13

k—1
Lip=Ry'(Aw = Y LyRy) 1<k<i<n
j=1

Mit diesen Formeln kann man eine LR-Zerlegung berechnen.
1 input: A € R™"*"

2 Setze L =1 € R"*" R=0¢€ R"™"
3 fori=1,2,...,ndo
4 for k=1,...,i—1do
k—1
5 Li = Ry (Aik -> Linjk)
j=1
end
for k=1,...,ndo
i—1
8 Ri, = Ay, — Z LijRj,
j=1
9 end
10 end

Um stattdessen eine unvollstindige LR-Zerlegung zu berechnen lassen wir einfach alle
Eintrage 4, j aus, fiir die A;; = 0 gilt.
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1 input: A € R"*"
2 Setze L =1 € R"™" R =0 € R"¥"
3 fort=1,2,...,ndo
4 foreach k=1,...,i — 1 with A;x # 0 do
k—1
5 Ly, = I:Zl;kl (Aik — Z izj]:ljk) Summe nur iber das Muster
j=1
end
foreach k =1i,...,n with A;; # 0 do
i—1
8 R, = Ay — Z f/injk Summe nur iiber das Muster
j=1
9 end
10 end

Beispiel. Poisson-Problem. CG vs. CG mit ILR-Vorkonditionierer
1 1 1 1
b |gl| & 1w
CG |65 130 262 525

ILR-CG | 20 | 40 79 157

Tabelle: Anzahl der Iterationen um das Residuum um den Faktor 1000 zu reduzieren.

Es sind viele Varianten moglich!

4.5.3 Lineare Verfahren als Vorkonditionierer
Erinnerung: Lineares Verfahren
2* =2k L o — AxF)
Sei
1. A symmetrisch und positiv definit
2. C so, dass p(I — CA) < 1, d.h. das Verfahren konvergiert.
Wir hatten C als Approximation von A~! interpretiert.

Idee: Wiahle W1 = C als Vorkonditionierer fiir CG.

Praktische Umsetzung: Fiir CG miissen Ausdriicke der Form z = Wlrk = COrk
berechnet werden.

Problem: C ist i. A. nicht explizit gegeben.

Lésung: Betrachte das lineare Gleichungssystem Az = rF

e Setze 2 =0 e R
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e Fin Schritt des linearen Verfahrens:

2 =204 00k — A20) = ork

Viele lineare Verfahren konnen als Vorkonditionierer verwendet werden!
e 7.B.: Der Jacobi-Vorkonditionierer: C' = diag(A)~!

e Viele lineare Verfahren werden iiberhaupt nur betrachtet, um als Vorkonditionierer
zu dienen (z. B. Mehrgitterverfahren, Gebietszerlegungsverfahren).

Ein Problem noch: Wie steht es z. B. mit Gaufi—Seidel
C=({D-L)y' 7
e Funktioniert nicht, denn W = C~! = D — L ist nicht symmetrisch.
Stattdessen: Symmetrischer Gaufl—Seidel
e Abwechselnd

— Vorwértsiteration:
2Fte = 2F 4 (D — L)1 (b — Az)
— Riickwartsiteration:
P = M 4 (D — R) M (b — Axtta)
e Finsetzen:

P =gk L [(D— D)7 4+ (D= R = (D= R)TTA(D - L)Y (b— Aa¥)

=C
Dieses C' will man sicher nicht explizit ausrechnen.

e Aber: C~1 =W ist s.p.d.!

Auch im linearen Verfahren selbst kann man C als Vorkonditionierer interpretieren.

e Lineares Gleichungssystem Ax =b

e Richardson-Verfahren
" = 2% 4 (b - AxF)

e Vorkonditionierung: Wahle ein W als Approximation von A. Betrachte
WAz =W~

Statt W1 schreibe C:
CAx =Cb

e Richardson-Iteration dafir:

ah = 2%+ (Cb — CA2Y) = 2F + O (b — A2P).
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5 Direkte Losungsverfahren fiir
diinnbesetzte Gleichungssysteme

Problem: Sei A € R™*", b € R™.
Finde z € R", sodass Az = b.
Dabei ist A sehr grof, dafiir aber diinnbesetzt.

Bisher: Iterative Verfahren. Funktionieren, im Prinzip, aber
e konvergieren nicht fiir jede invertiere Matrix A,
o Konvergenzgeschwindigkeit eventuell gering; hingt von der Kondition ab,

e Abbruchkriterien nétig, algebraischer Fehler

Alternative: direkte Loser:

e Bestimmen die exakte Losung x nach endlich vielen Schritten (exakte Arithmetik
vorausgesetzt)

e Beispiel: Gauf3-Elimination; funktioniert, niitzt aber die Diinnbesetztheit von A
nicht aus. Deshalb:

— Hohe Zeitkomplexitit (O(n3) Schritte)

— Grofler Speicheraufwand

Das Beste beider Welten: Direkte Loser fiir diinn besetzte Gleichungssysteme.

e Varianten von Gauf- und Cholesky-Elimination

teilweise sehr kompliziert

Zeit- und Speicheraufwand deutlich besser als bei Gauf-Verfahren
e Werden in der Praxis sehr héufig verwendet.

Geeignet fiir Systeme bis ca. 10° Unbekannte, danach zu grofier Speicheraufwand
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5.1 Die Multifrontale Methode

Direktes Losungsverfahren fiir diinnbesetzte Matrizen.

e Verfahren nach Duff und Reid [2] (1983)
e Implementiert z.B. in Matlab, Octave, UMFPack
e Wir behandeln nur den Fall das A symmetrisch und positiv definit ist.

e Unsere Darstellung folgt Liu: “The Multifrontal Method for Sparse Matrix Solution:
Theory and Practice”, SIAM Review, 1992 [4]

5.1.1 Cholesky-Zerlegung
Die multifrontale Methode basiert auf der Cholesky-Zerlegung.
Sei A s.p.d. und diinnbesetzt.

Ziel: Berechne die Cholesky-Zerlegung
A=LLT, L untere Dreiecksmatrix, Li;>0 Vi=1,...,n.

Wir wiederholen kurz die Cholesky-Zerlegung fiir vollbesetzte Matrizen.
Schreibe dafiir A in Blockform

_(B VT (-1)x(-1)
A= (V c ) , BeR .

Dann existiert die Zerlegung

A [ Ls_ 0\(I 0 L Ly'vTy
vigh 1)\0 c-vB~WT)\ 0 I
Dabei ist Lp der Cholesky-Faktor von B.

e Dieser existiert, da B ja s.p.d. ist.

L
Lemma 5.1. Die n x (j — 1)-Matrix <VLBT> besteht aus den ersten j — 1 Spalten von
B

Die Zerlegung lisst sich rekursiv fortsetzen, denn C' — VB~V ist ebenfalls s.p.d.

Beweis der Definitheit. Sei u € R*J*1 4 #£ 0. Dann ist

T
—B lvTy B VT\ [(—B~lvTy
T —1y,/Ty,, _
u'(C-VB V)u_< " )(V C)( " >>0. O
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Wenn man j = 2 wahlt erhélt man

VB 0) (1 0 vB YL
=06 e ) (7 9)

e Hier ist B € R'*! eine Zahl. Wurzel und Divisions sind also wohldefiniert.

e Da VB und v/ VB billig auszurechnen sind ist also eine Spalte von L billig

auszurechnen.
Wegen Lemma [5.1] gilt
~VB W = (VL") (L5'VT)

j—1 Ljk

:_kz::l : (ij Lnk>.

Lnk

Daraus konstruieren wir einen Algorithmus:

1 for alle Spalten j =1,...,n do

2 Definiere
Ajj Ajn j—1 Lijk
Fj = |- ] (e L)
An] Ann k=1 Lnk:
3 Faktorisiere
L 0 0 é 0 0 Lojj Ly;
=1 I : & ;
Lng 0 ’ 0
4 end

e In jedem Schritt wird eine weitere Spalte von L bestimmt.

e Die Matrix U ; ergibt sich aus der Faktorisierung. Sie wird aber bis auf weiteres
nicht weiter verwendet.

Wir wollen diesen Algorithmus jetzt so modifizieren, dass er die Diinnbesetztheit von
A ausnutzt.
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5.1.2 Die Struktur von L

Zunéchst machen wir uns klar, dass man die Struktur von L bestimmen kann, ohne L
selbst bestimmen zu miissen.

Definition. Die Struktur Sx einer Matriz X € R™ "™ ist
SX = {(Z,]) Xij 75 0}

e In der tatsdchlichen Umsetzung von Matrixalgorithmen im Computer wird man
statt der ganzen Matrix A nur deren Struktur S, speichern, sowie die dazugehorigen
Eintrage.

e Wie genau, dazu gibt es wieder verschiedene Varianten!
Wie sieht die Struktur des Cholesky-Faktors aus?
Satz 5.1. Sei A € R™™"™ s.p.d. und L der Cholesky-Faktor.
1. Fallsi < j und (j,i) € Sa, so ist auch (j,i) € St.
2. Fallsi < j <k und (j,i) € St und (k,7) € Sg,, dann ist auch (k,j) € SL.

Damit sind alle Eintrdage von Sy, beschrieben.

Beispiel.
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ J [
[ ] [ ] [} [}
A=1oe ° , L=]e °
[ ] [ ]

[ J [ ] o

[ ] [} [ ] [ ] [ ] [ ] O [ ] (] [ ]

Beweis. Betrachte wieder Darstellung

_ B VT 1x1
A_<V c)’ B e R =R.

1. e DaL;; =+vB und B > 0 enthélt Sy, alle Diagonaleintriige.
e Da die erste Spalte von L unterhalb der Diagonalen gleich % ist enthélt Sy,
alle Eintrdge von Sy unterhalb der Diagonalen.
2. e Der Algorithmus berechnet die Cholesky-Zerlegung spaltenweise.

e Im i-ten Schritt wird die i-te Spalte von L berechnet. Danach éndert sie sich
nicht mehr.
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e Angenommen, (j,7) € S, und (k,i) € S,

e Dann sind auch (I;); und (I;); Struktureintriige.

Da (LI])jx = (1;); - (Ii)x ist dann auch (;I1);;, Struktureintrag.
Also ist auch (A; — [I]") ;5 Struktureintrag.

Mit 1) folgt die Aussage rekursiv. O

Was passiert wenn (A; — [fo )k zuféllig gerade Null ergibt?

e Entgegen der Definition von Sz, bezeichnet man (7, k) dann dennoch als Struktur-
eintrag von L.

e Vorteil: Man kann dann die Struktur von L nur anhand der Struktur von A
bestimmen.

e Vermutung: Dieser Fall kommt ohnehin selten vor.

5.1.3 Ausnutzen der Diinnbesetztheit, Teil 1

Wir wollen den Algorithmus jetzt so modifizieren, dass er die Diinnbesetztheit von A
ausnutzt.

Idee: Die j-te Spalte von L héngt nur von der ersten Zeile und Spalte von Fj ab.
Modeifizierter Algorithmus:

1 for alle Spalten j =1,...,n do
2 Definiere
Ajj e e Ajn
L0 o | (M
. k=1 L
k
Anj O 0 !
3 Faktorisiere
Lj; 0 0 10 0 Léj Ly;
F. = : . N
! ' ! : of I
Lng 0 0
4 end

Aus ﬁj ist eine andere Matrix (ij geworden.

e Macht nichts: Uj wurde ohnehin nicht weiter verwendet.
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ist nur die erste Zeile und Spalte relevant.

=

Idee: Auch vom zweiten Summanden

L

Lnk

(L

Loy

Es reicht also, iiber die Spalten k = 1,...,j — 1 zu addieren, fiir die L;, # 0 ist.

Neuer Algorithmus:

for alle Spalten j =1,...,n do
Definiere
Ajj
Fj = .
Ay
Faktorisiere
Lj;
=1
Ly;
end

5.1.4 Graphen- und Baumdarstellung

Die Struktur der Dreiecksmatrix L ldsst sich als gerichteter Graph G = (V, E) darstellen
mit V ={1,...,n} und E ={(4,5): (j,i) € Sp,i > j}.

Fiir die Beispielmatrix von oben erhélt man:

A
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Wir kénnen also die letzte Version des Algorithmus umschreiben:

1 for alle Spalten j =1,...,n do

2 Definiere
j—1 Ljy,

Fj= ( ) - : (ij Lnk)
k=1 \z
3 Kante von k nach j nk
Faktorisiere [...]
4 end

Der Eliminierungsbaum

Andererseits ist diese Darstellung teilweise redundant: zwischen zwei Knoten kann es
mehr als einen Weg geben.

Denn: Satz sagt, dass falls es die Kanten (7, ) und (i, k) gibt mit j < k, dann gibt
es auch (j,k).

Entferne Kanten solange, bis jeder Knoten nur noch héchstens einen Nachfolger hat.
Und zwar auf eine bestimmte Art:

Definition. Der Elimiminierungsbaum T(A) von A ist der Baum mit den Knoten
V ={1,...,n} und Kanten

E = {(j,p): falls p = min{i > j: (i,j) € Sp.}}.
Anschaulich: p ist die Zeile des ersten Eintrags von L in der j-ten Spalte (unter der

Diagonalen).
Fiir das Beispiel von eben erhélt man:

Satz 5.2. Fulls (j,k) € S, dann existiert ein Pfad k ~ j in T(A).

Definition. Ein Knoten i heifst Vorganger von j, falls ein Weg i ~» j in T(A) existiert.
Schreibe T'(j) fir die Menge aller Vorgianger von j.
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Mit dieser Terminologie kénnen wir den Algorithmus nochmals umschreiben:

1 for alle Spalten j =1,...,n do

2 Definiere
j-1 Lk
Fi=(.)- > | (e o L)
JETGMIY \ Lo
3 Faktorisiere [...]
4 end

Die Umkehrung von Satz gilt nicht unbedingt. So ist im Beispiel Knoten 3 Vor-
gianger von Knoten 7, der Eintrag (3,7) existiert aber nicht in L. Der Wechsel zum
Eliminierungsbaum fiihrt also erstmal wieder iiberfliissige Rechenoperationen ein. Im
endgiiltigen Algorithmus sind die aber wieder verschwunden (s.u.).

5.1.5 Ausnutzen der Diinnbesetztheit, Teil 2
Idee: Jeder Summand in Fj ist fiir sich diinnbesetzt.

Aber: Jeder Summand hat doch vermutlich eine andere Besetzungsstruktur? Die Summe
ist doch vermutlich dann doch relativ dicht?

Nein!

Satz 5.3. Seien i und j Knoten in T(A), sodass ein Pfad i ~ j existiert (also i < j).
Dann sind alle Struktureintrage der i-ten Spalte von L (unterhalb der j-ten Zeile) in der
Struktur der j-ten Spalte enthalten

(ki) € S = (k,j) € Sp.(falls k > j und i ~ 7).
Seien also

j:’i0<’i1<"'<iq~

die Zeilen der Eintrége der j-ten Spalte von L.
Neuer Algorithmus:
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1 for alle Spalten j =1,...,n do
2 Definiere
Aioio Aioir
0 0 S G
F} = . o - (Lzok’ Lzrk)
: keT(H)\{s} Lix
Aiig O 0
3 Faktorisiere
10 ... 0 L;.; L;, ;
Li,; 0 0 0 8)‘7 trl
F = :
J : I U, I
Lirs 0 0
4 end

Die Matrizen F; € RUTDX0+1) und U; € R sind jetzt vollbesetzt.
e [ nennt man j-te Frontal-Matriz

e U; nennt man j-te Update-Matriz.

5.1.6 Matrix-Superposition (Der extend-add Operator)

Wir brauchen noch ein Werkzeug zum Arbeiten mit den neuen Matrizen.

e Die aktuelle Definition von F} sagt, dass man den kompletten Teilbaum von T'(A)
in j ablduft und fiir jeden Knoten Matrizen aufstellt.

e Das kann immer noch ziemlich teuer sein.

e Hier kommt der Trick: Man kann Fj effizient aus den Update-Matrizen der direkten
Vorgénger zusammenbauen!

e Sei R € R™™ mit r < n,S € R¥* mit s < n.

e Jede Zeile/Spalte von R und S soll zu einer Zeile/Spalte der gegebenen Matrix A
gehoren

e Indexmengen: i1 < ... < i, fir R,
J1<...<ygsfir$§

1) Sei k1 < ... < k; die Vereinigung der beiden Indexmengen

2) Passe R und S an die Indexmenge k1 < ... < k; an, indem Nullzeilen und
Nullspalten eingefiigt werden.
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3) Definiere R +3— S € R™! als Summe der erweiterten Matrizen R, S.
Der Operator <3~ wird in der englischsprachigen Literatur als ,extend—add“ bezeichnet.

() ()

Indexmengen {5, 8} bzw. {5,0}.
Dann hat R <3 S die Indexmenge {5, 8,9}, und

Beispiel.

p q O w 0 =z p+w q =z
R« S=|u v 0|+]0 0 0] = u v 0
0 00 y 0 z Y 0 =z

Damit kann man eine billigere Formel fiir F} finden.

Satz 5.4 (Liu [4, Thm. 4.1]). Seien ci,...,cs die direkten Vorginger des Knotens j im
Eliminierungsbaum T'(A) von A. Dann ist

Aigio Aoy Aigi,
Airio 4 4 4 4
Iy = . 0 3= Ue, <32 Ue, <3 <« Ue,.
Ao
Zum Beweis braucht man:
Satz 5.5 (Liu, Thm. 3.3). Es gilt
Lilk

Ui==> | + | (Zix - Lix).

keTG) \L; 4
Beweis. Umformen der Zerlegung von Fj gibt
Liy;
0 0
F; = : Liyi ... L)+
J : ( Q0] w) (0 Uj)
Li.

Aber F; und U; unterscheiden sich nur in der ersten Zeile und Spalte.
Deshalb

[F; ohne erste Zeile und Spalte]
= [U, ohne erste Zeile und Spalte]

Ligk
— [— Z : (Liok . Luk) ohne erste Zeile und Spalte}
KTONY \ L,
Li g Li,
= — Z (L“k e Lzrk) = (Lilj ce Lirj) + Uj.
kET(5) Lirk Lirj
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Daraus folgt die Behauptung. O

5.1.7 Der endgiiltige Algorithmus

Berechne zunachst die Struktur von L.

Danach:
1 for alle Spalten j =1,...,n do
2 Seien iy, ..., i, die Zeilenindizes der Eintrdge von L,;. Nicht vergessen: iy = j
3 Seien ¢y, ..., cs die direkten Vorgénger von j im Eliminationsbaum 7'(A) von A.
4 Bilde Frontal-Matrix F}; wie in Satz
Aigio Aigiy Aigi,
Airio 4 4 4 4
FJ: : 0 <+ Ucll+/U02<+/ T ch.
Ajig
5 Faktorisiere
Liyi, O 0 10 0 Liyio  Liyi, L;, i,
P = Li}io 0 0
: I U; I
L; i, 0 0
Man merke sich Uj, falls notig.

7 end
Das Ergebnis im j-ten Schritt ist also: L;yq, - - . , Lj,4, und Uj.

5.1.8 Umsortierungen der Matrix

e Die Matrixspalten werden von 1 bis n behandelt
e Die Update-Matrizen werden in eben dieser Reihenfolge erzeugt

e Wird eine Matrix U; nicht fiir F;; gebraucht, so muss sie zwischengespeichert
werden.

e Das verbraucht Speicher!
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Sei beispielsweise
a [ ) [ ] [ ]
b ° °
c ° °
° d o o
A= ° e o ° L=
° o f f
. g e g
° ° ° e h o e h
° e o 7 e o O 7§
Eliminierungsbaum

®)
O,

. a
N

7.B.: Fy benutzt nur Us, d.h. U; und Us miissen temporar zwischengespeichert werden.
Idee: Sortiere die Zeilen und Spalten von A so um, dass zu jedem Zeitpunkt moglichst

wenig Matrizen U; gespeichert werden miissen.

* g

|
I

°
d
c e
® ¢
.
e o o
°

l

e O

® O
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Eliminierungsbaum:

Mit dieser Nummerierung konnen die Matrizen U; in einem Stapel (engl.: Stack), einer
bestimmten Datenstruktur gespeichert werden.

Us Us
U3 U4 U4 U4 U7
Uy Us Us Us Us U, U, Us

| | U

Forny Fasny  Ferny Feyny  Fury Foey Ferny  Foaey Fiee
Geht das immer?

Definition. FEine Ordnung, auf der Knotenmenge eines gerichteten Graphen heifit topo-
logisch, wenn jeder Knoten vor seine Nachfolger einsortiert wird.

Satz 5.6. Sei T(A) der Eliminationsbaum einer Matriz A. Jede topologische Ordnung
von T'(A) erzeugt eine Umsortierung von A, die den E.-baum invariant ldsst.

Definition. Eine topologische Ordnung eines Baumes T(A) heifst Post-Ordnung, wenn
alle Teilbdume konsekutiv durchnummeriert sind.

Die Zahlen 1,...,9 bilden in unserem Beispiel eine Post-Ordnung: Die Indexmengen
jedes Teilbaums sind konsekutiv.
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6 Numerik von gewohnlichen
Differentialgleichungen

Der Inhalt dieses Kapitels ist grofitenteils dem Buch von Deuflhard und Bornemann [1]
entnommen.

Gewohnliche Differentialgleichung;:
mngi(t,xl,...,md), iIl,...,d
wobei (t,2) € R x R und f;: Q — R4, Q C R x R? offen.

e Die Variable t ist haufig als Zeit interpretierbar, man spricht daher haufig von
FEvolutionsproblemen.

e 1 heillt Zustandsvektor.
e R? mit z € R? heiit Zustandsraum.

o R x R? heiBt erweiterter Zustandsraum.

Beispiele

1. (Radioaktiver Zerfall) Finde z : R — R so dass
¥ = —kx

Achtung: Traditionell verwendet man das gleiche Symbol fiir Zustinde z € R% und
Funktionen in den Zustandsraum z : R — R%. Nicht verwirren lassen!

2. (Zwei-Massen-Schwinger) d = 4

1
= —(—k ko (29 —
T3 ml( 121 + ko(x2 xl))
1
.1‘21 = 7m2 (k‘g(l‘l — JJQ) — ]4}31'2)

Diirfen denn keine hoheren Ableitungen vorkommen?
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(Zwel Massen-Schwinger physikalisch).

T > « T2 -
/ k1

Massen mq, mo, horizontale Positionen x1, x2. Auf eine Masse wirken zwei Arten
von Kréften:

o Trigheitskrafte: m;&;(t)
e Federkrafte: Fiir jede Feder Auslenkung x Federkonstante

Mechanisches Prinzip: Alle wirkenden Kréafte addieren sich zu Null.

mlil(t) = —kix1 + kQ(xQ — :L‘l)
maia(t) = ka(x1 — 22) — k3w

Kann auf obiges System erster Ordnung reduziert werden:
e Zusatzliche Variablen x3, x4

o Zusitzliche Gleichungen &1 = x3, T2 = x4

6.1 Anfangswertprobleme

Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen sind normalerweise nicht eindeutig.

Beispiel. Fiir alle ¢ € R 16st 2(t) = ce™* die Gleichung
¥ = —kax.
Deshalb: Zusatzinformation. Schreibe Anfangsbedingung
x(ty) = xo
vor. zg € R? heiflt Anfangswert.

Bezeichnung:

Differentialgleichung + Anfangsbedingung = Anfangswertproblem (AWP/IVP)

6.2 Existenz und Eindeutigkeit

Sei die Notation wie oben.
e Der Definitionsbereich €2 von f sei offen,

° (to,l’o) € Q.
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Was meinen wir genau mit ,,Losung des Anfangswertproblems“?

Definition. Sei J C R ein Intervall mit nichtleerem Inneren, und tg € J. Fine Abbildung
x € CY(J,R?Y) heifft Losung des AWPs genau dann, wenn

und x(ty) = zo gilt.

e Es reichen schon Funktionen auf einem ,kleinen* Intervall.

&(t) = f(t, x(t))

e Wir wollen , grofle“ Intervalle I.

fiir allet € J,

Es reichen schon wenige Zusatzinformationen, um zu erreichen, dass I grofitmoglich ist.

Was heif3t ,,grofStmoglich“?

Definition (Maximale Fortsetzbarkeit). Eine Losung x € C'([to,t1), R?) heifit (in der
Zukunft) fortsetzbar bis an der Rand von €2, wenn es eine Funktion x* € C([tg,t1),R%)
mit t1 <ty < oo gibt, sodass

o x(t) = a*(t) fir allet € [to,t1)

o x* ist ebenfalls Losung,

und einer der drei folgenden Fdlle vorliegt:

1) t+:OO

2) ty < oo und limyy, |2*(t)| = oo
3) ty < oo und limyy, dist((t, 2*(t)),00) = 0
Beispiel (Fortsetzbarkeit). Betrachte das AWP 2/ = —kz, 2:(0) = 1. Eine Losung davon

ist

z:[0,1] = R, z(t) = e ™.

Die maximal fortgesetzte Losung ist
z*:[0,00) = R, 2*(t) = e M.

Beispiel. Fir a) f(t,z) =sintcosz

> T TT T >4
\:::/7/7/'/'/7/7,
> A 7]

Q::»///’/’/;'

\\)4,/7/7/7 AT _>_|
N S S 2= S
—

Po ;
N

)/’H\)\\\\\)ﬁ

—7. —
4 /,::: \\\\\

TN Y

T T

P

— —

~
I —> AT 7 /r_,\AE:
;_4/7/7/7/7/72_)\)\

———>
T T >
\\)_>/r/7 AT _>_]

" A _7_|
\\*,/7/' A
> AT |

—
e e GG
— ——>

4
3:*,/7/7/7 AT ]

?\)\\\\\\;

’\)\\\\\\)—’/’/
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Fiir b) f(t,z) = 22
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Wann sind Lésungen bis an den Rand fortsetzbar? Die Antwort ist erstaunlich einfach!
Gegeben sei das AWP
&= f(t, z), z(tg) = xo.

Satz 6.1 (Peano,1890). Sei f: Q C R x R? — R? stetig im zweiten Argument. Dann hat
das AWP fir alle (tog,xo) € Q mindestens eine Losung. Jede Lisung lasst sich bis an den
Rand von Q) fortsetzen.

Beweisskizze. 1. Konstruiere eine numerische Approximation der vermuteten Losung,
mit Genauigkeitsparameter h.

2. Die Folge dieser Approximationen fiir A — 0 hat eine konvergente Teilfolge.

3. Der Grenzwert dieser Teilfolge 16st das AWP. O
Eindeutigkeit: Es kann mehr als eine Losung geben.
Beispiel. Betrachte 2’ = /|z|, (0) = 0.

o f(x) = /|| ist stetig auf R, es existiert also eine Losung.

e 7Z.B.: z(t) = 0 Vt ist Losung

e Eine Losung ist aber auch z(t) = $t2 fiir t >0
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e Es kommt noch schlimmer:
— Wiéhle ein ¢ > 0

— Definiere

- 0 falls 0 <t <¢
T(t) =1, )
it—c) fallsc<t
— T 16st das Problem.

Es gibt also unendlich viele Losungen!

Fiir die Eindeutigkeit braucht man noch ein bisschen mehr.

Definition. Die Abbildung f € C(Q,R?) heifit auf Q bzgl. x lokal Lipschitz-stetig, wenn
zu jedem (to,xo) € Q ein offener Zylinder

Z: (to — 7,to+ 1) X By(xg) C Q
existiert, in dem eine Lipschitzbedingung
[f(t,2) = f(t,7)| < Lle =z V(t,2),(t,7) € Z
mit Konstante L gilt.

Bemerkung. Falls f(t,x) nach z ableitbar ist, dann ist es auch bzgl. x lokal Lipschitz-
stetig.

Jetzt kommt der zentrale Satz zur Eindeutigkeit.
Benannt nach Emile Picard (1890) und Ernst Lindelsf (1894).

Satz 6.2 (Picard, Lindelof). Betrachte das Anfangswertproblem
x’ = f(t7$)7 .%'(t()) = o

auf dem erweiterten Zustandsraum Q C R x R% mit (tg,z0) € Q. f sei stetig, und bzgl. x
lokal Lipschitz-stetig.

Dann besitzt das AWP eine bis an den Rand von Q fortgesetzte Losung. Sie ist eindeutig
bestimmt, d.h. Fortsetzung jeder weiteren Lésung.

Beweisskizze. o Schreibe AWP als

x(t) = xzp + tf(s,x(s)) ds Vit > to
to

e Konstruiere dafiir eine Fixpunktiteration

po(t) =zg  VE=tg
t
Vr+1(t) = x0 +/ f(s,0k(s)) ds ,Picard-Iteration*
to

e Banachscher Fixpunktsatz:
1) Die Iteration konvergiert gegen einen Fixpunkt.

2) Der Fixpunkt ist eindeutig.
e Der Fixpunkt 16st das AWP. O
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6.3 Evolution und Phasenfluss

Falls die Bedingungen des Satzes von Picard-Lindel6f gelten, so kann man eine elegante
neue Notation einfithren.

Sei (to,zo) € Q. Bezeichne mit Jyax(to, o) das maximale Zeitintervall, auf dem eine
Losung des dazugehorigen AWPs existiert.

Zu jedem Anfangswert (to, xo) gibt es eine eindeutige Losung, d.h. zu jedem AW (t¢, z)
ist der Wert x(t) fiir alle Jyax(to, zo) eindeutig bestimmt.

Definition. Fir alle to,t € Jmax(to, To) heift
QL g > x(t)
Evolution der Differentialgleichung x’' = f(t,x).
e Wohldefiniert, weil das AWP fiir jedes xg eine eindeutige Losung hat.

Man kann also schreiben: z(t) = ®%tox.
Der Satz von Picard-Lindel6f erhélt folgende schéne Form: Deuflhard und Bornemann
[1, Lemma 2.9]

Satz 6.3 (Picard-Lindeldf). Es mégen die Bedingungen des Satzes von Picard—-Lindeldf
gelten. Fir alle (to, zo) € Q gilt

Jmaz(t(]a :EO) = Jmax(ta q)t7t0$0) Vit € Jmax(th 330)-
Auflerdem
1. dlotogy =z
2. ®LEPSlogy = dblog fiir alle t, s € Jmaz(to, To).
Fiir autonome Gleichungen 2’ = f(x) kann man die Abhéngigkeit von ¢y weglassen

(wéhle immer to = 0). Der Evolutionsoperator ®'zy = x(t) heifit dann ,,Phasenfluss*.
Aus den zwei Eigenschaften des vorigen Satzes wird dann

1. (I)O.%'O =X
2. P'P3xy = &3z (damit auch ¢~ dlry = ®zy = x0).

Der Phasenfluss @ hat also eine Gruppenstruktur.
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6.4 Explizite Einschrittverfahren fir AWP

Ziel: Finde eine numerische Approximation der Losung z € C([to, T], R?) des AWPs
' = f(t,x), z(to) = xo

Vorgehensweise:

e Unterteile das Intervall [tg,T] durch n + 1 Zeitpunkte

to<ti<ta<...<t,=T. (6.1)

e Die Menge der Zeitpunkte heifit Gitter A := {to,t1,...,tn}
e Schrittweite: 7j :=¢;41 —t; fir j=0,...,n—1
e Maximale Schrittweite: 7o = max;—g,.. n—17j

-----

Wir suchen eine Gitterfunktion
zA: A = RY

welche die Losung des AWPs an den Gitterpunkten moglichst gut approximiert.

(Manchmal interpretieren wir so ein xa auch als eine Funktion [tg,T] — R?, die die
Werte an den Gitterpunkten linear interpoliert.)

6.4.1 Das explizite Euler-Verfahren

Nach L. Euler (1786), auch Eulersches Polygonzugverfahren genannt.

Lo

L. wa(to) = o

2. Firt e [tj,tj+1]2
za(t) = za(t) + (¢ —t5) (), za(t)))
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3. Insbesondere:
-TA(thrl) = l’A(t]’) + ij(tja 'TA(t]'))

Keine Gleichungsysteme zu 16sen — das Verfahren ist explizit.

Beachte: Berechnung durch eine Zweiterm-Rekursion
L. za(to) = 2o
2. wa(tjp1) = Uittliza(t;),7=0,1,...,n—1
mit ¥ unabhéngig von A.
e Die Funktion W heifit diskrete Evolution des expliziten Euler-Verfahrens.

Hoffnung natiirlich: Wenn das Gitter immer feiner wird (wenn also 7o immer kleiner
wird), wird der Unterschied zwischen x und za immer kleiner.

6.5 Konsistenz

Der Fehler der Losung, also der Unterschied z — za, besteht aus zwei Beitrigen:
e Jeder einzelne Schritt produziert einen Fehler.

e Da man nach dem ersten Schritt immer von einem fehlerbehafteten Wert startet,
bekommt man auch falsche Ableitungen f.

Mit Konsistenz bezeichnet man das lokale Verhéltnis zwischen der Evolution ® und
der diskreten Evolution W.

Definition. Fine diskrete Evolution W heifst konsistent, falls

Uhly = o fir alle (t,x) € Q,
d

el \IJt+T’t.’13
d’T T=

Definition. Sei (t,x) € Q. Die Differenz

.= f(z,t) fir alle (t,z) € Q.

e(t,r, 1) = @y — YT

heifit Konsistenzfehler von W.

Man kann konsistente Evolutionen einfach charakterisieren.

Lemma 6.1 (Deuflhard und Bornemann |1, Lemma 4.4]). Die diskrete Evolution W'z
set fir jedes (t,x) € Q und hinreichend kleines T bzgl. T stetig differenzierbar. Dann ist
aquivalent:
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1. U ist konsistent

2. U hat die Darstellung
UHTly — o 4 1(t, 2, 7)

¥ heifst Inkrementfunktion. ¢ ist stetig in 7 = 0, und
d}(t’ L, 0) = f(tv :L‘)

3. Fiir den Konsistenzfehler gilt

e(7)

5(t7x7 T) = O(T)v T — O (CLZSO hm _— = 0)

0 T

Beweis. Zunéchst 1) = 3):

e Taylor-Entwicklung von ® um 7 =0

Pty = bty 4 7. .%@Hmﬂv\r:o + o(T)
=x+71-f(t,x)+o(r)
e Ebenso fiir ¥:
Uity — x4+ 7 f(t,2) + o(7)
da W konsistent ist.
e Subtraktion zeigt 1) = 3). Ebenso 3) = 1)
Zu 2):
° bedeutet:
Uty = o 4 7 f(t, ) +n(t,z,7)

n(r) =0.

mit einer Funktion 7 fiir die lim, o -~

e Umformen ergibt

\I,t+‘r,t _ t
T Jj:f(t,:l?)+77(7x’7—).
T T

Die Funktion

Uit z,7) = f(t,z) + W

ist also gerade die Inkrementfunktion aus 2).

e ¢ stetig und ¥(t,z,0) = f(t,x), da n € o(7).
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Das vorige Lemma beschreibt Aquivalenzen. Insbesondere gilt: Wenn sich ¥ mit einer
Inkrementfunktion schreiben lasst, so ist ¥ konsistent.

Beispiel. Das explizite Euler-Verfahren
Uity — o+ 7f(t,x) = 2 + m(t, 2, 7)

ist konsistent.

Wir wollen eine quantitative Version von Konsistenz.

Definition. Fine diskrete Evolution ¥ besitzt Konsistenzordnung p, wenn es eine Kon-
stante C' > 0 unabhdngig von t und x gibt, so dass

e(t,z,7) < CrPTL
Ja, der Exponent ist wirklich p + 1/

Beispiel (Konsistenzordnung des Euler-Verfahrens). Das Euler-Verfahren ist
Uty =z + 7 f(t,2).

o Sei f € CN(Q).
e Konsistenzfehler: e(t,z,7) = @7ty —x — 7 f(t, )

Wir machen eine Taylor-Entwicklung von ®'* ™!z in 7 = 0.

e Erste Ableitung von ® nach 7:

d
;T@me:f@+ﬂ¢Hw@
-

e Warum? Sei x(t) = ®“%0zq die Losung des AWPs.
Dann ist @7y = x(t + 7), und

d
— ®F Ty = o (t + 7')’7_:0 =ft+r,z(t+71))

dr
= f(t+ 71,07 ).

e Zweite Ableitung (Kettenregel)

d? d
P(bt-‘rﬂtx — ft (t + 7, q)t-i-T,tx) + fm (t + 7, q)t-‘rﬂtx) . E(I)t-i-ﬂtx

[ —
:f(t+T7(I)t+T’t$)
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e Taylor-Entwicklung um 7 = 0:

1 d2
+ 7'2/ (1—0)>—50" "2 do
7=0 0

d
Pty = @ttOty 4 . L iy -
d dr

T

=z +7f(t,x) + 72 /01(1 —0) {ft(t—}—O'T, Pitomiy)

+ fo(t + o7, @) f(t + o7, <I>t+”’tx)} do

e Deshalb ist
‘E(tv va)‘ = |(I)t+77tx —T— Tf(t7$)|

1
:7'2\/ ... do]
0

1

S 2 maXK ‘ft(& Z) =+ fﬂv(s? Z)f(sv Z)|

(s,2)€

e Das Maximum existiert, denn es wird {iber eine kompakte Menge K maximiert. Da
wir nur an kleinen 7 interessiert sind kénnen wir immer solch ein Kompaktum K,
das alle relevanten (¢,z) enthélt (sieche Deuflhard und Bornemann [1, Beispiel 4.8]).

e Die Konsistenzordnung ist also 1.

6.6 Konvergenz

e Konsistenz ist ein lokales Phdnomen, d.h. es betrachtet den Fehler nur in der Néhe
eines festen t.

e Wir betrachten jetzt, wie gut eine Losung x € C*([to, T]) insgesamt approximiert
wird.

e Wir hoffen, dass fiir kleinere 7o = max 7; die Approximation immer besser wird

e und das schnell!
Definition. Der Vektor der Approximationsfehler auf dem Gitter A
en: A - RY, ea(t) =x(t) —za(t)
heifst Gitterfehler. Seine Norm
lealloo = maxfea(t)]

heifit Diskretisierungsfehler.

91



Prof. Dr. O. Sander Numerik Mathematik

Definition. Zu jedem Gitter A auf [ty, T] sei eine Gitterfunktion xa gegeben. Die Familie
dieser Gitterfunktionen konvergiert mit Ordnung p € N gegen x € C([to, T)), falls eine
Konstante C > 0 existiert, so dass

lealloo < CTX
fir alle T klein genug.
Alternative Notation: ||ea|l = O(TR).
e Konvergenz hingt eng mit dem Konsistenzfehler zusammen.

e Das ist praktisch: Der Konsistenzfehler ldsst sich hdufig direkt am Verfahren ablesen.

Satz 6.4 (Deuflhard und Bornemann [1, Satz 4.10]). Sei v lokal Lipschitz-stetig in x.
Die diskrete Fvolution sei konsistent mit Ordnung p, d.h.

e(t,z,7) = x(t + 1) — WTle(t) = O(PT).

Dann definiert die diskrete Fvolution V fir alle Gitter A mit hinreichend kleiner Zeit-
schrittweite Ta eine Gitterfunktion xa zum Anfangswert xa(tg) = xo. Die Familie dieser
Gitterfunktionen konvergiert mit Ordnung p gegen die Lésung x des AWPs, d.h.

lealloe = max () ~ za(1)] = O().
Beweis. e Sei K C Q2 kompakte Umgebung des Graphen der Losung x
e ¢ ist lokal Lipschitz-stetig in z, d.h. es gibt 75, Ax > 0 so dass
[(t, 2, 7) =, T, 7)| < Akle — 2|
fir alle (t,z), (t,7) € K und 7 € [0, 7x].
e Insbesondere ist dann Uiy fiir alle (t,x) € K,0 < 7 < 7k definiert.

e Es gibt einen ,,Schlauch® der Dicke 20 > 0 um die Losung z, der in K enthalten
ist.

Genauer: Es gibt ein dx > 0 so dass fur alle ¢ € [tg, T

Falls |y — z(t)| < Ik, so folgt (t,y) € K.

e Sei A Gitter fur [tg, 7] mit 7o < 7.
e Setze voraus, dass xa existiert und

lea(®)] = [x(t) —za(®)] <0k VEE€A.
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e Betrachte ea genauer. Der Gitterfehler im Gitterpunkt ¢;41 besteht aus zwei Teilen:
eatipn) = z(tjr1) — waltj)
= (1) — U Iaa(ty)
= x(tj+1) — \I/thrl’tj.iL'(tj) + \I/thrl’tjx(tj) — \I/tj+1’tj$A(tj) .

Konsistenzfehler =:g;

e ¢; kann als Propagation des Fehlers e (t;) durch ¥ zum Zeitpunkt ¢;4 interpretiert
werden.

Denn: Angenommen, ¥z sei linear in z (ist es nicht!). Dann wére
gy = Wb (a(ty) — walty) = T Yea(t;).

(Achtung: € beschreibt eine Grole zur Zeit ¢j11!)

e Darstellung von £; mit der Inkrementfunktion:
ej = al(ty) — 2alty) + 7 [V (s, o(t)), 7)) — $(tj, 2a(t)), 7))
e Lipschitz-Stetigkeit von :
lej] < lealty)l + miAk|a(ty) — za(ty)] = (1 + 75AK)|ea(t))]
Da wir die Abschétzung fiir alle j machen kénnen folgt:
L. lea(to)| =0
2. lealtiyn)] < CTV7 4+ (14 7iAK)lea(ty)]
Behauptung: Daraus folgt
p O Aw(t—to)
lea(t)] < TA+— (KT —1) (6.3)
Ak

fur alle t € A.
Damit haben wir

¢ _
lealles < TZE(GAK(T ) —1) = O(R).

Achtung: wir mussten voraussetzen, dass ||ea /o klein ist! O

Beweis der Behauptung (6.3). Induktion:

e Die Behauptung stimmt fiir j = 0.
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e Angenommen die Behauptung ist richtig fiir j < n. Dann folgt

C |
lealtiv)] < C P +(1+ TjAK)TgE(eAKm—to) —)

P .
STAT)
< TZQ[TJ'AK + (L4 A ) (Pt mro) — 1))
K
= TZACK[(l +7jAg)et i) 1

e Es gilt aber 1 +a < e, bzw. 1 4+ 7jAK < eTﬂ'AK, also

(1 + TjAK)eAK(tj—to) S eAijeAk(tj—to) — eAK(tj+1_t0). D

Fiir die Profis hier noch die Argumentation, warum die Annahme dass ||eal/co klein
ist, weggelassen werden kann.

e Bisher mussten wir voraussetzen, dass
’6A(t)’ < fir alle t € A.
Jetzt haben wir aber (6.3))!

Damit zeigen wir, dass die Bedingung gilt, wenn 74 klein genug ist.

e Wahle 7. > 0 so klein dass

7.fg(e/\K(T*to) —1) <k und T« < TK.
Ak

e Wille ein Gitter A auf [tg, T] mit 7a < 7.
e Zeige mit der gleichen Induktion wie oben fiir alle j dass
— die Abschitzung
C
lea(ty)] < TR (e — 1) < 5
A

gilt, und deshalb

— TA (tj+1) existiert.

Beispiel (Explizites Euler-Verfahren).
i1 = + 1 f(t5, )
e Konsistenzordnung 1 (der lokale Fehler verhélt sich wie 7x)
e Inkrementfunktion ¢ (¢, z,7) = f(t,x) ist lokal Lipschitz-stetig in .
= Verfahren konvergiert mit Ordnung 1, d.h. |leallec = O(74).
—> halber Fehler bedeutet doppelte Anzahl von Zeitschritten.

— doppelte Anzahl von f-Auswertungen = doppelter Aufwand.
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6.7 Explizite Runge—Kutta-Verfahren

[Nach: Carl Runge, 1856 (Bremen) — 1927 (Gottingen), Martin Wilhelm Kutta, 1867
(Pitschen/Oberschlesien) — 1944 (Firstenfeldbruck) |
Koénnen wir Verfahren mit einer héheren Konsistenzordnung konstruieren?

Wiederholung: Wie lief der Beweis, dass das explizite Euler-Verfahren Konsistenzord-
nung 1 hat?

o Konsistenzfehler:

e(t,x,7) = @iy — YTy

= (@7~ 2) 7ot 2,7)

e Entwickle den Term in Klammern

Ty — g = 1f(t,x) + O(T?)

e Euler-Verfahren: (¢, x,7) = f(t,x) eliminiert gerade den ersten Term!

arrow Konsistenzfehler ist O(72)

6.7.1 Taylor-Verfahren

Idee: Berechne weiteren Term der Taylor-Reihe:

2 df(t, ) L U2)

(Dt+7,t _ — t
r—x=T1f(t,r)+ 2[ pn I

- f(t,2)] + O(%)

Inkrementfunktion fiir ein Verfahren mit Ordnung 2:
. T
U = f(t2) + 5 [filte) + folta) - (2 )]

e So konstruierte Verfahren heiflen ,, Taylor-Verfahren®.

Im Prinzip fiir jede Ordnung moéglich, solange f glatt genug ist.

Man muss Ableitungen von f berechnen.

Das geht sogar automatisch!
— Schlagwort: Automatisches Differenzieren (AD)

— de facto aber nur fiir Ableitungen niedriger Ordnung

Wird deshalb in der Praxis kaum verwendet.
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6.7.2 Idee der Runge-Kutta-Verfahren

Ziel: Hohe Ordnung ohne Ableitungen von f.
Idee: (Runge, 1893)

e Hauptsatz der Integralrechnung:
z: [to, T] — RY 16st ¥ = f(t,x),

also .
x(t+71)=2(t) + /0 fE+o,z(t+0))do
bzw.

.
PITly — g = / f(t+ o, ) do
0

e Approximiere das Integral numerisch, z.B. Mittelpunktsregel / 1-Punkt Gauf—
Legendre:

T

/ flt+o,@1 ) do = Tf(t + g, ) + O(7)
0

e Beachte: auch hier ist der Fehler in O(73)!
Wie berechnet man aber ®' 2?7
e Auf den ersten Blick nicht einfacher zu berechnen als ®7!z.
e Glick: %'z taucht in einem Term auf, der mit 7 multipliziert wird.
e Es reicht deshalb, ® 2%z bis auf O(72) zu berechnen.

e Das geht mit dem expliziten Euler-Verfahren:
Il = o 1 gf(t, 2) + O(r2)
e Man erhéilt das Verfahren von Runge:
thrt T T
1\ x-x—i—7’f(t+2,:c+2f(t,x))

mit Konsistenzordnung 2.

e Zwei Auswertungen von f pro Gitterpunkt, gegentiber 4 Auswertungen (von f oder
seinen Ableitungen) beim entsprechenden Taylor-Verfahren.

Den Ansatz von Runge kann man verallgemeinern. Das war der Beitrag von Kutta
1901.

e Schreibe Verfahren von Runge in drei Schritten:
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1. ky:= f(t,x)
2. ko= f(t+ 5,2+ Sk1)
3. Wil = v + Tk
e Allgemein: s-stufiges explizites Runge-Kutta-Verfahren:

i—1

1. k; Z:f(t—l—CiT,l'—l—TZaijkj) Vi=1,...,s
j=1

s
2. \I’t+7’tl‘ =+ szzkz
=1

e Die Groflen k; = k;i(t, x,7) heiflen Stufen des Verfahrens.

Koeffizienten:
b= (by,...,bs)
c=(c1,...,¢5)
0
A — az1 0 c RSXS
Gs1 As2 ... (Ags—1 0

Traditionell notiert man die Koeffizienten im Butcher-Schema
(nach John C. Butcher, 1933 in Auckland)

'l A
b
Beispiele:
00
expl. Euler-Verfahren R
010
Verfahren von Runge % % 0
0 1

e Eine Funktionsauswertung pro Stufe

e s+ s+ % Parameter bei s Stufen

Wie miissen die Koeffizienten gewéhlt werden, um eine moglichst hohe Konsistenzord-

nung zu erreichen?
Zuerst: Konsistenz an sich (d.h., Konsistenz erster Ordnung)
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e Einschrittverfahren
U™y — o 4 1(t, 2, 7)

ist konsistent, wenn (¢, z,0) = f(t, z) ist.
e Runge—Kutta-Verfahren:

i—1

j=1
S

Blta,0) =3 bk = F(t.2) S b,
=1 =1

Lemma 6.2. Fin explizites Runge—Kutta- Verfahren ist genau dann konsistent fir alle
f e C(LRY), wenn Y51 b; = 1.

6.7.3 Autonomisierung

e Taylor- und Runge-Kutta-Verfahren brauchen f € CP(Q, R¢, also gleiche Glattheit
in Zeit und Zustand.

e Wir wollen die Notation vereinfachen, und nur noch autonome Gleichungen be-
trachten.

e Das geht erstaunlich einfach! Ersetze
¥ = f(t, ), x(ty) = xo

durch das erweiterte System

@@)ZGwmam> G@>:¢g
s/(t) 1 ’ 8(0) to )

e Beide Systeme haben die gleiche Losung.

e Runge-Kutta-Verfahren liefern moglicherweise unterschiedliche Lésungen fiir die
beiden Gleichungen!

e Das ist natiirlich haflich!

Lemma 6.3. FEin explizites Runge—Kutta-Verfahren ist genau dann invariant unter
Autonomisierung, wenn es konsistent ist, und

i—1
ci:Zaij fﬂTiZl,...,S
j=1

erfillt.
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Wir betrachten bis auf weiteres nur noch solche Runge-Kutta-Verfahren, und schreiben
sie

(b, A).

e Nur noch autonome Probleme

mit Phasenfluss ®?.

e Diskreter Fluss Uit™t vereinfacht sich zu

Uy = 2+ 19(z, 7).

6.7.4 Konstruktion von Runge-Kutta-Verfahren

Wir wollen ein Runge-Kutta-Verfahren (b, A) der Ordnung p konstruieren.

e Wieviele Stufen brauche ich?
— Mindestens p Stiick

e Nach Autonomisierung sind noch % Koeffizienten zu bestimmen.

Schritt 1: Aufstellung von Bedingungsgleichungen an die Koeffizienten, die die ge-

wiinschte Ordnung liefern.
Schritt 2: Losen dieser Gleichungen.

Wir behandeln den Fall p = 4.

e Autonome Gleichung 2’ = f(x) mit f € C*(Qp).
Ansatz: Entwickle den Konsistenzfehler
e(x,7)=0"x — V'

in Taylor-Reihen bis auf O(7°).

Konstruiere ¥ so, dass die ersten p Terme von € verschwinden.

Taylor-Entwicklung des Phasenflusses &7

Taylor-Entwicklung von & nach 7.
Vom Euler-Verfahren wissen wir schon dass

-2
O"r=x+7f(z)+ ?f’(a:) - f(x) + (’)(73).

Wie bekommen wir die ndchsthéhere Ordnung?
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Trick:

%M =a'(1) = f(z(7),7) = f(2Tx)

Einsetzen der Reihe fiir ®7:
d 72
0z = f(z+f(x) + 5 (@) - f(z) + O(%)
dr 2

Taylor-Entwicklung davon:

7_2
%@w—ﬂ@+fﬂ'@ﬂ)‘fﬂ)ﬂ)+W3D+%ﬂ@Wﬂ@mﬂm+0ﬁ%

=f+[T+= Uff+f%fﬂ) o)

Wir wollen aber eine Reihendarstellung von ®7x.

e Hauptsatz:
O = a:+/T %@“wda
OT .
—a+ | f+aff+—4fff+f%ff»+owﬁyw
-2

—a b Tf4 ff+ (fff+f%ﬂﬁ) o(rh)

e Eine Ordnung mehr!

e Und nochmal!
J@2) = f+7]F+ 5 (fff+f%ff»
3
+%ﬂf%ﬁﬁf%Hﬁ%fﬁﬁ+f7%ﬁﬁ+f777]+0@%

e Nochmal den Hauptsatz benutzen

72

O =x+7f+ ff+ (fff+f”(f )
4
+r [f”’(f, LD+ 0+ F () + f’f’f’f} +0O(r%)

Taylorentwicklung des diskreten Flusses U™

Ahnliches Spiel mit den Runge-Kutta Gleichungen

i—1
ki::f<:c+7'2aijkj) firi=1,...,s.
j=1
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1. f ist stetig, also auf Kompakta beschrankt
= k; beschrénkt, k; = O(1)

2. Einsetzen:
i—1
b= f (47X a0)) = o +70(1) = fa + O(7)
j=1

Taylor-Entwicklung um x:

ki = f(z) +O(7)

3. Einsetzen:

i—1 i—1

b= f(2 47 ay(f +O()) = flo+ 7Y aif +0(r)
=1 j=1
i1
=flr+7ef+ (9(7’2)) mit ¢; = Z‘IU‘
j=1

Taylor-Entwicklung:

ki=f+7ef'f+0(%  Vi=1,...,s

4. Nochmal:

i—1

ki = f(;,; +7Y ai(f+Tef f) + 0(73)>
j=1
2
= f+ref f+m Y aye f i+ S (1) +0F)
J

5. Nochmal:

i—1
ki=f {x +r1eif + 72 Z aijcj-f'f + 73 Z aijajkckf'f'f

Jj=1 jk

7_3
Sy (.0 + o)
J

7_2
= f+TC¢f’f+T2Zaz‘jij/f'f+30? "(f, f)
J

T

3
+ 73 aiaeenf fFf + 5 > ag ff(f f)
J

ik

3
+ 783 ciaiei " (f' 1) + AT (L) + 0
J
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Einsetzen in V7o = x 4+ 7, bik;:
S 7_2
T — . —_ . . /
U x—x+7;bzf+ 5 (QZi:blsz f)
-3
+ 3,{3251'022]0”(]0, f) +6Zbiaijcjf/f/f}
L i
4
0 {4Zbic§’f”/(f, £ F) +24) biciaije; f"(f £, )
L i

+12 5 biasi L T ) + 24 Y baagens 1] + 06)
ij 05,k
Koeffizientenvergleich ergibt die Ordnungsbedingungen:

Satz 6.5 (Deuflhard und Bornemann [1, Satz 4.18]). Ein Runge—Kutta- Verfahren (b, A)
besitzt genau dann

o Konsistenzordnung p = 1, falls

e Konsistenzordnung p = 2, falls zusdtzlich
S
1
> bici = 2’
i=1
e Konsistenzordnung p = 3, falls zusdtzlich
1 1
2
zl:blcl = g und sz:biaijcj' = 6’

o Konsistenzordnung 4, falls zusdtzlich

1 1
Zblc? = — Zbiciaijcj = —
¢ 4 4,3 8
1 1
Zbiaij JQ = ﬁ Z biaijajkck = ﬂ
i?j ihj’k:

gelten.

(Eigentlich muss man noch zeigen, dass diese Bedingungen notwendig und nicht nur
hinreichend sind.)
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Losen der Gleichungen

Wir wollen ein Verfahren vierter Ordnung.
e Reichen s = 3 Stufen?
— Nein! 8 Gleichungen, aber nur % = 6 Unbekannte.
— Das Gleichungssystem ist iiberbestimmt — keine Losung
o s =47 % = 10 Unbekannte, — koénnte gehen!
Unbekannte: by, ba, b3, by, as1, as1, asz, a41, @42, 443
1. by +ba+b3+bs=1

[N

bici + baca + bzcs + bacy =

bQC% + bgcg + b4c?1 = %

D=

bzagaca + ba(aszce + asscs) =
bgcg + bgcg + b4ci = i

1
bscgazaca + bycy(agacy + aszcs) = g

I T et

2 2 2 1
b3a3202 + b4(a4202 + CL4363) =135

1
8. byagzaszcy = 5;

Auferdem ¢; = 37, a;j, i = 1,...,4, insbesondere ¢; = 0.

Was nun?

o Gute Idee:

1 1 1 1 9 1 1 3 1
ldx =1, /xdx:f, /xdx:f, /xda::f.
/0 0 2 0 3 0 4

e Approximiere Integral durch 4-Punkt-Formel mit Stiitzstellen c1, ¢s, c3, ¢4, Gewich-
ten by, ba, b3, by

e Falls Formel exakt fiir kubische Polynome ist, erhdlt man die Gleichungen 1, 2, 3,
und 5.

Simpson-Regel: Stitzstellen 0, %, 1 und Gewichte é, %, %.
Verdopple mittleren Punkt:

11
15y
Damit kann man die fehlenden a;; bestimmen.

Man erhélt das klassische Runge-Kutta-Verfahren:

c=(0 1), b=( )

) )

LW =
LW =
| =

1
67

— NN = O

oH O O NI
wliH O o=
Wl =

[
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6.8 Lineare Mehrschrittverfahren

6.8.1 Einfiihrung
Gegeben sei ein AWP
2 (t) = f(t,z(t)), t € [to, T, z(ty) = xo.
Approximation auf Gitter A = {tg,...,t,} mit
to<ti <...<tp=T
durch Gitterfunktion za mit dem Ziel za(t;) ~ x(t;) firi =1,...,n.
Bisher: Einschrittverfahren

e Berechne xa(tj41) ausschlielich aus der Kenntnis des vorangegangenen Zustands
TA (t]’).

e Formalisierung: Diskrete Evolution

za(tjpr) = Wtz (L),

Eigenschaften der Einschrittverfahren:
e Konsistenztheorie eher schwierig
e Konvergenztheorie eher einfach
e Anderung der Zeitschrittweite jederzeit moglich.

e Verfahren hoher Ordnung sind teuer: Fiir Konsistenzordnung p braucht man (z.B.
mit einem explizitien Runge-Kutta-Verfahren) mindestens s > p Auswertungen der
Funktion f.

Idee der Mehrschrittverfahren: Berechne den neuen Wert xa(tj41) aus den letzten k
Werten, also

TA(tj—pt1), - xa(ty) = za(tjs1).
Vorteile:
e nur eine einzige Auswertung von f pro Schritt, fir beliebig hohe Ordnung.
Nachteile:

e Konvergenztheorie komplizierter,

e nicht so flexibel bei Anderungen der Schrittweite, schwierig auf nicht uniformen
Gittern,

o k-Schritt-Verfahren benotigen neben Startwert za(tp) noch (k — 1) zusétzliche
Startwerte xa(t1),..., A (tk—1).
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6.8.2 Mehrschrittverfahren fiir dquidistante Gitter
Wir beschréanken uns auf dquidistante (auch: uniforme) Gitter
tjzto—i-jT, j=0,1,...,n

also
T —tg
T = .
n

Dies ist nicht nur zur Bequemlichkeit. Mehrschrittverfahren auf unregelméfligen Gittern
sind deutlich komplizierter!

Beispiel: Die explizite Mittelpunktsregel

e Integriere die Differentialgleichung iiber [t;_1,%;11]:

slten) =alti) + [ o)de ot + [ (o) do

Approximiere das Integral durch die Mittelpunktsregel

/ttil flo,z(0))do = 2Tf(tj’ x(tj)) + (’)(7-3),

e Mehrschrittverfahren

za(tjr1) = zatj-1) +27f(t;,2a(ty), J=1,...,n—1

Verfahren ist explizit: Die gesuchte Grofle xa(tj41) taucht nur links des Gleich-
heitszeichens auf.

Fehler der Integralapproximation ist O(73) (fiir f hinreichend glatt). Wir vermuten
deshalb Konsistenzordnung p = 2.

Wie bekommt man héhere Konsistenzordnung?
Idee: Nimm genauere Quadraturformel!
Beispiel: Die Simpson-Regel
ti+1 T 5
/tjl flo,2(0)) do = g{f(tj+1ax(tj+l)) +4f(t5, (1) + f(t5-1,2(t5-))] + OF)

e Damit konstruiert man das Milne-Simpson-Verfahren

5[ F(ren 2 altin) +4F (5 2alt) + F(ti-1, 24 (1))

e Konsistenzordnung p = 4

xa(tjr1) = zaltj—1) +

e Dennoch nur eine f-Auswertung pro Zeitschritt!

e Verfahren ist implizit: Zur Bestimmung von xa(t;41) muss ein Gleichungssystem
gelost werden.
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Allgemeine lineare k-Schritt-Verfahren:
e Beide Beispiel-Verfahren sind linear in f.
e Definiere f-(t;) als Abkiirzung von f(t;, zs5(t;)).
Definite das Verfahren

g (tjpk) + k127 (Ljk-1) + - + 02 (L))
= T[ﬁkfr(tj—i—k) + Be-1fr(tjrk—1) + ... + ﬁoff(tj)] (6.4)
mit |ap| + [Bo| > 0 und oy # 0, (sonst ist es ein (k — 1)-Schritt-Vefahren).

e Das Verfahren ist explizit, falls 8 = 0. Ansonsten ist es implizit.

Existiert eine eindeutige Gitterlésung?
e Explizites IMSV, also 8 = 0 klar (sogar ohne Einschriankung an 7).
Lemma 6.4. Sei B, # 0 und f : R x R — R? geniige der Lipschitz-Bedingung
|f(t,x) — f(t,%)|| < Lz —z||  Vo,zeR%LteR.

Dann existiert fir T < »IB?T‘L zu beliebigen Startwerten xa(to), ..., xa(tk—1) eine eindeutige

Gitterfunktion xa des IMSV.
Beweis. e Lose (6.4) nach za(tj4+x) auf:

zA(tjtr) = T%f(tj+k, xA(tj45)) + sonstige Terme
k

e Dies ist eine Fixpunktgleichung.
. Tg—zf ist Lipschitz-stetig mit Konstante L* = T%L

e Der Banachsche Fixpunktsatz liefert die Existenz eines eindeutigen Fixpunkts,
wenn diese Lipschitzkonstante L* kleiner 1 ist, wenn also

v

T < .
| Br| L

Darstellung durch Polynome: Zum Mehrschrittverfahren (6.4)) definiere die Polynome
p(&) = arf +ap 1€+ g
(&) = Bre" + Bra& T+ + Bo.

Zu den Beispielen:

e explizite Mittelpunktsregel: p(¢) = ¢2 — 1 und o(€) = 2¢
e Milne-Simpson: p(¢§) = €% — 1 und o(§) = (2 + 4 +1)
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6.8.3 Konsistenz

Wir brauchen einen neuen Konsistenzbegriff.

e Beschreibt den Zusammenhang zwischen Differenzengleichung und Differentialglei-
chung.

Plan:
e Ersetzen von z, durch die Funktion z, die die DGL erfiillt.

e Lokaler Diskretisierungsfehler L(z,t,7) (hier wegen f(t;,z(t;)) = 2'(t;))

L(z,t,7) = agz(t + k1) + ag—12(t + (K — 1)7) + ... + apz(t)
—7[Bha (4 kT) + B @ (t+ (k= D)) + ...+ for'(B)] (6.5)

Definition. Das IMSV (6.4)) besitzt die Konsistenzordnung p, wenn
L(z,t,7) = O(r"*)

fiir alle x € C>®([t, T],R?) und 7 — 0 gleichmdpig fir alle t, T gilt.

Diese Definition ist eine Verallgemeinerung des bisherigen Konvergenzbegriffs.
Beispiel: Explizites Euler-Verfahren
e Lineares 1-Schritt-Verfahren mit definierenden Polynomen p(§) = {—1und o(§) = 1.

e Zugehoriger lokaler Diskretisierungsfehler
Lz, t,7) =2t +7)—x(t) — 72/ (t)

= z(t+7) — [2(t) + Tf(t, 2(1))]
_ (I)t+T’t$ _ \I/tJrT’tJj.

Lemma 6.5. Das lineare Mehrschrittverfahren (6.4) hat genau dann die Konsistenzord-
nung p, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

1. Fiir beliebige x € CP*1([to, T|,RY) gilt L(z,t,7) = O(tP*Y) gleichmdpig in allen
zuldssigen t und T.

2. L(Q,0,7) =0 fiir alle Polynome Q von Grad héchstens p

8. L(exp,0,7) = p(e7) — 7o(e7) = O(7+)
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4. Firallel=1,...,p gilt
k k k
:Zaj:O, Zajjl:lZBle_l
§=0 §=0 =0

(dabei gelte 0° =1).
Beweis. Wir zeigen 1) = 2) = 3) = 4) = 1).

1) = 2): — Fur Q eIl ist L(Q,0,7) ein Polynom in 7.
— Dessen Grad ist durch den von @, also p, beschrénkt.
— Gleichzeitig ist L(Q,0,7) = O(7P+1).
— Also ist L(Q,0,7) = 0.
e 2) = 3)
exp(r) = Q(1) + O(77*)
mit ) Taylorpolynom von exp an der Stelle 0.

Aus der Linearitdt von L bzgl. des ersten Arguments folgt
L(exp,0,7) = L(Q,0,7) + O(r"*1)

Wegen 2) ist L(Q,0,7) =0

e 3) = 4) Taylor-Entwicklung (nach 7) an der Stelle 0 liefert

P 1 p— 1
L(exp,0,7) =3 7> ayj'r =3 5 Zﬁgﬂf”l +0(r")
=0 ]:O = 0 ] 0
- 1 b [ - -1 l 1
P INP I By ,Zm +0(7H)
=0 " j=0 =1

Koeffizientenvergleich bzgl. der 7-Potenzen!

e 4) = 1) Taylor-Entwicklung (nach 7) an der Stelle 0 liefert fiir z € CP*1:

|
=0 ! 7=0

p —1q k
L(x,t,T):Z—Z ]lTl$(l)(>+O TPy —TZ—'Z JijlH (t) + O(7P)]

; i
Koeffizientenvergleich liefert mit 4) (= 0), also folgt die Aussage. O

Beispiel: p = 0.

e Wegen ii) bedeutet das, dass konstante Funktionen exakt behandelt werden.
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e D.h., das Anfangswertproblem
' =0, x(to) = xo
wird exakt gelOst.

e Nach iv) ist die dazugehorige Bedingungsgleichung

k
> a;=0, bzw.  p(1)=0.
7=0

Beispiel: p = 1.
e Zusatzlich die Bedingungsgleichung

k k
doaij=> b
§=0 §=0
e In Polynomform
p(1) =0o().
Diese Bedingungen entsprechen dem Z§:1 bj = 1 bei Runge-Kutta-Verfahren.
6.8.4 Stabilitat

Bei Einschrittverfahren galt:

e Wenn ein Verfahren mit einer gewissen Ordnung konsistent ist, dann konvergiert es
auch mit dieser Ordnung.

So einfach ist es bei Mehrschrittverfahren leider nicht!

Beispiel. Betrachte das (bis auf Normierung o = 1) eindeutige explizite Zweischrittver-
fahren der Konsistenzordnung p = 3

p(§) =€ +4£ -5, o(&) =4 +2. (6.6)

e Anwendung auf

mit den Startwerten

e Man erhalt die Gitterfunktion

(1—(=5)")

za(nT) =1+ 7€ 6

(Beachte: 1 und —5 sind gerade die Nullstellen von p!)
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e Es folgt fiir alle € # 0 dass
lim |za(n7)| = 00
n—oo

e obwohl fiir den Startwert gilt, dass

;13% za(T) =1

und die exakte Losung z(t) = 1 beliebig glatt ist.
Das heif3t: keine Konvergenz, sogar ganz anderes Verhalten.
e Das Mehrschrittverfahren ist instabil.

e Es ist komplett unbenutzbar!

Definition. FEin lineares Mehrschrittverfahren heifst stabil (oder nullstabil oder D-stabil),
wenn die lineare homogene Differenzengleichung

k
> ajar(tivg) =0, k=0,1,...
j=0

bei beliebigen Startwerten stabil ist. Das wiederum heifit: Die Folge bleibt fiir alle Startwerte
beschrdinkt.

Beachte: Die homogene Differenzengleichung ist gerade das Mehrschrittverfahren,
angewandt auf 2’ = 0.

Satz 6.6 (Dahlquistsche Wurzelbedingung). Ein lineares Mehrschrittverfahren ist genau
dann stabil, wenn die Nullstellen & von p die Dahlquist’sche Wurzelbedingung erfiillen,
d.h.

o ([ <1,
o wenn || =1, dann ist & einfache Nullstelle.

Beispiel. Fir das IMSV ist p(¢) = €2 +46 -5 = (£ —1)(£+5), d.h. dieses Verfahren
ist nicht stabil.

Beispiel. Fiir die explizite Mittelpunktsregel sowie fiir das Milne-Simpson-Verfahren ist
p(&) =€ —1=(£+1)(& —1). Beide sind also stabil.

Beispiel. Einschrittverfahren:
e Sofern sie konsistent sind muss p(1) = 0, und deshalb p(§) = £ — 1 gelten.

e Alle konsistenten Einschrittverfahren sind deshalb automatisch stabil.
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e Beim Konvergenzbeweis fiir Einschrittverfahren mussten wir auf Stabilitdt deshalb
gar nicht eingehen!

Wenn man sich die Beziehungsgleichungen in iv) genauer anschaut, erkennt man:

e Es gibt k-Schritt-Verfahren mit Ordnung 2k, aber keine mit hoherer Ordnung.

e Es gibt explizite k-Schritt-Verfahren mit Ordnung 2k — 1, aber keine mit hoherer
Ordnung.

Wenn man sich auf stabile Verfahren beschrinkt verliert man in etwa die halbe Ordnung.

Satz 6.7. Die Konsistenzordnung p eines stabilen linearen k-Schrittverfahrens unterliegt
der Beschrankung

1. p<k+2, wenn k gerade ist,
2. p<k+1, wenn k ungerade ist,

3. p <k, wenn % < 0 ist, also insbesondere auch fir explizite Verfahren.

Diese Aussage nennt man die erste Dahlquistsche Schranke.
Man kann zeigen dass sie scharf ist.

6.8.5 Konvergenz

Definition. Sei x € C([tg, T],RY) die Lisung eines Anfangswertproblems x' = f(t,z),
x(to) = xo. Ein Mehrschrittverfahren konvergiert gegen diese Lésung, wenn

lim za(t) = 2z(t) fir alle te AN to, T
T7—0
gilt, sobald die Startwerte
lim za_(to + j7) = o ji=0,...,k—1
7—0
erfiillen. Wenn ein lineares Mehrschrittverfahren fir beliebige Anfangswertprobleme mit
hinreichend glatter rechter Seite konvergiert, so heif$t es konvergent.

Das Phédnomen aus dem obigen Beispiel ist von grundséatzlicher Natur, wie folgender
Satz zeigt.

Satz 6.8. Ein konvergentes lineares Mehrschrittverfahren ist notwendigerweise stabil
und konsistent, speziell gilt

p(1) =0(1)#0.
Die Umkehrung gilt aber auch:
Satz 6.9. Ein stabiles und konsistentes lineares Mehrschrittverfahren ist konvergent.
Dies ist ein gutes Beispiel dessen, was manche den Hauptsatz der Numerik nennen:
Konsistenz und Stabilitdt implizieren Konvergenz.

Aussagen zur Konvergenzordnung sind natiirlich auch moglich, gehen aber iiber den
Rahmen dieser Vorlesung hinaus.
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7 Steife Differentialgleichungen und
implizite Verfahren

7.1 Steife Differentialgleichungen
Explizites Euler-Verfahren
Tpp1 = o + 7f (ts Tk)
e Konvergent mit Ordnung 1.
Lose damit das Anfangswertproblem

T = Az, z(0) =1, AeR.

[Bilder!

e Keine Uberraschungen, falls A >0

e Falls A < 0, dann produziert das explizite Euler-Verfahren nur dann qualitativ
richtige Ergebnisse, falls der Zeitschritt 7 < 1/|A] ist.

e Fir A <0, 7 > 1/|A| ist das Verfahren instabil.

Nachrechnen:
Expliziter Euler:

$k+1:xk-l-Tf(tk,xk):Ik—l-T)\xk:(l-F)\T)ﬂ?k:(1+)\T)k+1$0
Fall 1: A >0

— Losung x(t) = exp (At) monoton steigend in ¢

— Diskrete Losung: monoton steigend in k, da 1 + A7 > 1.

Fall 2: A <0
— Losung x(t) = exp (At) monoton fallend und positiv
— 1z monoton fallend und positiv nur dann, wenn 0 < 1+ A7 < 1 <= 7 < 1/|\|.
Falls A < 0 und 7 > 1/
e Diskrete Losung oszilliert.
Falls A < 0 und sogar 7 > %
e Diskrete Losung ist unbeschrinkt.

Differentialgleichungen, die dieses Verhalten zeigen, heiflen steif.
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7.1.1 Steifheit und Kondition
Fir Euler- und Runge-Kutta-Verfahren hatten wir Konvergenzaussagen der Form
leallee < CT

bewiesen.

Problem: Diese Aussagen sind asymptotisch.
e Der Fehler wird kleiner, wenn wir ein hinreichend kleines 7o weiter verkleinern.
e Die Konstante C' ist aber unbekannt: Wir wissen nicht, wie klein 74 sein muss, um

eine verniinftige Genauigkeit zu erzielen.

Man kann C nur in seltenen Fallen exakt ausrechnen.
Stattdessen: Qualitativ verstehen, wann C' grofl sein kann.

Angenommen, wir erhalten fiir ein gegebenes 7o eine gute Approximation der Losung.

Dann kénnen wir davon ausgehen, dass das nicht zufallig so ist: Fiir einen leicht
gestorten Anfangswert xg + dxg erwarten wir dann auch eine gute Approximation der
gestorten Losung.

Erinnerung: Intervallweise Kondition eines AWPs:
= f(t,x) x(to) = xo t € [to, T.

Storung der Eingabedaten zg +— xg + dx¢ fiithrt zu einer Stérung der Losung x(t) —
x(t) + dz(t) fir alle ¢ € [to, T).
Die intervallweise Kondition k[to, T] ist die kleinste Zahl, fur die

16|00 < K[to, T - |60 ]]-

Analog fithren wir eine diskrete Kondition ka ein: die Auswirkung einer Stérung des
Anfangswerts auf eine von einem numerischen Verfahren erzeugte Gitterfunktion

[6zallco < Fa - [[0x0l].

Wenn ein Verfahren fiir 29 und z¢ + dz¢ (mit dxg klein) verniinftige Losungen liefert,
dann muss
KA & Klto, T

gelten.
Umgekehrt bedeutet ka > k[tg, T'] dass das Verfahren vollig unbrauchbar ist, denn es
reagiert auf kleine Storungen vollig anders als das eigentliche Problem.
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= Das Gitter ist dann noch zu grob, da fiir jedes konvergente Verfahren
KA — H[tQ,T] fiir A — 0.

Die Beziehung
KA =~ K[to, T

ist eine qualitative Minimalforderung an ein Verfahren 4+ Wahl des Zeitschritts.

e Fiir die bisher vorgestellten Verfahren gibt es Anfangswertprobleme, fiir die ka =
k[to, T] erst fiir sehr kleine 7o gilt.

e Solche Probleme nennt man steif.
Ungewohnlich:
e Es gibt keine mathematisch prézise Definition des Begriffs ,steif*

e Fine Verfahrensklasse klassifiziert die Probleme!

7.1.2 Beispiel: Wieder das Modellproblem

Wieder das Modellproblem
' = Az, z(0) = 1.

Wie ist die Kondition dieses AWPs? Wir betrachten einen etwas allgemeineren Fall

Beispiel. Betrachte das skalare AWP
P=Az—g)+g(t) mit  (0) = g(0).

e )\ € R ein Parameter

e g: [tp,00) — R stetig differenzierbar und beschrankt

e Losung: z(t) = g(t) Vt.
Betrachte jetzt stattdessen einen gestorten Startwert: z(0) = ¢g(0) + ¢

e Losung davon: x(t) = g(t) + d exp(At) mit 0 exp(At) Storung des Resultats
Wie verhélt sich die Storung d exp(At)? Drei Félle:

1. A > 0: Die Stérung wéchst exponentiell mit ¢. Lésen der Gleichung fir grofie ¢ ist
kaum sinnvoll, bzw. sehr schwierig.

2. XA = 0: Die Storung bleibt fiir alle ¢ in konstanter Gréfle erhalten.

3. A < 0: Fiir grofe t wird die Stérung ,von alleine* immer kleiner!

115



Prof. Dr. O. Sander Numerik Mathematik

Aus diesem Beispiel folgt mit g(t) = e
e x[0,T] = e falls A > 0,

e x[0,7] =1 falls A <0.

Diskrete Kondition des expliziten Euler-Verfahrens:
CUA(thrl) =(1+ T)\):L‘A(tj) =1+ T)\)j+1$0

ist linear in g, deshalb gilt

k
KA = 0<I£I<1?J1}21]1_‘[)|1 —l—T)\’

Fall 1: A > 0. Wegen 1 + 7\ < €™ gilt
— na _ AT
ka = (14+7A)" <exp(natA) =e™.
Also ist ka =~ k[0, 7], das AWP ist nichtsteif.
Fall 2: A <0
_ _ k
fia = max [1—7alA[[",
Falls A < 2/|A] so ist ka <1 = k[0, T].
Andererseits gilt fiir 7o > 2/|A|
ka =1 —=71a|M|F > 1=k[0,T].

Das Problem ist steif.

7.1.3 Stabilitat

Betrachtet man die Auswirkung von Stérungen nicht auf ein beschréanktes Intervall [to, T,
sondern fiir alle Zeiten [tp,00), dann spricht man statt von Kondition meistens von
Stabilitdt.

Die obige Dreiteilung ist typisch. Wir machen daraus eine Definition.

Definition. Sei (tg, z0) so, dass ®bxq fiir alle t >ty ewistiert. Die Losung des AWPs
heifit

2) (Lyapunov)-stabil, falls zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass
H(I)t’to(l‘o + 5) - q)t’tOCL‘oH <e

fir alle t >ty und ||x — xo|| < 0,
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3) asymptotisch stabil, falls es zusdtzlich ein 69 > 0 gibt, so dass

lim [|@""0z — @"0zg|| =0
t—o00

falls ||z — ]| < do,
1) instabil, falls weder 2) noch 3) gelten.

Achtung: Dieser Stabilitdtsbegriff hat nichts mit der Stabilitdt von Algorithmen zu
tun.
Es kann anspruchsvoll bis zu schwierig sein, die Stabilitdt von DGLn zu bestimmen.

7.1.4 Das implizite Euler-Verfahren

Expliziter Euler:
Th4+1 = Tk + Tf (tk, xk)

Impliziter Euler:
Tp+1 = T + Tf (tet1, Tht1)

Implizit bedeutet: In jedem Schritt muss ein Gleichungssystem gelost werden.
Betrachte wieder das AWP

T = Az, z(0) =1, AeR
Implizites Euler-Verfahren:

Th+1 = Tk + Tf (tk+1,$k+1) = T -+ T)\Jfk+1

. 7 Tk < 1 )k+1
:Bkﬂ_l—T/\_ 1—7A o

Wenn A < 0, so ist

0< <1

1—7A
fiir alle 7 > 0. Das Verfahren ist unbedingt stabil.
7.2 Stabilitat von Einschrittverfahren
Das explizite Euler-Verfahren wird fiir die lineare Gleichung
x =z, x(ty) = xo

instabil, wenn A\ < 0 und der Zeitschritt 7 zu grof} ist.
Wir verallgemeinern das jetzt und betrachten lineare, autonome, homogene Systeme

x = Ax, z(0) = 2o € RY, A e R¥xd
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Satz 7.1. Die Losung dieses AWPs ist

x(t) = exp(tA)zg

wobei ( )k
>, (tA
exp(tA) :== ,;,0 Iy

Diese Reihe konvergiert gleichmdf$ig auf jedem kompakten Zeitintervall.

Stabilitdt heiffit: Stérungen im Startwert fithren auf beschrénkte Storungen in der
Losung (fir ¢ — 00).

e Fiir lineare Gleichungen & = Az, x(0) = g + Jp ist die Losung
x5(t) = exp(tA) (xo + do) = exp(tA)zo + exp(tA)dy
d.h. die Storung lost das AWP & = Ax, x(0) = dg

Lemma 7.1 (Deuflhard und Bornemann [1, Lemma 3.20]). Die Lisung x eines linearen,
homogenen AWPs ist genau dann stabil, wenn

sup [[z(t)]] < oo
>0

t—o0
— 0

Sie ist asymptotisch stabil, falls ||z(t)||
& = Az ist stabil, wenn A < 0 und asymptotisch stabil, wenn A < 0.
Satz 7.2 (Deuflhard und Bornemann |1, Satz 3.23]). Die Lisung des AWPs
T = Az, z(0) = xo, A e cdxd
ist genau dann stabil, wenn
o der Realteil aller Figenwerte nicht positiv ist und

e falls A\ ein Eigenwert von A mit Re(\) =0, so hat \ die gleiche algebraische und
geometrische Vielfachheit.

Die Losung ist asymptotisch stabil, falls Re(\) < 0 fir alle Eigenwerte \ von A.

Wunsch: Die von einem numerischen Verfahren erzeugte Folge xj soll diese Stabilitats-
eigenschaften erben. Beim expliziten Euler-Verfahren:

Tht1 = U = xp + TATE = (I+TA)$k
war das nicht der Fall. Beim impliziten Euler-Verfahren

-1
Tpt1 =T +TATp11 = xp1 = (I —TA) x4
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jedoch schon! Verallgemeinere: Betrachte Verfahren der Form
i1 =Vx, = R(TA) zp

mit P, () Polynomen, sodass
P(TA)
Q(TA)

Zg+1 berechnet sich als Losung des linearen(!) Gleichungssystems

Q(rA)zy1 = Q(TA)(VTay) = P(TA)xk

R(TA) =

Die rationalen Funktionen werden als Approximationen der Evolution ®7 = exp (tA)
verwendet. Die Funktion R heiflt Stabilitdtsfunktion

R:(Cdxd_>(cd><d
R.:C—>C

Definition. Die Konsistenzordnung einer durch die rationale Funktion R gegebenen
Approzimation der Exponentialfunktion ist die gréfite ganze Zahl p, sodass

R(z) =exp(z) + O (sz)
fiir z— 0 in C.

Lemma 7.2. Die Flisse aller expliziten Runge-Kutta- Verfahren (fir lineare Gleichungen)
sind Polynome in TA, also V"x = P (TA) x.

Beweis. Wir zeigen dass fiir jedes i < s der Ausdruck 7k; ein formales Polynom in 74
ist.
Dann folgt die Behauptung aus

S S
‘1’t+T’t$ =xrx+T Z blkl = (TA)OSU + Z bﬂ'kl
i=1 i=1
Beweis mit vollstandiger Induktion: RK-Verfahren fiir 2/ = Ax:
i—1 i—1
k;, = f(t + T, —I—TZaz-jkj) = A{.CE —i—TZaij]{j]
j=1 J=1
e 7ky = 7Ax ist Polynom in TA.
e Seien 7k; Polynome fiir alle j < 1. Dann ist

i—1
k; = Az + Z aika‘j
j+1

Polynom in 7A. O

119



Prof. Dr. O. Sander Numerik Mathematik

7.2.1 Spektren rationaler Funktionen von Matrizen
Stabilitatseigenschaften linearer Systeme werden héufig iiber Eigenwerte ausgedriickt.

Damit R(A) wohldefiniert ist muss also (Q(A) invertierbar sein.
e (Q(A) darf also nicht den Eigenwert Null haben.
Verallgemeinerung der entsprechenden Bedingung fiir rationale Funktionen in C:

Lemma 7.3. FEine rationale Funktion r : z — % ist genau dort nicht definiert (bzw.

hat genaw dort Polstellen), wo q(z) =0 ist.

Satz 7.3 (Deuflhard und Bornemann [1, Satz 3.42]). Fiir eine Matriz A € C¥*? jst R(A)
genau dann definiert, wenn kein Figenwert von A Pol von R ist.

Der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten von R und A ist aber noch viel enger:

Satz 7.4 (Deuflhard und Bornemann [1, Satz 3.42, Forts.]). Sei o(A) das Spektrum von
A. Dann ist

7.2.2 Wann sind Einschrittverfahren R stabil?

Satz 7.5 (Deuflhard und Bornemann [1, Satz 3.33]). Die lineare Iteration xyy1 = Bxy
mit B € C™ jst genau dann stabil, wenn

o |\ <1 fir alle Eigenwerte X von B und

e Fulls \ Figenwert von B mit |\| = 1, so hat X gleiche algebraische und geometrische
Vielfachheit.

Die Iteration ist asymptotisch stabil, falls |\| < 1 fiir alle Eigenwerte A von B.

Spektralradius: p(B) = maxyec,(p) |A| mit o(B) = { Menge aller Eigenwerte }. Verfah-
ren ist stabil, dann p (R (74)) < 1.

e Dabei gilt p (R (7A)) = maxeq(a) |[R(TA)]

Definition. Die Menge
S={z€CJ|R(z)| <1}

heifit Stabilitdtsgebiet von R.

Beispiel. Explizites Euler-Verfahren:

Tpr1=I+7A)2)y = R(2)=1+4+2
—_———
R(TA)

Stabilitdtsgebiet: S = {z € C: |1+ z| < 1].
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Damit ein Verfahren stabil ist muss 7\ € S fiir alle A € o(A) sein. Im Falle der skalaren
Gleichung mit R 3 A < 0 und dem Euler-Verfahren fiithrt das auf die Bedingung 7 < |27‘
Fiir eine graphische Darstellung der Stabilitdtsgebiete expliziter Runge-Kutta-Verfahren
siehe Deuflhard & Bornemann, Numerische Mathematik 2, Seite 238.

Folgendes Detail sticht ins Auge.

Lemma 7.4 (Deuflhard und Bornemann [1, Lemma 6.5]). Fiir jede konsistente rationale
Approzimation von exp g¢ilt 0 € 0S.

Also:

e Die Losung z(t) = exp(tA)xg ist stabil, wenn alle Eigenwerte von A in der linken
Halbebene von C liegen.

e Ein numerisches Verfahren U7 = R (7A) ist stabil, wenn alle Eigenwerte von 74 in
S liegen (plus Zusatzbedingungen am Rand von S).

Folgende Eigenschaft ist deshalb wiinschenswert

Definition. Ein Einschrittverfahren heifit A-stabil, falls sein Stabilitdtsgebiet die negative
komplexe Halbebene enthdlt.

In diesem Fall gibt es keine Schrittweitenbeschrankung! Explizite Verfahren kénnen
aber nicht A-stabil sein.

Lemma 7.5 (Deuflhard und Bornemann |1, Lemma 6.11]). Das Stabilitiatsgebiet von
Polynomen ist kompakt.

Z—00

Beweis. Fiir jedes Polynom P vom Grad > 1 gilt |P(z)| —— oo. Also ist S beschrénkt.
U

Implizite Verfahren kénnen A-stabil sein: z.B. Implizites Euler-Verfahren:

S = {z € C||1—z| >1}. Stabilititsgebiet S¢. Das Ziel fiir die Zukunft lautet also,
A-stabile Verfahren hoher Ordnung zu konstruieren.
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8 Hamilton-Systeme

8.1 Variationelle Integratoren

8.1.1 Variationelle Integratoren hoherer Ordnung

Wie kénnen wir variationelle Integratoren héherer Ordnung konstruieren?

Bessere Approximation von

Inasai) = [ Lo q(e) d

ty
heifit:

e Quadraturformel héherer Ordnung
e Approximation von g héherer Ordnung.
Idee: (Marsden und West [5])
S
(@, @) =7 Y _ biL(u(e;T), i(ciT))

i=1
e Quadraturformel mit s Stiitzstellen cq, ..., cs, Gewichten by, ..., by
e y ist Polynom vom Grad héchstens s mit

— u(0) = gk, u(T) = Q41
— u macht die rechte Seite von ({8.1]) stationér.

Tatséchlich werden von « nur die Werte und Ableitungen an den Stiitzstellen ¢;7

gebraucht.

Definiere deshalb: _
Qi = u(eT), Qi = (7).

Die Q; kénnen durch die Q; ausgedriickt werden:

Q; = u(e;T) = u(0) + /OCi u(oT)do

Cy S
=qr+ T/o Z Lj(o)u(cjT)do (Lagrange-Darstellung)
j=1

S . ci
=qx+ T ZaijQi mit Qjj = /0 Lj(O') do
j=1

(8.2)
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Setze aulerdem

1
bi = / CZ'(U) do.
0

Wir wihlen die Q; so, dass der Ausdruck

Li(go,q1) = 7Y _ biL(Qs, Q1)
=1

stationar wird.

Allerdings brauchen wir zusétzlich die Nebenbedingung
q1 = ’U,(T) =qo + TZ szz (83)
i=1

Exkurs: Stationaritat unter Gleichheitsnebenbedingungen

Betrachte eine Funktion f : R — R.
e Wir suchen einen stationdren Punkt von f

e D.h., einen Punkt z, in dem die Richtungsableitung in alle Richtungen v verschwin-

det p
—f:O Vo e RY, v £ 0.
dv

Rd

e Dh. Vf(z)=0
Betrachte jetzt eine weitere Funktion ¢ : R — R.

e Wir suchen ein z mit g(x) = 0, so dass f in z stationdr ist bzgl. der Menge
M={yeR’ : g(y) =0}.

e D.h. % = 0 for alle Richtungen v, die tangential zu M sind.
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V f(z) ist nicht zwangsldufig null!

Aber V f(z) steht senkrecht auf M.
e Vg(x) steht ebenfalls senkrecht auf M.

Gesucht werden z € R%, \ € R, so dass

Vf(x) = AVg(x).

Solch eine Variable A heifit Lagrange—Multiplikator.

Umschreiben: Definiere die Lagrange—Funktion

L(z,A) = f(x) = Ag(x).

e Der Gradient davon ist

9L x) — T
cee () - (1027)

e Die gesuchten Punkte sind also gerade die stationdren Punkte von £ (ohne Neben-
bedingungen).

Exkurs Ende

Diese Technik wenden wir auf die Nebenbedingung

S
@ =q+T7Y b

i=1
an. Da diese Nebenbedingung d-wertig ist, ist auch der LagrangeMultiplikator A aus R¢.

Wir suchen also stationidre Punkte von

L(Q1,...,Qa,\) = TibiL(QiaQi) - <)\, (QO —q+ Tiszz)>
i=1 i=1
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Wir berechnen hiervon die partiellen Ableitungen nach den Qj (die part. Ableitungen

nach A sind klar).

oL OL 0Q; oL aQi] - ( a@)
— =T bz — + - . - )\ b
an ; l@q 8Qj aq 8Qj Z 6@]
:Tb]')\
Da
GQZ 0
. i =Ta;;l
90, 8Q] <QO+T];@/§QI<:> Taijlixd
folgt

oL

oL *. 0L
— =7)» bj— -Ta;; +7b;
Stationdre Punkte von £ erfiillen also
oL .
Zb Qzan Taij'i‘bjaiq(Qj?Qj):bj)"
Wir fithren wieder die konjugierten Impulse ein:
oL . . 0L )
= %(Qi’Qi)’ auflerdem P; = 6—q(Qi,QZ~).
Damit vereinfacht sich die Bedingung (8.1.1)) zu

TZ biPiaij +bjPj = bjA.
=1

Das allgemeine variationelle Integrationsverfahren hatte die Form

__%( ) _%( )
Po = o q0,491), b1 = dy q0,41)-
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Das rechnen wir jetzt fiir den konkreten Fall aus.

T
Po = 8 0 q0, 91
= —TZb Q’MQZ)
s B Qi 9Q;
= —TZbi 67 (Qqul) : Q (QZ’Q ) 8Q
Pt gz q0
L =P, =P;
s - 5 . o . s .
=—7> b P, I+Tzazg 9 + P 0 (wg Qi =qo + 7Y _ aijQy)
ra = 0o dqo j=1
:—TZbP_TZ ZbPa 362] ZbP
= 7 a @
=b;A\—b; P;
- Yuh —Tzwjx—bjmﬁ —rynnSE
i=1 j =1 @0

-7y bibi - TZb A%C;;
=1

Differenzieren der Nebenbedingung ¢1 = qo +7>_;_

0Q;
dq0

0—1+¢Zb
i=1

Deshalb ist 5
Po = —TZbiPZ’ + A
i=1

Ganz ahnlich erhalt man
oL,

P1 = Ty(QOaQ1) =

Lemma 8.1. FEs gilt

S
1L.pr=po+7) bP
i=1

S
2. q=q+7Yy biQ

i=1

3. P = po—i—TZ (b; — bjaji/b;) P;
_,_/

1
] :.aZ]
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4. Qi=qo+7Y ai;Q;

Jj=1

Beweis. 1. ist (8.5) mit
2. ist gerade die Nebenbedingung (8.3), d.h. u(7) = ¢;.

3. Aus 1. und p; = A folgt

S
O=po+7Y biP—A
Jj=1

Multiplizieren mit einem b; (# 0):
i .
0 =bipo +7 »_ bibjPj — b\
j=1

Addiere b; P; auf beiden Seiten:

S
biP; = bipo + r; bibi P+ biP — bi) |
= == o biaiP
(wg. 84))

= bP=bipo+T1 Z(b] — bjaji)Pj
j=1

4. ist (8.2)) (Darstellung der Werte @ iiber Hauptsatz und Lagrange—Darstellung)
O

Die vier Gleichungen aus dem Lemma bilden ein partitioniertes Runge-Kutta-Verfahren
(po, qo) — (p1,q1) fir die Gleichungen

=i =i (o L ()2 2)

Erinnerung: Partitionierte RK-Verfahren fiir ein System
v="ry,2) 2=g9(y2)

S S
n=yo+T7Y bki 2 =z20+T7) bl
=1 i=1

s s s s
k‘i = f(yo + TZ(AZZ']',I{?]', 20 + 7 Zaijlj) lz = g(yo + TZ &ijk;j’ 20 + TZaijlj)
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1
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Symmetrische Form

yi=y0+7 bif(gihi) 21=20+7Y biggihi)

=1 =1
S S
gi=yo+7Y_ aijf(gi.h) hi=z0+7Y_ aijg(gi, hi)
i=1 i=1

Wir haben ein Verfahren dieser Bauart, mit

P = f(gi,hi) Qi = g(gi, hs)
Pi=g Qi=h;
b = b;.
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