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1 Interpolation

Beispiel: Gegeben sind Temperaturen fy, fi, f2,... gemessen zu bestimmten Zeitpunkten
o, L1,T2 ...

Frage: Wie ist die Temperatur zu einem Zeitpunkt & mit & # ;7

f

xy X1 T2 X3 T4 Tp

Idee:
 Finde eine ,sinnvolle” Funktion f: x — f(z) mit f(x;) = f; Vi

o Die gesuchte Temperatur ist f()
— ,intelligent geraten*

Definition (Interpolationsproblem). Gegeben:

e n + 1 Stitzstellen xg, ..., xz, € R, paarweise verschieden,

o n + 1 Stitzwerte foy,..., fn € R.
Finde eine ,sinnvolle“ Funktion f : R — R mit f(x;) = f; Vi=10,...,n.
Was heif3t ,,sinnvoll“?

o FEindeutig bestimmt in einer fixen Funktionsklasse

o Maoglichst billig auszurechnen

e Kleiner Fehler

o sinnvoll* ist kein mathematischer Begriff — es kann Wissen aus der Anwendung
dazukommen.
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1.1 Polynominterpolation

e Versuche, f als Polynom zu konstruieren.

e Guter Kompromiss zwischen Flexibilitdt und einfacher Handhabung
Polynom n-ten Grades:

p(z) = apnz™ + n_12" 4+ . +az+ay YreER, a,#0

Sei II,, die Menge aller Polynome vom Grad héchstens n.
Vielversprechender Ansatz:

o n+ 1 Bedingungen f(z;) = f;, i=0,...,n

e n + 1 freie Parameter aq, ..., an,

Kann man die Parameter so wahlen, dass die Interpolationsbedingung erfiillt ist?

1.1.1 Lagrange-Interpolation

Konstruktion: Definiere L; : R — R durch

() = L T —x; _ (x_J"O)(‘T—xl)"‘(x_Ij—l)(x_xj—i-l)"'(x—l‘n)
Lj(z) : ng_l’z‘ (xj —xo)(zj —x1) - (2 —xj—1)(@j — zjq1) - -~ (25 — )
i#]

— Polynom vom Grad n
(der Nenner ist eine feste Zahl # 0, die nur von den Stiitzstellen abhéangt)

Werte an den Stiitzstellen:

0 fallsj #k

L; = ;i 1=
(k) = Ok {1 falls j = k

(,Lagrange-Eigenschaft*)

Joseph-Louis Lagrange

e geb. 1736 in Turin als Guiseppe Lodovico Lagrangia
o gest. 1813 in Paris
o Mit 19 Lehrstuhl fiir Mathematik an der Koniglichen Artillerieschule in Turin

« Ab 1766: Nachfolger von Leonard Euler (als Direktor) an der Preuflischen Akademie
der Wissenschaften in Berlin
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o 1786 (Tod von Friedrich II) — Paris
e Napoleon machte ihn zum Grafen
e Im Pantheon begraben

e Auf dem Eiffelturm verewigt

Variationsrechnung: Lagrange-Multiplikatoren
Analysis: Lagrange-Restglied der Taylor-Formel

Definiere p : R — R durch
p(x) =Y fiLj(x)
=0

(Lagrange-Form des Interpolationspolynoms)

e Polynom n-ten Grades

o erfiillt die Interpolationsbedingung:
p(xi) = fiLi(@) =Y fidi; = fi
j=0 j=0

Wir haben bewiesen:

Satz 1.1. Zu n + 1 beliebigen Datenpaaren (xo, fo), - -, (Tn, fn) mit paarweise verschie-
denen Stiitzstellen existiert ein Polynom p € 11, das die Interpolationsbedingung erfillt.

Satz 1.2. Dieses Polynom ist eindeutig.
Beweis. Seien p, p € II,, beides Interpolationspolynome.
e Dann ist p —p € II,,.
o Fir die Stitzstellen xx, k=0,...,n gilt
(p —p)(z) = p(zk) — D(wk) = fr — fr. = 0.
e p — p hat also mindestens n + 1 Nullstellen.
= Dann ist p — p die Nullfunktion. O

Aufwand der Lagrange-Interpolation

« Auswerten eines einzelnen L; an einer Stelle z: O(n) Operationen

o Berechnen der Summe p(x) = Z fiL;j(z):  O(n) Operationen
j=0

« Zusammen also O(n?)

 Auswertung an einem anderen Punkt: wieder O(n?) Operationen.
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1.1.2 Newton-Form des Interpolationspolynoms

Definition. Die Newton-Form des Interpolationspolynoms p ist

p(x) =co+ci(zx —xo) +co(x —zp)(x—21) + ... + ez —x0)(x —21) -+ (T — TYy1)
mit passenden Koeffizienten c, ..., cp, € R.
Wie berechnet man die Koeffizienten?

Induktiv:

Induktions-Anfang: fo = p(xg) = ¢

Induktions-Schritt: Seien cy, ..., cj_1 bereits bekannt
fi = p(z;)
j—1
- o o — 1 s o — s 0+...0
co + kz::lczg(ﬂcj zg) -+ (xj — xp—1) + ¢ (x5 — o) - - (@) — ; 1)+‘iﬁ—“
#£0 n—j viele
Also:
¢ = fi = o = Yamy erlwj — wo) -+~ (x5 — wp-1)

(xj — o)+ (xj — wj—1)

Diese Prozedur entspricht gerade dem Losen eines linearen Gleichungssystems mit unterer
Dreicksmatrix:

1 co Jo
1 (1‘1 _ $0) &1 1
1 (.%'2 — .I'()) (332 — x())(.%'g — 1'1) — .
1 (zp — o) e o T (wn — @) CIn fn

Vorteil der Newton-Form: Neue Stiitzstellen kénnen mit wenig Aufwand hinzugefiigt
werden. Bei der Lagrange-Form muss stattdessen alles komplett neu ausgerechnet werden.

Aufwand

« Die Matrix kann in O(n?) (genauer: 3n?) Operationen aufgestellt werden.
o Ist die Matrix bekannt, so kann das System in O(n?) Schritten geldst werden.

« Man braucht also O(n?) Operationen, um die Koeffizienten cy, . . ., ¢, zu bestimmen.
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Angenommen, die Koeffizienten seien jetzt bekannt. Auswerten an festem x:

p(x) =co+c1(x —x0) + oz —wo)(x — 1) + ... + ez —20)(x —21) -+ (T — Y1)

Naiv: @ Multiplikationen

Schlauer: Ausklammern!
p(x) =co+ (x — xo)(cl +(z—z1)(c2+ (x —22) ... ))
Algorithmus zum Ausrechnen von py = p(x):

Pn = Cn
Pn—1 = Cpn—1+ (IL’ - xn—l)pn

Pn—2 = Cp—9 + (IL’ - xn—?)pn—l

po=co+ (x—x0)p1

= n — 1 Multiplikationen — Horner-Schema
Nach William George Horner, 1786 (Bristol) - 1837 (Bath)

¢ Direktor einer Schule in Bath

1.1.3 Interpolationsfehler

Welchen ,,Fehler* macht man bei der Interpolation?
e Unklar: was heifit , Fehler«?
e Idee: Die gegebenen Werte sind Funktionswerte einer stetigen Funktion.

Definition (Interpolationsproblem II). Sei f € Cla,b] gegeben und
a<zp<xr1<...<x, <b
Stiitzstellen. Finde ein p € I1,, so dass p(z;) = f(z;) Vi =0,...,n.

Definition. Der Interpolationsfehler ist

1 =Pl = max |f(@) = p(a).

— Diesen Wert hitten wie gerne klein.
Geht das? Im Prinzip ja.

Satz 1.3 (Weierstra8). Sei f € Cla,b]. Dann existiert eine Folge po,p1,p2,... mit

n—oo

pn €10, so dass ||f — plle — O.
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Beweis. Funktionalanalysis, 5. Semester. O

Karl Weierstrafl 1815-1897
e Ab 1841 Gymnasiallehrer an verschiedenen Orten in Deutschland
e Ab 1856 — Professor in Berlin
o Solide Fundierung der Analysis (,,weierstralsche Strenge®)
o Konvergenzkriterien fiir Reihen
o gleichméflige Konvergenz
e Satz von Bolzano—Weierstrafl

Kann man solche Polynome durch Interpolation konstruieren?

Hoffnung: Mehr Stiitzstellen — kleinerer Fehler

lim||f — pllec =0 fir immer feinere Aufteilung von [a, b].

Beispiele: [Computer] ‘

Beispielfunktion von Carl Runge (1856-1927):

1

1) = T ose

Warum geht das schief?

Grund I: Uniform verteilte Stiitzstellen sind bose! (Den Grund sehen wir gleich)

Grund II: Die Runge-Funktion ist zwar C°°, aber die Werte der Ableitungen wachsen fiir
hohere Ableitungsordnung;:

max d—k <1> i SN
[a,b] |dxF \ 1+ 2522 '

]

Konnen wir etwas beweisen?

Definiere die Hilfsfunktion w : R — R

w(z) = (x —xo)(x —x1) - (T — xp).
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Satz 1.4. Sei f € C""a,b] und a < 29 < 21 < ... < x, < b. Sei p, € 11, das
dazugehorige Interpolationspolynom. Dann existiert zu jedem x € [a,b] eine Zahl &, €

(a,b), so dass
FD(E)

CE] w(z).

f(@) = pn(z) =

Insbesondere gilt also

I = palle < Gy 1O llclol

Beweis. Fall 1: Sei z = x, eine Stiitzstelle. Dann folgt
und (1.1 ist mit jedem &, € (a,b) erfillt.

Fall 2: Sei x # 2, Vk =0,...,n.
o Definiere Hilfsfunktion g : [a,b] — R

e« Da feC™! peC®und z # z, folgt g € C"F1.

e Wir wollen den Satz von Rolle anwenden.

[Michel Rolle, 1652-1719, Pariser Akademie der Wissenschaften)]

Satz 1.5 (Satz von Rolle).
Normal: Sei g € C' mit zwei Nullstellen g, 1

= 3¢, so dass ¢'(€) = 0.

Verallgemeinert: Sei g € O™ und habe n + 2 Nullstellen
= 3¢, so dass gtV (&) = 0.

e Hat unser g tatséchlich n + 2 Nullstellen?

o Wahle t = zy:
g(:(}k) = f(aﬁlg) _pn(xk) _{f(x) _pn(xﬂ ' H x;__;Z
=0

o Wahle t = x:

(1.1)
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= n + 2 Nullstellen
= Satz von Rolle: 3¢ € (a, b) mit g("+1)(§) =0

o Ausgeschrieben bedeutet das:
0 =g" (¢

— pnt) ey (41 ey _ B cdtt (-
! L 0((S> [f(x> pn(x)] dtntl (ZI;[O ‘)tf

e Zahler und Nenner des Produkts hatten wir als Hilfsfunktion eingefiihrt:

n
w(t) == H(t )
i=0
Dies ist ein Polynom vom Grad n + 1, also

w(t) ="+ ..

o w(z) ist eine feste Zahl

;Llnt—m (n+1)!
T LT T u)
e Also
0= HIE) = [f) = pula)] Vo
= 1@ - pato) = £ ey =
Folgerungen:

1) groBes f("1) ist bose!

2) grofles w(x) ist auch bose!

Wahl der Stiitzstellen
Was kann man gegen 2) tun?

— w(x) hangt nur von den Stiitzstellen ab.
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w fiir gleichverteilte Stiitzstellen —4, -3, ...,3,4:

5,000 ,

/\ 4,000 |
| \ 3,000 |
\

\ 2,000 |
1,000
\ 7 N\ /\
4 X /2 ' :\
~1,000 | \
—2.000 |

— 2b) Gleichverteilte Stiitzstellen sind bose!
— Intuitiv: wir brauchen mehr Stiitzstellen am Rand.
— Formal: Finde eine Stiitzstellenverteilung, die

g@f;]\w(x)\

minimiert.
Um die Notation einfach zu halten, beschinken wir uns ab jetzt auf das Intervall [—1, 1].
Definition. Das n-te Tschebyscheff-Polynom ist
Ty (x) = cos(narccos z), x € [—1,1]

Eigenschaften:

1. Ja, das ist wirklich ein Polynom! (von Grad n)

2. Die Koeffizienten sind ganzzahlig, der hochste ist 271,

3. |Tn(x)] <1 fir x € [—1,1].

4. Die Nullstellen sind

2k —1
T = COS (27T> k=1,...,n keine doppelten!
n
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Satz 1.6. Das Tschebyscheff-Polynom T,, ist minimal bzgl.
[flloo = zg[lgffﬂ!f(w)!

unter allen Polynomen vom Grad n mit fihrenden Koeffizienten 271,

‘Was niitzt uns das?

e Wir suchen Stiitzstellen zg, ..., z, so dass
ma. z)|= max |[(z—zo)(z—21) - (r—x
xe[_ffl]|w( )| xe[-ffl]K 0)( - ( )l

minimal wird.
e w ist Polynom vom Grad n + 1, und normiert.
Tn

+ Das kleinste normierte Polynom vom Grad n + 1 auf [—1,1] ist =5+,

= Waibhle zg, ..., z, als die Nullstellen von 7;,41.

1.2 Spline-Interpolation

Bisher: Interpolation mit einem Polynom. Funktioniert, aber:

o Wird stark oszillatorisch, wenn die Anzahl der Stiitzstellen (also der Polynomgrad)
grof} wird.

= Verbesserung: Nutze Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome als Stiitzstellen.
ABER:

o Héufig kann man sich die Lage der Stiitzstellen nicht aussuchen.

e Haufig hat man sehr viele Stiitzstellen!

Alternativer Ansatz: Wir interpolieren mit stiickweisen Polynomen.

Sei A eine Zerlegung von [a, b] durch Stiitzstellen:
a=zg<x1 < <xp=>=.

Definition. Ein Spline vom Grad m mit Glattheit | € N zur Zerlequng /A ist eine
Funktion s : [a,b] — R so dass:

e 5€CYa,b)),

10
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o fiir alle k =0,...,n—1 ist die Finschrinkung s = s][lﬂk’xkﬂ] eitn Polynom vom
Grad héchstens m.

Die Menge aller dieser Funktionen bezeichnen wir mit S% (A).

Worterklarung: Spline — englisch fiir , Straklatte“, eine Art Kurvenlineal, die im Schiffs-
bau verwendet wird.

Jinger als Polynome: Die erste Erwdahnung des Wortes ,,Spline“ findet sich in 1946.

Am weitaus haufigsten kommen kubische Splines (also stiickweise kubische Polynome)
zur Anwendung.
Warum 7

o Einerseits: einfach, Ordnung niedrig.
o Andererseits: Man kann damit C2-Funktionen bauen.

Stetigkeit der zweiten Ableitung ist fiir viele Anwendungen sehr wichtig!

1.2.1 C'-Interpolation

Seien fo, ..., fn Stitzwerte an den Stiitzstellen xg,...,z,. Wir suchen eine Funktion
s € S3(A) mit s(z;) = f; fiir allei = 0,...,n.

o Auf jedem Intervall: s ist Polynom dritten Grades.
— 4 Parameter, aber die Interpolationsbedingungen legen nur zwei davon fest.

e Weiterhin fordern wir Stetigkeit der Ableitung.

Das gibt eine weitere Bedingung pro Intervall.

e Eine Bedingung ist immer noch frei!

Man kann den Wert der Ableitung an den Stiitzstellen vorgeben (Hermite-Interpolation).

e Seien my,...,m, weitere Werte an den Stiitzstellen.
— Die m; werden die Ableitung von s an den x;

Auf dem Intervall [z, xf4+1] machen wir jetzt folgenden Ansatz:
s(x) = ap(z — ) + br(z — 21)° + cr(z — 21) + di
Ziel: Berechne ay, b, ci, dy, aus fi, fer1, Mk, Mer1-
L sg(zk) = dp = f

2. S%(:L’k) =cp =my

11
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Jetzt interessant: Wert und Ableitung an der Stelle xjyq.

— Setze zur Abkiirzung: hy = x4 — T Dann ist:
sk(Trr1) = aphi, + behi + mphy + fr. = frn

Da sieht man noch nichts, also noch die Ableitung

S;g(l’k-H) = 3akh% + 2bphy + M = mpy1.
Dies ist ein lineares Gleichungssystem:

hg B\ (ak\ _ [ frer — mihe — fi

3hz Qhk bk Mr+1 — Mg '
Die Matrix ist invertierbar, denn det(-) = 2h} — 3h} = —hi #£ 0.
Also existiert eine eindeutige Wahl der Parameter ay, by.

Satz 1.7. Sei eine Zerlegung A des Intervalls [a,b] gegeben. Dann gibt es fir beliebige
Zahlen fo, ..., fn und mq,...,my genau ein Spline s € S1(A) mit

s(wg) = fr und §'(z) =my,  Vk=0,...,n.
e Wo kommen die my her?

o Moglicherweise sind die Ableitungen von f bekannt (Hermite- Interpolation)! Und
wenn nicht?

« Die Interpolierende s ist C', aber nicht C?.
Idee: Wahle die my, so, dass s zweimal stetig differenzierbar wird.
1.2.2 Kubische C?-Splines
o C? heiBt: s}(wp41) = spq(Tht1), VE=0,...,n—2
e Mit den vorherigen Ansatz fiir sg:
si(Thi1) = 6ag(z — 1) + 2by,

also
sp(zpe1) = 6aghy + 2by, sgﬂ(xkﬂ) = 2bg11

= 3aghyk + b = bgy1 (1.2)

e Hier héngen also die Polynomkoeffizienten fiir die unterschiedlichen Teilintervalle
voneinander ab.

12
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Ausrechnen der Koeffizienten ay, b

e Bisher wissen wir nur, dass die Koeffizienten das lineare Gleichungssystem

Ry RhE\ [ak _ | o1 — mghi — f
3hz 2hy, bi Mg41 — Mg

16sen.

Die Losung davon ist:

2 1

aj = _ﬁ<fk+1 — fr) + ﬁ(mk + M)
i i

3

1
by = }T%(fk—l—l — fr) — }Tk(ka + Mye1).
Einsetzen in (1.2)):
O Uer = F) + o 1) + g o — f) — o (2mg + )
2 _ 2 (me +m il _ _ -
2 k= i) g (m k1 2 ket = i) = 5 (2m k1
3(Lkhk bk
3
= hT(fk+2 — fr1) — W (2mp41 + Mmis2)
k1 k+1
b1
Umstellen:

1 1 3 3
—(mp + 2mpp1) + ——2mp1 + Mpg2) = 5 (e — fe) + 55— (frae — frr1):
hi hi+1 hi hiet1

Erweitern mit hghg1:

3h 3h
hir1muy + 2(hgg1 + hig) M1 + hypmyyo = :}jl (frs1 — fr) + I kl (frt2 — fot1)
+

Lineares Gleichungssystem!
e n+ 1 Variablen, aber nur n — 1 Gleichungen.
e Rang: n — 1. Losbar, aber nicht eindeutig 16sbar.

Natiirlich nicht: Wir haben mg und m,, noch nicht festgelegt!

Randbedingungen:
Verschiedene Moglichkeiten:

1. Natiirliche Randbedingungen

s"(z0) = " (xp) = 0.

13
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2. Vollstandige Randbedingungen
s'(zo) = f'(a), s'(zn) = f'(b).

3. Periodische Randbedingungen

s'(wo) = 8'(xy), 8" (xn) = 5" (xn).

4. etc...

Das Gleichungssystem ist tridiagonal! Damit ist es in O(n) Schritten 16sbar (Thomas-
Algorithmus)!

1.2.3 Interpolationsfehler

Es existieren viele Abschétzungen fiir den Fehler in diversen Normen, auch Fehler der
Ableitung.

Eine der besten:

Satz 1.8 (Hall und Meyer [9]). Sei A eine Zerlegung, und setze h := max |rp41 —
wy|. Sei f € C*([a,b]) und sei s € S2(A) die Spline-Interpolierende mit natiirlichen
Randbedingungen (d.h., s"(a) = s"(b) = 0. Dann gilt

)
17 = slloo < 527 1F D)

Beachte: Resultat ist unabhéngig von der Lage der Stiitzstellen!
o Beweis leider zu lang zum Vorrechnen.

Hier ein schwacheres Resultat als Alternative:

Definiere dafiir die 2-Norm

b
7l := ) [ 1) P da.

Satz 1.9. Sei A eine Zerlegung von [a,b] und f € C?([a,b]). Sei s € S3(A) die Spline-
Interpolierende mit natiirlichen oder vollstindigen Randbedingungen. Dann ist

1 s
1 = slloo < P2 1" [l2-
Beweis. e Setzer = f —s.

e 1 hat mindestens die n + 1 Nullstellen xzq, ..., z,.

e Satz von Rolle: ' hat mindestens n Nullstellen.

14
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o Zwei benachbarte Nullstellen von 7’ sind hochstens 2h voneinander entfernt.
o 1/ ist stetig, [a,b] kompakt = Iz € [a,b] mit |r'(2)]| = ||| co-

e Sei zg die z am néchsten gelegene Nullstelle von 7'
=|z— 20 < 3-2h=h.

e Sei O.B.d.A. z < z.
e Rechnen:
17112, = 17 (2) [ = [/ (2) =" (20) |

z 2
/ () dm’ .

0

Cauchy-Schwarz: |(z,y)|? < (z,z){y,y)

/zr"(x).ldx‘Zg/z(r"(m))QdQ:-/zldm

20 20 20

< hllr"3. (1.3)

Jetzt der gleiche Trick fiir r selbst:

o Jy € [a,b] so dass |r(y)| = ||7]|co-

e Sei yo die y am néchsten liegende Nullstelle von 7.

O.B.d.A. y <.

e Rechnen:
Yy

Irlloo = r(y) = r(yo)l = | [ +"(a) ]
Y

0
Y h
<l [ da ="

17| oo
Yo 2 >

 Einsetzen von (1.3):

h
Irlloo < S VA" 2.

e Also )
3
1f = slloo < §h§Hf" —5"la. O

Verwunderung: Rechts soll || f”||2 stehen, nicht || f” — s"[|27!?

Das gilt auch, denn es ist immer || f” — s"||2 < ||f]|2!

15
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Wie beweist man das?

Dreiecksungleichung? Nein, denn
LF =" ="+ " < 1" ="+ 1Is”]
Erstaunlich: es gilt die Dreiecks-Ungleichung mit Gleichheit!

Satz 1.10. Es gilt
1F713 = 1L/ = 8”113 + 15”113,

also insbesondere

1£7 = "I < 11£7]1-

Beachte: Mit dem Satz des Pythagoras kann man das wie folgt interpretieren:

1" — §" steht senkrecht auf s” im Sinne des Skalarprodukts (v, w) = [ ; vw dx.
Beweis. Wir zeigen |1 — 1" — "3 = 5" 3

Rechnen:

b b
17— 18" =" = [ (@) da— [ (@) = " (@) da

b
= [ @@ = (@) 2r @) @) - (@) @) + ()| do
=0

=0

b

b
=2 [(@) =" @)s @) do+ [ (@) do.

a

=J =[Is"@)II3

Wir zeigen J = 0 (Beachte: J ist das Lo-Skalarprodukt von f” — s” und s”, und J =0
bedeutet gerade dass diese zwei Vektoren senkrecht aufeinander stehen!)

Partielle Integration:
b b
J:(fl_sl)sll —/(f'—s')s"'dx
a a

Jl J2

1. Jo =0, denn s” ist auf jedem Teilintervall konstant, und damit

n—1 Thy1
Jy = Z " <$k +2xk+1> / (f' — &) dz
k=0 Lk
n—1 z
= Z z <$k +25L’k+1> (f —s) o
k=0 Tk
=0.

16
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2. Weiterhin soll J; = (f'(b) — s'(b))s"(b) — (f'(a) — §'(a))s”(a) gleich 0 sein.
Dies gilt wenn man die Randbedingungen passend wahlt, z.B.:
 Natiirliche Randbedingungen: s”(a) = s”(b) =0
 Vollstandige Randbedingungen: f'(a) — s'(a) =0, f/(b) — s'(b) =0 O

Aus
1713 = 1F" = s"13 = 11s"113
folgt
15" l2 < 1.2

Korollar. s minimiert ||-”||o in der Menge aller C?-Funktionen die die Interpolations- und
Randbedingungen erfiillen.

Bewets. e Sei § eine C?-Funktion die die Rand- und Interpolationsbedingungen erfiillt,
und [|§"]]s < [|s"[|2-

e Dann ist s auch Spline-Interpolierende von 3.

e Mit Satz 1”112 < 113"

o Widerspruch!

1.2.4 Geometrische Interpretation
Konstrukteure wollen Kurven, die so glatt wie moglich sind.
Was heifit hier ,so glatt wie moglich*“?

e S0 gerade wie moglich, keine unnotige Kurve“

e Die ,Kriimmung* soll moglichst gering sein.

Was ist die Kriimmung einer ebenen Kurve ?
e Gerade: Kriimmung = 0.
e Kreis: Kriimmung konstant = %

o Allgemeine Kurve: Inverser Radius des Schmiegekreises. (Der Kreis, der eine Kurve
an einem Punkt am besten annéhert.)

17
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Sei die Kurve Graph einer Funktion g : R — R.

9" (x)

e Kriimmung von g ist
(1+(g'())?)

o Falls ¢ klein ist ist das ~ ¢”

=,,Kubische Splines minimieren die Kriimmung*.

1.2.5 B-Splines
o Basis-Splines
o Entwickelt in den 1950ern und 1960ern in der Luftfahrt- und Automobilindustrie.

Keine neue Art von Funktionen!

Sstattdessen: Einen neue Basis fiir den Spline-Raum S, (A).

e Problem mit der alten Basis: Basis ist global: jeder Wert fi, & = 0,n beeinflusst
den Wert der Splinefunktion auf ganz [a, b].

e Kein Problem, wenn die Stiirtzwerte f; fest gegeben sind.

e Aber: Problem, wenn Splines zum Modellieren von Kurven und Flachen verwendet
werden.

o Deshalb: konstruiere lokale Basis von S! (A)

(D.h. Basisfunktionen haben lokalen Tréger)

o Beschreibe Funktionen/ Kurven/ Flachen durch Koeffizienten bzgl dieser Basis!
Solche Splines sind nicht interpolierend. In der Modellierung ist das aber egal.

Definition. Sei x; < --- < x, eine Folge von Knoten (d.h.: Stiitzstellen). Dann sind die
B-Splines Ny(x) der Ordnung p firp=1,...,nundi=1,...,n— p erklirt durch:

1 falls xp <z < xRy,

Nk71(x) = {

0 sonst.

18
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. T — Tk Thktp — T
Nip(@) = ————Nigp1(2) + ———— Niy1,p-1()
Tht4p—1 — Tk Lk+p — Th+1
Beispiel. e p=1:
1 fallszy <z < 211
Nia(z) := { 0
sonst.
1
| |
| |
| |
| |
| |
| |
Tk—1 Lk 9Uk‘_+1 Th+2
[ ) p = 2
T — T T2 — T
) Thi1 — Th [k, Try1] Ttz — Tho [Tr41,Zrt2]
T—xp 3
P falls xp, <o < gy
_ LTp42—T
=3 it falls 11 <2 < xpy0
0 sonst.
Tp—1 x Tk+1 +2

— p — p+ 1 Stiickweise Multiplikation mit Linearfaktor
= N}, ist stiickweises Polynom der Ordnung p — 1.

— Information aus p Intervallen = lokaler Tréiger

L] p:3

Th—1 Tk Lk+3

Eigenschaft:
Nk,p(-r) > 07 Vk,p,ilf

Darstellung von Spline-Funktionen:

S(.T) = Z f/cNk,p(x)

k=1

19
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Achtung: es gilt NICHT s(zy) = f !
Ableitung:

—Npt1p-1(z Nip-1(z
N,;,p«c):(p—l)( 1@ | Nepal2)
Tk+p — Lh+1 Th+p—1 — Tk

Grofler Vorteil: Man kann die Glattheit der Funktionen an den Stiitzstellen kontrollieren,
indem man mehrfache Stiitzstellen zulésst.

Satz 1.11. Sei x ein m-facher Knoten, d.h
Tj—1 <Tj =Tj41 = Tjtm—1 < Tj4m

Dann ist Ny, an der Stelle x; mindestens p — 1 — m-mal stetig differenzierbar.

20



2 Numerische Quadratur/Integration

Gegeben: integrierbare Funktion f : [a,b] — R
Ziel: Finde I(f) := f{ff(a:) dx

Satz 2.1 (Fundamentalsatz). Sei F' Stammfunktion von f, also F' = f. Dann ist:

I(f) = F(b) — F(a).
Aber: Die Stammfunktion F' ist haufig nicht bekannt!

Oder: F ist schwierig zu handhaben!
Beispiel.
i 22k+1
fl@)=e"  Fx) =) 77
|
= (2k + 1)k!
Besser: I(f) numerisch (d.h. approximativ) berechnen.
Idee: Wir wissen, wie man Polynome integriert.
e Sei A=a<zg<x1...2, <Db eine Zerlegung des Integrationsgebiets.

e Sei p, das dazugehorige Interpolationspolynom von f.

o Approximiere

Einsetzen ergibt

b b N n b
Q.(f) = n(2) dr = f(zp)Lg(2) do = flz Li(z) dx
()= [ ) do = [73 flaale) de = 32 7o) [ Luto)

= flaw)a,

k=0

mit reellen Koeffizienten ay, die nicht von f abhéngen.

Wie genau ist diese Approximation?

e Wir ahnen schon: es hingt von der Verteilung der Stiitzstellen ab.
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2.1 Die Newton-Cotes-Formeln
(Roger Cotes 1682-1716, engl. Mathematiker)

Sei h = =2 und 21, = a + hk.

Das dazugehorlge Qn(+) heifit (abgeschlossene) Newton-Cotes-Formel.

Trapezregel: n=1
o Stiitzstellen xg = a,x1 = b
e Lagrange-Polynome:

_rx—mw b -y T—a
Lo(.%‘)— Trog— T1 - h Ll(x)_ Ir1 — X0 N h

e Integrale der Lagrange-Polynome

/LO h/b—:vda:z%(bx—:c;)
1

und

e Also:
h
Q1(f) = ﬂfo/Lo d:l:~|—f$1/L1 )dz = f($0)+ f(-fvl)
Simpson-Regel: n =2

S (o) + o f ) + 5 fe2)

Q2(f) = 5

2.2 Quadraturfehler der Simpson-Regel

Satz 2.2. Sei f € C*a,b]. Dann ist

_ 15
Q) ~ 1] < 75h1F Y e

nig {iberraschend: Polvnom m Grad < rden exakt integriert.
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Beweis. e Wir benutzen die Hilfsfunktion aus Satz [[.4]

w(z) = (r—a)(z —x1)(x —b) =(y+h)y(y—h)
mit y (= — x7.

e Das Integral davon ist
h
Wty = [ (w+h)y@—hdy=0

da der Integrand ungerade ist.

Jetzt der Satz [[.4) zum Interpolationsfehler von po:

» Es existiert ein £ € (a,b) so dass:

1)~ (@) = L)

o Integriere iiber [a,b], und addiere eine Null:

b 1 ui 1 " 1 "
| (@) = pa@)] da] = £ 1" @0)w(e) + 51" Oul@) = 51" @1 )w(a)

= i) [wt@ drs [ (5760 - 1) o) da
L
< g max [0 - @) [ s

o Mittelwertsatz (f ist C*):
3¢ € (a,b) so dass

@) = @) = [FOQ] = 21| < hISD oo

<h

o Integrals des Betrags der Hilfsfunktion:

/ab|w(x)dx = /}; ‘(y+ h)y (y — h)‘ dy = Q/Oh(y2 Ry dy = %h‘*

e Deshalb
b
Q) =1 =| [ /@) = pa(a)] do

1 b
<hlf Dl [ @) do
—————

—1p4
_2h

_ 1@

23
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Ahnlich zeigt man:

Lemma 2.1. Fir die Trapezregel Q1 gilt

1 31| £
Q1) = LN < P71 oo

Wir haben also

Q1 — h?  Trapez-Regel
Q2 — h° Simpson
Qs —h" p=3

Vermutlich liefert Q3 die Konvergenzordnung h”?
Satz 2.3. Sei Q,, die n-te Newton-Cotes-Formel
a) Falls n gerade und f € C""2, so existiert ein & € (a,b) so dass

B hn+3f(n+2) (5)

1) = Quir) = "L [T B2 )

b) Falls n ungerade und f € C"*1, so existiert ein & € (a,b) so dass

hn+2f(n+1)

1) - Qul) = S [ == - a

(n+1)!

Moral: Nur beim Ubergang von ungerader zu gerader Ordnung gewinnt man tatséchlich
etwas.

Im Prinzip kénnte man Formeln immer héherer Ordnung nehmen, und wiirde immer
genauere Approximationen bekommen.

Aber: Ab n > 7 bekommt man teilweise negative Gewichte, d.h.

n

b
Qu(f) = flep)ar  mit ak:/a Li(z) dz < 0.

k=0
Solche Quadraturformeln verletzen die folgende Monotonie des Integrals:

b
aus f(x) >0 Vz € (a,b) folgt / fdx>0.

Deshalb verwendet man i.A. nur Newton-Cotes-Formeln bis n = 6.
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2.3 Zusammengesetzte (summierte) Newton-Cotes-Formeln
o Zerlege Intervall in Teilintervalle
e Quadraturformel niedriger Ordnung auf jedem Teilintervall
o Zerlege [a,b] in r gleichgrofle Stiicke der Breite h := b_T“.
o Zerlege jedes dieser Stiicke wiederum in n gleichgrofie Stiicke.

o Zusammengesetzte Trapezregel:

Th(f) 1= 5 (£(0) 25 ex) + 2 (e2) -+ 27 (@10) + Flvn)

o Zusammengesetzte Simpsonregel:

Sn(f) = h (f(ﬂCo) +4f(x1)+2f (x2)+4f(x3)+2- -4+ 2f (x1—2) +4f (x1-1) + [ (Trn))

6
Satz 2.4.
e Fiir alle f € C? gilt
T(F) ~ 1) < R e
e Fiir alle f € C* gilt
1Su(7) ~ TP < T b D)
Aufwand: Trapezregel
: : : : : : : : : : |
b—a

Simpson

n = 2, h = 2hTrapez

Fine Funktionsauswertung pro Stiitzstelle:
— Summierte Trapez- & Simpson-Regel sind in etwa gleich teuer.

— Aber die summierte Simpson-Regel ist deutlich genauer.
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2.4 GauB-Quadratur

Newton-Cotes: Approximiere

b b
/ f(x)dx durch / pn(x) dx,

wobei p,, das Interpolationspolynom n-ten Grades fiir gleichverteilte Stitzstellen ist.

Bewiesen: Diese Approximation ist exakt fiir alle Polynome vom Grad héchstens n.

Bekannt:
o Gleichverteilte Stiitzstellen sind nicht optimal.
o Konnen wir mit anderen Stiitzstellen genauer integrieren?

o Idealerweise:
a) Wir haben 2n + 2 Freiheitsgrade (n + 1 Werte + n + 1 Pos.)
b) Ein Polynom vom Grad 2n + 1 hat 2n + 2 Koeffizienten

= Wir wollen Polynome vom Grad 2n + 1 exakt integrieren kénnen.

Aber: Die Positionen der Stiitzstellen gehen nichtlinear in den Fehler der Quadraturformel
ein.

Deshalb reicht ein simples Abzédhlen der Freiheitsgrade nicht aus.

2.4.1 Gewichtete Integrale

Die Gaufl-Quadratur wird meistens in einem etwas allgemeineren Kontext eingefiihrt.
e Der Preis fiir diese zusétzliche Allgemeinheit ist gering.

Folgendes Problem wird gelost: Wie integrieren wir z.B. /z?
o Diese Funktion hat unbeschriankte Ableitungen!
e Die Fehlerabschéitzungen sagen deshalb grofie Quadraturfehler voraus!

Idee: Gewichtete Integrale
Sei w : [a,b] — R eine Gewichtsfunktion, d.h. w(z) > 0 auf [a, b] und w(xz) > 0 auf (a,b).

Approximiere
b n
I(f,w):= / f(z)w(x)dz durch Zakf(xk).
a k=0

Hoffnung: Nur die Glattheit von f soll in den Fehlerabschatzungen auftauchen.
Die Gewichtsfunktion w muss irgendwie in die Quadraturgewichte a; einfliefen.

»,Klassische“ Gewichte:
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w ‘ [a, b] ‘ Name
1 [—1,1] Gauss—Legendre
< —1,1] | Gauss—Tschebyscheff
e (—00,00) | Gauss—Hermite
1—2)*(1+2)", «aB>-1] [-1,1] | Gauss-Jacobi

Konnen wir jetzt die Stiitzstellen so wéhlen dass

Gua($) = [ w@)f@) do

gilt fiir alle Polynome vom Grad héchstens 2n + 17

2.4.2 Orthogonale Polynome
Die Geheimwaffe: orthogonale Polynome

e Das sind Familien von Polynomen

Po,P1,D25 - - - szHz
die paarweise orthogonal sind (bzgl. eines noch zu wiahlenden Skalarprodukts).

Lemma 2.2. Fir alle n € N sei Q. () eine Quadraturformel mit Stitzstellen
Ton < Tip < -+ < Tpn.
Fiir jedes n € N definiere das Polynom

Prni1(x) == (& — zon) (z — x1p) .. (T — Tpp) € Uppgq.

Falls Q. fiir alle Polynome aus Ila, 1 exakt ist, dann steht p,41 w-senkrecht auf allen
Polynomen niedrigerer Ordnung. Daraus wiederum folgt dass die pg,...,pn paarweise
w-orthogonal sind, d.h.

b
i) = [ w@p@p@)de =0 i£j 1j=0...n

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass (p;, pn+1)w = 0 fiir alle j < n + 1.
e Seialso j <n+ 1, und somit p;jp,41 € Hop1.

e Rechnen:

b
(pj7pn+1)w :/ WP;Pn+1 dx

a

= Qn,w(pjpn—i-l) da Qn,w exakt auf Io, 41

n

= @ (Tkn) Prs1 (@) da

=0. O
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Die gesuchten Knoten xy, miissen also die Nullstellen von Orthogonalpolynomen sein.
Gibt es so etwas immer?

Satz 2.5 (Deuflhard und Hohmann, Satz 6.2). Sei w : (a,b) — R eine Gewichtsfunktion,

so dass
IPllw == 1/ (P, P)w “ ’wp2d:L‘<OO

fiir alle Polynome p. Dann gibt es eine emdeutzg bestimmte Familie von Orthogonalpoly-
nomen py, € Iy mit filhrendem Koeffizienten 1.
Die Polynome geniigen der Dreitermrekursion

pr(r) = (v + ar)pr—1 + Bepr—2() k=1,2,...
mit
p-1 = 07 bo = 1
und Koeffizienten

(TPr—1,Ph—1)w N (Pr—15Pk—1)w
AU B =

Qf = —
(Pr—1, Pk—1)w (Pr—2, Pk—2)w

Okay, es gibt solche Polynome. Aber kann man die Nullstellen auch wirklich als Quadra-
turpunkte nutzen?

Satz 2.6 (Deuflhard und Hohmann, Satz 6.5). Das Orthogonalpolynom py € I hat
genau k einfache Nullstellen in (a,b).

Beweis.

o Seien x1,...,x,, die m verschiedenen Punkte x; € (a,b), an denen pj, sein Vorzeichen
wechselt.

e 7Zu zeigen: m > k.
o Definiere ¢(z) :== (z —x1) -+ (x — zpn)
o ¢(z) wechselt an den gleichen Stellen sein Vorzeichen.
e wqpy wechselt sein Vorzeichen gar nicht!
e Daraus folgt ,
(¢, Pk)w = /a wqpy dx # 0.
o pi steht aber senkrecht auf IIx_q (Denn po, ..., pg—1 ist Basis von IIx_1)

q &y

e =>m>k O
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2.4.3 Quadratur mit Orthogonalpolynomen
Wir wissen jetzt

o Qn . exakt fiir 1,11 = Stiitzstellen sind Nullstellen eines Orthogonalpolynoms.

Aber gilt auch die andere Richtung?

e Die Gewichte wahlen wir auf jeden Fall wie gehabt:
b
7 :/ Lin(z) dz.

Damit ist die Formel automatisch exakt bis Ordnung n.

Das reicht schon!

Lemma 2.3 (Deuflhard und Hohmann, Lemma 9.10). Seien xy,...,x, die Nullstellen
des (n + 1)-ten Orthogonalpolynoms ppi1. Sei Qnw(f) = >isgaif(x;) eine beliebige
Quadraturformel. Dann gilt

Qnw exakt auf 11, — Qnw exakt auf Hopiq.
Bewets.
o Sei Q. exakt auf II,, und p € Ilap41.
e Polynomdivision: dq,r € II,, so dass

D = qpn+1 + T

e Pp41 ist w-senkrecht zu 11,

b b b
:>/ wpd:c:/ WAPp+1 dx—i—/ wrdr = Qnaw(T)

=0

Z axr(zk)
0

k

M=

ar(a(wr) posa (@) +7(21))
T
= Qn,w (p) O

e
Il

0

Wie genau ist die Gauss-Quadratur, falls der Integrand kein Polynom in I, ist?

Satz 2.7 (Deuflhard und Hohmann, Satz 9.12). Sei f € C*"*2. Dann ewistiert ein
€ € [a,b] so dass
f(2n+2) (f)

b
/a wfdr — Qn,w(f) =
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Die rechte Seite hiangt also tatséchlich nicht von den Ableitungen der Gewichtsfunktion
ab!

Die Gaufl-Quadratur hat noch einen weiteren wichtigen Vorteil:
Satz 2.8. Alle Gewichte einer Gauss-Formel sind positiv!
Bewets.

e Sei g € Iy, 41 ein Polynom, das nur an einem Knoten xj nicht verschwindet, also
q(zk) #£0 und q(x;) =0 Vi # k.

o Wir integrieren dieses Polynom:

b 1 b
/ wqdr = apq(zk) = ap = / wqdz.
a C](I'k) a

e aj wird positiv wenn ¢ zum Beispiel ein Quadrat ist.
Waihle ein bestimmtes g:
pn-‘rl(x) 2
)= (———~
ate) = (72
= (2 —0)? (2 — w12 — wps1) - (0 — )

¢ Dieses Polynom ist punktweise nicht-negativ, und da die Nullstellen paarweise
verschieden sind gilt ¢(xy) > 0. Deshalb folgt

1
Q(wk)

b
ap = / wqdzx > 0. ]
a

2.5 Extrapolationsverfahren fiir Quadratur

Idee: Sei Qp,(f) eine Approximation von I(f), die von einem Parameter h abhingt.

o Annahme: limp_,0 Qn(f) = I(f)
o Berechne zwei (oder mehr) Werte Qn, (f), Qn,(f)

o Versuche daraus auf Qo(f) zu schlieflen

extrapoliertes Qo(f)_—

o b

Gibt es Quadraturregeln fiir die diese Extrapolation besonders gut funktioniert?
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2.5.1 Romberg-Quadratur

[Nach: Werner Romberg, 1909 Berlin - 2003 Heidelberg, emigrierte in die Sowjetunion
und Norwegen, Professor in Trondheim und Heidelberg]

Romberg-Quadratur wendet Extrapolation auf die summierte Trapezregel an:

T(h) := 5f(a) +h> fla+ih)+ §f(b).
=1

Um das Fehlerverhalten von 7'(h) zu verstehen brauchen wir eine asymptotische Entwick-
lung:

Satz 2.9 (Deuflhard und Hohmann, Satz 9.6). Sei f € C?™*[a,b] und h = bfT“ fir ein
n € N. Dann gilt fir die summierte Trapezsumme

b
/ F(x) de = T(h) + eah® + cah® + -+ comh®™ + Ropmsa(h)h2"+?

mit Koeffizienten ca,ca, . ... Der Restterm Rapyi2(h)h®™ 2 ist beschrinkt in h.

(Interessant: fiir m — oo gilt 79, — 0o. Deshalb konvergiert die Reihe selbst fiir f € C*
nicht!)

Da die Reihe von T} nur gerade Potenzen enthélt, empfiehlt es sich, die Extrapolation in
der Variablen h? statt h zu machen:

T(h)

extrapoliertes Integral —

h2 h2 h?

o Lineares Interpolationspolynom durch die Punkte (h?,T(h1)) und (h3,T(hs)):

T'(hg) —T(h1)

h?) =T(h

(h* = hi)

Extrapolierter Wert:

he) — T'(h1)

p(0) = T(h) - TR (2.1)
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Beispiel: h1 = 2ho

p(0) = T(2hy) — LUt2) = T(2h2)

(2hy)?

13 — (2hy)?
= T(2hy) + L) = 3T(2h2)) &

_ AT (he) — T(2h2)
B 3

= é[hg(Qf(a—l—O-h2)~|—4f(a—|—1-h2)+---+2f(b))

a5 flat 0+ ho) = L f(at2 ha) — -~ L ()]

= S(h),die summierte Simpson-Formel!

— Wiederentdeckung einer bekannten Formel, aber mit dem Extrapolationszugang sind
wir flexibler.

Alternative Begriindung warum die Formel (2.1]) eine gute Idee ist:
o Asymptotische Entwicklung der Trapezregel:

I)
b
/ f(z) dx = T(h) + cah? + c4h* + cgh® +
1)
b
/ f(x) dz = T(2h) + 4cah® + 16¢4h* + 64ch® +

o Multipliziere (I) mit 4, ziehe dann (II) ab:

3/ flo AT (h) — T(2h) — 12c4h™ — 60chS —

:/ f(z dx—M—4C4h4—2Ocﬁh6—

Der Fehler ist jetzt also in O(h*) statt in O(h?).

2.5.2 Extrapolation mit mehr als zwei Stiitzstellen
e Angenommen wir haben Werte von T fiir k unterschiedlche Schrittweiten hq, ..., hg.

o Wiihle p das Interpolationspolynom mit Stiitzstellen h, h3, ... ,hi zu den Werten
T(hl)v T(h2)7 s 7T(hk)

e Werte p an der Stelle 0 aus.

Das kann man mit dem Wissen machen, das wir schon von der Polynominterpolation
haben.

Andererseits bietet sich hier ein besonderer Trick an: Wir wollen ja nicht das ganze
Polynom p, sondern nur dessen Wert an einer einzigen Stelle.
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Der Algorithmus von Aitken und Neville Der Algorithmus von Aitken und Neville
ist ein schnelles Verfahren um ein Interpolationspolynom an einem einzigen Punkt
auszuwerten. Er funktioniert allgemein, d.h., nicht nur im Kontext von numerischer
Quadratur.

Lemma 2.4. Fir das Interpolationspolynom P = P(f|xo,...,zy) gilt

(xo — ) P(f|x1,...,20)(x) — (20 — ) P(f| 0, - .. ,xn,l)(x)'

ToTn

P(f|$07 . ,J,‘n)(.’ﬂ) =
Sei z jetzt fest (Fiir die Romberg-Quadratur z.B: z = 0).

o Vereinfachte Notation: Py, := P(f|x;_k,...,x;)(z) fir i > k
e Gesucht: P,
e Schema von Neville:

Poo

Py —3 Py

L .

P,1o— -+ Phipa
P.o >~ ... Pon1 }pm
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3 Lineare Gleichungssysteme

Problem: Finde z € R"™ so dass

fiir gegebenes A € R™*™ und b € R™.
Dies ist ein sehr wichtiges Problem!
1) Viele Anwendungsprobleme lassen sich in dieser Form schreiben

2) Die einzigen Gleichungssysteme, die sich tatsichlich direkt (d.h. nicht iterativ) 16sen
lassen

3) Nichtlineare Gleichungen werden haufig gelost, indem Folgen von linearen Gleichungs-
systemen gelost werden.

Erinnerung:
Satz 3.1. Es existiert ein eindeutiges © € R™ mit Az = b genau dann wenn det A # 0.

Cramer’sche Regel: (1750, vorher schon Leibniz bekannt)

det A;
T = det Az’ i=1,...,n wobei A; = A mit der i-ten Spalte durch b ersetzt
e

Funktioniert, ist aber viel zu teuer!

e n+ 1 Determinanten
e 1 Determinante: det A = 3" g sgn(0)ai o(1) " an o)

o n-n! Multiplikationen (Es gibt auch schnellere Algorithmen)
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n | (n+1)-n-n!| Zeit (bei 1 GFLOP)
1 2
2 12
3 72

10 400 - 10° 0,4s
11 5,26 - 10° 5,26
12 74s
13 1133s (ca. 19 min)
14 5h
15 87h
16

65 Tage

Man konnte versucht sein, A~ zu berechnen und dann einfach

r=A"1b

zu setzen.

Davon ist abzuraten:

Man 16st quasi Az = b fur alle b

Manchmal ist das schwierig, selbst wenn es fiir einzelne b leicht ist.

Wenn man nur endliche Rechengenauigkeit hat wird = moglicherweise sehr unprézise.

FEine goldene Regel der Numerik: Invertieren von Matrizen ist nie notwendig, und
sollte immer vermieden werden.

Genaueres spater

3.1 Dreiecksmatrizen

Das Losen ist einfacher, wenn die Matrizen eine besondere Form haben.

Ein wichtiger Fall: Dreiecksmatrizen

’I“Z‘j:(), i>j

121+ Tr1222 + - F T1pTn = 21

T92X9 + +++ + TopnTy = 29

TnnTn = Zn
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Losen durch Rickwdrtssubstitution:

Tn = Zn/rnn

Tpn—1 = (Zn - rnfl,nxn)/rnfl,nfl

Xr1 = (21 — T2y — ... — Tnn$n)/7'11-

Durchfiihrbar, falls alle r;; #0, ¢ =1,.

e Esgilt:det R=1r11-7r9 - 7Tpp
= Durchfithrbar, falls det R # 0

SN

Aufwand: ~ %2 Multiplikationen/Divisionen

3.2 Das GaulBsche Eliminationsverfahren

« Von Gaufl 1809 beschrieben (als bekannt erwéhnt!)

e Lagrange schon 1759 bekannt

e In China schon kurz vor Christi Geburt bekannt

Allgemeines Gleichungssystem:
Ausgeschrieben:
a1 +  areT2

a1x1  + a2

anp1T1  +  ap2T2

Axr=1b

+ ... 4+ atnxn = b
+ ... 4+ agpxy, = by
+ ... 4+ apnTn = by

Idee: Forme Gleichungssystem in ein oberes Dreieckssystem um.

Dafiir ausreichend: eliminere alle Eintrage unterhalb von aj; (der Rest geht rekursiv).

Wie macht man das?

e Voraussetzung: a1 # 0

e Um a2 in Zeile 4, (i = 2,...,n) zu eliminieren:

— Subtrahiere von Zeile 7 ein Vielfaches von Zeile 1

Neue Zeile i:

(ain — linan) 1 + (a2 — linai2) x2 + - - - + (@in — lina1n) xn = b — linby
—_————

=0 =:a’
falls lil :ZTII i

~—————

—n!
_'ain
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e Durchfiihrbar falls a1; # 0.
o In den Zeilen 2,...,n steht eine (n — 1) x (n — 1)-Matrix
e Man wende das Verfahren darauf an:

= Folge von Matrizen:
A=AM 5 AQ) 5 A . R

Wir haben das allgemeine Gleichungssystem Ax = b in ein Dreieckssystem Rx = z
umgeformt.

3.2.1 Aufwand

 Rechenaufwand fiir die Umformung: O(n?) Multiplikationen
o Losen des Dreieckssystems: O(n?) Schritte

— insgesamt also O(n?)
Immer noch viel, aber deutlich besser als (n+ 1) - n - n!

Laufzeit:

n n3 | Zeit bei 1 GFLOP
1 1
2 8
3 27
10 | 1000

100 | 1-106

1000 | 1-10° 1s

3.3 Durchfiihrbarkeit

Vorwértselimination ist durchfithrbar, falls a}({l;) 0, k=1,...n.
Problem: Diese Zahlen entstehen erst wihrend des Verfahrens.
Entscheide a priori, ob das Gauf3-Verfahren fiir ein A durchfithrbar ist.
Definition. Fine Matriz A = (a;;) € R™" heif§t streng diagonaldominant, falls
n
|ai;| > Z la;;| fir allei=1,...,n
j=1
G

Lemma 3.1. Fualls A € R™" streng diagonaldominant ist, so ist die Vorwdrtselimination

durchfiihrbar.

Beweis. Die Matrix A1) ist streng diagonaldominant.
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— Also insbesondere |ai1| > 0
— Der erste Schritt ist durchfiihrbar.

Induktion: Aus A® streng diagonaldominant folgt A*+1) streng diagonaldominant.
e Sei i eine Matrixzeile.

o Falls i <k, so ist die i-te Zeile von A**Y identisch mit der i-ten Zeile von A*)
— nichts zu zeigen.

e Seialso i > k.

n

az(fﬂ)‘ = Z agfﬂ)‘ (fiir kleinere j ist a%ﬁl) =0)
Jj=k+1

J#i

(k) (k)

_ i HON Apj Qi

M-

S

.S
Sl

(k + 1-ter Eliminationsschritt)

]S

j=k+1 kk | j=k+1
j#i J#

" Lol e e L®
_ ok
= 3l 25 3 [l i)
=k App |\ j=k+1
J#i —
— <Jal®|

<la{¥|
(k)
Ak
(k)
Ok

< a(»k)

(23

- e+

(i

aly afy
k
al(ck)
k) (K
o _ ala®

o

Ay~ — %)
al(ck
— |+ ’ O

0

Korollar. Sei A streng diagonaldominant. Dann ist auch die Riickwartssubstitution
durchfiihrbar.

Beweis. R = A™ ist streng diagonaldominant, also sind alle Diagonalelemente # 0. [
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3.4 Die LR-Zerlegung

Folge von Matrizen:

A=AD 5 A® AW = R
Der Ubergang von A®) p(*) zu AG+D) p(+1) jst linear
= Es gibt eine Matrix L € R"*", so dass
AFFD — AR ynd D = L),
Die Matrix Ly heifit Frobenius-Matriz.

o Explizite Form:

1
1
L. =
F —lgr1r 1
_ln,k 1
o Interessanterweise:
1
1
L' =
k b1k 1
Lok 1
e Auflerdem:
1
—l9n 1
L_l =L, 1+ Lp_9----- L= —l31 —l39 1
_lnl _ln,n—l 1
Damit ist
R=A" =1, ;A" =1, L, ,A"2 =140 =14
also

A=LR und z=L""b.
Diese Zerlegung von A in zwei Dreiecksmatrizen heifit L R-Zerlegung.

(Haufig auch LU-Zerlegung, wegen englisch: “lower-upper”)

Die Gauf-Elimination nimmt damit folgende Form an:
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1) Berechne Zerlegung A = LR

2) Bestimme z € R" so dass Lz = b (Vorwértssubstitution)

3) Bestimme x € R" so dass Rx = z (Riickwértssubstitution)

Vorteil dieser Sichtweise: nur 1) ist teuer (O(n?)), Schritte 2) und 3) sind in O(n?).

e Falls man mehrere Gleichungssysteme Ax; = b;, i = 1,...,m zu lésen hat, muss
man den teuren Schritt 1) nur einmal machen.

Bemerkung. Die LR-Zerlegung bietet auch eine klassische Moglichkeit, um die Determi-
nante von A auszurechnen. Denn

det A=det LR =detL-det R = ln . Ty — Tig-
He =1l

3.5 Pivot-Strategien

Die Elemente der Matrizen A®) durch die dividiert wird nennt man Pivot-Elemente
(Pivot: frz.: Drehpunkt)
3.5.1 Probleme mit der einfachen GauB-Elimination

Es ist einfach, Falle zu konstruieren, wo Gauf-Elimination versagt, z. B.

0 1
A_<1 0), det A=—1+#0.

— Losung: vertausche einfach die beiden Zeilen!
Bevor wir diese Idee formalisieren:
— Das Problem ist noch schlimmer:
Auch Pivot-Elemente, die # 0, aber sehr klein sind machen Probleme.
Beispiel.

10_41‘1 +xo0=1

r1+x10 =2

Zum Losen eliminieren wir aoq:

Die zweite Zeile wird:
0 —9999z9 = —9998

Rickwartssubstitution:

0998

Tro = m = 0, 998

21 = 10000(1 — 25) = 10000(L) = 1,0001.
9999/ ~
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Realitdt: Rechner konnen nur Zahlen mit einer Maximalzahl an Dezimalstellen darstellen.
Beispiel: 3 Dezimalstellen
Runden der exakten Losung auf 3 Stellen: 1 = 1,29 = 1.

Dieses Ergebnis wiirden wir erwarten. Aber. ..

Jetzt machen wir Gauf-Elimination und haben zu jedem Zeitpunkt nur 3 giiltige Stellen:

1,00 - 10~ %2 + 1,00z2 = 1,00
1,001 4 1,00z = 2,00

Eliminiere die zweite Zeile. Dafiir brauchen wir den Faktor

1,00

= To0 101 = 1,00 - 10*

l21

Aus der zweiten Zeilen wird:
(1,00 — 1,00 - 10* - 1,00 - 10~*) 2y + (1,00 — 1,00 - 10* - 1,00)z2 = 2,00 — 1,00 - 10* - 1,00
bzw.
01 + (1,00 - 10000) 29 = 2,00 — 10000
—9990 a2 = —9990

Rickwartssubstitution:

Tr9 = 1,00 v
T = 0 ®

Der Algorithmus hat anscheinend ein v6llig falsches Ergebnis produziert!

Fazit: Das Gauf-Verfahren versagt

a) falls eins der Pivotelemente a,(jg) gleich Null ist.

b) Anscheinend versagt es zumindest manchmal auch, wenn agz) = 0 aber klein ist, und

wir nur eine endliche Rechengenauigkeit haben (so richtig verstanden haben wir das
noch nicht).

3.5.2 Pivot-Strategien
Als a11 = 0 war hat Vertauschen der Zeilen geholfen.

Das probieren wir jetzt noch mal:
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1,001 + 1,00z = 2,00
1,00 - 10~ %2 + 1,00z2 = 1,00

Faktor zum Eliminieren von as;:
lo1 = 1,00-107%.
Dreiecksystem:

1,00z1 + 1,00z9 = 2,00
1,00z5 = 1,00

Rickwartssubstitution:
x9 = 1,00, x1 = 1,00

Warum hat das besser funktioniert?

‘ZN21| <1 bzw. ’CNLH’ > |C~L21|

Idee der Spaltenpivotisierung:

o Vertausche Zeilen(!) der Matrix, um ein moglichst geeignetes Pivot-Element zu

finden.

Algorithmus:

a) Wabhle im Schritt A®) — A®+D ein p € {k,...,n} so dass

‘ag,?} > ‘ay,?’ Vi=k,...,n.

b) Vertausche die Zeilen p und &
(k)

a;; fallsi=p
AR 5 A® e @™ =R png =k

DJ
ot
ij

~ (k) (k)

Es gilt immer ’sz\ = Cjéi) _ aéi) <1
Qg a,

¢) Fiithre den néchsten Eliminationsschritt mit A®) statt A®) aus:

AR AU+,
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Satz 3.2 (Deuflhard und Hohmann, Satz 1.8). Falls A nicht singuldr ist, so ist die
Gauf-Elimination mit Spaltenpivotisierung durchfithrbar.

Zusitzlicher Aufwand: O(n?)
Es gibt auch:

o Zeilenpivotisierung — vertausche Spalten

« vollstdndige Pivotisierung: vertausche Zeilen und Spalten
Aufwand: O(n?), wird nur sehr selten verwendet.

3.6 Nachiteration
(engl. iterative refinement)

Selbst mit Pivotisierung kann die Losung noch ziemlich ungenau sein.

Idee der Nachiteration:
e Sei z die exakte Losung.
e Sei & die numerische Losung.

e Der Fehler § := x — % 16st die Defektgleichung

A5 = r(3) i=b— Ai (3.1)

o Lose dieses System numerisch. Nenne die Losung 6.
e Dann ist 7 + 0 eine bessere Losung des Ausgangsproblems als Z.
o Falls notig: Wiederholen.

« Losen von (3.1)) kostet nur O(n?) Operationen, da die Zerlegung der Matrix A
wiederverwendet werden kann.
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4 Kondition und Stabilitat

Warum hatten wir Probleme mit der Matrix
—4
10 1 ?
1 1

e Manche linearen Gleichungssysteme sind schwieriger als andere.

Ein Teil der Antwort:

e manche Algorithmen sind anfélliger fiir Rundungsfehler als andere.

4.1 Die Kondition eines Problems
Abstrakt: Das Losen von linearen Gleichungssystemen ist eine Abbildung

f i R™" x R" — R", f(A,D)=A"1p (Losungsoperator)

Allgemein: Losungsoperatoren sind Abbildungen

f: X—>Y.

Algorithmus: Approximation f: X — Y eines Losungsoperators:

‘ Eingabedaten‘ — ’ Algorithmus‘ — ‘Ergebnis‘

Zu einem fehlerhaften Ergebnis kénnen verschiedene Effekte beitragen:

1) Fehler in den Eingabedaten
a) Messfehler
b) Fehler durch endliche Zahlendarstellung

2) Stabilitdt des Algorithmus

e Verstarkt ein Algorithmus existierende Fehler oder dampft er sie?

3) Kondition des Problems
o Verstarkt das Problem selbst die Fehler?
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Beispiel. Gegeben zwei Geraden g und h. Bestimme den Schnittpunkt »

h " g

schlecht konditioniert

gut konditioniert
Die Schwierigkeit (Kondition) des Problems héngt vom Winkel ab, in dem sich die

Geraden schneiden:

o Stumpfer Winkel: Wird eine Gerade leicht gestort, so erfihrt auch der Schnittpunkt
eine leichte Stérung.

e Spitzer Winkel: Wir eine Gerade leicht gestort, so ist der Schnittpunkt stark gestort.

Formal: Gegeben ein Eingabewert x € X.
e x ist nur Repréasentant einer ganzen Menge F von moglichen Eingaben

e Absolute Fehler:
E={zteX : ||z—=z| <4}

z.B. Messfehler

¢ Relative Fehler:
E={zeX : [z —z| <elz|}

Der Losungsoperator f bildet E auf eine Menge f(E) ab.

« Die Kondition eines Problems ist das ,Verhéltnis von f(FE) zu E*

Quantitativ kann man (fast) nur rechnen, wenn die Fehler klein sind. Dann kann man
eine linearisierte Theorie betreiben.

Asymptotische Lipschitz-Bedingung;:

Definition. Die absolute Kondition des Problems f an der Stelle x ist die kleinste Zahl
Kabs = 0, so dass

1£(Z) = f(@)]| < Fapsl|Z — ]| + @(T)
o(T)

mit —
|z — |

— 0 fiirz — x.

o Ist f differenzierbar in x, so ist Kaps = ||f'(z)]]. Dabei ist f' € R™*"™ die Jacobi-

Matrix, || f'|| = sup,_.o ”f”,igﬁ)” die dazugehorige Matrix-Norm.

o f heilt gut konditioniert, falls k.ps ,klein® ist.
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e f heifit schlecht konditioniert, falls Kapg ,,grofl“ ist.

Definition. Die relative Kondition des Problems f an der Stelle x ist die kleinste Zahl

et 2 0 20 dass F@ - @) e—a]
f@)— f(x T—x _
@l = ey T

mit einem @ wie oben.

Falls f differenzierbar ist, so gilt e = %H ()]

4.1.1 Kondition von Addition und Subtraktion
Die Addition zweier Zahlen ist eine Abbildung

a

f:R? 5 R, f:<b>+—>a+b.

Als Norm auf R2 wihlen wir die 1-Norm:

1@, b)l1 == laf + [b].

Damit ist
s o 0D @) |
£ (a,b)]| = sup M= = sup ————— 7
2ER? (|1 |z1] + |22
x#0
B ‘1'1 +:E2|
su
|z1] + |22]
Deshalb:
Kabs = 1.
Relative Kondition: @b al + b
a, 1 , al +
= a1 = oy
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e kel = 1 falls a, b gleiche Vorzeichen haben
e Kol > 1 falls a, b unterschiedliche Vorzeichen haben!

Dieses Phanomen heifit Ausléschung

Beispiel. € =1077

unbekannt

a = 0,123467zxx2
b= 0,123456zxzxx
a—b=0,000011zzxz

Eingabe: Fehler ab der 7. Stelle
Ausgabe: Fehler in der 3. Stelle

Merke: Subtraktion fast gleicher Zahlen ist zu vermeiden!

Ausloschung fithrt ab und zu zu praktisch relevanten Problemen.
Es gibt diverse Tricks, um Ausléschung zu vermeiden:

o Bei derAddition von Zahlenfolgen:

— Sortiere die Zahlenfolge vor der Addition!

e Benutze Reihenentwicklung:

Beispiel: Fir kleine x ersetze

1 — cos(x) 1 2 2t x x?
— h -1 --—=+—=—-...)]==|1-—=+...
v dure x( =g ta )=zl "t

4.1.2 Kondition der Multiplikation
Die Multiplikation als Abbildung ist

f:RZ=R  f(a,b)=a-b.

Ableitung davon:
f'(a,b) = (b a)

Geeignete Norm: Die 2-Norm
(b a)|2 = VaZ+ b2

Eine dazu passende Matrixnorm: Frobeniusnorm (Ferdinand Georg Frobenius):

1@ B)lls = b a)llo = Va? + 52
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Deshalb:

Kaps = [[f'(a,b)]l2 = Va® + 7

I a)ll2 Va? + b? a® + b?
Firel = I1f'(a;b)]l2 = ——— Vb +a? = :
|/ (a,b)] b |a -]
Falls a =~ b, dann ist
2a?
Krel = @ =2

Die Multiplikation ist dann gut konditioniert.

Sind die Zahlen sehr unterschiedlich, zum Beispiel a ~ 1, b sehr klein (oder a ~ 1, b sehr
grof})
1 + klein

Ryel = "
re klein

4.1.3 Kondition von linearen Gleichungssystemen

Betrachte das lineare Gleichungssystem

Ax = b.

Der einfache Fall: Sei b gestort, aber A ohne Fehler bekannt.
o Losungsoperator: f: R™ — R", f(b)=A"1p
e Linear
 Ableitung: f/(b) = A~}
o Kondition:

Kabs = [l (®)] = [ A7
B I 7 NPT V't B
Rrel = Hf( )H Hf ( )” HA_le H H HCCH H H

Weniger einfach: Sei b ohne Fehler bekannt, aber die Matrix gestort.
Losungsoperator:
f:GL(n) — R™, f(A)=A"1

 nicht linear!
o Aber differenzierbar. Das folgt z.B. aus der Cramerschen Regel.

Wir rechnen die Ableitung aus:
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Lemma 4.1 (Deuflhard und Hohmann, Lemma 2.8). Die Abbildung
g: GL(n) — GL(n) g(A) = A"
ist differenzierbar. Die Richtungsableitung in Richtung C € R™*" ist

dg(A+tC)

=-AlcAn
dt |

Bewets. o Es gilt
(A+tC)A+tO) =1, Vt € (—¢,€).

o Differenziere nach ¢:

d
C(A+t0)™ + (A+ 1C) - (A+ tC)~! = 0.

e An der Stelle t = 0:

CA™' + Ai(A +t0)7Y =o.
dt t=0
o Also J
—(A+to)™| =-A"tcA™h O
dt o

Die Richtungsableitung ist linear in der Richtung C'. Wir schreiben deshalb

J(A)C :=—A"1CAL

Fiir den Losungsoperator f : A — A™1b gilt also
fl(AC =-A"tCA b= —-A"1Cx, VC e R™™,

und (f'(A) ist eine Abbildung R™*" — R"*™)

1) = sup LA _ 0 1
cz C] IC|=1
— sup A71Cz] < sup A C] ]
IC|l=1 IC|I=1
— A ]l
Also:
ans = [ A1z
und A
et = an’(A)n < |A1A7Y)

Definition. Die Zahl k(A) := ||A||||A™Y| (auch: cond(A)) heifit Kondition der Matriz A.
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e Bestimmt die Verstiarkung von relativen Fehlern in A.

e Bestimmt auch die relative Verstédrkung von Fehlern in b!

Erinnerung: mit f : b+ A~'b war

Az _

el = ]

LAl

]

AT = s (4).

o Beeinflusst die Konvergenzgeschwindigkeit von iterativen Verfahren.

Alternative Darstellung:

max -1 || Az||

K(A) = (Ubung!)

min, |- [|Az||
Eigenschaften:
o Kk(A)>1.
o k(aA) =k(A), YaeR a#0.
o A ist singuldr genau dann wenn x(A) = oo.
o Falls A symmetrisch ist und ||| = ||-||o:

_ |betragsmiBig groBter Eigenwert|

r(A)

 |betragsmiBig kleinster Eigenwert|

4.2 Stabilitat

Ein Algorithmus heifft numerisch instabil, wenn es Eingabedaten gibt, bei denen sich
die Rundungsfehler wihrend der Rechnung so akkumulieren, dass ein vollig verfdlschtes
Ergebnis entsteht.

Beispiel. Werte die Funktion f(z) = In(z — v/2? — 1) an der Stelle z = 30 aus.
Tatséchliches Ergebnis: f(30) = —4,094066 . . .

o Kondition des Problems:

Kabs = ‘f’(a:)| =

1 vz —1—=x

x—\/xQ—ll Vaz =1

-1
B ‘\/:ﬁ—l"

e An der Stelle z = 30:
KRabs = |f/(30)| ~ 0,033

Problem ist gut konditioniert!
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o Sei der absolute Eingabefehler z.B. § = |Z — x| = 0.05.
= Absoluter Ausgabefehler:

f(&) = £(30) = |£(30 4 8) — £(30)| =~ |f'(30)|6 = 0,00165.
Das ist der absolute Ausgabefehler den wir erwarten wiirden.
Wir betrachten, wie ein Algorithmus die Formel auswertet.

e Zunachst ist Vx? — 1|:p:30 = /899 = 29,9833287... = 30
= Bei der Berechnung von z — v/ 22 — 1 kommt es zu Ausléschung.

e Angenommen wir rechnen mit 4 Dezimalstellen:

(& — Va2 —1)| _,, =30 — 29,98 = 0,02.

e Der tatsdchliche Wert ist: 30 — 29,9833287 ... = 0,0166713 .. ..
o Absoluter Fehler: 0,02 — 0,0166713... = 0,0033287...
e Der Wert 0,02 wird jetzt in den Logarithmus gesteckt.

e Der absolute Fehler wird durch die Kondition des Logarithmus verstarkt:

1
Kabs,log = |In(z)| = ’5)
Bei £ = 0,02 ist Kabs,log = 50.
e In der Tat ist der Fehler des Gesamtresultats:

1£(2) — £(30)] = [In(0,02) — In(0,0166713 ...)| = 0,1820436.. . .

e Bei einer tatsidchlichen Losung von —4,094066 is also schon die erste Nachkommas-
telle falsch!

4.2.1 Modifikation von Algorithmen

Manchmal konnen einfache Modifikationen die Stabilitat verbessern.

Beispiel. Lose die quadratische Gleichung

22— 2px 4+ ¢ =0.

fp,q) =pE/p*—q

Losungsoperator:

Interpretiere f als Algorithmus:
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e Problematisch, falls eine Nullstelle nahe bei Null liegt.

e Dies ist genau dann der Fall, wenn ¢ sehr klein ist.

= /p? — q = p, es gibt Ausléschung bei der Subtraktion p — oy

Alternative:

Satz 4.1 (Satz von Vieta). Seien 1, xo die Nullstellen von x? — 2px + q. Dann ist

1T = (.

Berechne deshalb x1, x2 durch

q
x1 = p+sgn(p)\/p? — q, xgzw—l.

4.2.2 Vorwartsanalyse der Stabilitat

Zur detaillierten Untersuchung der Stabilitit eines Algorithmus fasst man diesen als
Kette von elementaren Operationen auf.

o Fiir das Beispiel oben:

1.
2.
3.
4.
d.

a9
92
g3
94
95

‘R — R?,
: R? 5 R?,
:R? — R?,
:R? - R,
:R — R,

x> (z,22)
(y7 Z) = (yvz - 1)
(s,t) = (s,V1)

(u,v) —»u—v

w +— Inw

Insgesamt also f(x) = (g5 0 g4 0 g3 0 g2 0 g1)(x).

e So eine Darstellung wird natiirlich schnell sehr umfangreich.

e Deshalb kann man auch gréflere Blocke nehmen, z.B.
1. g1 : R — R2,
2. Go:RZ2 5 R,
3. 93 : R — R,

x v (z,

w — Inw

Sei f =grogk—10---0°41.

z?2 —1)

(u,v) = u—wv

o Wir untersuchen Stabilitdt bzgl. des absoluten Fehlers.

e Seien z = (9 die Eingabedaten, und

2 = gi(x

die Zwischenergebnisse.

(i—1

)=giogiro-og(a
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o Die tatsichliche Eingabedaten 2(°) sind mit einem absoluten Fehler behaftet:
#0) = 20 4 50
o Statt der Zwischenergebnisse #(V) tauchen durch Rundnungsfehler verfilschte Er-

gebnisse
20 = g; (201 4 60

auf.

Fehlerverstiarkung eines einzelnen Schritts g; : R™i-1 — R™

— Kondition von g; also k; = HQQH

o Jeder Fehler 6() wird durch die Ableitung der folgenden Schritte h; := g 0 gr_1 ©
-+ 0 g;j+1 verstarkt.

o Wegen der Kettenregel
= (gkogr-10-09i41) =Gk Gher " i

o Also Einfluss des i-ten Fehlers auf das Resultat h;6®.

Fehler insgesamt:

Algorithmus ist instabil falls zumindest einige der h; > f’ sind.

4.2.3 Stabilitat der GauB-Elimination

o Kompliziert; wir geben nur ein paar Ergebnisse.

¢ GauB-Elimination ohne Pivot-Suche ist NICHT stabil.

Riickwartsanalyse der GauB-Elimination mit Pivot-Suche:

Riickwartsanalyse: Sei der Ausgabefehler gegeben.
Das gestorte Resultat ist die exakte Losung eines gestorten Problem:

(A+E)2=b
(Wir betrachten nur Stérung in A)

Ein Verfahren heifit stabil im Sinne der Riickwértsanalyse, falls || F|| klein ist.

Fiir die Fehlermatrix E gilt
1Bl < 3pnn’e]|Alloo.

Dabeli ist:
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e ¢ die Maschinengenauigkeit.
e pp der sog. Wachstumsfaktor

(
max; j |a;;

Pn = .
max; j|a;|

Der Wachstumsfaktor Der Wachstumsfaktor ist die fiir die Stabilitédt relevante Grofle.
Wie verhilt sich also p, 7

o Falls A strikt diagonal dominant: p, < 2.

e Falls A sym. pos. def. p, < 1.

Allgemein: Fiir GauB-Elimination mit Spalten-Pivotsuche: p, < 2771

Diese Abschéatzung ist scharf, denn:

1 0 0 0 1
-1 1 0 0 1
A=]-1 -1 1 0 1
-1 -1 -1 1 1
-1 -1 -1 -1 1
1 0 0 0 1
0 1 0 0 2
AP =10 -1 1 0 2
o -1 -1 1 2
0o -1 -1 -1 2
1 0 0 0 1
01 O 0o 2
A®=fo 0 1 0 4
00 -1 1 4
00 -1 -1 4
1 00 0 1
010 0 2
A =10 01 0 4
00 0 1 8
000 -1 8
etc., also
max|ag’)]
ph:7:16.
max|a;|

Statistisch sieht man p,, ~ ns.
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5 Numerische Losung nichtlinearer
Gleichungen

5.1 Fixpunktiterationen
Sei f: R — R eine Funktion. Wir interessieren uns fiir Losungen x der Gleichung

flx)=0.

Idee der Fixpunktiteration:
o Forme diese Gleichung dquivalent in eine Fixpunktgleichung
g(z) ==
um.
o Konstruiere mit Hilfe der Iterationsvorschrift
1 = g(zg) k=0,1,2,...
fiir einen gegebenen Startwert xg eine Folge xq, z1, .. ..

Wunsch: Die Folge (zy) konvergiert gegen einen Fizpunkt, d.h. gegen einen Punkt x* mit
g(x*) = z*. Dieser ist dann auch Losung der nichtlinearen Gleichung f(z*) = 0.

Die Existenz von Fixpunkten folgt z.B. aus dem Fixpunktsatz von Banach.

Satz 5.1. Sei I = [a,b] C R ein Intervall und g: I — I eine kontrahierende Abbildung,
d.h. g ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L < 1. Dann folgt:

a) Es existiert genau ein Fizpunkt z* von g.

b) Fiir jeden Startwert xo € I konvergiert die Fixpunktiteration xy1 = g(xg) gegen x*

mat
k

1-L

|zp+1 — x| < Llzg — 1| und |x* — x| < |z1 — o).
Beweis. o Fiir alle zg € I gilt

[Tkt — k| = [g(zr) — g(zK-1)| < Llzg — zp-1].
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e Induktiv erhalt man
|zpg1 — ] < LF|zy — xo).

o Wir wollen zeigen, dass (zj) eine Cauchy-Folge ist und betrachten

|Thtm — k| < |Thgm — Thpm—1| + -+ |Thpr — 28]
< (L’”m*1 LM L’“) |21 — o]

=L*k(14+L+...+Lm~1)

Lk
< — .
S L|£E1 o
Hierbei wurde verwendet, dass
> 1
VL€ (0,1) : > Lh=rp
k=0 -

Damit ist gezeigt, dass (zy) eine Cauchy-Folge ist.
e Diese konvergiert in R gegen den Grenzwert

¥ := lim zp.
k—o0

e Der Punkt x* ist aber auch Fixpunkt von g, da

"= g@)| = 2" = @1 + 21 — g(2")]

= 2" — zpq1 + g(or) — g(z")]
< |o* = 2| + g(zr) — g(z*)]
< |2" — @pqa| + Llwg — 27

|z

—0 k — oo.

Damit haben wir ??(b) und die Existenz des Fixpunktes gezeigt.

Fiir die Eindeutigkeit seien x*, y* zwei Fixpunkte. Dann gilt
0 <[z —y* = [g(z") —g(y")| < La" —y*| < |2™ — o).

Da L < 1 ist dies nur fur |[|z* — y* = 0 moglich.
Daher ist der Fixpunkt von ¢ eindeutig bestimmt. O

Beispiel. Betrachte die nichtlineare Gleichung
fz)=2*—In(z) —2=0 bzw. 22 -2 =In(x).

Die Gleichung hat in R zwei Losungen z7 und 3.
Diese sind anscheinend in den Intervallen I; = [0,0,2] bzw. I = [1, 2] enthalten.

Wie sieht eine geeignete Fixpunktiteration aus?
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a)
r=xz’+z—1In(z) - 2= gi(z).
Hinreichend fiir Lipschitz-Stetigkeit:
/ =L<1.
max |gy(z)] = L <
Differenziere g; und erhalte
, 1
gl(a:):Qa:—i—l—; = L>1
far alle x € Iy und z € I5.
Es gibt also keine Garantie fiir die Konvergenz gegen einen Fixpunkt.
b)
2 x2—2
In(z) =2"—-2 <= z=e =: go(x)
Ableitung: gy(z) = 2ze™ 2.
Es ist |g5(x)| < 1 in einer Umgebung von 0 = Konvergenz gegen 7.
c)
2?2 =1In(z) +2 < z=/In(z) +2 = g3()
Ableitung:
1
/
T) = ———o—
93(2) 2z+/In(x) 4 2

lg5(2)| < 1in [1,2] = Konvergenz gegen x.

5.1.1 Konvergenzgeschwindigkeit

Definition. Eine gegen x* konvergente Folge (x1)ren heifit linear konvergent, falls es
eine Konstante 0 < C < 1 gibt, so dass

[2p1 — 27| < Cllay — 27
Die Folge heifit quadratisch konvergent, falls es eine Konstante C > 0 gibt, so dass
1 — 2" < Cllag — 2|,

Die Fixpunktiteration ist im Allgemeinen nur linear konvergent. Erstrebenswert wére
eine Iteration, die quadratisch konvergiert.
Kann in speziellen Fillen die Fixpunktiteration quadratisch konvergieren?

Satz 5.2. Die Funktion g: R — R besitze in x* € I einen Fizpunkt. Auf der Menge U =
[2* —r,2* 4+ 7] C I sei g€ C*(U) mit g’(x*) = 0. Dann konvergiert die Fizpunktiteration

.o . o 1 .
fir jeden Startwert xo € U mit |xg —z*| < p = U @] quadratisch.
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Beweis. Wir zeigen mittels vollstandiger Induktion
* 1 *
|xp — x| 32—k|xo—x |. (5.1)

Induktionsanfang: k = 0 klar
Induktionsschritt:

|1 — 2| = |g(xr) — g(z7)]

* 10, % * g//(é-) *\2 *
< lg(@™) + g/ (@")(zp — 27) + =27 (2 — %) — g(27)]
=0
(Taylorentwicklung mit Lagrange-Restglied)
!
— g 2(5) (l‘k 7:5*)2‘
M 1
< ?\xk — x| mit M = glgg{]g”(azﬂ = (5.2)
Nun gilt: |z — 2*| < |z — 2| < 0, also
|xpr1 — 2| < 7Q27|$0 — | = WLTO —z¥|.
Also gilt (5.1]) und es folgt Konvergenz. Aus (5.2)) folgt Ordnung 2. O

5.1.2 Das Newton-Verfahren als Fixpunktiteration

Wir benutzen den obigen Satz um das Newton-Verfahren zu konstruieren. Schreibe die
folgende Fixpunktform:

fl@) =0 <= z=2—h)f(z) = g(z)

mit noch zu bestimmender Funktion h.
Die Ableitung von g ist

g (x) =1 - h(x)f(x) — h(z)f'(x).

Um Satz [5.2] anwenden zu kénnen, muss gelten:

Idee: Wir wahlen

Wir erhalten die Fixpunktiteration

Li+1 = Tk — f/(l'k)

Dies ist das Newton-Verfahren.
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5.1.3 Alternative Interpretation des Newton-Verfahrens

Sei f: R — R stetig differenzierbar. Gesucht: z* € R: f(z*) = 0.

e Wihle einen Startpunkt xg.
e Fiir k=0,1,2,... approximiere f durch eine Tangente py in .

o Anstelle der Nullstelle z* von f berechne die Nullstelle der Tangente pg. Wahle
diese als zx41.

In Formeln:
o Die Tangente p; von f in x hat die Darstellung pi(z) = f(zx) + f'(2p)(x — zx).
o Die Nullstelle davon ist

f(=)

Tht1 = T — ()

(sofern f'(xx) # 0).

Folgerung: Sei f hinreichend glatt und besitze eine Nullstelle z* mit f/'(z*) # 0. Fir
hinreichend gute Startwerte xg konvergiert das Newton-Verfahren quadratisch gegen x*.

Beispiel. Sei f(x) = 22 — 3. Die Nullstellen sind z* = +/3.
f'(z) = 2z = Das Newton-Verfahren ist in der Nihe der Losungen durchfithrbar.
Mit xg = 1 ergeben sich die folgenden 5 ersten Iterationen:

0 | 1,00000000
2,00000000
1,75000000
1,73214286
1,73205081
1,73205081

U W N~

Beispiel (Lokale Konvergenz). Sei
x
T) = ———

Wie gut muss der Startwert sein, damit das Newton-Verfahren konvergiert?

mit f(z)=0 & x=0.

Mgy b
f) (1+ 3a2)3
% =z(1 + A2?) - g(x) = =323,
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Das Newton-Verfahren dazu ist
Tpy1 = —c(a1)3 bzw. T = (—1)’“0_73 (c%xo)?’k.
(Herleitung: Vollstédndige Induktion!)

Konvergenz ist garantiert, falls c%wo < 1 gilt.

5.1.4 Mehrfache Nullistellen
Betrachte wieder eine Funktion f: R — R und f(z*) = 0.
Sei m € N>g, 2* eine m-fache Nullstelle von f. Dann gilt
@ =0 Ww=0,....m—1 and F () £ 0.
Dann besitzen f und f’ eine Darstellung der Form
f(z) = (z —a™)"h(x)
f(@) = mlz — &)y h(@) + (z — %)W (2)

mit einer differenzierbaren Funktion h, welche h(z*) # 0 erfiillt.
Es folgt nun

flz) _ (z — )" h(z)

gla) = — i) v m(x — z*)m 1h(z) + (x — %)™ ()
e
mh(z) + (x — z*)1 ()
1
= g@)=1-—.

Folgerung: Fiir mehrfache Nullstellen ist das Verfahren zwar noch konvergent, aber nicht
mehr quadratisch konvergent, denn nach Satz [5.2] erhdlt man quadratische Konvergenz
nur wenn ¢'(z*) = 0.

5.2 Das Newton-Verfahren fiir Systeme von Gleichungen

Die Verallgemeinerung des Newton-Verfahrens auf Systeme von Gleichungen ist relativ
einfach.
Sei F': R™ — R" stetig differenzierbar.

Gesucht: ein z* € R" mit F(z*) = 0.

Formel fiir x4, (Nullstelle der Tangente in xy)

Tpp1 = ap — F(wg) T F ().
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Da das Invertieren der Matrix F'(xy) sehr teuer ist, schreibt man den Iterationsschritt
stattdessen als lineares Gleichungssystem fiir die Newton-Korrektur Az € R™:

F'(zF) Aab = —F(2")

2P = 2F 4 ALk

Wir haben gesehen:

e konvergiert manchmal, manchmal auch nicht

o Wenn es konvergiert, dann konvergiert es quadratisch (d.h. schnell!),

Wir zeigen jetzt einen alternativen Beweis der quadratischen Konvergenz des Newton-
Verfahrens.

Wann konvergiert das Verfahren gut?
o Falls F affin-linear ist: Dann findet es die Losung in einem Schritt.
e Vermutlich: Verfahren konvergiert, falls F' ,fast affin-linear® ist.
Was bedeutet nun ,fast affin-linear*?
o F" Kklein, bzw.
o I :R"™ — R™ " Lipschitz-stetig, d.h., es existiert ein L > 0 mit

17" () = F'(y)ll < Lllz =yl Va,y.

Satz 5.3 (Fischer-Skript 5.2). Sei D C R" offen und konvez, und F': D — R" stetig
differenzierbar mit invertierbarer Jacobi-Matriz F'(x) fir alle x € D. Sei F' Lipschitz-
stetig in D mit Lipschitz-Konstante L. Sei x* € D Nullstelle von F'.

a) Dann ezistiert eine offene Kugel B,(z*) := {z € R™: ||z — z*|| < o} C D, sodass das
Newton- Verfahren fiir jede Startiterierte 20 € By(z*) wohldefiniert ist.

b) Falls vo € B,(z*) und o hinreichend klein ist konvergiert die Folge (x¥) quadratisch
gegen ™.

Fiir den Beweis brauchen wir folgende Variante der Taylor-Formel:

Lemma 5.1. Sei F' € C'. Dann gilt Va,y:

Fly) = F@) + Py —0)+ [ (Fe+ sy - 2) = @)y —2)ds
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Beweis. Hauptsatz der Integralrechnung, sowie die Substitutionsregel liefern:
Y ! ! !/
W)= @)+ [P0 = @)+ [ 5@+ st a)-a)ds
Fir F: R® — R” gilt

Fy) = F(z) + /01 F'(z + s(y — 2))(y — x) ds.

Addiere zur rechten Seite dieser Gleichung F'(z)(y — z) — F'(x)(y — ) =

Beweis von Satz[52.3.

o F’ist stetig in D, d.h. o1 > 0 und M > 0 mit B, (z*) C D sowie

IF" ()7 < M Va € By, (z").

o Also gilt fiir beliebiges ¥ € B, (z*)

a*+1 — o) = [Jo* — F'(a*) (") — 27
= [-FEhy T [P + F R e - )|
<M HF(xk) + F'(z*) (2" — xk)H
= M) - P - Pt - o)

1
< SMLJ" — a2

e Taylor-Formel aus Lemma 5.1} Vx,y € D gilt

F@) = ) + FO)e-0)+ [ [P+ s -9) - Fw) @ - ) ds
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e Daraus folgt fir alle z,y € D:

1
< M/ |F'(z" + s(z* — 2%)) — F'(a")|| ds - ||l2* — ="
0
1
< M/ LY|(2* + s(z* — &%) — 2*|| ds - [|z* — 2"
0
1
= ML/ sds - ||z* — 2|2
0
1 * 2
= §MLHx — xi]|”

e Sei g € (0,01]: MLo < 1. Dann gilt fiir alle 2% € B,(x*)

1 1 1
! — 2% < SML|la* — 2| < 5 ML [ =2 o* = 27|| < Slla* a7l
0
—_——
<1
Somit konvergiert die Folge (xj) gegen x*, und zwar quadratisch. O

5.3 Affin-Invarianz

e Es gibt viele Varianten des Satzes, dass das Newton-Verfahren lokal quadratisch
konvergiert.

o Peter Deuflhard hat folgendes Kriterium vorgeschlagen, das solche Sétze erfiillen
sollten.

Sei A € R™ " invertierbar. Dann ist
F(z)=0

adquivalent zu
G(z) == AF(x) = 0.

(Dann heifit das Problem F(z) = 0 affin-invariant.)

Auch das Newton-Verfahren ist affin-invariant, denn
— Az = F'(xk)_lF(xk) = F/(:ck)_lA_lAF(a:k)
= (AF' (z") 71 AF(2%) = G'(«") 7L - G(=F).
— Die vom Newton-Verfahren erzeugte Folge (2*)ycn ist unabhingig von der Matrix A.

Wir verlangen, dass auch die Konvergenzresultate unabhingig von A sein sollten.
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Satz 5.4 (Deuflhard und Hohmann [4], Satz 4.10). Sei D C R™ offen und konver.
e Sei F € CY(D,R"), und so dass F'(z)~! fiir alle x € D existiert.
o Fir ein w > 0 gelte die Lipschitz- Bedingung
1F" ()~ (F (@ + s(y — 2)) = F'(2))(y — 2)|| < swlly — |
fir alle s € [0,1] und z,y € D.

e Es existiere eine Losung x* € D (also F(x*) = 0) und ein Startwert 2° € D derart,
dass

2
0:=|lz* — 2% < = und By(z*) € D
w
Dann gilt:
i) Die durch die Newton-Iteration definierte Folge (x*) bleibt in der offenen Kugel
By(x*), und konvergiert gegen x*.
it) Konvergenz ist quadratisch; genauer

VEeN: [aftl -2t <

k%2
ok — o

|2
Beweis des Satzes.

Beweis von (ii)

k+1 r* = xk o F’(xk)_lF(xk) —

=k — " — F'(aF)~1 (F(xk) — F(x")

X

= F'(z")TF (2% (aF — 2*) — F'(x
= F'(a") Y (F(") - F(a") - F'(a

B B
—_— —
[N |

8 —
* o~
|
—~
S 8

B o

—_—  ~—
\
=
8
*
~—
=

Aus Lemma [5.1] wissen wir

Fly) ~ F(a) ~ F')(y —2) = [ (Fe o+ sly - 2)) = F'@)y — ) ds

Damit folgt

|F"(2) "M (F(y) — F(z) — F'(2)(y — 2))|| = ’

1
/ F'(2) ' F'(z + s(y — x)) — F'(2)(y — 2) ds
0
1
< / swlly — z||*ds  nach Voraussetzung
0
= 2y — |

Das wenden wir an und erhalten

ot — 2% < St - 2|

Das heifit, falls (2¥) konvergiert, so konvergiert es quadratisch.
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Beweis von (i) Falls ||z¥ — z*| < o, so folgt
k Wik k
270 = 27|l < S 2t = a7 [la® = 27
—_——

w
<e%<1

Da [|2° — 2*| = o gilt ||zF — z*| < o fiir alle & > 0, und (2*) konvergiert gegen z*. [

5.4 Konvergenzkriterien

o Die Voraussetzungen des vorherigen Satzes kdnnen nicht algorithmisch gepriift
werden.

o Trotzdem md&chte man gern wihrend der Durchfithrung der Newton-Methode wissen,
ob das Verfahren konvergiert.

5.4.1 Der Monotonietest
Betrachte das Residuum F(z*).

= Das Losen von F(x) = 0 ist d4quivalent zum Minimieren von || F'(z)].

Wir vermuten /hoffen: Falls (z¥) konvergiert, dann ist || F'(2*)|| eine monoton fallende
Folge.
Monotonietest: Fiir ein @ < 1 priife nach jedem Schritt, ob

IE I < 6] F (")
Breche das Verfahren ab, wenn die Bedingung nicht erfiillt ist.

Problem: Dieses Verfahren ist nicht affin-invariant.

Beispiel. Betrachte zwei Iterierte z*, 21 € R? so dass

o= (). ren- (2).
(@L.=1¢)

Fiir ein £ > 0 wahle nun A € R2*2 als

Es gilt

2

der Monotonietest ist also erfullt.
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Dann ist

IAF @)z < [ AF (")

=626 =[G 2
=616

Der Monotonietest ist also nicht erfiillt, falls ¢ > % Und das obwohl sich das Verfahren
nicht geédndert hat!

2

5.4.2 Der natiirliche Monotonietest

Deufihard hat stattdessen den folgenden affin-invarianten Test vorgeschlagen:

|F'(*) 7L E (2™ < 0]|F'(«%) " F (8.

Wie berechnet man diese Terme?

1. Rechte Seite
F' (2" 1R (%) = AxP.

Die ist die Newton-Korrektur, die wir ohnehin berechnen miissen.

2. Linke Seite
F'(zF) 71 (2F 1) = Axk+l

ist die Losung eines weiteren linearen Gleichungssystems, was teuer werden kann.
« ABER: Die Matrix F'(z¥) ist die gleiche wie bei 1).
e Deshalb ist die LR-Zerlegung bereits bekannt.

e Essind nur Vorwérts- und Riickwértssubstitution nétig, der Aufwand ist damit

O(n?).

5.5 Newton-Verfahren mit Dampfung

o Kann man das Verfahren so erweitern, dass es fiir alle (oder zumindest mehr)
Startwerte konvergiert?

e Solch eine Erweiterung nennt man Globalisierung.
o Gleichzeitig mochte man die schnelle quadratische Konvergenz behalten.

k

Idee. Wir messen die ,,Giite“ einer Approximation x* von x* durch eine skalare Funktion,

hier

o) = 3 IF @3
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Wie wirkt das Newton-Verfahrens auf ¢?

Lemma 5.2. Die Newton-Korrektur Ax := —(F'(x)) " F(x) ist eine Abstiegsrichtung
fiir ¢, d.h.
oz +tAz) < P(x)

fiirt > 0 klein genug.

Beweis. Zunachst ist

Daraus folgt

falls z nicht Losung von F(z) = 0 ist.
Damit berechnen wir

d(x +tAx) = ¢p(x) + ¢/ (z) - tAz + o(t) (Taylor)
= ¢(z) — 2t(z) + o(t)
= (1-2t)p(x) + oft).

O

Idee. Wihle anstelle der Korrektur Ax* die Korrektur ty/A\x*. Dabei sei ty, € (0,1) so
gewdhlt, dass ,hinreichender Abstieg” von ¢ erzeugt wird.

Was heifit ,hinreichender Abstieg“?
+ Angenommen, ¢(z*) sei streng monoton fallend.
— Dann konvergiert diese Folge (da ¢ von unten beschriankt ist).
— Aber sie konvergiert nicht notwendigerweise gegen 0.

— Sie konvergiert nur dann gegen Null, wenn der Abstieg in jedem Schritt grof genug
ist.
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Die Armijo-Schrittweitenregel (nach Larry Armijo):
Sei g € (0,1) ein Parameter. Wahle ¢ als das grofite Element aus

{11 11 1 }
7274787"'72n7"‘ bl

fiir welches

So ein tj existiert wegen Lemma

Satz 5.5 (Fischer-Skript, Satz 5.3). Es sei F: R™ — R" stetig differenzierbar. Sei F’
lokal Lipschitz-stetig, und F'(x) reguldr fiir alle x aus

W(2?) = {z e R" : () < ¢(w0)}

Dann ist das Newton-Verfahren mit der Armijo-Ddmpfung wohldefiniert, und es gilt
zk € W (%) fir alle k € N.

Beweis. Sei ¥ € W (V).
« Nach Voraussetzung ist F’(z*) regulir, daher ist Az* wohldefiniert.

e Nach Konstruktion ist auch t; wohldefiniert und

oz < p(aF) = 2FL e W(a0). |

Satz 5.6 (Fischer-Skript, Satz 5.3). Voraussetzungen wie eben. Falls die Folge (z*) eine
Teilfolge besitzt, die gegen ein & konvergiert, so gilt F(z) = 0.
So eine Teilfolge gibt es insbesondere dann, wenn W (z") beschrinkt ist.
Beweis. (1) Wir brauchen eine obere Schranke fiir | Az¥||.
e F und F’ sind stetig in R™.
o Da € W(xg) ist F'(Z) regular.
o Wihle p > 0 so klein, dass B,(Z) C W (z).
o Dann ist z — ||Az| = || F'(x) "1 F()|| stetig in By(%).
= Jdc> 0 mit [|[Az|| < c fir alle x € B,(Z).
(2) Da F' Lipschitz-stetig ist, ist auch ¢/ = FT F’ Lipschitz-stetig.
D.h. Es gibt ein L > 0 so dass

1¢'(x) ='W < Lllw — gyl Va,y € By().
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(3) Nach Voraussetzung existiert eine Teilfolge (z¥), die gegen # konvergiert. Bezeichne
diese Teilfolge wieder als (z*).

« Konvergenz gegen 7 heit insbesondere: Jkg € N so dass z¥ € B,(%) fiir alle
k> ky.

o Da z* gegen den Kugelmittelpunkt konvergiert, bildet sich ein endlicher Abstand
zum Kugelrand, also

3t > 0 und ko € N so dass 2 + tAzF € B,(2)  Vk > ko und Vt € [0, 7).

Jetzt benutzen wir wieder die spezielle Taylorformel aus Lemma diesmal fiir die
Funktion ¢:

1
$) = 6(@) + 0@ —2) + | (et s —2) = @)y - ) ds
Fir y = ¢ + tAx ist dann
d(x +tAhx) = ¢p(x) + ¢/ (z) (tAz) + /Ol(gb'(a: + stA\x) — ¢/ (x))tAx ds.
Wegen ¢/ (z) Az = —2¢(x) folgt
1
bz +tAz) = (1 — 20)p(x) + /0 .. ds
1

/...ds
0

< (1-200() + [ 10/ + stisa) - o (@) ds -t | A

< (1 -2t)p(z) +

<e
< (1—2t)¢(z) + max||¢(z + stha) — ¢ ()| - T - c
< (1-2t)¢(x) + msaXLHx +sthz—z|-t-c
< (1-200() + L-t]Aa] -t -c
< (1 —2t)p(z) + Lt*c2. (5.3)

Wir wollen zeigen, dass die t; von 0 weg beschrinkt sind.

Armijo: Wahle t, als grofites ¢ der Form kp = 27", n € Ny, fiir dass
O(z* + tpAa®) < (1 - qtg)p(2).

Da t;, die grofite Zweierpotenz ist, flir die diese Bedingung gilt, gilt sie fiir die néchst-
groflere Potenz 2t; nicht mehr:

(1 —2qt)p(a*) < p(a* + 2t,.00%).
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Mit (5.3]) folgt
(1 —2qtp) (%) < (1 — 4tg)p(x) + 4Lt7 2.
Auflésen nach ty:
—2qtrp(z¥) < —4tp(x*) + ALt3

—qo(z¥) < —2¢(zF) + 2Lty

(2 - 9)¢(=h)
2Lc?

IN
¥

t

Das heifit noch nicht, dass ¢, von 0 weg beschrinkt ist, da ¢(2*) — 0 sein kénnte. (Genau
das wollen wir ja sogar beweisen, aber noch ist es nur eine Moglichkeit.)

Stattdessen: Angenommen ¢(#) > 0. Wg. 2* — & und Stetigkeit von ¢ gilt

I,
(") = So(2)
fiir unendlich viele k.
Fiir die dazugehorigen ¢ gilt
. (2-q)9(@)
t, >t :=
b= iz

Aber (¢(x*)) ist monoton fallend

S ) = g(ak + e Aak) < (1— qt)d(e®) < (1 - g)o(ab),

also ¢(xF 1) < ag(a®) fiir ein o < 1. Diese Ungleichung gilt fiir unendlich viele Indizes
k. Daraus folgt limy_, ¢(z¥) = 0.
Stetigkeit von ¢ liefert

0= lim ¢(z*) = ¢(lim 2*) = ¢(). O

k—o00 k—o00

Satz 5.7 (Fischer-Skript, Satz 5.3). Sei F': R™ — R" stetig differenzierbar. Weiter sei F’
lokal Lipschitz-stetig mit Konstante Lo und fir allex € W (zg) := {z € R™: ¢(z) < ¢(z0)}
sei F'(zg) invertierbar. Dann gibt es ein ko € N, sodass ty, = 1 fiir alle k > ko.

Die Dampfung schaltet sich also irgendwann automatisch ab.

Korollar. Das gedampfte Verfahren konvergiert lokal quadratisch.
Bewets. e Fiir k > kg degeneriert das Verfahren zum normalen Newton-Verfahren.

 Da zumindest eine Teilfolge konvergiert, erhilt man frither oder spéter ein ¥, das
so nah an x* liegt, dass der lokale Konvergenzsatz greift. O
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Beweis von Satz[5.7. Man verwendet wieder die Taylor-Formel.
o Sei p so klein, dass B,(z*) C W(xo).

o Dann ist F’ regulédr fir alle z € B,(z*) und es existiert ein M > 0, sodass
| F'(z)7Y| < M fiir alle x € B,(z*).

o Da (%) gegen z* konvergiert gibt es ein N € N, sodass 2% € B,(z*) fiir alle k > N.
o Fiir solche k gilt fir jedes s € [0, 1]
IF' (a* + s0a®) — F'(a")|| < Lol|lsaa®|| < Lol Aa®||
= Lo F'(z") "' F(2")|| < LoM || F(a®)].

e Wieder die Taylor-Formel mit Integralrestglied:

1
|F(zF + Aah)|| = H P(ab) + F' () Ak + / [F/(ah + sisah) - F'(ah)] Aab ds
0
= 0, nach Def. von Azk
F'(a" + sAab) — F’(xk)H Ak
N——

<M||F (k)]

< max
s€[0,1]

<LoM|F(a)]
< LoM?||F(z")|%.

e Wihle o > 0 so klein, dass
|F(z)| < Lg'M™2/1—q V€ By(z*).

e Dann ist fiir alle k grofl genug

1F (" + Aab)|| < LoM?(|F(2M)]* < /T = gllF(a)ll,

also
bt + Aab) = SIFGE + AP < S0 - @G
= (1 - q)o(z").
e Das Armijo-Kriterium ist also mit ¢, = 1 erfillt. O
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6 Nichtlineare Ausgleichsprobleme

Bisher haben wir Vektoren z* € R™ gesucht, sodass
F(z*)=0 bzw. | F(z*)| = 0.
Wir verallgemeinern nun diese Situation.
Gegeben: m Messwerte by, ..., b, € R zu Zeitpunkten ty,...,t, € R.
Gesucht: Funktion ¢: R — R, die die Daten ,,méglichst gut approximiert®.

Wir kennen schon:

1. Polynominterpolation: Es existiert ein Polynom vom Grad hochstens m — 1, welches
die Daten interpoliert.

Dies funktioniert aber schlecht, wenn m grof] ist.
Das ist aber gerade der interessante Fall.

2. Spline-Interpolation: Ja, aber: hdufig vermuten wir schon eine GesetzméafBigkeit und
wollen eigentlich nur ein paar Parameter bestimmen.

Beispiel (Normalverteilung).

oy (t =)
ot ) = =5 exp(= 5

)

mit nur zwei Parametern: dem Erwartungswert p und der Standardabweichung o.

Das Problem ist hier: Finde p,0 € R, so dass ¢(t;; u,0) = b; fir alle: =1,...,m.

Abstrakt: Gegeben eine Modellfunktion mit n reellen Parametern x1,...,x,

o(t;z1, 29, ..., Tp)
Falls die Messwerte die Gesetzméafigkeit exakt erfiillen, dann gibt es Parameter 1, ..., x,
so dass

bi=o(txy,...,z,)  Yi=1,...,m

Normalerweise ist aber m > n.
Deswegen kann man nur

bi~p(te;z1,. .. xn)  Yi=1,...,m

erwarten.
Betrachte die Differenzen

N i=b; —o(ti;z1,. .., 2n) Vi=1,...,m.

Diese sollen ,irgendwie klein“ werden.
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6.1 Prinzip der kleinsten Quadrate

Es ist sinnvoll, die z1,...,z, € R so zu wahlen, dass das Fehlerfunktional
m m
A2 = ZAZZ = Z (bi — o(ti; x1, .. ,xn)>
i=1 i=1

minimal wird.
Es gibt Alternativen, z.B.

o Minimiere A := > |A].
o Minimiere Ay = maxj’ ||

Diese sind aber zum Beispiel nicht differenzierbar.

6.2 Lineare Ausgleichsprobleme
Wir nehmen zunéchst an, dass ¢ linear sei in x1, ..., %y, also

etz ... xn) = ar(t)zr + az(t)ze + az(t)zs + ... + an(t)zn

mit Funktionen aq,...,a, : R — R.
Dann ist
m
A2 =3 1b = (ar(t)zn + ... + an(t)zn)] = [|b — Az|[3
=1
mit

A c Rmxn’ A’L] — a](tl) €Tr = (:L‘l’ e ,$n)T & Rn

Geometrisch heifit das: Wir suchen einen Punkt z = Az aus dem Bildraum R(A) von A,
der den kleinsten Abstand zu b hat.

o R(A) ist ein linearer Raum.

o b— Ax steht senkrecht auf R(A).

Satz 6.1 (Deuflhard und Hohmann [4], Satz 3.7). i) Der Vektor x € R™ ist genau
dann Losung von ||b — Az|| — min, falls er die sogenannte Normalengleichung

AT Az = Ab
erfillt.

it) Das Problem ist genau dann eindeutig losbar, wenn Rang A = n, also mazximal ist.
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Beweis. i) Es gilt

|b— Az|| - min < (b— Az, Az’) =0  fiir alle 2’ € R”
— (AT(b— Az),2") =0 fiir alle 2’ € R"
— AT(b—Az)=0
> ATAz = A"b.
ii)
o Es gilt Rang AT A = Rang A.

e Also ist AT A genau dann invertierbar, wenn A den Rang n hat. O

6.2.1 Pseudoinverse

Die Losungen der Normalengleichung lassen sich elegant mittels sogenannter Pseudoin-
versen darstellen.
Betrachte:

|b — Az|| — min

mit A € R™*" m > n.

o Falls A invertierbar ist, dann gilt = A~1'b

e Falls A nicht invertierbar ist, dann 16st  die Normalengleichung

ATAz = AT
« Die Matrix A habe Rang n. Dann ist AT A invertierbar und es folgt
z= (AT A1 ATh.

Definition (Pseudoinverse). Seirank A = n. Dann ist die Pseudoinverse von A definiert
als At := (AT A)~t AT,
Allgemeiner:

Definition. A" is die Matriz aus R"™™, so dass fiir alle b € R" der Vektor x = A™b
die kleinste Losung von ||b — Az|| — min ist.

Satz 6.2. Die Moore-Penrose-Pseudoinverse AT € R™™ ciner Matriz A € R™*™ besitzt
folgende Figenschaften

1. AATA=A
2. ATAAT = AT

3. AT A und AAT sind symmetrisch.
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4. (ANHT=A
5 (AT = (ANHT
Falls A € R™*"™ wollen Rang hat, dann gilt
ATA =1, e R™"

und
AAT = I, € R™*™,

6.3 Das GauB—Newton-Verfahren

Nun zu nichtlinearen Ausgleichsproblemen.
e Seien wieder by, ...,b, € R Messdaten zu Zeitpunkten 1, ..., ty,.

o Sei (-, x1,...,2y,) jetzt eine nichtlineare Modellfunktion, die von n reellen Para-
metern abhéngt.

o Gesucht werden Parameter = (z1,...,2,) € R", so dass das Residuum
m
IF@)? =3 (bi = ¢(ti, o1, )
i=1

(lokal) minimal wird.

Der Bequemlichkeit halber definieren wir

o(x) = S IF@)I3
Hinreichende Kriterien fiir einen lokalen Minimierer sind
g (x*) =0, g"(x*) positiv definit.
Idee. Benutze ein Newton-Verfahren fir die Gleichung
0=g(z) = F'(z2)TF(z) =: G(z), G:R" - R".
Eine Newton-Korrektur Axz* fiir diese Gleichung 16st:
G (2P Axk = —G(2¥) Yk =0,1,2,...

Ausrechnen
G'(z) = F'(z)TF'(z) + F"(z)T F(x).

G’ is unter den gemachten Annahmen in der Nihe von z* positiv definit, also invertierbar.
(In z* selbst ist G’(x*) = ¢g”(x*) nach Annahme pos. def. Weil g nach Annahme C? ist
gilt die pos.Def.heit auch in der Néahe von z*.)

Wir haben ein Problem: F” wird benoétigt, dies ist ein Tensor dritter Ordnung.
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— Ausrechnen davon kann beschwerlich sein.
— Ausrechnen davon kann teuer sein, denn F” hat n® Eintrige.

— Konnen wir den 2. Summanden in G’ einfach weglassen?

o Wir erwarten/glauben, dass die Modellfunktion ¢ ,,gut® ist, d.h., dass es Punk-
te/offene Mengen gibt, bei denen || F(x)|? zumindest ,klein“ wird.

¢ Diese Probleme nennt man dann ,,fast kompatible Probleme*.

Wir lassen also den zweiten Summanden in G’ weg und hoffen auf das Beste.

Definition. Das Newton-Verfahren fir die Gleichung G(x) = ohne den zweiten Term
in G' nennt man GauB-Newton- Verfahren.

Es ist kein echtes Newton-Verfahren.
Deswegen bekommt man nicht alle schonen Eigenschaften eines Newton-Verfahrens.

Iterationsvorschrift mit modifizierten G’ lautet:
F'(aMTF' () Ax® = —F' (%) T F(2F) (6.1)
Das ist gerade die Normalengleichung des linearen Ausgleichsproblems
| F(z®) + F'(z%)Az®|| — min .

Wir koénnen ein nichtlineares Ausgleichsproblem l6sen, indem wir eine Folge von linearen
Problemen 16sen.

Mit der Definition der Pseudoinversen erhalten wir
|F(z®) + F'(2®)Az®|| = min = Az® = —F'(aF)TF(2").

Satz 6.3 (Deuflhard und Hohmann [4], Satz 4.15). Sei D C R™ offen und konvex,
F: D — R™, m > n, stetig differenzierbar und F'(x) habe vollen Rang Vx € D. Es
existiere eine Losung x* des dazugehorigen Ausgleichsproblems. F' sei affin-invariant
Lipschitz-stetig, d.h. es gibt ein w > 0 so dass fir alle s € [0, 1]

|F" () *(F'(x + s(y — 2)) = F'(2))]| < swlly —2|*  Va,y e D.
Es gebe eine Konstante k. € [0,1) so, dass
Vo € D: ||F'(z)TF(2")|| < kil — 2.

Diese Bedingung fordert, dass das Problem ,fast kompatibel , also |F(z*)|| klein ist. Sei
weiterhin der Startwert ° € D so, dass

2
0 *
— < —(1 — ky).
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1. Dann konvergiert das Gaufs-Newton- Verfahren gegen x*

2. Die Konvergenzgeschwindigkeit ist

w
28 = 2| < S lla* = 277 + maf|2® — 2. (6.2)

Beweis. Der Beweis ist dem Beweis der Konvergenz Newton-Verfahren sehr &hnlich.

Fir alle x,y € D gilt:

|F@)* [F) - F@) - Py —))| < HF’(x)+ /01 [F(a+ s(y — 2)) - F'(2)] (y — z) ds

< [ |F@ [+ sty =) - @] - ) s

1
< [ swly - alds
0
— Yy — 212
=y -l

Beachte: F'(x)"F'(z) = I,, Vx € D, da F’ vollen Range habe.
Damit erhalt man
o = (oF — o) — F(ab) T F (")
= F'(a®)T F(2%) (aF — 2*) — F/(«®)TF (%) + F' (5T F(a*) — F/ (%) F(2*)
I T— =0
= F'(ab) " [F(a) = F(a¥) = F/(ab) (2" = 2h)] - F/(e") P (2)

<hallak—ar]|

<5 llak—ax|?
— [l = o < (St - o)+ k) ot - o)

Das ist gerade Behauptung 2) zur Konvergenzgeschwindigkeit.
Man erhélt damit die Konvergenz des Verfahrens, falls

g||xk—x*||+/£*<c<1 vk

Nach Voraussetzung:

2
20 — 2| < (1 — k,) < ngO — 2|+ e < 1
w

=C

Nach Induktion ist damit
w
Vkeru“l—fn<(2mk—fn+m)wﬁ—fW<nﬁ—ww
— Vk € N: guxk — || + ks < %on [ —

Das Verfahren konvergiert. O
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Das Verfahren konvergiert nur dann lokal quadratisch, falls x4, = 0, falls also das Problem
kompatibel ist.

Das ist der Preis dafiir, dass wir F” weggelassen haben.
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7 Optimierung

Wir verallgemeinern unser Problem weiter.

Sei f: R™ — R gegeben.

Aufgabe: Finde einen (lokalen) Minimierer von f.

Beispiel. e x1,...,xyn: Designparameter eines Rennautos

(z.B. Hubraum, Reifengrofie, Gewicht, etc.)
f: R™ — R: Hochstgeschwindigkeit des Autos.

Finde Minimierer von — f.

Beispiel (Festkorpermechanik). « Elastisches Objekt 2 C R?

Deformation: ®: Q) — R3

Hyperelastizitit: stabile Zustdnde ® minimieren eine Energie

J: CHQ,R?) = R j((b):/QW(VCD(x))da:.

Diskretisierung: Fiille Q mit Dreiecken bzw. Tetraedern.

Betrachte nur noch Position der Eckpunkte der Dreiecke (Knoten) (n viele).

Aus J: CH(,R3) — R wird f: R3® - R

Stichwort: Finite Elemente

Sei zunéchst f quadratisch mit symmetrischer Matrix A € R™*™:

1
f(z) = ExTA:U — bz +ec

Falls A positiv definit ist, dann existiert genau ein Minimierer z*.

Dieser 16st
Vi) )=0=Az —b < Az =0

Problem zuriickgefiihrt auf lineares Gleichungsystem — schon bekannt.
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7.1 Gradientenartige Verfahren

Sei ab jetzt f nicht quadratisch.

Alle bekannten Verfahren sind iterativ.
Allgemeiner Ansatz: Sei z° € R™ gegeben.
Fiir k = 1,2, ...

o Wihle eine Richtung pr € R"
e Wahle eine Schrittweite ¢, € R
e Setze zFtl = 2F + t1pp.
Hoffnung:
1. (z3) konvergiert gegen einen Minimierer von f fiir moglichst viele Startwerte zV.
2. Die Konvergenz ist schnell.
Héngt ab von:
a) geschickter Wahl der Suchrichtungen py,
b) geschickter Wahl der Schrittweiten t.
In den allermeisten Féillen will man Abstiegsverfahren, d.h. es soll gelten
Fa™*h) < f(a)

fiir alle & € N, mit Gleichheit nur wenn ¥ Minimierer ist.

7.1.1 Schrittweiten

Sei ¥ € R™ und eine Abstiegsrichtung pj, gegeben.
Wie sollte man ein ,, gutes t wihlen?
Dilemma:

e 1 muss sorgfiltig gewdhlt werden, um moglichst viel Energiereduktion zu erhalten.
e Die Wahl von t; selbst darf nicht zu aufwandig sein.
Idealerweise: Wahle ¢, als globalen Minimierer von
0: R = R, t— f(z* +tpp), (exakte Liniensuche)

aber das ist i.A. viel zu teuer.
Stattdessen: inexakte Liniensuche

¢ Gegeben eine Folge von moglichen Schrittweiten.
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o Wihle die erste Schrittweite, die einer gewissen Bedingung geniigt.

Hoffnung: mit deutlich weniger Aufwand eine Schrittweise zu finden, die fast genauso gut
ist.

Diese Methode ist der Dampfungsstrategie im geddmpften Newton-Verfahren sehr dhnlich.
Aber:

o Dort wusste man, dass t; € (0, 1] sein muss und dass ¢, = 1 gewisse Vorteile bietet.
e Dieses Wissen hat man hier nicht.

Die einfachste Bedingung an die Schrittweite ist
o Wihle t;, so, dass f(xF + tgpy) < f(2) fiir alle k € N.

Das reicht nicht: betrachet beispielsweise die Funktion f(z) = 22 — 1.

Missing
figure

Wir brauchen hinreichenden Abstieg.

Die Wolfe-Bedingungen

a) Armijo-Regel: Fordere Reduktion, die linear ist in der Schrittweite ¢; und der Rich-
tungsableitung

i d

k _ T
dp_%f(x + tpk) tZO—Vf(:v) Dk

Das bedeutet

f@ +tpr) < f@P) + etV (@) o, e €(0,1) (7.1)

Auch diese Bedingung wird in der Literatur Armijo-Regel genannt -

Missing

figure
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Achtung: Die Armijo-Regel alleine reicht nicht aus. Eie Schrittweiten kénnen unnétig
klein werden.

Um das zu vermeiden fordern wir:
b) Kriimmungsbedingung:

@/(t) > CQ@/(O) Cy € (Cl, 1)

——
<0
oder auch
Vf (@ + tpr) o > 2V f(2")py, (7.2)
Idee:

o Falls ©'(t) stark negativ ist, bekomme ich mehr Abstieg, wenn ich ¢ vergrofiere.

o Falls ©'(t) positiv oder nur wenig negativ ist, dann lohnt es sich nicht/kaum, ¢
zu vergrofern.

(7.1) & (7.2) heiflen zusammen Wolfe-Bedingungen.

Satz 7.1 (Nocedal und Wright [14], Lemma 3.1). Sei f: R™ — R stetig differenzierbar und
von unten bschrankt Sei py, Abstiegsrichtung in %, Fir alle cl,o ERmMit0 <y <y <1
existieren Intervalle von Schrittweiten t fiir die die Wolfe-Bedingungen gelten.

Beweis. o $(t) = f(xF + tpy) ist von unten beschrinkt.
o+ Da p; Abstiegsrichtung = Vf(2*)Tp, < 0.
o Deshalb ist £(t) = f(a*) + te; V f(2F)Tpy fiir t > 0 nicht von unten beschrinkt.

o f ist stetig: 3 ein kleinstes ¢’ > 0 mit

Fa* + ) = f2*) + eV f(") pye
o Also gilt die Armijo-Bedingung fiir alle t < t'.
o Mittelwertsatz: 3t” € (0,t') so dass

F@* +tpr) — f(@¥) =tV (@ + t"pr) " p-

=t'c1 V f(zk)Tpy

o Teile durch ¢':

ViaE + ") o = a1 V) pr > V() g
R
c2 <

o t" erfiillt auch Bedingung ((7.2)). O
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7.1.2 Suchrichtungen

Wie wéhlt man die Suchrichtungen p;?
Eine scheinbar verniinftige Idee:
Wihle py als Richtung des steilsten Abstiegs von f in z* (engl.: steepest descent).

Richtungsableitung:

df d
dp Ef(m—kozp)

a=0

Definition. Die Richtung des steilsten Abstiegs von f in x ist der Minimierer von o
p

beziiglich p unter der Nebenbedingung ||p|| = 1.

Lemma 7.1. Der Minimierer ist

IVF (@)l
Beweis. Sei 0 der Winkel zwischen p und V f(z).
e Dann ist o
= =p' V(@) = pllIVf(@)llcos® = |V f(z)| cos
e Minimal, wenn cosf = -1 — O =n
v
p= -3 0
IVFI

Das Gradientenverfahren wirkt verniinftig, kann aber sehr langsam sein.

Beispiel. Sei

01

——
=ZA

f:R? SR, x»—)mT<€ 0>x

mit € > 0 klein.
Bemerkung. Das Problem ist schlecht konditioniert.
Man kann die optimale Schrittweite mit vertretbarem Aufwand berechnen:
o VNI
" V) TAV f(aF)

Und dennoch:

Missing
figure
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Viele Algorithmen verwenden deshalb andere Suchrichtungen.

Man will aber héufig, dass die Richtungen pj wenigstens dhnlich dem steilsten Abstieg
sind (engl.: gradient-related), die also zumindest ungefihr in Richtung —V f(2*) zeigen.
Denn dann kann man Konvergenz beweisen.

Definiere 6 als Winkel zwischen py und —V f(z¥)

—V f (") py
IV F@R)| - lpwll

Satz 7.2 (Nocedal und Wright [14], Satz 3.2). Gegeben sei ein Verfahren

cosf;, =

xk+1 - xk + tkplm

wobei pr immer Absiegsrichtung ist und ti immer die Wolfe-Bedingung erfiillt. Sei
f: R™ — R von unten beschrinkt und stetig differenzierbar. Der Gradient V f sei Lipschitz-
stetig mit Konstante L. Dann folgt

Z cos® O | V£ (zF)|? < oo.
k=0

Konsequenzen:
o Es gilt
lim cos? 0, ||V f(z*)||> = 0.
k—o00
o Falls p; so gewahlt ist, dass 6, von 90° weg beschrinkt ist, dann

36 > 0: cosf, > >0

fiir alle £ € N. Also gilt
lim |V £ (2% | = 0.

o Das Verfahren konvergiert also gegen einen stationiren Punkt, wenn die Suchrich-
tungen nicht ,zu senkrecht“ auf —V f(z*) stehen.

e Insbesondere ,konvergiert“ das Gradientenverfahren gegen einen stationdren Punkt,
wenn die Schrittweite immer die Wolfe-Bedingung erfiillt.

o Konvergenz gegen stationidre Punkte, nicht gegen Minimierer!
e Mehr ist mit den oben genannten Annahmen nicht zu erreichen.

o Konvergenz gegen Minimierer nur mit zuséitzlichen Annahmen an die py

(Kriimmung, d.h. Information iiber V2 f)
e Das ist natirlich teurer.

Beachte: Stationdre Punkte (aufler Minimierer) sind instabil!
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e Sei z* ein Sattelpunkt und (2*) mit ¥ — z* durch das Liniensuchverfahren erzeugt.
o Dann ist f(z¥) > f(2*) fiir alle k € N.

o Tatsiichlich aber treten Rundungsfehler auf: Wenn x* schon sehr nah an z* ist,
kann eventuell gelten

Fa* ) = f(a")

aber
f(gerundet(zl:’”rl ) < f(z¥).

e Danach kann die Folge nicht mehr gegen x* konvergieren.
Beweis von Satz[7.2. Die Wolfe-Bedingungen sind:
8) F(@*1) < F(¥) + exty V (a*)Tpy (Armijo)
b) V(2" Tp, > oV f(2®)Tpy, (Kriitmmung)

Subtrahiere V f(x*)Tp; von b)

T
(V) = VFEN) i > (2 = )V Ty
V f ist Lipschitz-stetig, deshalb gilt
<||vr@Et) = vrE)|| el

Lk Pk

—_——~
< Lz — 2| -||pg|| = Ltx||pr||®

(V) = V1) b

Zusammen
tiL [lpell* > (V£ = V(@) pr > (c2 — D)V (@)
-1 V f(a*) Ty,
L [l

Einsetzen in Armijo-Bedingung:

FE@F) < f(@¥) + ety f(2M) Ty

= lp =

<0
< ok e — 1 (Vf(aF)py)?
SIE AT TP
. k I —c (Vf(xk)Tpk)z k
SRR A P 7 C I A

=:c
=cos? 0y,

= f(z*) — ¢ cos Oy, - |V £ (2F)| %
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Rekursives Einsetzen
k: .
F@M) < f@®) = e cos® ]|V ()|
=0
beziehungsweise

k
zjcos2 HjHVf(xj)HQ < %(f(xn) - f(mkﬂ))-

§=0
e Rechte Seite ist nach oben beschrankt, da f nach unten beschrénkt ist.
o Partialsummen sind also beschriankt, aulerdem monoton steigend:
k
= kli_}rgo;)cosg 0,V f(x7)]? < oo. O
7.1.3 Das Gradientenverfahren

Gegeben z¥ € R".
Fir k=0,1,2,...
P =gk — 4,V f(2").

Verfahren konvergiert global, falls die ¢;, die Wolfe-Bedingungen erfiillen.
Aber: Konvergenz kann sehr langsam sein.

Das zeigen wir jetzt ordentlicher:

Satz 7.3 (Nocedal und Wright [14], Satz 3.3). Sei f quadratisch, also

f(z) = %xTAx —bvlx

mit symmetrischer, positiv definiter Matrix A.

o FExakte Liniensuche

VNV
© T V(M TAV(2F)
o Energie-Norm ||z||% = 2T Ax.
Dann gilt fiir den k + 1-ten Fehler
An — A
L < 2n Ly, k%
o+t = a4 < 2 e - o

mit 0 < A\ < ... <\, den Figenwerten von A.
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Beachte: Die Konvergenz ist umso besser, je ndher die Eigenwerte beieinander liegen

Beachte (k(A) ist die Kondition von A):

An — A1 %‘f -1 k(4) -1 1 fiir k(A) — oo,
= = %
Antd 241 k(A)+1 0 fiir k(A) — 1.
Fiir nichtquadratische f gilt folgendes Resultat.

Satz 7.4 (Nocedal und Wright , Satz 3.4). Sei f: R" — R zweimal stetig differen-
zierbar. Angenommen, die Iterierten z* des Gradientenverfahrens konvergieren zu einem
x*, wo V2f(x*) positiv definit ist. Sei auferdem

An— A1 )
€ 1
" <>\n + /\1
wobei 0 < A1 < ... < N\, die Eigenwerte von V2 f(z*) sind. Dann gilt

FEMY — f@*) < r2(f(*) — f(27)

fir alle k grof3 genug.

7.2 Das Newton-Verfahren
e Sei zF € R™.
« Approximiere f um z* durch ein quadratisches Modell
(e +p) = ) + VI T+ TV,
o Falls V2 f(2*) positiv definit ist, hat my, einen eindeutigen Minimierer
pe==V2f(@") IV (")

Im Prinzip liegt das bekannte Newton-Verfahren fiir die Optimalitdtsbedingung F(x) :=
Vf(z) =0 vor.

Aber Abstiegsrichtungen erhilt man nur, falls VF(z) = V2 f(z) positiv definit ist.

Missing

figure

‘Wir wissen schon:

91



Prof. Dr. O. Sander Numerik Mathematik

e Das ungeddmpfte Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch, also viel schneller
als das Gradientenverfahren.

o Insbesondere gibt es eine besondere Schrittweite: zumindest in der N&he einer
Losung ist ¢ = 1 eine gute Wahl.

o Weiterer Vorteil bei Optimierungsproblemen: Anders als VF fiir beliebige Vektor-
funktionen ist V2F auf jeden Fall symmetrisch.

Falls V2 f(z*) nicht positiv definit ist, dann ... miissen wir tricksen:

o Ersetze V2 f(2*) durch eine dhnliche Matrix, die symmetrisch und positiv definit
ist.

» Addiere Vielfaches der Identitdt (Einheitsmatrix)

e Modifizierte Cholesky-Zerlegung

7.2.1 Konvergenzeigenschaften des Newton-Verfahrens

Wir hatten gesehen, dass ein allgemeines Liniensuchverfahren konvergiert, falls ein o > 0
existiert, so dass

—Vf(@¥)Tpy, S VE € N
IV FE] - Tpell =° e

Lemma 7.2 (Ubung). Sei M € R eine obere Schranke der Kondition von V2f, also

cos by, :=

RV = IV - IV2FH <M VkeN.
Dann gilt cos 0 > ﬁ

Es folgt: Das Newton-Verfahren konvergiert, falls die Folge der V2f(x*) beschriankte
Kondition hat.

Satz 7.5 (Nocedal und Wright [14], Satz 3.5). Sei f: R™ — R zweimal stetig differenzier-
bar und z* € R™ mit Vf(2*) = 0 und V2 f(x*) positiv definit. Sei V2f Lipschitz-stetig in
einer Umgebung von z*, (z*) die Newton-Folge 2*+1 = 2% — V2 f(2®)~'V f(2*). Falls 2°
hinreichend nah an x* liegt

a) konvergiert die Folge gegen x*.
b) Die Konvergenz ist lokal quadratisch.
¢) Die Folge (|Vf(2*)|)ken konvergiert quadratisch gegen 0.

Beachte: Fiir alle F hinreichend nah an z* erfiillt die Schrittweite ¢, = 1 die Wolfe-
Bedingung.
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7.3 Quasi-Newton-Verfahren

Nachteil des Newton-Verfahrens:
Die Auswertung von V2f kann schwierig/teuer sein.

Quasi-Newton-Verfahren:
o Ersetze V2f(x*) durch eine Approximation B € R™ ™,
e Suchrichtung py = —Bk_1Vf(xk).
e Konstruktion der By:

Idee: Die Folge der Gradienten (V f(z*)); enthélt Information iiber die zweiten Ableitun-

gen von f.
f/(xk—i-l) > f/(xk)” — “f”(a:k+1) > 0.

Formaler: Taylor-Entwicklung

VS +p) = V1) + V@ + [ [T+ sp) - V2] pds

=:R(p)
V[ ist stetig, deshalb gilt fiir das Restglied R
R
IB@ € oflpl) < tim 1P _g
Ilpli=0 Pl
Also folgt
V@) = Vb)) + V2 f (") - (@ = 2b) 4 o(|[27 = 2)).

Seien zF*t1 zF in einer Umgebung von z*, in der V2f , hinreichend“ positiv definit ist.
Dann ist

V2 f(aF) (2 — 2F) = V(@) = V()

=:sk =k

Idee des Quasi-Newton-Verfahrens:
Konstruiere By11 so, dass diese Bedingung erfillt ist:

Bji1s* = ¢ (Sekantengleichung).

Die Sekantengleichung bestimmt By, allerdings nur falls n = 1.
Wir benétigen also zusétzliche Bedingungen.

Weitere Wiinsche:
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e Symmetrie
o DByji1 — By habe niedrigen Rang (spart viel Speicher, falls k < n)

Es existieren viele Varianten.

Die wohl wichtigste Variante ist die BFGS-Formel (nach Broyden, Fletcher, Goldfarb,
Shanno)

Bysi - s BE | ykyi
Bjy1 = By — — .

s;kask ykTsk
Niitzlich:
e Bpy1 — By hat Rang 2
o Alle By sind symmetrisch.
o Alle By, erfiillen die Sekantengleichung.
o Alle By, sind positiv definit, falls auch By positiv definit ist.
Fiir Quasi-Newton-Methoden brauchen wir eine neue Art von Konvergenzgeschwindigkeit.

Definition. Eine Folge (z*) konvergiert superlinear gegen z*, falls

k+1 _ ka

2 _0.

lim —————
e Y —

Satz 7.6 (Nocedal und Wright [14], Satz 3.6). Sei f € C?(R",R). Betrachte die Iteration

= 2F 4t

wobei:

a) py ist Abstiegsrichtung

b) ty erfille die Wolfe-Bedingungen mit ¢ < %

Die Folge (z*) konvergiere gegen ein x* mit Vf(x*) = 0 und V2f(x*) positiv definit.
Falls

k 2 k
Lo VAR + V2l
s I

0,
dann gilt:
i) Die Schrittweite t, = 1 erfullt die Wolfe-Bedingungen fir alle k grof3 genug.

ii) Falls t, = 1 gewdhlt wird fiir alle k groff genug, dann konvergiert (z*) superlinear.

94



Mathematik Numerik Prof. Dr. O. Sander

Was heif3t das fiir Quasi-Newton-Verfahren?
Sei p, = —B; 'V f(zF).
Dann ist die zentrale Bedingung aus Satz
k 2 ¢( .k By — V2 f(zF
IR V2l (B = VPl
k=00 [Pkl k=00 2l
Dabei haben wir benutzt, dass
V(%) = BBy 'V f(z*) = —Bipy.
Das sind gute Nachrichten!

0.

— Es heit namlich NICHT, dass die By, immer bessere Approximationen von V2 f(2*)
werden miissen.

— Sie miissen V2 f(2*) nur entlang der Suchrichtungen immer besser approximieren.

7.4 Trust-Region-Verfahren

Bisher haben wir Liniensuchmethoden behandelt

e Suche erst eine Richtung p; € R™
e Suche dann eine Schrittweite ¢t € R

o Setze ¢! = zF + tipp
Trust-Region-Verfahren wéahlen p; und t; zusammen.

e Sei z¥ die aktuelle Tterierte

« Approximiere f um z* durch ein quadratisches Modell
1
mi(p) = f (") +9"p+ Sp" Bip

mit g, = Vf(z¥), By € R™" ist Approximation von V2f(z"*), zum Beispiel
V2 f(x*) selbst.

Idee: Vertraue my nur in einer Kugel um 2% (der Trust-Region) mit Radius Ay.
Wihle als Korrektur-Schritt

Pr = argminy, <, mi(p)

Wir erhalten den Vorteil, dass p; immer definiert ist, selbst wenn By nicht positiv
definit ist, dafiir aber den Nachteil, dass in jedem Schritt ein Minimierungsproblem mit
Nebenbedingung zu 16sen ist. Wie wdahlt man A ¢ Grundlage: Wie gut hat mj den
Energieverlust ¥ — 2* + p;, prognostiziert? Definiere:

f@*) — f(@* + p)
m(0) — my(pr)
Wiéhle zwei Konstanten 0 < n; <12 < 1,2z.B.n =0,1,170=0,9. Fir k=0,1,2,...

Pk =
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o Setze py = argmin, ., mk(p)
e Berechne gy

e Fall 1: g <m
1) ahtl = gk

2) Apy1 = 30

e Fall 2: ny < g <19
1) b =2k 4 py
o Fall 3: g, > 2
1) oF = 2k 4y,

2) Apy1 =20

7.5 Globale Konvergenz

Definition (Cauchy-Punkt). Der Cauchy-Punkt pf, ist der Minimierer von my, innerhalb
der Trust-Region in Richtung des negativen Gradienten.

pc _ gk T
AL

gkl
wobet

Ay, falls ngBkgk <0
k= min < Ay awll® sonst
) ngBkgk 9
billig

Der Cauchy-Punkt erzeugt Energieabstieg im Modell dhnlich wie der von der Armijo-
Bedingung gefordert.

Lemma 7.3 (Nocedal und Wright [14], Satz 4.3). Fir den Cauchy-Punkt pj, gilt

ey < 1 . Gk
() = m(s) = g el - min { 2y, 120} )
2 || Byl
Satz 7.7. Falls [technische Bedingungen/, und py so gewdhlt wird, dass fiir alle k € N

erfillt ist, dann folgt

lim [|gg|| =0
k—o0
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7.6 Das Hundebein-Verfahren

[dogleg method] Sei By, positiv definit. Der Minimierer von mj ohne Nebenbedingung ist

p? =B, g

Falls pP zulissig ist, also HpBH < A, dann ist p? auch Losung des quadratischen
Minimierungsproblems mit Nebenbedingungen. Sei p*(/A) der Minimierer von my, in der
Trust-Region als Funktion des Radius. Sei A klein im Verhéltnis zu HpBH. Dann ist

der quadratische Term in m(p) = f(z*) + gfp + %pTka eher irrelevant. Dann ist der
Minimierer von my ungefdhr der Cauchy-Punkt

. g
p(A) ~ —A=
9]l

dogleg-Methode: Wéhle py als Minimierer von my, auf dem gelben Pfad unter der Neben-
bedingung |[px| < A

Satz 7.8. Der Vektor p* ist Minimierer von

1
. k T T
min m(p) = f(z") + + B
P2 (p)=f(@@")+g'p 227 kP

<~ |[[p*|| < Ak, und es eine Zahl X > 0 gibt so dass

(B+ M)p* = —g
AMA —p*]]) =0

und (B + ) ist positiv semidefinit.
Berechnungsmethode von Minimierern
Algorithmus. Fir A grofi genug definiere

p(A) = —(B+ )"y

Falls ||p*|| auf dem Rand der Trust-Region liegt, dann verwende das Newton-Verfahren
zu Losen von

lpM = Ak =0
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8 Iterative Losungsverfahren fiir grofB3e,
diinnbesetzte Gleichungssysteme

In manchen Anwendungen stofit man auf Matrizen, die sehr grof3 sind, aber fast aus-
schlieBllich Nullen enthalten.
Solche Matrizen nennt man dinnbesetzt oder dinn (engl. sparse).

8.1 Motivation: Das Poisson-Problem

Sei € eine offene, beschrinkte Menge in R?, und f : Q — R eine gegebene Funktion.
Gesucht wird eine Funktion u : Q — R fir die
Ay Du_u
ox? 0y
u=20 auf dem Rand von .

f auf €,

Solch eine Funktion u beschreibt z. B.
e Temperaturverteilung bei gegebener Warmezufuhr f,
o Elektrostatisches Potential bei gegebener Ladungsdichte f,
o Fliissigkeitsdruck in einem porésen Medium.

Wie findet man so ein u?
Eine Moglichkeit: Finite Differenzen

e Sei g : R — R hinreichend oft stetig differenzierbar.
o Taylorentwicklung um ein z € R:
g(z +h) =g(z) + ¢ ()h + Rest,

also
iy g9l@+h)—g()
g (z) ~ Y

o Ahnlich erhilt man

g//(x) ~ g(xz +h) - Qgh(zx) +g(r — h).
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Das machen wir jetzt fiir die zweiten partiellen Ableitungen.
Sei € der Einfachheit halber das Einheitsquadrat.

A
Y

<< »
<« >

\/ €T
Waihle ein N € N, definiere die Gitterweite h := %, und das Gitter

A
Y
e o o o o
e o o o o
e o o o o
e o o o o
e o o o o
\J €x

Betrachte den Laplace-Operator an einem inneren Gitterpunkt (z;, y;):

62u($lay]) azu(mlay])

A i Yj) =
u(@i, y;) Ox? Oy?
~ h? B2
(@i, yy) = 2w, yp) w1, y) | w(@s, yien) — 2w, yp) + ulTi, yi-1)
- 02 * B2 ‘

Nummeriere die Gitterknoten von links unten nach rechts oben durch.
Seien u;, f; die Werte der Funktionen u bzw. f am i-ten Gitterknoten.
Man erhélt das lineare Gleichungssystem

Au=1>

100



Mathematik

Numerik

Prof. Dr. O. Sander

mit

T I
-I T -I 0

-1 T -1
-1 T

und I der (N — 1) x (N — 1) Einheitsmatrix.

Der Vektor u enthilt die Eintrage (u; ug ...
Gitterpunkten, und b = (f1 fo

Up) der numerischen Losung an den
... fn) enthélt die Werte der Funktion f dort.

Das Gleichungssystem hat die Grofe n = (N — 1)2. Zwar sind es in insgesamt (N + 1)?

Gitterpunkte, aber an allen Gitterpunkten auf dem Rand ist die Losung u durch die

Randbedingung u = 0 festgelegt.

8.1.1 Eigenschaften der Matrizen

GroBe

Die Matrizen aus dem obigen Beispiel knnen sehr grofl werden.

e Fiir jeden Gitterknoten eine Gleichung

Fiir d-dimensionale Gebiete hat man etwa n ~ Vol(Q) - h~¢ Knoten

Je feiner das Gitter, desto praziser die Losung, desto grofler aber auch die Matrix.

Mein Laptop: ca. 8 GB RAM; eine Zahl in doppelter Genauigkeit braucht 8 Byte.

Also hat man Platz fur 1 Milliarde Zahlen.

Aktuelle Hochleistungsrechner: n = 10!,

Wie 16st man diese Gleichungssysteme? Direkte Verfahren wie Gauf-Elimination oder

Cholesky-Zerlegung sind i.A. zu teuer.
Erinnerung: GauB-Elimination braucht O(n3) Rechenoperationen!

Diinnbesetztheit

Sei 7 ein innerer Knoten im Gitter fiir das Poisson-Problem.

Die Gleichung fiir u; ist

du; — ui—1 — Uit1 — Ui (N41) — Uit N+1 = [i-

Die i-te Zeile von A enthélt also nur 5 Eintrdge, der Rest ist Null.

Allgemein: Die Anzahl der Nicht-Null-Eintrage pro Zeile ist durch eine kleine

Konstante beschrankt.
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o Die Matrix enthilt also nur O(n) Eintrége

e Wendet man das Gauf3-Verfahren auf solch eine Matrix an, so entstehen bei den Zwi-

schenschritten in der Matrix eine betrachtliche Anzahl von zusétzlichen Eintragen
(,fill-in“).

e Das GaufB3-Verfahren ist deshalb nicht nur zu langsam, es braucht auch zu viel
Speicher.

Konsequenz: Wir brauchen Algorithmen und Datenstrukturen, die die Diinnbesetztheit
ausnutzen.

Beispiel: Matrix—Vektor-Multiplikation v = Aw.

1. Naiv:
1 for alle Zeilen i do
2 v, = 0
for alle Spalten j do
‘ V; = V; + Aijwj
end

[=2 <L B N

end
Das braucht O(n?) Operationen.

2. Pseudo-schlau:

1 for alle Zeilen i do
2 V; = 0
3 for alle Spalten j do
4 if Aij 75 0 then
5 ‘ V; = V; + Aijwj
6 end
7 end
8

end
Das braucht ebenfalls O(n?) Operationen!

3. Wirklich schlau:
1 for alle Zeilen ¢ do
2 v; =0

3 for alle Spalten j in denen A;; # 0 do
4 V; = v; + Aijwj

5 end

6 end

Das braucht nur O(#Nichtnulleintrdge) Operationen.

Besondere Forschungsrichtung: direkte Sparse-Verfahren (Das machen wir in Kapitel @)
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8.2 Lineare iterative Verfahren
Dieses Kapitel ist weitestgehend dem Buch von Dahmen und Reusken [2] entnommen.

Sei A € R™™™ nichtsingular, grof§ und diinnbesetzt und b € R". Finde x € R" so, dass
Ax =10
(z* sei von nun an die Losung).
Idee der iterativen Verfahren:
1. Wihle eine Startiterierte 20 € R™.

2. Berechne daraus eine Iterierte 2! € R™. ! ist zwar nicht die Losung, aber hoffentlich
,naher dran“ als 2.

3. Wiederhole 2) so lange, bis ausreichend Genauigkeit erreicht ist.

Man erhélt eine Folge z°, 2!, 2, ..., die (hoffentlich) gegen z* konvergiert.

Es gibt sehr viele Ansétze fiir 2). Ein paar werden wir jetzt betrachten.

Folgende Idee fithrt auf eine ganze Klasse von Verfahren: Das Residuum b — Ax ist eine
Art Fehler. Dann ist
af = ok b — AP

vielleicht niher an z* als 2*.
Formaler: Schreibe Az = b als Fixpunktgleichung

x=x+C(b— Ax)
mit C' € R™™ nichtsingulér. Setze
¢: R" —» R", x—z+C(b— Azx).

Die Losung x* ist Fixpunkt von .
Dafiir machen wir jetzt eine Fixpunktiteration:

"= @(2F) = 28 + O(b — Azk) = (I — CA)zF + O, k=0,1,2,...

8.2.1 Konvergenz

Unter welchen Umstdnden konvergiert dieses Verfahren?

Der Fehler im k-ten Iterationsschritt ist ef = 2% — 2*. Es gilt

Iterationsmatrix

Also gilt
F=(I-CcAkL  VE=0,1,2,... (8.1)
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Definition. Die Matriz I — C' A heifit Iterationsmatrix der Methode.

Die Fehlerfortpflanzung (8.1)) ist linear, deshalb werden solche Verfahren lineare Verfahren
genannt.

Fiir die Konvergenz gilt der folgende wichtige Satz.

Satz 8.1. Sei p(I — CA) der Spektralradius von I — C'A. Das Verfahren konvergiert fiir
jeden Startwert 2° € R gegen die Losung von Ax = b genau dann, wenn p(I — CA) < 1.

Beweis. Wir beweisen nur den einfachen, aber wichtigen Fall, dass I — C'A symmetrisch
positiv-definit (s.p.d.) ist.
Erstens: Aus p < 1 folgt Konvergenz.

e I — CA ist symmetrisch und positiv definit, also diagonalisierbar. Das heif}t es
existiert eine nichtsingulare Matrix T so dass

A1 0
A2
T=YI - CAT = ‘ =D,
0 An
wobei A1, Ao, ..., A, die Eigenwerte von I — C'A sind.
e eF=(I—CAFO = (TDT1)* e = TDFT1e0.

o Schiitze e* in einer Norm ab, z.B. der | - ||o-Norm

le¥]l2 = |TD*T el
<|ITlz - [1D*l2 - |17~z
<|ITllo - T2 - max N[
i=1,...,n

=p(I-CA)
o Dieser Term geht gegen 0, wenn p(I — CA) = max; |A;| < 1 ist.
Zeige jetzt: Aus Konvergenz folgt p < 1
e Angenommen |\;| > 1 fiir ein j, und |\;| = p(I — CA).
e Sei v ein zu A\; gehorender Eigenvektor.
« Wihle als Startwert 2z = 2* + v, also e’ = v.
e Dann folgt
le¥]l2 = I(I = CAY*e |2 = [[(1 = CA)* v]l2 = [N\ [lvll2 = [|€°)l2
fiir alle k.
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— Das Verfahren konvergiert nicht.

In allen endlich-dimensionalen Vektorrdumen sind alle Normen dquivalent. Deshalb dndert
sich das Resultat auch nicht, wenn man eine andere Norm betrachtet. ]

Der Spektralradius einer Matrix ist nur mit Miihe auszurechnen. Allerdings gilt p(B) <
| B|| fiir jede submultiplikative Matrixnorm.
[Denn: Sei v ein Eigenvektor von B zum Eigenwert A. Dann ist

(All[oll = Ixoll = [|Boll < [IB][[[o]]-

Deshalb gilt |A\| < || B]| fiir alle Eigenwerte A von B.]
Deshalb:

Korollar. Fiir jede Vektornorm ||-|| mit dazugehoriger Operatornorm gilt
Vi =0,1,2,...: ||zF —2*|| < ||T — CA|* - ||=° — 2.

Das Verfahren konvergiert genau dann, wenn ||I — CA|| < 1 fiir eine beliebige Norm gilt.

8.2.2 Konvergenzgeschwindigkeit

Man mochte gerne wissen, wie schnell die Folge 20, 2!, 22, ... gegen z* konvergiert.
k
Fehlerreduktionsrate im k-ten Schritt: H!:_U” und gemittelt iiber die ersten k Schritte
k
of €5 ]
= Pk
1€°]]

Auch die Grofe py, héngt mit p(I — CA) zusammen!
Bewets.

e Sei I — C'A wieder diagonalisierbar

o Eigenvektorbasis: v1,vo, ..., v,

e Nummerierung nach absteigenden Eigenwerten

A= [Aa = = (A

« Stelle den Anfangsfehler ¥ in der Eigenvektorbasis dar:
n
60 = Z CiU;
i=0

e Sei 0.B.d.A.c; #0
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o Es gilt
n n
ek = (I — CA)k Z CiU; = Z CZ‘)\fUz‘
=1 =1

n
k k
= cl)\lvl + E Ci)\z‘ Vi
=2

=X | v+ a 1) v
=2 1
=ry

= )\’f(clvl + 7).

e Es gilt ¢; # 0 und /’\\—; <1 = 3 Konstanten ¢uin, Cmax (unabhéngig von k),
sodass
0 < emin < ||Cl'Ul + Tk” < Cmax
e Deshalb:
ek Atlllervr + g 3 k
[[€°]] || €9]| %

Wie viele Schritte braucht man, um den Fehler um den Faktor % R 5715 2u reduzieren?

le*] 1 L1
N Te N—lnpk

o Interpretiere — In p* als Konvergenzgeschwindigkeit.

o Asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit:
“In(p(I - CA))
o Fiir grofle k ist p(I — C'A) in etwa die gemittelte Fehlerreduktionsrate.

8.2.3 Die Wahl von C

Wie soll man die Matrix C' wahlen?
Ziel: p(I — CA) soll moglichst klein sein.

o Ideal wire C = A~! = p(I — CA) = 0. Das Verfahren konvergiert dann in einem
Schritt

et =204+ A7 b — A2®) = A7b = 2.
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e Die Durchfiithrung dieses Schrittes wére aber sehr teuer. Es muss das LGS
Azt — 2% = b — Az°
gelost werden.
Wir haben somit nichts gewonnen. Es ergibt sich folgendes Dilemma:

1. C soll A~! moglichst gut approximieren

2. Die Operation y — Cy soll moglichst billig sein

Beachte: Die Matrix C' wird nie explizit ausgerechnet!

8.2.4 Das Jacobi-Verfahren
Wir nehmen im Folgenden an, dass a;; # 0 fir allei =1,...,n.

Betrachte das lineare Gleichungssystem:

1121 + a1222 + . .. + 1Ty = b1

a1221 + a22%2 + . .. + A2mTm = bo

Idee: Lose i-te Zeile nach z; auf fir i = 1,...,n.
1

r1 = — (bl — a122 — ... — aln:vn)
a1
1
Tr9 = — (bg — a1y — ... — agnl‘n)
a22

Mache daraus ein iteratives Verfahren:

k+1 1 k k
$1+ = — (b1 — Q129 — ... — a1n$n)
aii
k+1 1 k k
:c2+ = — (bg —anx] —...— agna:n)
a2
Firi=1,...,n
1
k+1 _ k k k k k
x; = P~ (bi — Q] — @Ty — ... — Qi 1T — Q1T — . — ama:n) )
(X3

Oder, kompakter

1 n
ViE{l,Q,...,n}: xf“z(bi—z:aijxf)
Qi =
J#i
Beachte:
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e Die Rechnungen fiir die verschiedenen i sind voneinander unabhidngig = leicht
zu parallelisieren.

e In der Praxis gilt die Summe natiirlich nur iiber die Eintridge der i-ten Zeile von A,

die # 0 sind.

Darstellung als lineares Verfahren

Sei D := diag (a1, ..., any) € R™ ™. Die Iterationsvorschrift lasst sich schreiben als

2" = D71 (b — (A — D)a¥)
=D ' — D YA - D)k
=D ' — D' Az¥ 4+ 2F
=2 + Db — AzF)

— lineares Verfahren mit C = DL

Alternative Formulierung
e Sei —L die Matrix aller Eintrdge von A unterhalb der Diagonalen
e Sei —U die Matrix aller Eintrdge von A oberhalb der Diagonalen
e AlsoA=D-L-U
o Jacobi-Iteration:

Dzt = (L+ U2 +b

Konvergenz

Wir wenden das bekannte Konvergenzkriterium an:
Satz 8.2. Das Jacobi Verfahren konvergiert genau dann, wenn p (I — DflA) < 1.

Leider gilt diese Bedingung nicht immer.

Beispiel. Folgende Situation:

(12 o, [0 2
A_<2 l>:»f D A_<2 0)

A1,2 = £2 sind Eigenwerte

+1
V12 = ( 1 ) sind Eigenvektoren

= p (I + D 'A) =2 > 1. Das Verfahren konvergiert also nicht.

Es gibt schwéichere Kriterien, die aber einfacher zu handhaben sind.
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Definition. A € R™*" heifit irreduzibel, falls es keine Permutationen der Zeilen und
Spalten gibt, so dass A die Form
A A
0 Ay

bekommt, wobei Ay € RF** 1 <k < n (quadratisch) ist.
A heifst diagonaldominant, falls |a;| > 37, 4lai;| firi=1,...,n mit strikter Ungleichheit
fiir mindestens ein 1.

Satz 8.3. Das Jacobi- Verfahren konvergiert, falls mindestens eine der folgenden Bedin-
gungen gilt:

o A ist symmetrisch positiv definit, und 2D — A ist auch symmetrisch positiv definit.

o A ist irreduzibel und diagonaldominant.

Anwendung auf das Poissonproblem

Die folgende Rechnung stammt aus Dahmen und Reusken [2, Beispiel 13.10].

Sei A die Matrix des Poisson-Problems. Gleichungssystem:

1
5z (g = Uizt = Uig1j = Uig-1 — Uig+1) = fie

Jacobi-Verfahren: D = 4h=21.
Wir versuchen jetzt, den Spektralradius von I — CA = I — D~ A abzuschiitzen.
Dazu benutzen wir den Rayleigh-Quotienten

xL Ax

R(A7 x) = W

Fiir symmetrische A gilt Apin(A4) < R(A,x) < Apax(A), und diese Schranken werden
angenommen, wenn = entsprechende Eigenvektoren sind.

Damit
T -1
I-D A
p(I — D7'A) = sup il 5 Ik
2£0 ||
2T D ' Ax
=sup|l — ——5—
20 ]
1,27 Ax
=sup|l ——
wo| 4 [zl

Daraus folgt dass

1
p(I — D71A) = sup {‘1 — ihQ)\‘: A Eigenwert von A}
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Fiir die spezielle Matrix konnen wir die Eigenwerte ausrechnen. Diese sind alle nichtnega-
tiv.
Der grofite Eigenwert von A ist [2, Kapitel 12.3.3]:

8 .2 1
A= ﬁsm (27rh)

p(I —D71A) =1 — 2sin? <;7rh) = cos(mh)

Es folgt, dass

Taylor-Entwicklung:

1
cos(mh)=1-— §7r2h2 +...

Also ist
||ek+1|| zp(I_DflA)%]__}ﬂ_QhQ
[[e¥ | 2

Dieser Ausdruck geht ,quadratisch“ (also ziemlich schnell) gegen 1 wenn h — 0.

Wir wollen ausrechnen, wie viele Iterationen man ungeféhr braucht, um den Anfangsfehler
um einen Faktor R zu reduzieren. D.h., welches k£ soll man wéahlen, um ungefahr

et 1
o] =

=v]

zu er}}Calten?
Da ||||Z°|||| ~ p* erhilt man

k1o 1 —InR —InR 2 R
= —_ = ~ ~ n
%R " lmp(I-D4) 1n (1= fen2) ~ w2

dalnz~ (x—1) — F(z—1)% + ... ist.

Fiir ein doppelt so feines Gitter braucht man viermal so viele Iterationen (und diese sind
nattirlich auch noch teurer.).

Also ist dies kein so gutes Verfahren.

8.2.5 Das GauB-Seidel-Verfahren
e Carl-Friedrich Gauf

e Philipp Ludwig von Seidel, 1821-1896, Mathematiker, Optiker, Astronom

Betrachte noch einmal die Jacobi-Rechenvorschrift:

k1 L k K k k k
Z; = ? (bz — Q51T — Q2T — ... T A4 i—1T5_1 — CL7;7Z'+1{L‘Z~+1 — .. amJTn) .
1
FEigentlich haben wir fiir z1,...,x;_1 schon bessere Werte als x’f, e ,:L‘f_l, namlich
k+1 k41
T,
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GauB3-Seidel-Verfahren:

1
k+1 _ k+1 k+1 k k
Z; = af (bz — Q3177 s T Q1T — ai7¢+1xi+1 — .. amxn)

13
1 i—1 n

_ L ekl ok

= o b2 ayey™ = > ayaj ).
w j=1 j=i+1

:cf“ héngt von xfjll ab = keine Parallelisierung méglich.

GauB-Seidel als lineares Verfahren

Seien D, —L, —U Diagonalteil, linker, rechter Dreiecksteil von A.
" = D7 (b + Lottt + ULP)
Wir ziehen D und L auf die linke Seite
(D — L)a* 't = Uk + b,

k+1

und losen nach z auf

"t = (D - L) 'UF +(D-L)
—zF+ [(D-L)'U-I]+(D-L)""
="+ (D-L) ' U-D+Lz"+(D-L)""
g
=%+ (D — L)' (b — Azh).

= Lineares Verfahren mit C' = (D — L)~1.

Konvergenz
Wir erwarten bessere Konvergenzeigenschaften als fiir das Jacobi-Verfahren.
Und in der Tat:
Satz 8.4. Das Gauf-Seidel-Verfahren konvergiert, wenn
o A symmetrisch und positiv definit ist und/oder

e A irreduzibel und diagonal dominant ist.

Konvergenzgeschwindigkeit
Beispiel. Sei A die Matrix des Poisson-Problems fiir ein quadratisches Gebiet.

e Esgilt p(I — (D — L)"'A) = (p(I — D71 A))2. Das heifit der Spektralradius der
Jacobi-Methode ist das Quadrat des Spektralradius der Gauf-Seidel Methode. Laut
Dahmen und Reusken [2] steht das bei [7].
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e Deshalb
p(I — (D — L)"tA) = cos?(h)
o Taylor-Entwicklung fiir cos?
1 2 1 1
2 3 (1 _ L 2,2 1 _ot 232 1 434 o1 — 72h2
cos? rh ~ (1 o™k +..) =1 2500+ it~ 1 - wh
e Fehlerreduktion .
[e*H ~1—12h2
el

Um den Startfehler um den Faktor R zu reduzieren, braucht man etwa

—InR —InR N InR

~
~

Inp(I —(D—L)~LA) ~ In(1—n2h2) ~ w2h2

Iterationen.
Faustregel: Das Gauf-Seidel-Verfahren braucht nur etwa halb so viele Iterationen wie das
Jacobi-Verfahren.
8.2.6 Abbruchkriterien
Wie viele Iterationen soll man machen?
e Schétzungen wie ,,WQ—IhQ In R“ sind nur fiir wenige Spezialfille bekannt.

Idealerweise iteriert man so lange, bis ||e*|| < K mit K vorgegeben.
Wie sollte man ||e¥|| ausrechnen/abschétzen?

Beliebter Ansatz: Betrachte das Residuum ry, := b — Az*. Es gilt
le¥]l = fla* — a®|| = A7} (b — Az®) | = [| A el < JATH] - [l

Das Residuum schiitzt den Fehler von oben ab, wenn [|A™Y| bekannt ist.
Abbruchbedingung ||rg|| < K ist nicht sinnvoll!
Stattdessen: Breche ab, sobald

7kl

<K
[[oll
Die Idee dahinter ist
le" Il _ AT rull _ llrll
€% [[A=troll  [lroll

Das ist aber nicht wirklich mathematisch zu rechtfertigen.

Ausgefeilterer Ansatz: Um ||e*|| abzuschitzen:
e Berechne m weitere Iterationen,

o Schitze eF durch eFt™ — ek ab.
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8.3 Das Gradientenverfahren

(Auch bekannt als: Verfahren des steilsten Abstiegs, steepest descent, etc.)

Die folgenden Verfahren sind nichtlinear. Das heif3t, dass die Fehlerfortpflanzung von
einem Schritt zum néchsten nicht linear ist.

Der Inhalt dieses Kapitels ist weitestgehend dem Artikel von Shewchuk, An Introduction
to the Conjugate Gradient Method Without the Agonizing Pain [15] entnommen.

Ab jetzt sei A immer symmetrisch und positiv definit. Betrachte die Funktion

1
f:R" -5 R, f(z) = §$TA$ — bx.

Satz 8.5. Die Losung x* von Ax = b ist eindeutiger Minimierer von f.

Beweis. 1. z* ist stationdrer Punkt von f, denn
/ 1 T 1 (%
f(:L‘):§A x+§Ax—b:Aac—b = f'(z*)=0.

2. x* ist Minimierer, denn fiir p # x* ergibt etwas Rechnen

1

fp) = fa*) +5 (0 —a") Alp—a*) > f(a"),

>0

da A positiv definit ist. O

Die Umformulierung des Gleichungssystems Az = b in ein Minimierungsproblem ermdog-
licht ein neue Sichtweise des Problems. Statt Losungen eines Gleichungssystems kénnen
wir jetzt nach Minimierern einer Energie suchen.

8.3.1 Idee des Gradientenverfahrens

k

Idee: Ausgehend von z", mache einen Schritt in Richtung des steilsten Abstieges.

Diese Richtung ist —f’(2*) = b — Az¥ = r;, (das Residuum).
Ein Schritt ist
2* =2k 4 ok, o € R die Schrittlinge. (8.2)

Wie lang soll der Schritt sein?
Liniensuche: Minimiere f entlang der Suchrichtung.
Also

0= fh) = pt )

k+1
T dz™

Ja = f@™ )y,
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Es ist aber f/(z**') = —r 11, und deshalb
0= Tgﬂrk = (b— Az"t )Ty,

= (- A(g;k + akrk))Trk =(b— Al‘k)T Tk — ak(ATk)TTk

——
=T
T
k_ TETk
_— . = T
T A’I"k

Die Berechnung von o besteht also (hauptsichlich) aus einer Matrix-Vektor-Multiplikation.
Jeder Schritt ist orthogonal zu seinem Vorgénger.
8.3.2 Konvergenzanalyse

Zuerst ein einfacher Fall: Sei e* Eigenvektor von A.
Dann ist 7 parallel zum Fehler e*, denn

re=b— Az = Ax* — AP = —Ael = —\eF

mit A Eigenwert von A zu e”.
Dann gilt:
k+1 ko T Tk ko Tk (—xef) =0
e =e ry=e -(=Xe") =0.
ri Ary, F rF A(=AeP)
——
:)\rk

Das Verfahren konvergiert in einem Schritt.
Anschauung: z* liegt auf einer Achse des Ellipsoids.

2 -
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Allgemeiner: e* ist Linearkombination von Eigenvektoren.
Sei {v;} Orthonormalbasis von Eigenvektoren

n
k
e = Z §jvj.
j=1

(Zur Einfachheit lassen wir das k weg.)
Wir erhalten:

rTr = (—Ae)T (- Ae) = (A%:givi)T@Zgjvj)
= (Zizfi)\ivi>T(Z£j)‘jUj> = Z&fﬁ.

Ebenso:

T Ar = Z 5]2)\:;’
J

Der néachste Fehler ist damit

T 242
M= ek ¢ Tk Tk ry, = e” Zj 52 k-
rl Ary, > 5]2)\3’

Beachte: Falls alle A; gleich sind, so sind wir wieder in einem Schritt fertig, da dann
e = —\ek.
Anschauung dazu: Das Funktional ist dann kugelsymmetrisch.

Der folgende Satz beschreibt den allgemeinen Fall. Den Beweis findet man bei Shewchuk
[15].

Satz 8.6 (|15, Kapitel 6]). Sei k die Kondition der Matriz A. Dann gilt nach k Schritten
des Gradientenverfahrens

k—1
1

k
0
1) 1€,

le¥)la < (

wobet ||-|| 4 die Energienorm ist.

8.4 Das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG)

(Urspriinglich vorgestellt von Hestenes und Stiefel im Jahr 1952 [10])
Wir halten fest:

e Das Gradientenverfahren minimiert haufig mehrfach in dhnliche Richtungen.

Besser wére doch:
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1. n orthogonale Suchrichtungen dy,...,d,
2. Bei jedem Schritt kénnten wir die richtige Schrittweite o bestimmen.

Damit hatten wir die exakte Losung nach n Schritten.

Problem: 2) heiBt gerade: e**! muss senkrecht auf der Suchrichtung dj, stehen.

Bestimme «:
_ d%ek
d{dk

0=dl et = dl (¥ 4 afd)) —= of =

Geht nicht, denn e* ist unbekannt!

Stattdessen: Gute Idee Nr. 1: Wahle stattdessen A-orthogonale Suchrichtungen (auch
konjugierte Suchrichtungen).

k

Bestimme o so, dass dj, und e**! A-orthogonal sind:

df Aeb Tt = dE A(e* + oFdy) =0
d{Aek . d%Tk

k
— = - = .
© T T dTAd, — dT Ad,

Dabei haben wir benutzt dass
rp =b— AzF = A(A71b — 2F) = A(a* — 2F) = — A",
Lemma 8.1. Auch mit A-orthogonalen Suchrichtungen ist man nach n Schritten fertig.

Beweis. Schreibe Anfangsfehler ¢ als Linearkombination der Suchrichtungen
60 = Z 5jdj. (83)
j=1
Gesucht ist eine Formel fiir d;. Multipliziere (8.3]) mit de. Man erhélt

df Ae® =" 6;d} Adj = 6d}, Ady,

j=1
b= dF A dfA( + 1 o'dy)
dl Ady, df Ady
_ dF Aek ok
T Ady,

Bei jedem Schritt wird genau ein Summand aus der Fehlerdarstellung (8.3]) entfernt.
— fertig nach n Schritten, da dann ™ = 0. O
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8.4.1 Das Gram-Schmidt-Verfahren

Wie erzeugt man A-orthogonale Richtungen?

Wir erkldren jetzt, wie man n A-orthogonale Suchrichtungen konstruieren kann. Im
CG-Verfahren passiert das synchron zum eigentlichen Suchen des Minimierers. Es wird
nicht zuerst die Menge der Suchrichtungen konstruiert, und dann erst eine nach der
anderen zur Suche genommen.

e Seien uyq,...,u, linear unabhingige Vektoren.
o Setze:
i—1 T
u; Ad;
di =ui + Y _ Bijd;, Bij = — - (8.4)
= d; Ad,

Funktioniert, aber:
1. Man muss sich alle d; merken — O(n?) Speicherverbrauch

2. Benétigt O(n3) Rechenoperationen. Das ist in etwa so viel wie wie bei Gauf-
Elimination, also zu viel.

8.4.2 Das Verfahren der konjugierten Gradienten
(Eigentlich ein schlechter Name: Es kommen keine konjugierten Gradienten vor.)
Gute Idee Nr. 2: Wihle u; =7 fir i =1,...,n.

e Warum ist das eine gute Idee?

e Geht das iiberhaupt?

« Bilden die 7 eine linear unabhingige Menge?

Bemerkung: Wie kann das gehen? Zum Berechnen der Residuen 7 brauchen wir die
Suchrichtungen, und jetzt sollen wir umgekehrt die Residuen zur Berechnung der Suchrich-
tungen brauchen? Der Trick: Wir berechnen beide abwechselnd. Aus der Startiterierten
20 folgt das erste Residuum. Damit kann die erste Suchrichtung berechnet werden. Damit
berechnen wir ! und damit das zweite Residuum. Damit dann die néichste Richung usw.

Lemma 8.2. leri =0 fir alle | <.

Bewers. Es gilt

i—1 n i—1 n
oS i = 36— 3 by = 36
§=0 j=0 j=0 Jj=t
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Multipliziere beide Seiten mit —leA:
. n
—df Ae’ = =) 6;df Ad;.
j=i
Die linke Seite ist d;fri.

Die rechte Seite ist 0, da die d; A-orthogonal sind. O

Nicht nur ist 7 orthogonal zu allen Suchrichtungen d; mit [ < i, es ist auch senkrecht auf
allen Residuen 7! mit [ < 3! Deshalb bilden die 7 eine linear unabhéngige Menge; das
Gram-Schmidt-Verfahren kann also angewandt werden.

Lemma 8.3. ¢ ist orthogonal zu r! falls | < i.
Beweis. Gram-Schmidt-Formel
-1
d; = 7 + Z Bikdp.
k=0

Multipliziere von rechts mit r’:

=
dir' = (Y Y B dir
—

~——
~ k=0 >
Es folgt
(rHTrt = 0.
Die Residuen r!,...,7" sind linear unabhéingig. O

Es passiert etwas magisches!
Lemma 8.4. Fast alle 3;; verschwinden! Gram-Schmidt wird billig.
Beuweis. o 1Tl = —Aedtl = —A(ed + &ld;) =17 — oI Adj
« Multipliziere von links mit r]
oI (rf Adj) = rlr; — rlrjp
——
=0<itj =0<i#j+l

Wegen Lemma [8.3]ist der Term auf der rechten Seite fast immer Null! Genauer:

é(ri)Tri falls i = j,
ri Adj = ¢ = (r)Tr? falls i = j + 1,
0 sonst.
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e Gram-Schmidt-Koeffizienten:

T .
iNT . 1 (7‘1) rt L

(Z;Ailldj _ @ falls i = j + 1,
' J

Bij = —

0 sonst.

Der Fall 4 = j tritt im Gram-Schmidt-Verfahren nicht auf!

Formel (8.4) reduziert sich:

i—1
Aus d; = u; + Z Bijd; wird di =u; + Bii—1di—1.
j=1

o Fast alle 3;; sind Null!

¢ Deshalb: Einfachere Notation: Schreibe 3(;) statt £; ;1.

(8.5)

e Es werden nicht mehr alle d; ben6tigt, um die nédchste Richtung auszurechnen.

o Speicheraufwand und Rechenzeit geht von O (n?) nach O(n- Anzahl der Eintriige

von A).

Wir kénnen die Darstellung von ;) noch weiter vereinfachen.

.. : alrt . . .. . ..
e Setze zunédchst o' = dTZijcl- in die Definition von f3; ;1 ein. Man erhalt
i i
/3 (Tz‘)TTi
)= o7
@) le_lri—l

o Aus (8.5) folgt

T T T T T
diflri—l =u;_1Ti—1+ Bi—l,z‘—Q difzri—l =U;_1Ti—1 = T;_1Ti—1-

¢ Damit erhalt man

8.4.3 Das komplette Verfahren

e Berechne dy = rg = b— Az,
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e Firk=1,23,...
T
o = ;ka
dy, Adj,
F Lk g ok gk

rRtl = — Azt = — ok Ady

T
Tp1Tk+1

6(k+1) = lerk

di+1 = Tk+1 + B 1) dk

Direkter Loser mit Komplexitédt O(n- Anzahl der Eintrage von A). Einige Fakten zu CG
e Zuerst vorgeschlagen von Magnus Hestenes und Eduard Stiefel im Jahr 1952

o Toll: ein direkter Loser fiir dinnbesetzte lineare GS mit Komplexitdt O(n- Anzahl
der Eintrége von A).

e Funktioniert in der Praxis aber schlecht: Rundungsfehler zerstéren A-Orthogonalitét
der Richtungen, man hat nach n Iterationen also nicht die Losung

o Geriet zwischenzeitlich in Vergessenheit

o FErlebte Revival als iterative Methode

8.4.4 Interpretation als Krylov-Verfahren

CG hat weitere interessante Eigenschaften.
Die Folge der Suchrichtungen dy, dy, ... definiert eine Folge von Rdumen

Dy = span{dp}
D, = span{dp,d }
D2 = Span{d07 d17 d2}

Satz 8.7. Das CG-Verfahren wihlt xy, so aus dem Raum eg + Dy, dass ||ex||a minimal
18t.

[Dies ist auch eine alternative Motivation des Verfahrens.]

Alternative Charakterisierung der Dy

'Dk = Span {do, Ado, A2d0, v ,Akdo}

= span {7"0, Arg, Arg, ..., Akrg} .

120



Mathematik Numerik Prof. Dr. O. Sander

e Solche Rédume heiflen Krylov—RdumeE]
e CG heifit deshalb auch ein ,Krylov-Verfahren*.

e Es gibt noch weitere Krylov-Raum-basierte Verfahren, z.B. BiCGStab, MinRes,
GMRes.

8.4.5 Konvergenz des CG-Verfahren als iterativem Verfahren

Satz 8.8. Fiir alle k =1,...,n hat der Fehler e¥ die Darstellung
k .
el = <I + ijAJ>e0
j=1
wobei die Koeffizienten 1, ..., v, € R von o und By firi=1,...,k abhingen.

Hauptidee:
e CG minimiert ||eg| 4
e Der Ausdruck in der Klammer ist ein Polynom in A, also

e = Py (A)e°

o Interpretation von CG:
1. CG wihlt die Koeflizienten «;, f;)
2. CG konstruiert das Polynom Pj(A)

Wie wirkt Py (A) auf ¢9?

« Schreibe € in orthonormaler Eigenvektor-Basis
n
0
=2 &
j=i

e Daraus folgt

= Zé} (1 + Z%AZ)
= Zgjpk(/\ﬂvj
j=1

'Nach Alexei Nikolajew Krylow, 1863-1945
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e Multiplikation von links mit A

Aej, = Zéij AU

7j=1
lerls = ef (Aey) = (Z&Pk > (Z@P/c A UJ) =& (P (\))* N
j=1
¢ Das CG-Verfahren minimiert also
HekH2 = min 2Pk ;
A Py, Py, (0)= 1 Z A
< min max
o Pk,Pk(O)Z]. /\GU Z fj
H/—/
lle®]1%

Dabei ist o(A) das Spektrum von A, d.h. die Menge aller Eigenwerte.
Die Aufgabe lautet also:

o Finde Polynom Pj mit Py(0) = 1, dessen Werte fiir Eigenwerte A moglichst klein
sind.

Beispiel. A € R?*2 mit 0(A) = {2,7}, also \; =2, o = 7.

Pi(X) Pi()\)
Py(\) =1
' )\ \\\ )\
(A =1- 2\
Pi(X) Pi()\)
)\ \d {4 - ® A
Pa(N) = 403 = A+ 1 PN = 40— fA+1

Schnelle Konvergenz, wenn

e es ein Polynom niedrigen Grades gibt, dass bei allen Eigenwerten von A niedrige
Werte annimmt.
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e Eigenwerte von A in Haufen auftreten

o viele Eigenwerte mehrfach auftreten
Schlimmst-md&glicher Fall:

o Eigenwerte sind gleichverteilt in [Amin, Amax-

o Wenig doppelte Eigenwerte.

Allgemein ist zuwenig tber die Eigenwerte von A bekannt.

Ansatz: Anstelle das Maximum von Pi Uber alle Eigenwerte von A zu minimieren,
minimieren wir das Maximum von P auf ganz [Amin, Amax]-

le* | < min max  (Bp(N)?)%
Py, Py (0):1 AE[AIUinvAmax}

Definition. Das Tschebyshew-Polynom vom Grad i € N ist

Ti(s) = %[(s FVE ) 4+ (s - Va2 - 1],

Satz 8.9. Es gilt
IT:(s)] <1 fir alle s € [—1,1],

und T; ist ,mazimal auferhalb von [—1,1]“ unter allen Polynomen mit dieser Eigenschaft.
Umskalieren:

Lemma 8.5. Das Polynom

>\max _>\min

j’% ( >\max+)\min )

Amax*)\min

Ti()\ _ T (Amax+,\mm—2x)

oszilliert auf [Amin, Amax] zwischen

)\max + )\min ) -1

+T; (
’ )\max - )\min

und erfiillt T;(0) = 1.

Damit konnen wir den Fehler abschétzen:

le*|la < _ min max  [Pe(N)] - [[e”]la
Pk,Pk(O)Zl )\ep‘miny)\max]

< TN - ||€°
—Aepﬂfﬁmﬂ k(A)] - [le7]]a

A Amin )
<7 (i) ey

)\max - )\min
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Da A s.p.d. ist gilt k = k(A) = = i‘\mi’]‘, und deshalb

|)\min| m

K41\
el =7 (S51) el

~<|(7) ()]

Der zweite Summand geht gegen 0 fiir £ — oco. Deshalb
Ji—1\"
k <9 — 11,0
el <2 (Vg ) el

e Vergleiche mit Gradientenverfahren. Dort:

k
k k—1
Jetlla < () efla

[y

—_

N

B

[le®lla

S

e Das ist langsamer als fiir das CG-Verfahren.

o Diese Abschétzung fiir CG ist aber sehr schwach. In vielen Féllen konvergiert das
Verfahren deutlich besser!

8.5 Vorkonditionierung

Die Konvergenzrate von CG (und diversen anderen Verfahren) héngt von der Kondition
von A ab.

8.5.1 Idee der Vorkonditionierung
Waibhle eine Matrix W, die A ,,gut approximiert”, und betrachte das Gleichungssystem

WAz =W 1b.
e Gleiche Losung wie Az = b.
o Bei geschickt gewiithltem W ist k (W™1A) < k(A)

Lose WAz = Wb mit dem CG-Verfahren.

Problem: Das CG-Verfahren kann nur verwendet werden, wenn WA s.p.d. ist,
aber aus W und A s.p.d. folgt nicht, dass WA s.p.d. ist.

Trick: Wahle W s.p.d.
Dann existiert die Cholesky-Zerlegung

W =LLT=LDL"

mit
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e D Diagonalmatrix
e L untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen

e I = LD untere Dreiecksmatrix

Statt Az = b betrachte
LI'ALT T LT =17
=:A = =:b

also ) 3
AZ =b.
Die neue Matrix A ist s.p.d., es gilt sogar:
Satz 8.10. WA und A = LIIALIT haben die gleichen Eigenwerte.
Beweis. Sei v Eigenvektor von W~1A, dann ist LTv Eigenvektor von A zum selben
Eigenwert. O
Da A s.p.d. ist konnen wir CG verwendet werden:
do =7 =b—Ai° = L7 — L7 ALTT7° = L7 (b — Ax®)
Fir k= 1,2,3,...
k_ fkak
O =7 T
P = 3% 4 ok,
T+l = Tk — OékLl_lALl_TJk
B — fg+1fk+1
(k+1) ?:]j;fk
1 = T + ﬁ(k+1)dk
Zu teuer: L1 muss bekannt sein!
Stattdessen: Setze dj, = Ll_Tcik.
Das umgeformte Verfahren ist:
do=LiTdy = LyTL7 (b — Ax®) = Wlrg
Fir k=1,2,3,...
oF — rEW =ty
dl Ady,
oF L kg ok gh
Tk+1 =Tk — OékAdk
erW_lrkH
rEw=1r,

dry1 =W rpn + Bregnydi

Bk+1)
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Mit einem Wort: Wir nehmen ersetzen im normalen CG-Verfahren einfach iiberall r
durch W—1r.
Dieses Verfahren heifit Vorkonditioniertes CG-Verfahren. Es funktioniert gut, wenn

1. k (WLA) klein ist

2. Die Losung von Wz = ry, billig berechnet werden kann.

8.5.2 Unvolistandige Cholesky-Zerlegung (ICH,ILU,...)

Fiir die Wahl von W sind extrem viele verschiedene Moglichkeiten vorgeschlagen worden.
Wir zeigen zwei wichtige Ansétze.

Idee: Die beste Kondition bekdme man natiirlich fiir W = A.

o« Zur Losung von Wz = Az = r;, konnte man die Cholesky-Zerlegung A = LDLT
berechnen.

o Das ist vermutlich keine gute Idee, denn wenn man die Cholesky-Zerlegung dann
hat kann man direkt Ax = b 16sen, und braucht kein CG-Verfahren mehr.

e ... aber ignorieren wir das mal...

e Im Zuge des vorkonditionierten CG-Verfahrens werden immer wieder Gleichungs-
systeme mit der Matrix W gelést. Es kann sich also lohnen ein Zerlegung von W
anzufertigen, denn man kann sie mehrfach anwenden.

e Selbst fiir diinnbesetzte A ist L aber vollbesetzt
=—> Lo&sen mit Cholesky-Zerlegung ist zu teuer und braucht zu viel Speicher.

o Aber es wiirde ja reichen wenn W = A.

Definition. Sei A € R™*" symmetrisch und positiv definit. Fine unvollstindige Cholesky-
Zerlegung von A ist A~ LDL", wobei
e L : normierte untere Dreiecksmatriz

e D : Diagonalmatriz

o Eij =0 falls Aij =0

Vorkonditionierer: W = LDLT
o hiufig: K (W1A) < k(A)

o L ist dimnbesetzt: = LDLT 2% = ry, ist billig zu losen.
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Konstruktion der unvollstandigen Cholesky-Zerlegung

Statt LDLT berechnen wir LR.

Dann ist ndmlich R = DLT mit D = diag R.

Sei A = LR mit L, R Dreiecksmatrizen, L normiert.

Dann ist

n 7 i—1
A = ZLinjk = Z LijRji, = Ly R, + ZLinjk
j=1 j=1 >7 j=1

Damit kann man den Eintrag R;; berechnen:
i—1
Rik:Aik*ZLinJ‘k daLy; =1 1<i<k<n
j=1

Ahnlich:
k—1
Lik:Ri_il(Aik—ZLinjk) 1<k<i<n
j=1

Mit diesen Formeln kann man eine LR-Zerlegung berechnen.

1 input: A € R"*"
2 Setze L=1 € R"*" R=0¢€ R"™*"
g fori=1,2,...,ndo
4 fork=1,...,i—1do
k—1
5 Lix = Ry, (Az'k -> Linjk)
j=1
6 end
for k=14,...,n do
i—1
8 Rir, = A — Y Lij Ry,
j=1
9 end
10 end

Um stattdessen eine unvollstindige LR-Zerlegung zu berechnen lassen wir einfach alle
Eintrége 1, j aus, fiir die 4;; = 0 gilt.
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B W N =

10

input: A € R™*"

Setze L =1 € R"™" R =( € R"*"
fori=1,2,...,ndo
foreach k=1,...,i — 1 with Ajx # 0 do
k—1
Lix = Rl;kl (Aik - Z iZjR]k) Summe nur iber das Muster
j=1
end
foreach k =1i,...,n with A;; # 0 do
i—1
Rip = A — Z INIZ-jRjk Summe nur iiber das Muster
j=1
end

end

Beispiel. Poisson-Problem. CG vs. CG mit ILR-Vorkonditionierer

1 1 1 1
b %] s w0 =0
CG 65 | 130 262 525
20

ILR-CG 40 79 157

Tabelle: Anzahl der Iterationen um das Residuum um den Faktor 1000 zu reduzieren.

Es sind viele Varianten moglich!

8.5.3 Lineare Verfahren als Vorkonditionierer

Erinnerung: Lineares Verfahren

Sei

P = 2P 4 O(b — Az

1. A symmetrisch und positiv definit

2. C so, dass p(I — CA) < 1, d.h. das Verfahren konvergiert.

Wir hatten C' als Approximation von A~! interpretiert.

Idee: Wihle W—1 = C als Vorkonditionierer fiir CG.

Praktische Umsetzung: Fiir CG miissen Ausdriicke der Form z = W17, = Crj, berechnet
werden.

Problem: C' ist i. A. nicht explizit gegeben.

Lésung: Betrachte das lineare Gleichungssystem Az = ry

e Setze 2 =0 e R"
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o Fin Schritt des linearen Verfahrens:

=204 C(ry — Azo) = Cry

Viele lineare Verfahren konnen als Vorkonditionierer verwendet werden!
e 7.B.: Der Jacobi-Vorkonditionierer: C' = diag(A4)~!

e Viele lineare Verfahren werden iiberhaupt nur betrachtet, um als Vorkonditionierer
zu dienen (z. B. Mehrgitterverfahren, Gebietszerlegungsverfahren).

Ein Problem noch: Wie steht es z. B. mit Gaufl—Seidel
C=(D-L)y" 7
« Funktioniert nicht, denn W = C~! = D — L ist nicht symmetrisch.
Stattdessen: Symmetrischer Gauf3—Seidel
o Abwechselnd

— Vorwartsiteration:
ZFTe = 2% + (D — L)1 (b — Az")
— Riickwartsiteration:
Rl gkt (D—R)~'(b— A$k+§)
e Einsetzen:

=2k L [(D— L) + (D= R)™ = (D= R)TTA(D - L) 7] (b — Aa¥)

=C
Dieses C' will man sicher nicht explizit ausrechnen.

e Aber: C7! = W ist s.p.d.!

Auch im linearen Verfahren selbst kann man C' als Vorkonditionierer interpretieren.

e Lineares Gleichungssystem Ax = b

e Richardson-Verfahren
T = 2P 4 (b — AxF)

o Vorkonditionierung: Wéhle ein W als Approximation von A. Betrachte
WAz =w"1

Statt W1 schreibe C:
CAx =Cb

¢ Richardson-Iteration dafir:

b =2k 4 (Cb— CA®) = 2% + C(b — Az¥).
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9 Direkte Losungsverfahren fiir
diinnbesetzte Gleichungssysteme

Problem: Sei A € R"™*", b € R".
Finde z € R", sodass Az = b.
Dabei ist A sehr grof, dafiir aber diinnbesetzt.

Bisher: Iterative Verfahren. Funktionieren, im Prinzip, aber
e konvergieren nicht fiir jede invertiere Matrix A,
o Konvergenzgeschwindigkeit eventuell gering; hangt von der Kondition ab,

o Abbruchkriterien notig, algebraischer Fehler

Alternative: direkte Loser:

o Bestimmen die exakte Losung = nach endlich vielen Schritten (exakte Arithmetik
vorausgesetzt)

¢ Beispiel: Gauf3-Elimination; funktioniert, niitzt aber die Diinnbesetztheit von A
nicht aus. Deshalb:

— Hohe Zeitkomplexitit (O(n?) Schritte)
— Grofler Speicheraufwand
Das Beste beider Welten: Direkte Loser fiir diinn besetzte Gleichungssysteme.
e Varianten von GauB- und Cholesky-Elimination
e teilweise sehr kompliziert
e Zeit- und Speicheraufwand deutlich besser als bei Gauf3-Verfahren
e Werden in der Praxis sehr héufig verwendet.

« Geeignet fiir Systeme bis ca. 10° Unbekannte, danach zu grofier Speicheraufwand

131



Prof. Dr. O. Sander Numerik Mathematik

9.1 Die Multifrontale Methode

Direktes Losungsverfahren fiir diinnbesetzte Matrizen.

o Verfahren nach Duff und Reid [6] (1983)
e Implementiert z.B. in Matlab, Octave, UMFPack
o Wir behandeln nur den Fall das A symmetrisch und positiv definit ist.

e Unsere Darstellung folgt Liu: “The Multifrontal Method for Sparse Matrix Solution:
Theory and Practice”, SIAM Review, 1992 [11]

9.1.1 Cholesky-Zerlegung
Die multifrontale Methode basiert auf der Cholesky-Zerlegung.
Sei A s.p.d. und diinnbesetzt.

Ziel: Berechne die Cholesky-Zerlegung
A=LL", L untere Dreiecksmatrix, Li;>0 Vi=1,...,n.

Wir wiederholen kurz die Cholesky-Zerlegung fiir vollbesetzte Matrizen.
Schreibe dafiir A in Blockform

_(B VT (G-1)x(-1)
A= (V c ) , BeR .

Dann existiert die Zerlegung

A Ls_ O\ (I 0 L Ly'VTY
vyt 1)\o ¢c-vB=lvT )\ 0 I

Dabei ist Lp der Cholesky-Faktor von B.

e Dieser existiert, da B ja s.p.d. ist.

L
Lemma 9.1. Die n x (j — 1)-Matriz (VL€T> besteht aus den ersten j — 1 Spalten
B

von L.
Die Zerlegung lisst sich rekursiv fortsetzen, denn C — VB~V ist ebenfalls s.p.d.

Beweis der Definitheit. Sei u € R*J*1 4 % 0. Dann ist

T
—B lvTy B VT\ (=B 1vTy
ul (C VBV)u< " )(V C)( " >>0. O
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Wenn man j = 2 wahlt erhdlt man

VB 0) (1 0 vB YL
=506 e ) ()

e Hier ist B € R'*! eine Zahl > 0. Wurzel und Division sind also wohldefiniert.

e Da VB und V/ VB billig auszurechnen sind ist also eine Spalte von L billig
auszurechnen.

Wegen Lemma [9.1] gilt

~VB W = (VL") (L5'VT)

j—1 L

:_kz::l : (ij Lm)-

Lnk

Daraus konstruieren wir einen Algorithmus:

1 for alle Spalten j =1,...,n do

2 Definiere
Ajj A\ o1 [(Ljk
Fj:=1: N : (ij Lnk)
An] Ann k=1 Lnk:
3 Faktorisiere
L 0 0 10 0 ng Ly;
fi = g : U; I
L 0 ’ 0
4 end

e In jedem Schritt wird eine weitere Spalte von L bestimmt.

e Die Matrix l~fj ergibt sich aus der Faktorisierung. Sie wird aber bis auf weiteres
nicht weiter verwendet.

Wir wollen diesen Algorithmus jetzt so modifizieren, dass er die Diinnbesetztheit von A
ausnutzt.
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9.1.2 Die Struktur von L

Zunéchst machen wir uns klar, dass man die Struktur von L bestimmen kann, ohne L
selbst bestimmen zu miissen.

Definition. Die Struktur Sx einer Matriz X € R"™ "™ st
SX = {(Z,]) X’L’j 75 0}

e In der tatsédchlichen Umsetzung von Matrixalgorithmen im Computer wird man
statt der ganzen Matrix A nur deren Struktur Sy speichern, sowie die dazugehdrigen
Eintréage.

o Wie genau, dazu gibt es wieder verschiedene Varianten!
Wie sieht die Struktur des Cholesky-Faktors aus?
Satz 9.1. Sei A € R™™" s.p.d. und L der Cholesky-Faktor.
1. Falls i < j und (j,i) € Sa, so ist auch (j,i) € St
2. Fallsi < j <k und (j,i) € St und (k,i) € S, dann ist auch (k,j) € SL.

Damit sind alle Eintrdage von Sp, beschrieben.

Beispiel.
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ J [ )
[ ] e o [ ]
A=|e ° , L=]e °
[ [ ]

[ ] [ ]

e o [ [ ] [ ] [ ] @] [ ] o e

Beweis. Betrachte wieder Darstellung

_ B VT 1x1
A_<V C)’ BeR”* =R.

1. e Da Li; = v/B und B > 0 enthilt Sy, alle Diagonaleintrage.
e Da die erste Spalte von L unterhalb der Diagonalen gleich % ist enthélt Sy,
alle Eintrage von &4 unterhalb der Diagonalen.
2. e Der Algorithmus berechnet die Cholesky-Zerlegung spaltenweise.

e Im i-ten Schritt wird die i-te Spalte von L berechnet. Danach dndert sie sich
nicht mehr.
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Zu faktorisieren ist noch

Fp=F =Ll =A- L] =Ll - =5l
(wobei I; die i-te Spalte von L bezeichne).
e Angenommen, (j,i) € S und (k,i) € St
« Dann sind auch (I;); und (I;);, Struktureintriige (d.h., sie sind ungleich Null).
e Da (LI jx = (1;); - (Ii)x ist dann auch (;I1);;, Struktureintrag.
e Also ist auch (flZ — [,Z;T )jk Struktureintrag.
o Mit 1) folgt die Aussage rekursiv. O
Was passiert wenn (A; — l;Z;T )k zuféllig gerade Null ergibt?
o Entgegen der Definition von S, bezeichnet man (j, k) dann dennoch als Struktur-

eintrag von L.

e Vorteil: Man kann dann die Struktur von L nur anhand der Struktur von A
bestimmen.

e Vermutung: Dieser Fall kommt ohnehin selten vor.

9.1.3 Ausnutzen der Diinnbesetztheit, Teil 1

Wir wollen den Algorithmus jetzt so modifizieren, dass er die Diinnbesetztheit von A
ausnutzt.

Idee: Die j-te Spalte von L héngt nur von der ersten Zeile und Spalte von F} ab.
Modifizierter Algorithmus:

1 for alle Spalten j =1,...,n do

2 Definiere
A]’j e e Ajn
L0 o | ot
Fy:=1 - : (ij Lnk)
: k=1 L
k
Ap; 0 0 !
3 Faktorisiere
1 L, L
Lij; 0 0 0 0 0 6] "
Fy=1": I : ~
Ln; : U; I
0 0
4 end

Aus ﬁj ist eine andere Matrix U. ; geworden.
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e Macht nichts: ﬁj wurde ohnehin nicht weiter verwendet.

Idee: Auch vom zweiten Summanden

j—1 Lk
— Z (ij A Lnk)
k=1 Lnk

ist nur die erste Zeile und Spalte relevant.

Es reicht also, iiber die Spalten & =1,...,j — 1 zu addieren, fiir die L;; # 0 ist.

Neuer Algorithmus:

1 for alle Spalten j =1,...,n do
2 Definiere

Ajj Ajn

L0 0 o1 (R
Fj = ' - | (L Log)
: k=1

Anj 0 o ) Ewro Nk

3 Faktorisiere
10 0\ [Lj; L
i L‘jj 0 0 0 éj "
S ! U; Lo

Lni 0 0

4 end

9.1.4 Graphen- und Baumdarstellung

Die Struktur der Dreiecksmatrix L lésst sich als gerichteter Graph G = (V, E) darstellen
mit V ={1,...,n} und E = {(4,5): (4,7) € S.,i > j}.

Fiir die Beispielmatrix von oben erhélt man:
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A

[ ]
°
[ J
L=1|e °
°
o o o °

Wir kénnen also die letzte Version des Algorithmus umschreiben:

1 for alle Spalten j =1,...,n do
2 Definiere
j—1 L
Fj= ( )— : (ij Lnk)
3 Kante I\i:lk nach j Lnk
Faktorisiere |...]
4 end

Der Eliminierungsbaum

Andererseits ist diese Darstellung teilweise redundant: zwischen zwei Knoten kann es
mehr als einen Weg geben.

Denn: Satz sagt, dass falls es die Kanten (7, j) und (i, k) gibt mit j < k, dann gibt es
auch (7, k).

Entferne Kanten solange, bis jeder Knoten nur noch héchstens einen Nachfolger hat. Und
zwar auf eine bestimmte Art:

Definition. Der Elimiminierungsbaum T(A) von A ist der Baum mit den Knoten
V ={1,...,n} und Kanten

E={(j,p): falls p = min{i > j: (i,j) € Sp}}.
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Anschaulich: p ist die Zeile des ersten Eintrags von L in der j-ten Spalte (unter der
Diagonalen).
Fiir das Beispiel von eben erhélt man:

]

Satz 9.2. Fulls (j, k) € S, dann existiert ein Pfad k ~ j in T(A).

Definition. Ein Knoten i heifst Vorganger von j, falls ein Weg i ~ j in T(A) existiert.
Schreibe T(j) fir die Menge aller Vorginger von j.

Mit dieser Terminologie kénnen wir den Algorithmus nochmals umschreiben:
1 for alle Spalten j =1,...,n do

2 Definiere
j—1 Lk
Fj::(...)f 3 : (ij Lnk)
KT\ \ L,k
3 Faktorisiere |...]
4 end

Die Umkehrung von Satz gilt nicht unbedingt. So ist im Beispiel Knoten 3 Vorgénger
von Knoten 7, der Eintrag (3,7) existiert aber nicht in L. Der Wechsel zum Eliminie-
rungsbaum fiithrt also erstmal wieder iiberfliissige Rechenoperationen ein. Im endgiiltigen
Algorithmus sind die aber wieder verschwunden (s.u.).

9.1.5 Ausnutzen der Diinnbesetztheit, Teil 2

Idee: Jeder Summand in Fj ist fiir sich diinnbesetzt.

Aber: Jeder Summand hat doch vermutlich eine andere Besetzungsstruktur? Die Summe
ist doch vermutlich dann doch relativ dicht?

Nein!

Satz 9.3. Seien i und j Knoten in T(A), sodass ein Pfad i ~ j existiert (also i < j).
Dann sind alle Struktureintrige der i-ten Spalte von L (unterhalb der j-ten Zeile) in der
Struktur der j-ten Spalte enthalten

(k,i) € S, = (k,j) € St (falls k > j und i ~ j).
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Seien also
JT=0<t1 < <y

die Zeilen der Eintrége der j-ten Spalte von L.
Neuer Algorithmus:

1 for alle Spalten j =1,...,n do

2 Definiere
Aioio Aioir
. O 0 ]71 L’iok
Fj = ‘ - : (Liok Luk)
: keT(GINIY \L;
Aiiy O 0 —
=U;
3 Faktorisiere
1 0 ... 0 Liy;i ... Li,
Li,; 0 0 0 8’] i
F=1 :
J : I U, I
Lirs 0 0
4 end

Die Matrizen Fj € RO+DX0+1) und U; € R™" sind jetzt vollbesetzt.
o Fj nennt man j-te Frontal-Matriz
e U; nennt man j-te Teilbaum-Update-Matriz.

e U; nennt man j-te Update-Matriz.

9.1.6 Matrix-Superposition (Der extend-add Operator)

Wir brauchen noch ein Werkzeug zum Arbeiten mit den neuen Matrizen.

o Die aktuelle Definition von F} sagt, dass man den kompletten Teilbaum von T'(A)
in j ablduft und fiir jeden Knoten Matrizen aufstellt.

¢ Das kann immer noch ziemlich teuer sein.

« Hier kommt der Trick: Man kann Fj effizient aus den Update-Matrizen der direkten
Vorgénger zusammenbauen!

e Sei Re R"™" mit r <n,S € RS mit s <n.

o Jede Zeile/Spalte von R und S soll zu einer Zeile/Spalte der gegebenen Matrix A
gehoren
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e Indexmengen: i1 < ... < i, fir R,
1 <...<jsfur S

1) Sei k1 < ... < k; die Vereinigung der beiden Indexmengen

2) Passe R und S an die Indexmenge k1 < ... < k; an, indem Nullzeilen und
Nullspalten eingefiigt werden.

3) Definiere R <}~ S € R™! als Summe der erweiterten Matrizen R, S.

Der Operator <4~ wird in der englischsprachigen Literatur als ,extend-add® bezeichnet.

() =)

Indexmengen {5, 8} bzw. {5,9}.
Dann hat R <3~ S die Indexmenge {5, 8,9}, und

Beispiel.

p q O w 0 «x pt+w q x
R« S=|u v 0|+]0 0 0] = u v 0
0 00 y 0 z Y 0 =z

Damit kann man eine billigere Formel fiir F; finden.

Satz 9.4 (Liu |11, Thm.4.1]). Seien ci,...,cs die direkten Vorginger des Knotens j im
Eliminierungsbaum T(A) von A. Dann ist

Aiio Aioin Aigi,
Airig 4 4 4 4
Fj = . 0 37 Uy <32 Uey, <32 .. 32 U,
Ai g
Zum Beweis braucht man:
Satz 9.5 (Liu, Thm. 3.3). Es gilt
Lk

u=-Y> | : (Lilk Lk)

keT(5) LiT k
Beweis. Umformen der Zerlegung von Fj gibt

Lioj

Fj = (Lioj ce LiTj) + (8 g])
L;,;

Aber Fj und U; unterscheiden sich nur in der ersten Zeile und Spalte.
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Deshalb

[F; ohne erste Zeile und Spalte]
= [U, ohne erste Zeile und Spalte]
Ligk

— [_ Z : (Lio [ Luk) ohne erste Zeile und Spalte}
RETG\IY \L; 4
Liyk Liyj
= — Z (Lzlk e Lzrk) = (Lilj . Lirj) + Uj.
ReTG) \L;, 1 Li,;
Daraus folgt die Behauptung. O

Mit diesem Hilfsresultat kénnen wir Satz [0.4] beweisen.

Beweis von Satz[9.] e F; wird mittels U; definiert:

A A

1010 1011

o Nach Definition ist U; die Menge aller &ufieren Produkte von Spalten in T'[j] \ {;}:

j—1 Liok

Uj = — Z (Liok ce Lirk) .
RTONY \ I,

e Dacy,...,cs die direkten Vorgénger von j im Eliminierungsbaum sind, ist 7[j]\ {j}
einfach die Vereinigung aller Knoten in den Teilbdumen T'[c1], ..., T[cs].

« Wir konnen deshalb U; auch als Summe von dufleren Produkten von Spalten in
Tleci1], ..., T]cs] darstellen.

o Aber nach Satz gilt fiir jeden Teilbaum T'[¢;], (1 <t < s), dass seine Beitriage
zu F}; gerade U,, sind.

o Deshalb sind alle Updates von Spalten in T'[j]\{j} in U,,, ..., U, enthalten. Damit
folgt die Behauptung. O
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9.1.7 Der endgiiltige Algorithmus

Berechne zunachst die Struktur von L.

Danach:
1 for alle Spalten j =1,...,n do
2 Seien 1, ..., 4, die Zeilenindizes der Eintrédge von L,;. Nicht vergessen: ig = j
3 Seien ¢y, ..., cs die direkten Vorgénger von j im Eliminationsbaum 7'(A)
von A.
4 Bilde Frontal-Matrix F; wie in Satz
Aioio Aioil Aioir
Airio 4 4 4 4
Fy = . 0 17 Ue, <32 Ue, <3 = Ue,.
AiT'iO
5 Faktorisiere
Liyi, O 0 10 0\ (Liyi, Lii, L;, i,
F = Li.ﬂo 0 0
: I U; 1
L; i, 0 0
6 Man merke sich Uj, falls notig.

7 end

Das Ergebnis im j-ten Schritt ist also: L;,, . . . , Ls.i, und Uj.

9.1.8 Umsortierungen der Matrix

e Die Matrixspalten werden von 1 bis n behandelt

Die Update-Matrizen werden in eben dieser Reihenfolge erzeugt

Wird eine Matrix U; nicht fiir F;; gebraucht, so muss sie zwischengespeichert
werden.

Das verbraucht Speicher!
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Sei beispielsweise

a e o o a
b ° . b
c ° c
° d ° ° d
A= . e e , L= . e
° o f ° o e f
g e i g
° . e h ° ° e o o |
° 7 ° ° o 1
Eliminierungsbaum:

®)
O,

Zum Beispiel: Fy benutzt nur Uy, d.h. U; und Us miissen temporér zwischengespeichert
werden.

Idee: Sortiere die Zeilen und Spalten von A so um, dass zu jedem Zeitpunkt mdoglichst
wenig Matrizen U; gespeichert werden miissen.

a [ ]
[} g [} [} [ ] g
[ ] [ ]
d . o d
- . R
e o e ¢
° o f ° ° o f
° e o o h o o e o 0o h
° 7 ° e O 1
Eliminierungsbaum:
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OERORRO
ORRONO
D

In diesem Bild bezeichnen die Buchstaben die Spalten der Matrix, und die Zahlen

bezeichnen die Reihenfolge, in der der Algorithmus die Spalten abarbeitet.

Mit dieser Nummerierung konnen die Matrizen U; in einem Stapel (engl.: Stack), einer
bestimmten Datenstruktur gespeichert werden.

Us Us
U3 U4 U4 U4 U7
U, Us Us U, U, U, U, Us

| | NI

Foyny Fasny Ferny Fevy Furny Forny  Fery Foeny  Feen
Geht das immer?

Definition. FEine Ordnung auf der Knotenmenge eines gerichteten Graphen heif$t topo-
logisch, wenn jeder Knoten vor seine Nachfolger einsortiert wird.

Satz 9.6. Sei T'(A) der Eliminierungsbaum einer Matriz A. Jede topologische Ordnung
von T(A) erzeugt eine Umsortierung von A, die den Eliminierungsbaum invariant lisst.

Definition. Eine topologische Ordnung eines Baumes T'(A) heifit Post-Ordnung, wenn
alle Teilbdume konsekutiv durchnummeriert sind.

Die Zahlen 1, ...,9 bilden in unserem Beispiel eine Post-Ordnung: Die Indexmengen jedes
Teilbaums sind konsekutiv.
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10 Numerik von gewohnlichen
Differentialgleichungen

Der Inhalt dieses Kapitels ist groftenteils dem Buch von Deuflhard und Bornemann (3]
entnommen.

Gewohnliche Differentialgleichung;:
b= filbns ), i= 1.
wobei (t,2) € R x R und f;: Q@ — R4, Q C R x R? offen.

e Die Variable t ist hdufig als Zeit interpretierbar, man spricht daher héaufig von
Evolutionsproblemen.

x heifit Zustandsvektor.

e R mit z € R? heiBlt Zustandsraum.

e R x R heiBt erweiterter Zustandsraum.

Beispiele

1. (Radioaktiver Zerfall) Finde z : R — R so dass
¥ =—kz

Achtung: Traditionell verwendet man das gleiche Symbol fiir Zustinde € R¢ und
Funktionen in den Zustandsraum z : R — R%. Nicht verwirren lassen!

2. (Zwei-Massen-Schwinger) d = 4
':El = I3
SC2 = T4
, 1
zy = —(— kiz1 + ka(xg — 21))

m1

1
Ty = m—z(kg(:cl — xg) — k3xa)

Diirfen denn keine héheren Ableitungen vorkommen?
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3. (Zwei-Massen-Schwinger physikalisch).

T > « T2 -

Massen mq, mo, horizontale Positionen x1, x2. Auf eine Masse wirken zwei Arten
von Kréften:

o Trégheitskréfte: m;z;(t)
o Federkrafte: Fir jede Feder Auslenkung x Federkonstante

Mechanisches Prinzip: Alle wirkenden Kréafte addieren sich zu Null.

mlil(t) = —kix1 + kQ(xQ — :L‘l)
maia(t) = ka(x1 — 22) — k3w

Kann auf obiges System erster Ordnung reduziert werden:
e Zusatzliche Variablen x3, x4

e Zusétzliche Gleichungen &1 = x3, T2 = x4

10.1 Anfangswertprobleme

Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen sind normalerweise nicht eindeutig.

Beispiel. Fiir alle ¢ € R 16st 2(t) = ce™* die Gleichung
¥ = —kax.

Deshalb: Zusatzinformation. Schreibe Anfangsbedingung
x(ty) = xo

vor. zg € R? heiflt Anfangswert.

Bezeichnung:

Differentialgleichung + Anfangsbedingung = Anfangswertproblem (AWP/IVP)

10.2 Existenz und Eindeutigkeit

Sei die Notation wie oben.
e Der Definitionsbereich 2 von f sei offen,

. (to,l’o) e Q.
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Was meinen wir genau mit ,,Losung des Anfangswertproblems“?

Definition. Sei J C R ein Intervall mit nichtleerem Inneren, und tg € J. Fine Abbildung
x € CY(J,R?Y) heifft Losung des AWPs genau dann, wenn

und x(ty) = o gilt.

e Es reichen schon Funktionen auf einem ,kleinen* Intervall.

&(t) = f(t, x(t))

e Wir wollen ,,grofle“ Intervalle I.

fiir allet € J,

Es reichen schon wenige Zusatzinformationen, um zu erreichen, dass I grofitmoglich ist.

Was heifit ,,grofftmoglich“?

Definition (Maximale Fortsetzbarkeit). Eine Losung x € C'([to,t1), R?) heifit (in der
Zukunft) fortsetzbar bis an der Rand von €2, wenn es eine Funktion x* € C([tg,t1),R%)
mit t1 <ty < oo gibt, sodass

o x(t) = x*(t) fur alle t € [to,t1)

o z* ist ebenfalls Lisung,

und einer der drei folgenden Fdlle vorliegt:

a) ty =00

b) ty < oo und limyy, |2*(t)| = oo

c) ty < oo und limyy, dist((¢,z*(t)),00) =0
Beispiel (Fortsetzbarkeit). Betrachte das AWP 2/ = —kz, 2:(0) = 1. Eine Losung davon

ist

z:[0,1] = R, z(t) = e ™.

Die maximal fortgesetzte Losung ist
z*:[0,00) = R, 2*(t) = e M.

Beispiel. Firfl) f(t,2) =sintcosz
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1

~—

Fﬁr@ f(t,z) = 22, Losung ist x(t

1—t
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Wann sind Lésungen bis an den Rand fortsetzbar? Die Antwort ist erstaunlich einfach!
Gegeben sei das AWP
= f(t,x), x(tg) = xo.

Satz 10.1 (Peano,1890). Sei f: Q C R x R? — R? stetig im zweiten Argument. Dann
hat das AWP fiir alle (to,xo) € Q mindestens eine Losung. Jede Losung lisst sich bis an
den Rand von Q) fortsetzen.

Beweisskizze. 1. Konstruiere eine numerische Approximation der vermuteten Losung,
mit Genauigkeitsparameter h.

2. Die Folge dieser Approximationen fiir A — 0 hat eine konvergente Teilfolge.

3. Der Grenzwert dieser Teilfolge 16st das AWP. O
Eindeutigkeit: Es kann mehr als eine Losung geben.
Beispiel. Betrachte 2’ = /|z|, x(0) = 0.

e f(x) = /|| ist stetig auf R, es existiert also eine Losung.

e Z.B.: z(t) =0Vt ist Losung

« Eine Losung ist aber auch z(t) = $¢2 fiir t >0
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e Es kommt noch schlimmer:
— Wiéhle ein ¢ > 0
— Definiere
- 0 falls 0 <t <¢
T(t) =1, )
it—c) fallsc<t
— T 16st das Problem.

Es gibt also unendlich viele Losungen!

Fiir die Eindeutigkeit braucht man noch ein bisschen mehr.

Definition. Die Abbildung f € C(Q,R?) heifit auf Q bzgl. x lokal Lipschitz-stetig, wenn
zu jedem (to,xo) € Q ein offener Zylinder

Z: (to — 7,to+ 1) X By(xg) C Q
existiert, in dem eine Lipschitzbedingung
[f(t,2) = f(t,7)| < Lle =z V(t,2),(t,7) € Z
mit Konstante L gilt.

Bemerkung. Falls f(t,x) nach z ableitbar ist, dann ist es auch bzgl. x lokal Lipschitz-
stetig.

Jetzt kommt der zentrale Satz zur Eindeutigkeit.
Benannt nach Emile Picard (1890) und Ernst Lindelsf (1894).

Satz 10.2 (Picard, Lindelof). Betrachte das Anfangswertproblem

x = f(t7$)7 .%'(t()) = Zo
auf dem erweiterten Zustandsraum Q C R x R% mit (tg,z0) € Q. f sei stetig, und bzgl. x
lokal Lipschitz-stetig.
Dann besitzt das AWP eine bis an den Rand von € fortgesetzte Losung. Sie ist eindeutig
bestimmt, d.h. Fortsetzung jeder weiteren Lésung.

Beweisskizze. e Schreibe AWP als

x(t) = xzp + tf(s,x(s)) ds Vit > to
to

o Konstruiere dafiir eine Fixpunktiteration

po(t) =zg YVt =tg
t
Vr+1(t) = x0 +/ f(s,0k(s))ds ,Picard-Iteration*
to

e Banachscher Fixpunktsatz:
1) Die Iteration konvergiert gegen einen Fixpunkt.

2) Der Fixpunkt ist eindeutig.
e Der Fixpunkt 16st das AWP. O
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10.3 Evolution und Phasenfluss
Falls die Bedingungen des Satzes von Picard-Lindelof gelten, so kann man eine elegante
neue Notation einfiihren.
Sei (tg, o) € Q. Bezeichne mit Jyax(to, o) das maximale Zeitintervall, auf dem eine
Losung des dazugehorigen AWPs existiert.
Zu jedem Anfangswert (fg, o) gibt es eine eindeutige Losung, d.h. zu jedem AW (tg, )
ist der Wert xz(t) fiir alle Jyax(to, zo) eindeutig bestimmt.
Definition. Fiir alle to,t € Jmax(to,xo) heifit

QL g > x(t)
Evolution der Differentialgleichung x’ = f(t,x).

o Wohldefiniert, weil das AWP fiir jedes xg eine eindeutige Losung hat.

Man kann also schreiben: z(t) = ®bx.
Der Satz von Picard—Lindel6f erhélt folgende schone Form: Deuflhard und Bornemann
[3, Lemma 2.9]

Satz 10.3 (Picard-Lindel6f). Es mdgen die Bedingungen des Satzes von Picard—Lindeldf
gelten. Fir alle (to,zo) € Q gilt

Jmaz(to, 20) = Jmaz(t, @9020) YVt € Jpaal(to, 20).

AujfSerdem

1. ®lotogy = gz

2. dLspsitogy = dblogy fiir alle t,s € Jmaz(to, o)-
Fiir autonome Gleichungen 2’ = f(x) kann man die Abhéngigkeit von ¢, weglassen (wéhle
immer to = 0). Der Evolutionsoperator ®'zy = x(t) heifit dann ,,Phasenfluss®.
Aus den zwei Eigenschaften des vorigen Satzes wird dann

1. %y =z

2. PIP3xy = ®+5xy (damit auch ¢~ dlxy = ®zy = x0).

Der Phasenfluss ® hat also eine Gruppenstruktur.
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10.4 Explizite Einschrittverfahren fir AWP

Ziel: Finde eine numerische Approximation der Losung z € O ([tg, T], R?) des AWPs

¥ = f(t,x), x(to) = xo

Vorgehensweise:

o Unterteile das Intervall [tg,T] durch n + 1 Zeitpunkte

to<ti<to<...<t,=T. (10.1)

o Die Menge der Zeitpunkte heifit Gitter A := {tg,t1,...,tn}
o Schrittweite: 7; ;=141 —¢; fiir j=0,...,n—1
« Maximale Schrittweite: TA = max;—g, . n—17j

Wir suchen eine Gitterfunktion
zA: A — RY

welche die Losung des AWPs an den Gitterpunkten moglichst gut approximiert.
(Manchmal interpretieren wir so ein za auch als eine Funktion [tg, T] — R?, die die
Werte an den Gitterpunkten linear interpoliert.)

10.4.1 Das explizite Euler-Verfahren

Nach L. Euler (1786), auch Eulersches Polygonzugverfahren genannt.

A

A
\

L. za(to) = o

2. Firte [tj,tj+1]:

za(t) = zalty) + (t — 1) f(tj, wa(t;))
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3. Insbesondere:
-TA(thrl) = l’A(t]’) + ij(tja 'TA(t]'))

Keine Gleichungsysteme zu 16sen — das Verfahren ist explizit.

Beachte: Berechnung durch eine Zweiterm-Rekursion
L. za(to) = 2o
2. wa(tjp1) = Uittliza(t;),7=0,1,...,n—1
mit ¥ unabhéngig von A.
e Die Funktion W heifit diskrete Evolution des expliziten Euler-Verfahrens.

Hoffnung natiirlich: Wenn das Gitter immer feiner wird (wenn also 7o immer kleiner
wird), wird der Unterschied zwischen x und za immer kleiner.

10.5 Konsistenz

Der Fehler der Losung, also der Unterschied z — za, besteht aus zwei Beitrigen:
o Jeder einzelne Schritt produziert einen Fehler.

e Da man nach dem ersten Schritt immer von einem fehlerbehafteten Wert startet,
bekommt man auch falsche Ableitungen f.

Mit Konsistenz bezeichnet man das lokale Verhéltnis zwischen der Evolution ® und der
diskreten Evolution W.

Definition. Fine diskrete Evolution W heifst konsistent, falls

Uhly = o fir alle (t,x) € Q,
d

el \IJt+T’t.’13
dr

Definition. Sei (t,x) € Q. Die Differenz

T f(z,t) fir alle (t,x) € Q.
6(t,$,’7’) _ (I)H_T’tﬂf o ‘IJH_T’tl‘

heifit Konsistenzfehler von W.

Man kann konsistente Evolutionen einfach charakterisieren.

Lemma 10.1 (Deuflhard und Bornemann |3, Lemma 4.4]). Die diskrete Evolution
UitTty seq fiir jedes (t,x) € Q und hinreichend kleines T bzgl. T stetig differenzierbar.
Dann ist dgquivalent:
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1. U ist konsistent

2. U hat die Darstellung
UHTly — o 4 1(t, 2, 7)

¥ heifst Inkrementfunktion. ¢ ist stetig in 7 = 0, und
d}(t’ L, 0) = f(tv :L‘)

3. Fiir den Konsistenzfehler gilt

e(7)

5(t7x7 T) = O(T)v T — O (CLZSO hm _— = 0)

0 T

Beweis. Zunéchst 1) = 3):

o Taylor-Entwicklung von ® um 7 =0

Pty = Pbly 4 7. .%@Hmﬂv\r:o + o(T)
=x+71-f(t,x)+o(r)
e Ebenso fiir ¥:
Uity — x4+ 7 f(t,z) + o(7)
da W konsistent ist.
o Subtraktion zeigt 1) == 3). Ebenso 3) = 1)
Zu 2):
. bedeutet:
Uty — x4 7 f(t, ) +n(t,z,7)

n(r) =0.

mit einer Funktion 7 fiir die lim, o -~

e Umformen ergibt

\I,t+‘r,t _ t
T Jj:f(t,:l?)+77(7x’7—).
T T

Die Funktion

Uit z,7) = f(t,z) + W

ist also gerade die Inkrementfunktion aus 2).

o 1 stetig und ¥(t,z,0) = f(t,x), dan € o(7).
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Das vorige Lemma, beschreibt Aquivalenzen. Insbesondere gilt: Wenn sich ¥ mit einer
Inkrementfunktion schreiben lasst, so ist ¥ konsistent.

Beispiel. Das explizite Euler-Verfahren
U™l — o4 7f(t,2) =z + 7t z, 7)

ist konsistent.

Wir wollen eine quantitative Version von Konsistenz.

Definition. Fine diskrete Fvolution U besitzt Konsistenzordnung p, wenn es eine Kon-
stante C' > 0 unabhdngig von t und x gibt, so dass

e(t,z,7) < CrPHL.
Ja, der Exponent ist wirklich p + 1!

Beispiel (Konsistenzordnung des Euler-Verfahrens). Das Euler-Verfahren ist
\IjtJrT,tx x4+ Tf(t, x)

. Sei feCH).

 Konsistenzfehler: e(t, z,7) = & ly — 2 — 7f(t, x)

Wir machen eine Taylor-Entwicklung von ®* ™!z in 7 = 0.

o FErste Ableitung von ® nach 7:

diq)t-‘rﬂtl, — f(t + T, (I)H—T’tl’)
T

o Warum? Sei z(t) = &40z die Losung des AWPs.

Dann ist @7z = z(t + 1), und

iQ)HT’tx =2'(t+7)=ft+71zlt+71))

dr
— f(t + T, @t*ﬁ"l’,t'w).

o Zweite Ableitung (Kettenregel)

d? d
W(I)H-T,tx — ft (t + 7, @t-i-ﬂtm) + fz (t + 7, q)t+7'7tx) . Eq)t-i-ﬁtx

[ —
=f(t+r.@t+mta)
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o Taylor-Entwicklung um 7 = 0:

d
Pttty — Ptt0ty 4 o di(I)tJrT,tx

1 d2
+ 7'2/ (1—0)5—=®"" "2 do
T =0 0

dr?

=z +7f(t,z)+ 72 /01(1 —0) [ft(t+ oT, <I>t+”’ta:)

+ fo(t + o7, @) f(t + o7, @H"T’tm)} do

e Deshalb ist
‘E(tu JJ,T)‘ = ’q)tJrT,tx — T Tf(t,ﬂ?)’

1
:7'2|/ ... do|
0

1

< r?5 max |f(s.2) + fals.2)f(5,2)]

e Das Maximum existiert, denn es wird iiber eine kompakte Menge K maximiert. Da
wir nur an kleinen 7 interessiert sind, konnen wir immer solch ein Kompaktum K,
das alle relevanten (t,z) enthélt (sieche Deuflhard und Bornemann [3, Beispiel 4.8]).

e Die Konsistenzordnung ist also 1.

10.6 Konvergenz

o Konsistenz ist ein lokales Phdnomen, d.h. es betrachtet den Fehler nur in der Néhe
eines festen t.

o Wir betrachten jetzt, wie gut eine Losung z € C!([tg, T]) insgesamt approximiert
wird.

« Wir hoffen, dass fiir kleinere 7o = max 7; die Approximation immer besser wird

o und das schnell!

Definition. Der Vektor der Approximationsfehler auf dem Gitter A
en: A - RY ea(t) =x(t) — za(t)
heifit Gitterfehler. Seine Norm
lealloo = max|ea(t)]

heif$t Diskretisierungsfehler.
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Definition. Zu jedem Gitter A auf [ty, T] sei eine Gitterfunktion xa gegeben. Die Familie
dieser Gitterfunktionen konvergiert mit Ordnung p € N gegen x € C([to, T)), falls eine
Konstante C > 0 existiert, so dass

lealles < CTX
fiir alle Ta klein genug.
Alternative Notation: ||ea]|sc = O(TR).
e Konvergenz hiangt eng mit dem Konsistenzfehler zusammen.

e Das ist praktisch: Der Konsistenzfehler lésst sich haufig direkt am Verfahren ablesen.

Satz 10.4 (Deuflhard und Bornemann [3, Satz 4.10]). Sei ¢ lokal Lipschitz-stetig in x.
Die diskrete Evolution sei konsistent mit Ordnung p, d.h.

e(t,x,7) = a(t +7) — UHle(t) = O(rPT1).

Dann definiert die diskrete Evolution W fiir alle Gitter A mit hinreichend kleiner Zeit-
schrittweite o eine Gitterfunktion xa zum Anfangswert xa(to) = xo. Die Familie dieser
Gitterfunktionen konvergiert mit Ordnung p gegen die Losung x des AWPs, d.h.

lealloe := max|a(t) —za(t)] = O(74).

Beweis. e Sei K C ) kompakte Umgebung des Graphen der Losung z.

1 ist lokal Lipschitz-stetig in x, d.h. es gibt 75, Ax > 0 so dass
[t @, 7) = ¥(t, T, 7)| < Ao — T

fir alle (¢,z), (¢,7) € K und 7 € [0, 7x].

o Insbesondere ist dann Wity fiir alle (¢,7) € K,0 < 7 < 7 definiert.

e Es gibt einen ,,Schlauch® der Dicke 205 > 0 um die Lésung z, der in K enthalten
ist.

Genauer: Es gibt ein dx > 0 so dass fiir alle t € [tg, T

Falls |y — x(t)| < Ik, so folgt (t,y) € K.

o Sei A Gitter fur [tg, 7] mit 7o < 7x.
o Setze voraus, dass x existiert und

lea(®)] = [x(t) —za(®)] <0k VEE€A.
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» Betrachte ea genauer. Der Gitterfehler im Gitterpunkt ¢;,1 besteht aus zwei Teilen:

= z(tj41) — za(tjpr)
= x(tjy1) — U Iaa(ty)
= l’(tj_H) — \I/tj+1’tj$(tj) + \I/thrl’tj{L‘(tj) — \I/tj+1’tjl'A(tj) .

ealti+1)

Konsistenzfehler =g

« ¢; kann als Propagation des Fehlers e (¢;) durch ¥ zum Zeitpunkt ¢, interpretiert
werden.

Denn: Angenommen, Wz sei linear in x (ist es nicht!). Dann wére

gy = Wb (a(ty) — walty) = T Yea(ty).

(Achtung: € beschreibt eine Grofe zur Zeit t;41!)

o Darstellung von ¢; mit der Inkrementfunktion:
e = alty) — walty) + 7 [U(ty, 2(t), 75) — ¥ty 2at), 7))

o Lipschitz-Stetigkeit von :
le5] < lea(t)| + TiAk|z(t;) — valty)] = (1+ 7AK)lea(t))]
Da wir die Abschétzung fiir alle 7 machen kénnen folgt:
L |ea(to)| =0
2. |ea(tjsn)| < OV 4+ (L4 75AK)[ea(ty)]

Behauptung: Daraus folgt
» C Ak (t—to)
lea(t)] < TAAK (e -1) (10.3)

fur alle t € A.
Damit haben wir

C
lealloe < TR —(e*<T710) — 1) = O(1R).
Ak
Achtung: wir mussten voraussetzen, dass ||eallco klein ist! O

Beweis der Behauptung (10.3)). Induktion:

e Die Behauptung stimmt fiir j = 0.

157



Prof. Dr. O. Sander Numerik Mathematik

e Angenommen die Behauptung ist richtig fiir j < n. Dann folgt

C |
lealtiv)] < C P +(1+ TjAK)TgE(eAKm—to) —)

P .
STAT)
< TZQ[TJ'AK + (L4 A ) (Pt mro) — 1))
K
= TZACK[(l +7jAg)et i) 1

o Esgilt aber 1 +a <e®, bzw. 1 4+ 7jA[ < eTﬂ'AK, also

(1 + TjAK)eAK(tj—to) S eAijeAk(tj—to) — eAK(tj+1_t0). D

Fiir die Profis hier noch die Argumentation, warum die Annahme dass ||ea ||oo klein ist,
weggelassen werden kann.

e Bisher mussten wir voraussetzen, dass

’6A(t)’ < fir alle t € A.
Jetzt haben wir aber ([10.3])!

Damit zeigen wir, dass die Bedingung gilt, wenn 74 klein genug ist.

e Wahle 7. > 0 so klein dass

7.fg(e/\K(T*to) —1) <k und T« < TK.
Ak

o Wihle ein Gitter A auf [tg, 7] mit 7a < Ts.
e Zeige mit der gleichen Induktion wie oben fiir alle j dass
— die Abschitzung
C
lea(tj)] < TZE(BAK(U*ISO) —1) <k

gilt, und deshalb

— TA (tj+1) existiert.

Beispiel (Explizites Euler-Verfahren).
Tjp1 = xj + 75 f (t5, 75)
o Konsistenzordnung 1 (der lokale Fehler verhélt sich wie 74 )
Inkrementfunktion (¢, z,7) = f(t,x) ist lokal Lipschitz-stetig in .
Verfahren konvergiert mit Ordnung 1, d.h. [leals = O(TA)-

halber Fehler bedeutet doppelte Anzahl von Zeitschritten.

I

doppelte Anzahl von f-Auswertungen = doppelter Aufwand.

158



Mathematik Numerik Prof. Dr. O. Sander

10.7 Explizite Runge—Kutta-Verfahren

[Nach: Carl Runge, 1856 (Bremen) — 1927 (Gottingen), Martin Wilhelm Kutta, 1867
(Pitschen/Oberschlesien) — 1944 (Firstenfeldbruck) |
Konnen wir Verfahren mit einer héheren Konsistenzordnung konstruieren?

Wiederholung: Wie lief der Beweis, dass das explizite Euler-Verfahren Konsistenzordnung
1 hat?

o Konsistenzfehler:
e(t,r,7) = Oy — YTy
= (<I>t+7’taf —z) —1Y(t,x,T)
e Entwickle den Term in Klammern

Ty — = 1f(t,z) + O(T?)

o Euler-Verfahren: ¢(t,z,7) = f(t,x) eliminiert gerade den ersten Term!

— Konsistenzfehler ist O(72)

10.7.1 Taylor-Verfahren

Idee: Berechne weiteren Term der Taylor-Reihe:

2
<I>t+7’tx—w—7-f(t,g;)+7—2[df(;x) +df2;,:$)

()] + 0@
Inkrementfunktion fiir ein Verfahren mit Ordnung 2:
. T
U = f(ta) + S[fulta) + fulta) - J(t )]

e So konstruierte Verfahren heiflen , Taylor-Verfahren®
e Im Prinzip fiir jede Ordnung moglich, solange f glatt genug ist.
e Man muss Ableitungen von f berechnen.

e Das geht sogar automatisch!
— Schlagwort: Automatisches Differenzieren (AD)

— de facto aber nur fiir Ableitungen niedriger Ordnung

e Wird deshalb in der Praxis kaum verwendet.
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10.7.2 Idee der Runge-Kutta-Verfahren

Ziel: Hohe Ordnung ohne Ableitungen von f.
Idee: (Runge, 1893)

Hauptsatz der Integralrechnung:
x: [tg, T] — RY 16st ¥ = f(t, ),
also -
x(t+71)==x(t)+ / ft+o,x(t+0))do
0

-
Pty — g = / f(t+ o, @) do
0

Approximiere das Integral numerisch, z.B. mit der Mittelpunktsregel / 1-Punkt
Gaufl-Legendre:

/ ft+o,@4 ) do = 1f (t + g, @Hg’tx) + O(7?)
0

Beachte: auch hier ist der Fehler in O(73)!

. T
Wie berechnet man aber ®!tz:!z?

Auf den ersten Blick nicht einfacher zu berechnen als &7z,
Gliick: ® 'z taucht in einem Term auf, der mit 7 multipliziert wird.
Es reicht deshalb, ®* 2z bis auf O(72) zu berechnen.

Das geht mit dem expliziten Euler-Verfahren:

Ity = g 4 %f(t, z) + O(1%)

Man erhélt das Verfahren von Runge:

tTt, T T
U x—x+7f(t+2,a:+2f(t,:c))

mit Konsistenzordnung 2.

Zwei Auswertungen von f pro Zeitschritt, gegentiber 3 Auswertungen (von f oder
seinen Ableitungen) beim entsprechenden Taylor-Verfahren.

Den Ansatz von Runge kann man verallgemeinern. Das war der Beitrag von Kutta 1901.

Schreibe Verfahren von Runge in drei Schritten:
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1. ky:= f(t,x)
2. ko= f(t+ 5,2+ Sk1)
3. Wil = v + Tk
o Allgemein: s-stufiges explizites Runge-Kutta-Verfahren:

i—1

1. k; Z:f(t—l—CiT,l'—l—TZaijkj) Vi=1,...,s
j=1

s
2. \I’t+7’tl‘ =+ szzkz
=1

o Die Groflen k; = k;i(t, z, 7) heiBen Stufen des Verfahrens.

Koeflizienten:
b= (by,...,bs)
c=(c1,...,¢5)
0
A — az1 0 c RSXS
Gs1 As2 ... (Ags—1 0

Traditionell notiert man die Koeffizienten im Butcher-Schema
(nach John C. Butcher, 1933 in Auckland)

'l A
b
Beispiele:
expl. Euler-Verfahren L%
00
Verfahren von Runge % % 0
0 1

e Eine Funktionsauswertung pro Stufe

o s+ s+ % Parameter bei s Stufen

Wie miissen die Koeffizienten gewéhlt werden, um eine moglichst hohe Konsistenzordnung

zu erreichen?
Zuerst: Konsistenz an sich (d.h., Konsistenz erster Ordnung)
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¢ Einschrittverfahren
U™y — 2 4 1(t, 2, 7)

ist konsistent, wenn (¢, z,0) = f(¢, z) ist.

e Runge—Kutta-Verfahren:

i—1
k‘i(t,l',()) = f(t + ¢ - 0,1‘ +0- Zaiij) = f(t,l')
j=1
i=1 =1

Lemma 10.2. Fin explizites Runge—Kutta- Verfahren ist genau dann konsistent fir alle
f€C(Q,RY), wenn 35 b; = 1.

10.7.3 Autonomisierung

o Taylor- und Runge-Kutta-Verfahren brauchen f € CP(Q, R?), also gleiche Glattheit
in Zeit und Zustand.

e Wir wollen die Notation vereinfachen, und nur noch autonome Gleichungen be-
trachten.

o Das geht erstaunlich einfach! Ersetze
¥ = f(t,z), z(to) = xo

durch das erweiterte System

(m'<t>> _ <f<s<t>,a:<t>>> <x<o>> _ (3?0)
s'(t) 1 ’ 5(0) to) "

o Beide Systeme haben die gleiche Losung.

¢ Runge-Kutta-Verfahren liefern moglicherweise unterschiedliche Losungen fiir die
beiden Gleichungen!

e Das ist nattirlich haflich!

Lemma 10.3. Ein explizites Runge—Kutta- Verfahren ist genau dann invariant unter
Autonomisierung, wenn es konsistent ist, und

i—1
cl-:Zaij ﬂiT‘iZl,...,S
j=1

erfillt.
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Wir betrachten bis auf weiteres nur noch solche Runge—Kutta-Verfahren, und schreiben
sie

(b, A).

e Nur noch autonome Probleme

mit Phasenfluss .

o Diskreter Fluss Wt vereinfacht sich zu

Ul = 2 + mip(z, 7).

10.7.4 Konstruktion von Runge-Kutta-Verfahren

Wir wollen ein Runge-Kutta-Verfahren (b, A) der Ordnung p konstruieren.

o Wieviele Stufen brauche ich?
— Mindestens p Stiick
o Nach Autonomisierung sind noch % Koeffizienten zu bestimmen.

Schritt 1: Aufstellung von Bedingungsgleichungen an die Koeffizienten, die die gewiinschte
Ordnung liefern.
Schritt 2: Losen dieser Gleichungen.

Wir behandeln den Fall p = 4.

o Autonome Gleichung 2’ = f(z) mit f € C*(€y).
Ansatz: Entwickle den Konsistenzfehler
e(x,7)=P®"x — ¥z

in Taylor-Reihen bis auf O(7°).

Konstruiere ¥ so, dass die ersten p Terme von € verschwinden.

Taylor-Entwicklung des Phasenflusses &7

Taylor-Entwicklung von 7 nach 7.
Vom Euler-Verfahren wissen wir schon dass

-2
S'r=x+7f(z)+ ?f’(a:) - f(z) 4+ O(T?).

Wie bekommen wir die nédchsthéhere Ordnung?
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Trick:

c%qfx =a'(r) = f(x(r)) = f(®7x)

Einsetzen der Reihe fiir ®7:
d 72
0z = f(z+f(x) + 5 (@) - f(z) + O(%)
dr 2

Taylor-Entwicklung davon:

7_2
%@w—ﬂ@+fﬂ'@ﬂ)‘fﬂ)ﬂ)+W3D+%ﬂ@Wﬂ@mﬂm+0ﬁ%

=+l + (fff+f%fﬂ) o)

Wir wollen aber eine Reihendarstellung von ®7zx.

o Hauptsatz:
O = a:+/T %@“wda
OT .
—a+ | f+aff+—4fff+f%ff»+owﬁyw
-2

—a b Tf4 ff+ (fff+f%ﬂﬁ) o(rh)

e Eine Ordnung mehr!

« Und nochmal!
F@72) = f4of'+ TP+ £ 5)
3
+%ﬂf%ﬁﬁf%Hﬁ%fﬁﬁ+f7%ﬁﬁ+f777]+0@%

e Nochmal den Hauptsatz benutzen

72

O =x+7f+ ff+ (fff+f”(f )
4
+r [f”’(f, LD+ 0+ F () + f’f’f’f} +0O(r%)

Taylorentwicklung des diskreten Flusses U™

Ahnliches Spiel mit den Runge-Kutta Gleichungen

i—1
ki::f<:c+7'2aijkj) firi=1,...,s.
j=1
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1. f ist stetig, also auf Kompakta beschrankt
= k; beschrénkt, k; = O(1)

2. Einsetzen:
i—1
b= f (47X a0)) = o +70(1) = fa + O(7)
j=1

Taylor-Entwicklung um x:

ki = f(z) +O(7)

3. Einsetzen:

i—1 i—1

b= f(2 47 ay(f +O()) = flo+ 7Y aif +0(r)
=1 j=1
i1
=flr+7ef+ (9(7’2)) mit ¢; = Z‘IU‘
j=1

Taylor-Entwicklung:

ki=f+7ef'f+0(%  Vi=1,...,s

4. Nochmal:

i—1

ki = f(;,; +7Y ai(f+Tef f) + 0(73)>
j=1
2
= f+ref f+m Y aye f i+ S (1) +0F)
J

5. Nochmal:

i—1
ki=f {x +r1eif + 72 Z aijcj-f'f + 73 Z aijajkckf'f'f

Jj=1 jk

7_3
Sy (.0 + o)
J

7_2
= f+TC¢f’f+T2Zaz‘jij/f'f+30? "(f, f)
J

T

3
+ 73 aiaeenf fFf + 5 > ag ff(f f)
J

ik

3
+ 783 ciaiei " (f' 1) + AT (L) + 0
J
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Einsetzen in V7o = x 4+ 7, bik;:
s 7_2
Uy = if + 52D bicif
x .%'—FT;bf—i- 2 ( zi:bcff)
-3
o B s 1)+ 0 Y biaies 1]
L irj
A
F A b0+ 2 b £(7F. )
L irj

+12 Z biaijc]zf/f”(f, f)+24 Z biaz’jajkckf/f/f/f] +0(r°)

i.j i,5,k

Koeffizientenvergleich ergibt die Ordnungsbedingungen:

Satz 10.5 (Deuflhard und Bornemann (3, Satz 4.18]). Ein Runge—Kutta- Verfahren (b, A)
besitzt genau dann

o Konsistenzordnung p = 1, falls

o Konsistenzordnung p = 2, falls zusdtzlich

1

S
bici = =,
; 1 C1 2

o Konsistenzordnung p = 3, falls zusdtzlich

1 1
2 : 2 } :
i biCZ‘ = § und -~ biaijcj = 6,

o Konsistenzordnung 4, falls zusdtzlich

1 1
Z b,;c? = Z Z biciaijcj = g
i ij
1 1
Zbiaij j2 = ﬁ Z biaz-jajkck = ﬂ
1] .5,k

gelten.

(Eigentlich muss man noch zeigen, dass diese Bedingungen notwendig und nicht nur
hinreichend sind.)
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Losen der Gleichungen

Wir wollen ein Verfahren vierter Ordnung.
e Reichen s = 3 Stufen?
— Nein! 8 Gleichungen, aber nur % = 6 Unbekannte.
— Das Gleichungssystem ist iiberbestimmt — keine Losung
o =47 % = 10 Unbekannte, — koénnte gehen!
Unbekannte: b1, ba, bs, by, ag1, as1, asz, a41, @42, 443
1. by +ba+b3+bs=1

[N

bici + baca + bzcs + bacy =

bgcg + bgcg + b4c?1 = %

D=

bzagaca + ba(aszce + asscs) =
bgcg + bgcg + b462 = i

1
bscgazaca + bycy(agacy + aszcs) = g

I T et

2 2 2 1
bzazacs + ba(asacs + aszc3) = 15
_ 1
8. bsaygzasaco = 5
Auferdem ¢; = 37, a;j, i = 1,...,4, insbesondere ¢; = 0.
Was nun?

o Gute Idee:

1 1 1 1 9 1 1 3 1
/Old:rzl, /Oxdx:? /Oacdng, /O:L'drrzz.
e Approximiere Integral durch 4-Punkt-Formel mit Stiitzstellen c1, ¢, c3, ¢4, Gewich-
ten bl, bg, b3, b4
o Falls Formel exakt fiir kubische Polynome ist, erhélt man die Gleichungen [1] 23]
und 5

Simpson-Regel: Stiitzstellen 0, %, 1 und Gewichte é, %, %.
Verdopple mittleren Punkt:

11 1111
=(0,=,,1 b=(=,=-,-, =
& ( 72727 )7 (6737376)
Damit kann man die fehlenden a;; bestimmen.
Man erhélt das klassische Runge-Kutta-Verfahren:
0
171
T2 1
210 3
110 0 1
‘ I 1 11
6 3 3 6
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10.8 Lineare Mehrschrittverfahren

10.8.1 Einfiihrung
Gegeben sei ein AWP
2 (t) = f(t,z(t)), t € [to, T, z(ty) = xo.
Approximation auf Gitter A = {tg,...,t,} mit
to<ti <...<tp=T
durch Gitterfunktion za mit dem Ziel za(t;) ~ x(t;) firi =1,...,n.
Bisher: Einschrittverfahren

o Berechne za(tj11) ausschliefllich aus der Kenntnis des vorangegangenen Zustands
TA (t]’).

o Formalisierung: Diskrete Evolution

za(tjpr) = Wtz (L),

Eigenschaften der Einschrittverfahren:
o Konsistenztheorie eher schwierig
o Konvergenztheorie eher einfach
e Anderung der Zeitschrittweite jederzeit moglich.

o Verfahren hoher Ordnung sind teuer: Fiir Konsistenzordnung p braucht man (z.B.
mit einem explizitien Runge-Kutta-Verfahren) mindestens s > p Auswertungen der
Funktion f.

Idee der Mehrschrittverfahren: Berechne den neuen Wert xa(tj41) aus den letzten k
Werten, also

TA(tj—pt1), - xa(ty) = za(tjs1).
Vorteile:
e nur eine einzige Auswertung von f pro Schritt, fir beliebig hohe Ordnung.
Nachteile:

o Konvergenztheorie komplizierter,

« nicht so flexibel bei Anderungen der Schrittweite, schwierig auf nicht uniformen
Gittern,

e k-Schritt-Verfahren benétigen neben Startwert za(tg) noch (k — 1) zusétzliche
Startwerte xa(t1),..., A (tk—1).
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10.8.2 Mehrschrittverfahren fiir aquidistante Gitter
Wir beschréanken uns auf dquidistante (auch: uniforme) Gitter
tjzto—i-jT, j=0,1,...,n

also
T —tg
T = .
n

Dies ist nicht nur zur Bequemlichkeit. Mehrschrittverfahren auf unregelméfligen Gittern
sind deutlich komplizierter!

Beispiel: Die explizite Mittelpunktsregel

o Integriere die Differentialgleichung tiber [t;_1,t;41]:
L+ tj+1
rltyn) =alti) + [ d (@) do=alti) + [ f(oalo) do
tj—1 ti—1
o Approximiere das Integral durch die Mittelpunktsregel

tir1
[ $oat0)) do = 2 (15,2(85)) + OG),
ti—1

o Mehrschrittverfahren

za(tjr1) = zatj-1) +27f(t;,2a(ty), j=1,...,n—1

o Verfahren ist explizit: Die gesuchte Grofle za(tj41) taucht nur links des Gleich-
heitszeichens auf.

o Fehler der Integralapproximation ist O(73) (fiir f hinreichend glatt). Wir vermuten
deshalb Konsistenzordnung p = 2.

Wie bekommt man hohere Konsistenzordnung?
Idee: Nimm genauere Quadraturformel!

Beispiel: Die Simpson-Regel

/:Hl flo,z(0))do = %[f(tjﬂ,x(tjﬂ)) +4f(t;, () + f(tjflafﬂ(tjfl))} +O()

e Damit konstruiert man das Milne-Simpson-Verfahren

5[ F(ren 2 altin) +4F (5 2alt) + F(ti-1, 24 (1))

o Konsistenzordnung p = 4

xa(tjr1) = zaltj—1) +

e Dennoch nur eine f-Auswertung pro Zeitschritt!

o Verfahren ist implizit: Zur Bestimmung von xa (t;41) muss ein Gleichungssystem
gelost werden.
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Allgemeine lineare k-Schritt-Verfahren:

o Beide Beispiel-Verfahren sind linear in f.

o Definiere f-(t;) als Abkiirzung von f(t;, za(t;)).
Definite das Verfahren

g (tjpk) + k127 (Ljk-1) + . + 02 (L))
=7 [Befr(t k) + B fr(tha) + -+ Bofo(t)] (10.4)
mit |ag| + [Bo| > 0 und ay # 0, (sonst ist es ein (k — 1)-Schritt-Vefahren).

e Das Verfahren ist explizit, falls 8 = 0. Ansonsten ist es implizit.

Existiert eine eindeutige Gitterlosung?
o Explizites IMSV, also 8 = 0 klar (sogar ohne Einschriankung an 7).
Lemma 10.4. Sei 8, # 0 und f : R x R* = R? gendige der Lipschitz-Bedingung
|f(t,x) — f(t,%)|| < Ll|z —z||  Vo,zeR%LteR.

Dann existiert fir T < »IB?T‘L zu beliebigen Startwerten xa(to), ..., xa(tk—1) eine eindeutige

Gitterfunktion xa des IMSV.
Beweis. o Lose (10.4) nach za(t4x) auf:

zA(tjtr) = T%f(tj+k, xA(tj45)) + sonstige Terme
k

e Dies ist eine Fixpunktgleichung.
Bi ¢ . . . . B
. Ta—Zf ist Lipschitz-stetig mit Konstante L* = TQ—’ZL

e Der Banachsche Fixpunktsatz liefert die Existenz eines eindeutigen Fixpunkts,
wenn diese Lipschitzkonstante L* kleiner 1 ist, wenn also

v

T < .
| Br| L

Darstellung durch Polynome: Zum Mehrschrittverfahren (10.4) definiere die Polynome
p(&) = arf +ap 1€+ g
(&) = Bre" + Bra& T+ + Bo.

Zu den Beispielen:

o explizite Mittelpunktsregel: p(¢) = £2 — 1 und o(€) = 2¢
« Milne-Simpson: p(¢) = ¢ —1 und o(§) = (2 +4£ +1)
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10.8.3 Konsistenz

Wir brauchen einen neuen Konsistenzbegriff.

e Beschreibt den Zusammenhang zwischen Differenzengleichung und Differentialglei-
chung.

Plan:
e Ersetzen von x, durch die Funktion z, die die DGL erfiillt.
o Lokaler Diskretisierungsfehler L(z,t,7) (hier wegen f(t;,z(t;)) = 2'(t;))

L(z,t,7) = agz(t + k1) + ag—12(t+ (k = 1)7) + ... + apz(t)
= 7[Boa (4 k7) + Berd/(t+ (k= 1)) + ...+ Aoz’ (1] (10.5)

Definition. Das IMSV (10.4) besitzt die Konsistenzordnung p, wenn
L(x,t,7) = O(7P*)

fiir alle x € C>®([to, T],RY) und 7 — 0 gleichmdpig fiir alle t, T gilt.

Diese Definition ist eine Verallgemeinerung des bisherigen Konsistenzbegriffs.
Beispiel: Explizites Euler-Verfahren
o Lineares 1-Schritt-Verfahren mit definierenden Polynomen p(§) = £—1 und o(§) = 1.

e Zugehoriger lokaler Diskretisierungsfehler

L(z,t,7) =x(t +7) —x(t) — 72/(¢)

=a(t+71)— [x(t) + Tf(tx(t))]
_ ¢t+T,tx _ \IJH_T’tl‘.

Lemma 10.5. Das lineare Mehrschrittverfahren (10.4) hat genau dann die Konsistenz-
ordnung p, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

1. Fiir beliebige x € CP*1([to, T],RY) gilt L(z,t,7) = O(tP*) gleichmdpig in allen
zuldssigen t und 7.

2. L(Q,0,7) =0 fir alle Polynome Q von Grad hichstens p

3. L(exp,0,7) = p(e”) — 1a(e™) = O(rPT1)
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4. Firallel=1,...,p gilt
k k k
Zaj:O, Zajjl:lz/ﬁjjlfl
j=0 j=0 §=0

(dabei gelte 0° =1).
Beweis. Wir zeigen 1) — 2) = 3) — 4) = 1).

1) = 2): - Fir Q €1l ist L(Q,0,7) ein Polynom in 7.
— Dessen Grad ist durch den von @, also p, beschrénkt.
— Gleichzeitig ist L(Q,0,7) = O(7P*1).
— Also ist L(Q,0,7) =0.
e 2) = 3)
exp(7) = Q(7) + O(77*)
mit ) Taylorpolynom von exp an der Stelle 0.

Aus der Linearitdt von L bzgl. des ersten Arguments folgt
L(exp,0,7) = L(Q,0,7) + O(rPT1)

Wegen 2) ist L(Q,0,7) =0

o 3) = 4) Taylor-Entwicklung (nach 7) an der Stelle 0 liefert

LS|
Liexp,0,7) = >_ 7 >_ayj'™ = Z Zﬁﬂl TroErt
=0 """ j=0
P 1 k p
—3 e =3y 0
1=0 " j=0

Koeffizientenvergleich bzgl. der 7-Potenzen!

e 4) = 1) Taylor-Entwicklung (nach 7) an der Stelle 0 liefert fiir z € CP*1:

p 1 k —11 k
L(m,t,T):Zl—Z ]lTlx(l t) + O(rPTh) ZZ—Z J]Twl'H (t) + O(1P)]

=0

Koeffizientenvergleich liefert mit 4) (= 0), also folgt die Aussage. O

Beispiel: p = 0.

e Wegen [2) bedeutet das, dass konstante Funktionen exakt behandelt werden.
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e D.h., das Anfangswertproblem
' =0, x(to) = xo
wird exakt gelost.

e Nach [4) ist die dazugehorige Bedingungsgleichung

k
> a;=0, bzw.  p(1)=0.
=0

Beispiel: p = 1.
o Zusatzlich die Bedingungsgleichung

k k
doaij=> b
§=0 §=0
¢ In Polynomform
p(1) =0o(1).
Diese Bedingungen entsprechen dem ij:l bj = 1 bei Runge-Kutta-Verfahren.
10.8.4 Stabilitat

Bei Einschrittverfahren galt:

e Wenn ein Verfahren mit einer gewissen Ordnung konsistent ist, dann konvergiert es
auch mit dieser Ordnung.

So einfach ist es bei Mehrschrittverfahren leider nicht!

Beispiel. Betrachte das (bis auf Normierung o = 1) eindeutige explizite Zweischrittver-
fahren der Konsistenzordnung p = 3

p€) =& +46 -5,  o(&) =442 (10.6)

o Anwendung auf

mit den Startwerten

e Man erhalt die Gitterfunktion

(1—(=5)")

za(nT) =1+ 7€ 6

(Beachte: 1 und —5 sind gerade die Nullstellen von p!)
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o Es folgt fiir alle € # 0 dass
lim |za(n7)| = 00
n—oo

e obwohl fiir den Startwert gilt, dass

;13% za(T) =1

und die exakte Losung z(t) = 1 beliebig glatt ist.
Das heifit: keine Konvergenz, sogar ganz anderes Verhalten.
o Das Mehrschrittverfahren ist instabil.

o Es ist komplett unbenutzbar!

Definition. FEin lineares Mehrschrittverfahren heifst stabil (oder nullstabil oder D-stabil),
wenn die lineare homogene Differenzengleichung

k
> ajar(tivg) =0, k=0,1,...
j=0

bei beliebigen Startwerten stabil ist. Das wiederum heifit: Die Folge bleibt fiir alle Startwerte
beschrdinkt.

Beachte: Die homogene Differenzengleichung ist gerade das Mehrschrittverfahren, ange-
wandt auf z’ = 0.

Satz 10.6 (Dahlquistsche Wurzelbedingung). Ein lineares Mehrschrittverfahren ist genau
dann stabil, wenn die Nullstellen & von p die Dahlquist’sche Wurzelbedingung erfiillen,
d.h.

e <1,
e wenn || =1, dann ist £ einfache Nullstelle.

Beispiel. Fiir das IMSV ([10.6)) ist p(&) = €2 +4£—5 = (€ —1)(£+5), d.h. dieses Verfahren
ist nicht stabil.

Beispiel. Fiir die explizite Mittelpunktsregel sowie fiir das Milne-Simpson-Verfahren ist
p(&) =€ —1=(£+1)(& —1). Beide sind also stabil.

Beispiel. Einschrittverfahren:
» Sofern sie konsistent sind muss p(1) = 0, und deshalb p(§) = £ — 1 gelten.

o Alle konsistenten Einschrittverfahren sind deshalb automatisch stabil.
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e Beim Konvergenzbeweis fiir Einschrittverfahren mussten wir auf Stabilitdt deshalb
gar nicht eingehen!

Wenn man sich die Bestimmungsgleichungen in [4f) genauer anschaut, erkennt man:

e Es gibt k-Schritt-Verfahren mit Ordnung 2k, aber keine mit hoherer Ordnung.

e Es gibt explizite k-Schritt-Verfahren mit Ordnung 2k — 1, aber keine mit hoherer
Ordnung.

Wenn man sich auf stabile Verfahren beschriankt verliert man in etwa die halbe Ordnung.

Satz 10.7. Die Konsistenzordnung p eines stabilen linearen k-Schrittverfahrens unterliegt
der Beschrankung

1. p < k42, wenn k gerade ist,
2. p<k+1, wenn k ungerade ist,

3. p <k, wenn g—’; < 0 ist, also insbesondere auch fiir explizite Verfahren.

Diese Aussage nennt man die erste Dahlquistsche Schranke.
Man kann zeigen dass sie scharf ist.

10.8.5 Konvergenz

Definition. Sei z € C'([to, T],R?) die Lésung eines Anfangswertproblems x’' = f(t,z),
x(to) = xo. Ein Mehrschrittverfahren konvergiert gegen diese Lésung, wenn

lim za(t) = z(t) fir alle te ANt T)
T—0
gilt, sobald die Startwerte
lim za_(to + j7) = o ji=0,...,k—1
T—0
erfiillen. Wenn ein lineares Mehrschrittverfahren fiir beliebige Anfangswertprobleme mit
hinreichend glatter rechter Seite konvergiert, so heift es konvergent.

Das Phénomen aus dem obigen Beispiel ist von grundséitzlicher Natur, wie folgender Satz
zeigt.

Satz 10.8. Ein konvergentes lineares Mehrschrittverfahren ist notwendigerweise stabil
und konsistent, speziell gilt

F(1) = o(1) #0.
Die Umkehrung gilt aber auch:
Satz 10.9. FEin stabiles und konsistentes lineares Mehrschrittverfahren ist konvergent.
Dies ist ein gutes Beispiel dessen, was manche den Hauptsatz der Numerik nennen:
Konsistenz und Stabilitiat implizieren Konvergenz.

Aussagen zur Konvergenzordnung sind natiirlich auch moglich, gehen aber iiber den
Rahmen dieser Vorlesung hinaus.
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11 Steife Differentialgleichungen und
implizite Verfahren

11.1 Wiederholung: Gewohnliche Differentialgleichungen und
Anfangswertprobleme

Das folgende Unterkapitel wiederholt ein paar wichtige Konzepte aus dem vorangegange-
nen Kapitel. Es existiert hauptsichlich als Vorlage fiir eine Vorlesung, die mit steifen
Differentialgleichungen anfingt, und deshalb etwas Vorwissen wiederholen muss. Beim
Lesen dieses Dokuments kann es iibersprungen werden.

11.1.1 Gewdohnliche Differentialgleichungen
Gewohnliche Differentialgleichung:

T = filt,x1,...,2q), i=1,...,d
wobei (t,7) € R x R und f;: Q — R4 Q C R x RY offen.

o Die Variable t ist haufig als Zeit interpretierbar, man spricht daher haufig von
FEvolutionsproblemen.

oz heifit Zustandsvektor.
e R? mit z € R? heifit Zustandsraum.
e R x R heifit erweiterter Zustandsraum.
Achtung: Traditionell verwendet man das gleiche Symbol fiir Zustinde z € R? und

Funktionen in den Zustandsraum z : R — R?. Nicht verwirren lassen!

Beispiele
1. (Lineare skalare Differentialgleichung) Finde = : R — R so dass
¥ = —kx
(beschreibt z.B. radioaktiven Zerfall)
2. Allgemeiner: Finde z : R — R? so dass

' = —Ax, A e R,

3. Hohere Ableitungen kénnen wegtransformiert werden.
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11.1.2 Anfangswertprobleme

Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen sind normalerweise nicht eindeutig.

Beispiel. Fiir alle ¢ € R 16st 2(t) = ce™* die Gleichung
¥ = —kax.

Deshalb: Zusatzinformation. Schreibe Anfangsbedingung
z(to) = wo

vor. zg € R? heifit Anfangswert.

Bezeichnung:

Differentialgleichung + Anfangsbedingung = Anfangswertproblem (AWP/IVP)

11.1.3 Existenz und Eindeutigkeit
Auch AWPs kénnen mehr als eine Losung haben.
Beispiel. Betrachte 2/ = /|z|, (0) = 0.
o f(x) = +/|z| ist stetig auf R, es existiert also eine Losung, z.B. z(t) = 0 V¢

e Aber:
— Wahle ein ¢ > 0

— Definiere
falls 0 <t <c¢

w0 =1
' 1(t—c)? fallse<t

— T 16st das Problem.

Es gibt also unendlich viele Losungen!

Mit einer einfachen Zusatzforderung an f kann man Eindeutigkeit erhalten.
Satz 11.1 (Picard, Lindelof). Betrachte das Anfangswertproblem
¥ = f(t, ), x(ty) = xo

auf dem erweiterten Zustandsraum Q C R x R® mit (to, o) € Q. f sei stetig, und bzgl.
lokal Lipschitz-stetig.
Dann besitzt das AWP eine eindeutige Losung.
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11.1.4 Evolution und Phasenfluss

Falls die Bedingungen des Satzes von Picard-Lindeldf gelten, so kann man eine elegante
neue Notation einfiihren.

Sei (tg,xg) € . Bezeichne mit Jyax(to, zo) das maximale Zeitintervall, auf dem eine
Losung des dazugehorigen AWPs existiert.

Zu jedem Anfangswert (tg,xg) gibt es eine eindeutige Losung, d.h. zu jedem Anfangswert
(to, o) ist der Wert x(t) fur alle Jyax(fo, zo) eindeutig bestimmt.

Definition. Fiir alle to,t € Jmax(to, o) heifit
Phlo: o x(t)
Evolution der Differentialgleichung x' = f(t,x).
o Wohldefiniert, weil das AWP fiir jedes xg eine eindeutige Losung hat.
Man kann also schreiben: z(t) = ®%oz.

Fiir autonome Gleichungen 2’ = f(x) kann man die Abhéngigkeit von ¢y weglassen. Der
Evolutionsoperator ®'zy = z(t) heifit dann ,,Phasenfluss*.

11.1.5 Das explizite Euler-Verfahren
Ziel: Finde eine numerische Approximation der Losung z € C([tg, T], R?) des AWPs
x’ = f(t>$)7 l’(to) = Zo
Vorgehensweise:
o Unterteile das Intervall [tg,T] durch n + 1 Zeitpunkte

t0<t1<t2<...<tn:T.

o Die Menge der Zeitpunkte heifit Gitter A := {tg,t1,...,tn}

Schrittweite: 7; :=t;41 —t; fir j=0,...,n—1
o Maximale Schrittweite: 7oA = max;j—q,. n—17j

Wir suchen eine Gitterfunktion
TA: A — Rd,

welche die Losung des AWPs an den Gitterpunkten moglichst gut approximiert.

(Manchmal interpretieren wir so ein xa auch als eine Funktion [tg, T] — R?, die die
Werte an den Gitterpunkten linear interpoliert.)

Hoffnung natiirlich: Wenn das Gitter immer feiner wird (wenn also 7o immer kleiner
wird), wird der Unterschied zwischen = und xa immer kleiner.
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Das explizite Euler-Verfahren Nach L. Euler (1786), auch Eulersches Polygonzugver-
fahren genannt.

Zo

1. .T,'A(t()) = X0

2. Furt e [tj,tj+1]:
ea(t) = zalty) + (= t5)f(t5, 2a(t;))

3. Insbesondere:
xA(tj—i-l) = xA(tj) + ij(tja xA(tj))

Keine Gleichungsysteme zu lésen — das Verfahren ist explizit.

Beachte: Berechnung durch eine Zweiterm-Rekursion
L. za(to) = xo
2. wa(tjp1) = Uhttliza (L)), ji=0,1,....,n—1
mit ¥ unabhingig von A.

e Die Funktion W heifit diskrete Fvolution des expliziten Euler-Verfahrens.

11.1.6 Konsistenz

Der Fehler der Losung, also der Unterschied © — xa, besteht aus zwei Beitrégen:
o Jeder einzelne Schritt produziert einen Fehler.

e Da man nach dem ersten Schritt immer von einem fehlerbehafteten Wert startet,
bekommt man auch falsche Ableitungen f.

Mit Konsistenz bezeichnet man das lokale Verhéltnis zwischen der Evolution ® und der
diskreten Evolution W.
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Definition. Sei (t,x) € Q. Die Differenz
e(t,r, 1) = @y — YT
heiffit Konsistenzfehler von W.

Eine diskrete Evolution heif3t konsistent, wenn der Konsistenzfehler keine konstanten
oder linearen Terme in 7 hat. Formaler definiert man das wie folgt:

Definition. Fine diskrete Evolution W heif$t konsistent, falls

Uhly =2 = pbly fir alle (t,z) € Q,
d d
— gt = = — ottt i Q.
I | f(t,x) o 7| fir alle (t,z) €

Beispiel. Das explizite Euler-Verfahren
U™y — 2 4 7f(t, x)

ist konsistent, denn ‘?9—‘71_’ =D (z471f(t,x)) = f(t,x).

T

Wir wollen eine quantitative Version von Konsistenz.

Definition. Fine diskrete FEvolution U besitzt Konsistenzordnung p, wenn es eine Kon-
stante C' > 0 unabhdngig von t und x gibt, so dass

e(t,z,7) < CrPTL
Ja, der Exzponent ist wirklich p + 1/

Beispiel. Das Euler-Verfahren hat die Konsistenzordnung 1.

11.1.7 Konvergenz

e Konsistenz ist ein lokales Phdnomen, d.h. es betrachtet den Fehler nur in der Néhe
eines festen t.

« Wir betrachten jetzt, wie gut eine Losung = € C!([tp, T]) insgesamt approximiert
wird.

« Wir hoffen, dass fiir kleinere 7a := max 7; die Approximation immer besser wird.
o und das schnell!
Definition. Der Vektor der Approximationsfehler auf dem Gitter A
en: A - RY ea(t) =x(t) — za(t)
heif$t Gitterfehler. Seine Norm
lealloo = maxfea(t)]

heif$t Diskretisierungsfehler.
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Definition. Zu jedem Gitter A auf [ty, T] sei eine Gitterfunktion xa gegeben. Die Familie
dieser Gitterfunktionen konvergiert mit Ordnung p € N gegen x € C([to, T)), falls eine
Konstante C > 0 existiert, so dass

lealloo < CTX
fiir alle Ta klein genug.
Alternative Notation: ||ea]|sc = O(TR).
o Konvergenz hingt eng mit dem Konsistenzfehler zusammen.
o Das ist praktisch: Der Konsistenzfehler ldsst sich haufig direkt am Verfahren ablesen.
Satz 11.2 (Deuflhard und Bornemann [3, Satz 4.10]). Sei
Uy = 2 4+ 79(t, z, 7),

und 1 lokal Lipschitz-stetig in x. Die diskrete Evolution sei konsistent mit Ordnung
p. Dann definiert die diskrete Evolution ¥ fiir alle Gitter A mit hinreichend kleiner
Zeitschrittweite Ta eine Gitterfunktion xa zum Anfangswert xa(tg) = xo. Die Familie
dieser Gitterfunktionen konvergiert mit Ordnung p gegen die Lésung x des AWPs, d.h.

lealloo = max [x(t) — za(t)] = O(r%).
Beispiel (Explizites Euler-Verfahren).
i1 = xj + 7 f (1, 25)
o Konsistenzordnung 1 (der lokale Fehler verhélt sich wie 74 )
o Inkrementfunktion ¢ (¢, z,7) = f(t,x) ist lokal Lipschitz-stetig in z.
= Verfahren konvergiert mit Ordnung 1, d.h. |leallec = O(T4).

— halber Fehler bedeutet doppelte Anzahl von Zeitschritten.

= doppelte Anzahl von f-Auswertungen = doppelter Aufwand.

11.1.8 Explizite Runge—Kutta-Verfahren

[Nach: Carl Runge, 1856 (Bremen) — 1927 (Gottingen), Martin Wilhelm Kutta, 1867
(Pitschen/Oberschlesien) — 1944 (Furstenfeldbruck) |
Klassische Konstruktion von Verfahren mit einer hoheren Konsistenzordnung.

Insbesondere: Hohe Ordnung ohne Ableitungen von f.
s-stufiges explizites Runge-Kutta-Verfahren:
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i—1
1. k; := f(t+ci7,az+72aijkj> Vi=1,...,s
=1

s
2. Utly — o TZ bik;.
i=1

Die Groflen k; = k;i(t, x, ) heilen Stufen des Verfahrens.

Koeflizienten:
b= (by,...,bs)
c=(c1,...,¢5)
0
A — az1 0 c RSXS
as1 As2 ... Qss—1 0

Traditionell notiert man die Koeffizienten im Butcher-Schema
(nach John C. Butcher, 1933 in Auckland)

A
b

Beispiele:

expl. Euler-Verfahren L%

‘1\3\'—‘ )

3 0
1
Das klassische 4-stufige Runge-Kutta-Verfahren:

Verfahren von Runge

o= O

= NN O

oH O O
wlH O o=
wlH =

[

e Eine Funktionsauswertung pro Stufe

o s+ s+ % Parameter bei s Stufen

Bei geschickter Wahl der Koeffizienten erhélt man Verfahren héherer Ordnung.

183



Prof. Dr. O. Sander Numerik Mathematik

Lemma 11.1. FEin explizites Runge—Kutta- Verfahren ist genau dann konsistent fir alle
feCRY), wenn Y51 b; = 1.

Auflerdem betrachten wir nur folgende Vereinfachung;:

Lemma 11.2. FEin explizites Runge—Kutta- Verfahren ist genau dann invariant unter
Autonomisierung, wenn es konsistent ist, und

i—1
ci:Zaij firt=1,...s
Jj=1

erfillt.

Diese Verfahren sind Invariant unter Autonomisierung.

11.2 Steife Differentialgleichungen

Explizites Euler-Verfahren

Tpy1 = ok + 7f (L, )
e Konvergent mit Ordnung 1.
Lose damit das Anfangswertproblem
7 =\, z(0) =1, A eR.
Die folgenden Bilder zeigen Rechnung fiir A = 1, mit verschiedenen Schrittweiten:

(Die Tatsache dass die orange Linien nicht bis zum Ende des Zeitintervalls gehen sind
Zeichen schlechter Programmierung, aber kein mathematisches Problem.)

— exact — exact
explicit explicit

A=1, h=0,05 A=1h=0,1
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A=1,h=05 A=1h=10
Als néchstes probieren wir ein negatives A, hier z.B. A = —1:
\ explicit explicit
A=-1,h=0,05 A=-1,h=0,1
A=-1,h=0,5 A=-1,Ah=10

Die letzte Rechnung sieht ein wenig seltsam aus,

Probieren wir noch A = —5:

185
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A= -5, h=0,05 A=-5h=0,1

— exact — exact
explicit explicit

A=-5 h=05 A=-5nh=10

Fazit:

o Keine Uberraschungen, falls A >0

e Falls A < 0, dann produziert das explizite Euler-Verfahren nur dann qualitativ
richtige Ergebnisse, falls der Zeitschritt 7 < 1/|A] ist.

o Fir A <0, 7> 1/|)\| ist das Verfahren instabil.

Nachrechnen:
Expliziter Euler:

Tpr1 =Tk +7f (tkyzr) =xp + A2 = (L + A1)z, = (1 + )\T)k+1 o

Fall 1: A >0
— Losung x(t) = exp (At) monoton steigend in ¢

— Diskrete Losung: monoton steigend in k, da 1 + A7 > 1.

Fall 2: A <0
— Losung x(t) = exp (At) monoton fallend und positiv

— x, monoton fallend und positiv nur dann, wenn 0 < 1+ A7 <1 <= 7 < 1/|A|.

Falls)\<0und7'>ﬁ
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o Diskrete Losung oszilliert.
Falls A < 0 und sogar 7 > ‘%

o Diskrete Losung ist unbeschrénkt.

11.2.1 Steifheit und Kondition
Fiir Euler- und Runge-Kutta-Verfahren hatten wir Konvergenzaussagen der Form
leallse < CTX
bewiesen.
Problem: Diese Aussagen sind asymptotisch.
e Der Fehler wird kleiner, wenn wir ein hinreichend kleines 7o weiter verkleinern.

e Die Konstante C' ist aber unbekannt: Wir wissen nicht, wie klein 7o sein muss, um
eine verniinftige Genauigkeit zu erzielen.

Man kann C' nur in seltenen Féllen exakt ausrechnen.
Stattdessen: Qualitativ verstehen, wann C' grofl sein kann.

Angenommen, wir erhalten fiir ein gegebenes 7o eine gute Approximation der Lésung.

Dann kénnen wir davon ausgehen, dass das nicht zuféllig so ist: Fiir einen leicht gestorten
Anfangswert xg + dxg erwarten wir dann auch eine gute Approximation der gestorten
Losung.

Erinnerung: Intervallweise Kondition eines AWPs:
o' = f(t,x)  w(to) =x0  tE[to,T].

Storung der Eingabedaten zg +— xg + dx¢ fithrt zu einer Stérung der Losung x(t) —
x(t) + dz(t) fir alle ¢ € [to, T).
Die intervallweise Kondition kl[tg, T ist die kleinste Zahl, fir die

162loo < Alto, T] - 90|
Analog fithren wir eine diskrete Kondition kA ein: die Auswirkung einer Storung des
Anfangswerts auf eine von einem numerischen Verfahren erzeugte Gitterfunktion
162 lloe < Ka - [|6zo]-
Wenn ein Verfahren fiir zp und xg + dz¢ (mit dzp klein) verniinftige Losungen liefert,

dann muss
KA & Klto, T
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gelten.

Umgekehrt bedeutet ka > k[tg, T] dass das Verfahren vollig unbrauchbar ist, denn es
reagiert auf kleine Storungen vollig anders als das eigentliche Problem.

—> Das Gitter ist dann noch zu grob, da fiir jedes konvergente Verfahren

KA — K[to, T fir 7o — 0.

Die Beziehung
RA =~ K,[to, T]

ist eine qualitative Minimalforderung an ein Verfahren + Wahl des Zeitschritts.

o Fiir die bisher vorgestellten Verfahren gibt es Anfangswertprobleme, fiir die kKa =~
Klto, T| erst fiir sehr kleine 75 gilt.

e Solche Probleme nennt man steif.
Ungewohnlich:

e Es gibt keine mathematisch prazise Definition des Begriffs , steif*

o Eine Verfahrensklasse klassifiziert die Probleme!

11.2.2 Beispiel: Wieder das Modellproblem

Wieder das Modellproblem
z' = Az, z(0) = 1.

Wie ist die Kondition dieses AWPs?

Losung des AWPs:
z(t)=1-eM.

Betrachte jetzt stattdessen einen gestorten Startwert: z(0) = 1+ d.
e Losung davon:
z(t) = (1 + d) exp(At) = exp(At) + dexp(At),
also ist dx = dexp(At) die Stérung des Resultats.
Es folgt
o &[0,T] = e falls A >0,
o k[0,T] =1 falls A <0.

Diskrete Kondition des expliziten Euler-Verfahrens:
xA(tk—f—l) = (1 + T)\)xA(tk) = (1 + T)\)IH_IZEO
ist linear in g, deshalb gilt

ka = max |14 7Rt
0<k<n—1
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Fall 1: A > 0. Dann ist ka = (1 +7A)™ Wegen 1 + 1) < €™ gilt
ka = (1+7N)" < exp(ntA) = e,
Also ist ka = k[0, T], das AWP ist nichtsteif.
Fall 2: A <0
Fa = max [1—7aAl[F
Falls 7 < 2/|A| so ist kn < 1 =k[0,T7.
Andererseits gilt fiir 7o > 2/|)|
ka = |1 —7|A||" > 1 =k&[0,T].
Das Problem ist steif.

11.2.3 Stabilitat

Wir betrachten noch einmal das vorige gestorte AWP
=\, z(0) =1+4d.

Wie verhélt sich die Stérung d exp(At)? Drei Félle:

1. A > 0: Die Stérung wéchst exponentiell mit ¢. Lésen der Gleichung fir grofie ¢ ist
kaum sinnvoll, bzw. sehr schwierig.

2. A = 0: Die Storung bleibt fiir alle ¢ in konstanter Grofle erhalten.

3. A < 0: Fir grofle t wird die Stérung ,von alleine* immer kleiner!

Betrachtet man die Auswirkung von Stérungen nicht auf ein beschrianktes Intervall [¢g, 77,
sondern fiir alle Zeiten [tg,00), dann spricht man statt von Kondition meistens von
Stabilitdt.

Die obige Dreiteilung ist typisch. Wir machen daraus eine Definition.

Definition. Sei (tg,z0) so, dass ®bxq fiir alle t > to ewistiert. Die Lisung des AWPs
heifit

2) (Lyapunov)-stabil, falls zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass
[@Hfor — @Ho|| < e
fir alle t > to und ||z — xo|] < 0,
3) asymptotisch stabil, falls es zusdtzlich ein 69 > 0 gibt, so dass
lim || @50z — @) =0
t—00
falls ||x — || < do,
1) instabil, falls weder 2) noch 3) gelten.

Achtung: Dieser Stabilitdtsbegriff hat nichts mit der Stabilitédt von Algorithmen zu tun.
Es kann anspruchsvoll bis zu schwierig sein, die Stabilitdt von DGLn zu bestimmen.

189



Prof. Dr. O. Sander

Numerik

Mathematik

11.2.4 Das implizite Euler-Verfahren
Expliziter Euler:

Th+1 = Tk + Tf (tk, l‘k)

Impliziter Euler:

Tpt1 = Tk + T7f (b1, Tht1)

Implizit bedeutet: In jedem Schritt muss ein Gleichungssystem gelost werden.

Betrachte wieder das AWP

Implizites Kuler-Verfahren:

Tpr1 = Xk + 7f (tga1, Tpa1) = Tp + TATE1
= Tp+1 = T < ! )kH Zo
1—7A 1—7A
Wenn A < 0, so ist
0< <1

1

fir alle 7 > 0. Das Verfahren ist fur alle 7 > 0 stabil.

Das probieren wir wieder numerisch aus. Hier ist das implizite Euler-Verfahren fiir ' = \z

mit A = —

—— exact
implicit

—— exact
implicit

= 0,05

A= -5, h—Ol

—— exact
implicit

—— exact
implicit

_
W

A=-5 h=05
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Die letzte Rechnung (mit h = 1,0) ist zwar nicht mehr sonderlich prézise, aber stabil ist

s1e.

Ist jetzt alles gut? Nein, denn es steht zu vermuten dass wir fiir positive A Probleme

kriegen. Und in der Tat, fiir A = 1:

A=1,h=005

A=1,h=05 A=1,h=08

Man beachte hier die wechselnde Skalierung der vertikalen Achse. Die Zeitschrittweite im
letzten Bild ist 0,8 statt wie bisher 1,0, weil der Wert 1,0 im Verfahren zu einer Division

durch Null fiihrt.

11.3 Stabilitat von Einschrittverfahren

Das explizite Euler-Verfahren wird fiir die lineare Gleichung

)\.’L’, x<t0) = Zo

instabil, wenn A\ < 0 und der Zeitschritt 7 zu grof} ist.

11.3.1 Stabilitat von linearen, autonomen, homogenen

Differentialgleichungen

Wir verallgemeinern das jetzt und betrachten lineare, autonome, homogene Systeme

z(0) =29 € R4,  Ae R
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Satz 11.3. Die Lisung dieses AWPs ist

x(t) = exp(tA)zg

wobei ( )k
>, (tA
exp(tA) := kz_%) o

Diese Reihe konvergiert gleichmdf$ig auf jedem kompakten Zeitintervall.

Stabilitat heifit: Storungen im Startwert fithren auf beschrinkte Stérungen in der Losung
(fiir t — o).

o Fiir lineare Gleichungen 2’ = Ax, x(0) = zo + dp ist die Losung
x5(t) = exp(tA) (zo + do) = exp(tA)zo + exp(tA)dg
d.h. die Storung lost das AWP 2/ = Az, x(0) = do.

Lemma 11.3 (Deuflhard und Bornemann [3, Lemma 3.20]). Die Lisung x eines linearen,
homogenen AWPs ist genau dann stabil, wenn

supl|z(t)]| < 0.
>0

t—o00

Sie ist asymptotisch stabil, falls ||z(t)|| — 0.
Beispiel. ¥’ = Az ist stabil fiir A < 0, und asymptotisch stabil fiir A < 0.
Satz 11.4 (Deuflhard und Bornemann [3, Satz 3.23]). Die Losung des AWPs
7 = Az, z(0) = zo, A e cdxd
ist genau dann stabil, wenn
o der Realteil aller Eigenwerte nicht positiv ist und

e falls A ein Eigenwert von A mit Re(\) =0, so hat \ die gleiche algebraische und
geometrische Vielfachheit.

Die Lésung ist asymptotisch stabil, falls Re(\) < 0 fir alle Figenwerte A von A.

11.3.2 Stabilitat von linearen autonomen Rekursionen

Wunsch: Die von einem numerischen Verfahren erzeugte Folge xj soll diese Stabilitdtsei-
genschaften erben. Beim expliziten Euler-Verfahren:

Tpy1 =V =ap + T7Azp = ([ + TA) 2%
war das nicht der Fall. Beim impliziten Euler-Verfahren

-1
Tpt1 =T +TATp11 = xp1 = (I —TA) x4
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jedoch schon!
Verallgemeinere: Betrachte Verfahren der Form

Tpt1 = VT x, = R(TA) 24,

mit P, Q Polynomen, sodass

i)

(T4)
Q(TA)

X1 berechnet sich als Losung des linearen(!) Gleichungssystems

Q(TA)zp1 = Q(TA) (V) = P(TA)x),

R(TA) =

Die rationalen Funktionen werden als Approximationen der Evolution ®™ = exp(7A)
verwendet.

Damit R(A) wohldefiniert ist muss Q(A) invertierbar sein.
o Q(A) darf also nicht den Eigenwert Null haben.
Verallgemeinerung der entsprechenden Bedingung fiir rationale Funktionen in C:

Lemma 11.4. FEine rationale Funktion r : z — 28 ist genau dort nicht definiert (bzw.

hat genaw dort Polstellen), wo q(z) =0 ist.

Satz 11.5 (Deuflhard und Bornemann [3, Satz 3.42]). Fiir eine Matriz A € C¥*9 st
R(A) genau dann definiert, wenn kein Eigenwert von A Pol von R ist.

Satz 11.6 (Deuflhard und Bornemann [3, Satz 3.33]). Die lineare Iteration x4+, = Bxy,
mit B € C™ jst genau dann stabil, wenn

e |\ <1 fir alle Eigenwerte X\ von B und

e Fulls A Eigenwert von B mit |\| =1, so hat X gleiche algebraische und geometrische
Vielfachheit.

Die Iteration ist asymptotisch stabil, falls |\| < 1 fir alle Eigenwerte A von B.

11.3.3 Stabilitatsfunktionen
Wir miissen also die Eigenwerte von
B = R(TA)

betrachten. Kann man sie als Funktion von 7 und den Eigenwerte von A berechnen?
Kurioserweise gilt:

Satz 11.7 (Deuflhard und Bornemann [3, Satz 3.42, Forts.]). Sei 0(A) das Spektrum
von A. Dann ist
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Mit anderen Worten: A ist ein Eigenwert von A genau dann wenn R()\) ein Eigenwert
von R(A) ist.

Dabei ist jetzt R(\) die formale rationale Funktion R angewandt auf die komplexe Zahl
A

Definition. Fir ein gegebenes Einschrittverfahren heif$t die dazugehorige Funktion
R : C — C Stabilitatsfunktion des Verfahrens.

Vererbung von Stabilitat heifit damit: Wenn
Re(A) <0 fiir alle Eigenwerte A von A

dann soll auch
|IR(TA)| <1 fiir alle Eigenwerte A von A

(plus Zusatzbedingungen fiir den Fall Re A = 0).

Definition. Die Menge
S={z€C||R(z)| <1}

heifst Stabilititsgebiet von R.

Beispiel. Explizites Euler-Verfahren:

Th1={I+7A) 2 = R(2)=1+2
——
R(TA)
Stabilitdtsgebiet: S = {z € C: |1 4+ z| < 1}.
Damit ein Verfahren stabil ist muss 7A € S fiir alle A € o(A) sein.

Im Falle der skalaren Gleichung mit R 3 A < 0 und dem Euler-Verfahren fiihrt das auf
die Bedingung 7 < ‘72|

Fiir eine graphische Darstellung der Stabilitdtsgebiete expliziter Runge-Kutta-Verfahren
siche Deuflhard und Bornemann [3, Seite 238].

Folgendes Detail sticht ins Auge.

Lemma 11.5 (Deuflhard und Bornemann [3, Lemma 6.5]). Fir jede konsistente rationale
Approzimation von exp g¢ilt 0 € 0S.

Also:

o Die Losung z(t) = exp(tA)zg ist stabil, wenn alle Eigenwerte von A in der linken
Halbebene von C liegen.

 Ein numerisches Verfahren U™ = R (7A) ist stabil, wenn alle Eigenwerte von 74 in
S liegen (plus Zusatzbedingungen am Rand von S).
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Folgende Eigenschaft ist deshalb wiinschenswert:

Definition. FEin Einschrittverfahren heifit A-stabil, falls sein Stabilitdtsgebiet die negative
komplexe Halbebene enthdlt.

In diesem Fall gibt es keine Schrittweitenbeschrankung!

Explizite Verfahren kénnen aber nicht A-stabil sein.

Lemma 11.6. Die Flisse aller expliziten Runge-Kutta-Verfahren (fir lineare Gleichun-
gen) sind Polynome in TA, also V7x = P(TA)x.

Beweis. Wir zeigen dass fiir jedes i < s der Ausdruck 7k; ein formales Polynom in 74
ist.
Dann folgt die Behauptung aus

Uy =2+ 7> bk = (TA) z + > bitk;.
i=1 =1

Beweis mit vollstandiger Induktion: RK-Verfahren fiir 2/ = Ax:

i1 i1
ki = f(t+cit,x+ TZ aijkj) = A{x + TZ aijkj]
j=1 j=1

e Tk; = 7 Az ist Polynom in TA.

e Seien 7k; Polynome fiir alle j < 1. Dann ist

i—1
Tki :TALU—FTAZCLUT]C]'
J+1

Polynom in TA. O

Lemma 11.7 (Deuflhard und Bornemann (3, Lemma 6.11]). Das Stabilititsgebiet von
Polynomen ist kompakt.

Beweis. Fiir jedes Polynom P vom Grad > 1 gilt |P(z)] Z==% oo. Also ist S beschréinkt.
O

Implizite Verfahren kénnen A-stabil sein: z.B. Implizites Euler-Verfahren:

Stabilitétsgebiet: S ={z € C| |1 — 2| > 1} D C.

Das Ziel fiir die Zukunft lautet jetzt, A-stabile Verfahren hoher Ordnung zu konstruieren.
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11.4 Implizite Runge—Kutta-Verfahren

Wir betrachten jetzt wieder allgemeine nichtlineare, nicht-autonome Anfangswertprobleme
v = f(t, ), z(tg) = .

Wie koénnen wir stabile Verfahren hoher Konsistenzordnung konstruieren?

Definition (Butcher 1964). Unter einem allgemeinen Runge-Kutta-Verfahren (kurz:
RK-Verfahren) verstehen wir ein Verfahren der Form

s
(’L) ki:f<t+ci7',ﬂf+7'zaijkj>, izl,...,s,
j=1
s
(71) ARRES :z:—|—7‘ijk‘j.
j=1

o Unterschied zu expliziten RK-Verfahren: Die Summe in (i) geht iiber alle s Stufen,
nicht nur iiber die ersten 7 — 1.

Man fasst die Koeffizienten wieder in zwei Vektoren b, ¢ € R® und eine Matrix A € R*$
zusammen.
Darstellung der Koeffizienten wieder im Butcher-Schema:

c| A
b
Beispiel (Implizites Euler-Verfahrens).
1|1
1

o Verfahren ist explizit, wenn A eine strikte untere Dreiecksmatrix ist.

e Ansonsten muss in jedem Schritt ein nichtlineares Gleichungssystem gelést werden.

Frage: Unter welchen Bedingungen ist dieses Gleichungssystem eindeutig losbar (fiir hin-
reichend kleine 7?) Nur dann kann ja von einem wohldefinierten Zeitintegrationsverfahren
gesprochen werden.

Um diese Frage zu klidren schreiben wir das Verfahren zunéchst in der sogenannten
symmetrischen Form auf:
Definiere:

s
gi::c—l—TZaijkj, 1=1,...,s.
J=1
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Dann gilt
S
gi:x—i—TZaijf(t—i—ch,gj) i=1,...,s
j=1

S
Uty = 2w+ 7> bif(t+ T, g5)-
=1

Satz 11.8 ([3, Satz 6.28]). Die Abbildung f € C(Q,R?) sei auf Q C R x R? beziiglich
x lokal Lipschitz-stetig. Fir ein implizites RK-Verfahren gibt es zu jedem (x,t) € Q2 ein
T+ > 0, und eindeutige stetige Funktionen

gi ¢ (—=Tw, ) = RY, i=1,...,s,
so dass:
1. gi(0) ==z firi=1,...,s

2. Fir|t| < 7y gentigen die Vektoren g;(T), i =1,...,s, den Bestimmungsgleichungen
des impliziten RK-Verfahrens.

Fiir den Beweis brauchen wir einen besonderen, parameterabhéngigen Fixpunktsatz. Den
Beweis dazu findet man bei Dieudonné [5, Satz 10.1.1].

Satz 11.9. Es seien E1 und Es zwei Banach-Rdume. U und V' seien offene Kugeln in
E; (bzw. E3) jeweils um 0; der Radius von V sei 3. Sei F' eine stetige Abbildung von
U x V nach Es, so dass |F(1,y1) — F(m,y2)|| <0 ||ly1 — y2|| fir 7 € U, y1,y2 € V, und
0 eine Konstante mit 0 < 6 < 1.

Dann, falls ||F(7,0)|| < B(1 —6) fir alle 7 € U, existiert eine eindeutige Abbildung
g:U —V so dass

g(r) = F(7,9(1))

fiir alle T € U, und g ist stetig in U.
Beweis von Satz[11.8 o Sei (to, o) € 2 fest gewdhlt.
o f ist lokal Lipschitz-stetig beziiglich . D.h. es gibt Parameter 71, p, L > 0 so dass
[f(t, @) = f(t,2)| < Llz — 2|
fir alle (t,z), (t,z) € (to — T1,t0 + 71) X By(xo) C Q.

o Weiterhin gilt |f(t,z0)| < M fir alle t € (to — 71,to + 71) (zur Not wird dafiir 7
verkleinert).

o Wir wihlen jetzt ein 0 < # < 1 (Das wird das # aus dem Satz von Dieudonné).
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e Schreibe das RK-System als parameterabhéngige Fixpunktgleichung
9(r) = F(7,9(7))
mit
g:=(g1,--,95)",
F(r,g) = (Fi(r.9)..... Fy(r.9))",

S
Fi(T,g):IL‘o—i-TZaijf(to—FCjT,gj), 1=1,...s.
i=1

e g ist aus Fy = R*? Wihle dort die Norm

lgll = gggslgzl-

« Notation: g, = (g, ...,z0) € R*%
e Jetzt definieren wir die Kugeln in F; = R und Fy = Rsd

U= (=T, T), V={geR||g— gl <p}
e Damit ist
F:UxV =R

wohldefiniert und stetig.

o Wir zeigen als néichstes die Lipschitz-Stetigkeit von F' im zweiten Argument: Fiir
alle (1,9),(r,g9) € U x V gilt

HF(Tag) - F(Tvg)” = ||(F1(Tvg) - F1(7—7§)7'--7Fs(7—’g) - Fs(Tag))TH

= Imax
1<i<s

S S
xo+T Z aijf(to +¢;7,95) — w0 — T Z ai; f(to + ¢, §j)‘
j=1 j=1

S

< Tg?; 2 [|aij| | f(to + ¢j7,95) — f(to ‘|‘Cj7'a?]j)|}
]:

S
<7 gg%jz_:llaij! - max | f(to +¢;7.95) = (to+ 7, 95)|

=[[Allo

< el Alleo o |F(to + 57 5) = flto + ej7.5)]
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e Da f lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argument ist, gilt

IF(r,9) = F(r,8)]| < 7l Alloo L yoasx|g; — 551
SJ=S

= Tul|Alloo Lllg — g
< 0llg -4l

[
wenn Ty < .
* = L[ Afleo

o Ahnlich zeigt man

1E(7, 9+) — g+l

(T, 9) = F(0, 94|

S
Ty + TZ aijf(to + ¢4, xo) — X0 — 0’
j=1

= Imax
1<i<s

= Imax
1<i<s

S
T Z aijf(t() + ¢4, .’L’o)‘
j=1
< Tl Alloo g?gsv(to + ¢;7, 20))|

< 7| Al M

p(1-0)
falls 7 < A=A

(Der Fixpunktsatz fordert ||F'(7,0) — 0| < p(1 — 0), weil dort die Kugeln um 0
zentriert sind, und nicht wie hier um g.)
Wende jetzt den parameterabhéngigen Fixpunktsatz an! Er liefert

o Es existieren eindeutige ¢g(7) € V fir alle 7 € U = (—7y, 7x), so dass
g(t) = F(1,9(7)).
o g(7) ist stetig, insbesondere ist g(0) = g.. O

Implizite RK-Verfahren sind also fiir kleine 7 wohldefiniert.

Wie sieht es mit Konsistenz und Stabilitdt aus?
Erinnerung: Konsistenztheorie fiir explizite RK-Verfahren

e Entwickle ® und ¥ als Taylorreihen

o Wihle die Koeffizienten b, ¢, A so, dass moglichst viele Terme aus der Taylorreihe
von ® reproduziert werden.

Im Prinzip funktioniert das fiir implizite Verfahren genauso.

o Alles etwas komplizierter: Es miissen mehr Koeffizienten bestimmt werden.
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o Alles etwas einfacher: Fiir eine gegebene Ordnung p erhélt man die gleiche Anzahl
von Bestimmungsgleichungen wie im expliziten Fall |3, Satz 4.24]. Man hat aber
mehr Freiheitsgrade, um diese zu erfiillen.

Satz 11.10. Unter den Bedingungen des obigen Satzes gilt:

e Die Fvolution U ist genau dann konsistent, wenn
S
> bi=1.
i=1

o Ist f € CP(QRY), so ist auch Vg in T p-fach differenzierbar.

o Wie fiir explizite Verfahren zeigt man: Ein implizites Verfahren ist genau dann
invariant unter Autonomisierung, wenn es konsistent ist, und

S
Ci:E @i fari=1,...,s.
i=1

Wie bestimmt man jetzt die Koeffizienten? Eine Technik kommt gleich!
Welche Ordnung kann man maximal erzielen?

e Dafiir braucht man die Stabilitdtsfunktion.
Lemma 11.8. Die Stabilititsfunktion R eines s-stufigen RK-Verfahrens (b, A) ist durch
R(z) =1+ 20" (I —2A)71(1,...,)7

gegeben. Die Funktion R kann in eindeutiger Weise als

dargestellt werden, wobei P, Q) teilerfremde Polynome hochstens s-ten Grades mit P(0) =
Q(0) =1 sind.

Beweis. Ubung. ]

Erinnerung: Ein s-stufiges explizites RK-Verfahren hat héchstens die Konsistenzordnung
p < s.

Lemma 11.9. Ein s-stufiges implizites RK-Verfahren besitze fiir alle f € C*(9,R%)
die Konsistenzordnung p € N. Dann gilt p < 2s.

Beweis. o Betrachte das AWP 2/ = z, z(0) = 1.

o Losung: z(7) = ", RK-Approximation 7.
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o Das Verfahren ist konsistent mit Konsistenzordnung p, also gilt

YTl —®"1=R(1) —€" = (9(7”’“).

e R = P/Q ist Quotient zweier Polynome mit Ordnung jeweils < s.

o Es folgt p < deg P+ deg@ < 2s
Warum?

e Angenommen es gibe Polynome P, () mit
degP <k,  deg@Q <7,
und k4 j < p.
o Das hiefle P(2)/Q(z) — e* = O(zF7+2),
« Multiplikation mit Q(2): P(z) — Q(z)e* = O(zF+i+2).

o Daraus folgt P = Q) = 0. Widerspruch!

Beweis davon: Ubung. (8, Lemma 6.4] [FHIST ausatbeitent

11.5 Kollokationsverfahren
Wie konstruiert man jetzt konkrete RK-Verfahren?
o Die folgende Idee ist unabhingig von den RK-Verfahren entwickelt worden.

e Dass man dadurch implizite RK-Verfahren erhdlt wurde erst in den 1970ern ent-
deckt.

Betrachte
' = f(t, )

o Seien (t,x) € © und eine Schrittweite T gegeben.
o Gesucht: Ein Schritt einer diskreten Evolution Wi +ty.
Idee:
o Wihle s Stutzstellen im Intervall (¢,¢ + )
t+cT, 0<g<e< < <1

« Konstruiere ein Polynom u € P?, das

1. den Anfangswert u(t) = z erfiillt und
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2. die Differentialgleichung an den Stiitzstellen erfiillt
u'(t+ ) = ft+ru(t + ), i=1,...,s.

3. Setze
Uty = u(t + 7).

Diese Bedingungen nennen wir Kollokationsbedingungen.

Eingziger Parameter des Verfahrens: Die Stiitzstellen ¢y, ..., cs. Wir haben s 4+ 1 Bedin-
gungen an ein Polynom s-ten Grades.

o Wir vermuten, dass ein eindeutiges u existiert (zumindest fiir kleine 7).
o Klar ist das nicht, denn die Gleichungen fiir u sind nichtlinear!

Einfacher Ausweg: Wir interpretieren das Verfahren als implizites RK-Verfahren. Dann
liefert Satz [I1.8] Existenz und Eindeutigkeit.

e Angenommen es existiere eine Losung u € Psd.
o Sei {Li,...,Ls} die Lagrange-Basis von P,_; beziiglich der ¢;, also
Li(Cj):(sij, i,j:1,...,8.

o o' ist in P? |, und hat Lagrange-Darstellung

S

u(t+0r) = u’t—i—ch L;(0) = : k;L;(0). 11.1
( ) j;( ) L;(0) ]; (0) (11.1)

=
o Wir integrieren und nutzen die Kollokationsbedingung 1} u(t) = =
t+c;
u(t + ¢71) = u(t) + / u'(s)ds
t

=x+7/iu'(t+97)d0
0
¢ 8
:x+r/ Sk L;(0) do
0 4
7j=1

=x+erj/iLj(9)d9
Jj=1 L,_/

a,-j::

s
=T +T Z aijkj.
j=1
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o Das setzen wir in die Kollokationsbedingung 2] ein:

S
ki:f(t+ci7_>$+7—zaijkj), i=1,...,s.
j=1

o AbschlieSend benutzen wir die Kollokationsbedingung [3}
Uy — u(t + 1)

1
::U—I—T/ o' (t + 01) do
0

1 s
- / S k;Li(0)d8  (wegen (TL1))
0 “
7=1

:ZE—FTijkIj
j=1
mit
1
bj:/ LJ(H)dO, j:]_,...,S.
0

Wir erhalten tatsachlich ein RK-Verfahren mit
Hj;éi(cj —0)
Hj;éi(cj —¢)

1
bj:/o L;(6) do, j=1.....s

Qj; = /0 i LJ(G) d@, LI(G) =

Diese Groflen hédngen nur von den ¢; ab.

e Die Stufen k; sind gerade die Ableitungen von u an den Stiitzstellen ¢;:

ki=u'(t+cT1), i=1,...,s.

e Deutliche Reduktion der Komplexitdt: Nur noch s Freiheitsgrade cy, ..., cs statt
bisher 2s 4 s2 Freiheitsgrade c, b, A.

o Durch Satz [I1.8] bekommen wir die Existenz einer eindeutigen Losung fiir das
Kollokationsproblem!

Aber sind alle Kollokations-Verfahren auch gute RK-Verfahren?

Erinnerung: Satz 4.18 aus Deuflhard und Bornemann [3]: Ein RK-Verfahren besitzt

e genau dann die Konsistenzordnung 1, wenn
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e genau dann die Konsistenzordnung 2, wenn zusatzlich
1

S
bic; = —.
; 1 C1 2

Lemma 11.10 (Dd & Bo, 6.37). Die Koeffizienten eines durch Kollokation definierten
RK-Verfahrens (b, c, A) erfillen

S
1
k—
Dby l=r k=15 (11.2)
=1
Insbesondere sind solche Verfahren also konsistent (k = 1) und von mindestens zweiter

Ordnung wenn s > 2.

Beweis. e Nach Definition der b; gilt
s s 1
Stk =Y [ L) do.
j=1 j=170
o i1 c;?_le (6) ist gerade die Lagrange-Darstellung des Polynoms #*~!. Deshalb

S 1 1
Stk = [otag— o 0
i=1 0 K

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen RK-Verfahren und Quadraturformeln.

Lemma 11.11. Interpretiere die bj, j =1,...,s als Gewichte einer Quadraturformel
mit Stiitzstellen c;. Aus (11.2) folgt, dass diese Quadraturformel fir Polynome hiochstens
(s — 1)-ten Grades exakt ist.

Beweis. Sei m € Ps_1, (0) = Zj;é ;6. Dann ist

Z bﬁr(ci) = Z bi Z Ozj_lc‘g_l
1=1

i=1  j=1
S 1 S

=D a1y bicl =3 0ga5 =3 /1 el
j= i=1 j=1 j=1 0

1 J
1.8 A 1
:/ Zaj,leﬂ—ldez/ () do. 0
0

0

Wir werden sehen:

e Die Konsistenzordnung eines Kollokationsverfahrens wird im Wesentlichen durch
die Eigenschaften dieser Quadraturformel bestimmt.
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e Man kann aus bekannten Quadraturformeln Kollokationsverfahren gleicher Konsis-
tenzordnung konstruieren.

Satz 11.11 (Dd & Bo, 6.40). Ein durch Kollokation erzeugtes implizites RK-Verfahren
(b,c, A) besitzt die Konsistenzordnung p fiir rechte Seiten f € CP(Q,R?) genau dann,
wenn die durch Stitzstellen ¢ und Gewichte b gegebene Quadraturformel die Ordnung p
besitzt.

Beweisskizze. Teil 1) RK-Verfahren hat Ordnung p = Quadraturformel hat Ordnung
p

e (b,c, A) besitze Konsistenzordnung p = Der Fehler bei einem Schritt ist O(7P*!).
o Insbesondere konnen wir Gleichungen der Form z' = f(¢) integrieren.
o Losung davon ist z(t 4+ 1) = x(t) + [/ f(s) ds.
e Runge-Kutta-Verfahren dafiir:
S S
\I/H_T’tx =T+ sziki =T+ TZbif(t + CiT)
i=1 i=1

« Konsistenzfehler

S
\ljt+T7t$ — (I)t+7_’t$ =x+ TZ blf(t + ciT) — T — f(S) dS
1=1 t

hat Ordnung p, d.h.

Tibif(t +6T) — tt+T f(s)ds = O(rP1)
i=1

e Das ist aber gerade die Definition davon dass die Quadraturformel von p-ter
Ordnung ist ([3, Lemma 6.39]).
Teil 2) Quadraturformel hat Ordnung p = RK hat Ordnung p
o (jetzt wieder allgemeine ' = f(¢,x))
e Sei 7 so klein, dass das Kollokationspolynom u € P; existiert.

e Betrachte u als Losung einer Storung des AWPs

Dazu wird die rechte Seite gestort!

e Konkret 16st v das AWP
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Plan: SchlieBe aus der Grofle von §f auf den Fehler z(t + 7) — u(t + 7). Das ist aber
gerade der Konsistenzfehler Wit7-ty — @i+7ig!

Ideen dabei:
e O f verschwindet an den Stiitzstellen der Quadraturformel.
e Wird auch an den anderen Punkten klein bleiben.

Wir benutzen ein allgemeines Resultat aus der Stérungstheorie gewohnlicher Differential-
gleichungen.

Satz 11.12 (Aleksejew, Grober (Satz 3.4 in Deuflhard und Bornemann [3])). Es existiert
eine beliebig hiufig differenzierbare matrizwertige Funktion M(t,c), so dass

x(t+71)—ult+71)= tt+TM(t+T,U)5f(O')dO'

e Schétze das Integral mit der Quadraturformel ab
S
a(t+7)—ult+7)=7Y_ bM(t+7,t+c;T)0f(t+ ¢;T) + O
j=1
e wu ist aber Kollokationspolynom. Deshalb ist
Sf(t+cim)=d'(t+ ;1) — fF(t+ ¢ u(t +¢;7)) =0 Vi=1,...,s.
Also folgt
r(t+7) —u(t+7) = O(rPTh). O

Bei diesem Argument muss man aber vorsichtig sein:

« Die Konstante in O(7P*!) hiingt von héheren Ableitungen von M (t + 7,5)5f(s)
nach s ab.

e Dieser Ausdruck hingt aber von u ab.
e Und w wiederum héngt von 7 ab!

Es geht aber trotzdem alles gut:
(Lemma 6.41 in Dd & Bo, ca. 2 Seiten lang)

Was haben wir gelernt?

¢ In jedem Kollokationsverfahren steckt eine Quadraturformel der Ordnung s < p <
2s.

e Diese Ordnung wird an des Kollokations-Verfahren vererbt.
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e Das betrifft nur den Fehler am Ende eines Zeitschritts, d.h.,
x(t+71) —u(t+7)=0O(FT)
o Gleichzeitig hat man in Form von u auch eine Approximation fiir z(o) fiir alle o
zwischen t und t 4 7.

o Fiir die gilt: max;<, <1+ |z(0) — u(o)| = O(7*T!) (Deuflhard und Bornemann |[3],
Lemma 6.41)

o Also schlechter als am Intervallende (da s < p)

o Diesen Effekt nennt man Superkonvergenz.

11.5.1 GauB-Verfahren
Wir bauen ein implizites RK-Verfahren hoher Ordnung:
e Wihle eine moglichst gute Quadraturformel.
o Konstruiere das dazugehorige Kollokationsverfahren.

Das Optimum fir s Stiitzstellen: Quadraturregeln der Ordnung p = 2s, d.h. Regeln die
Polynome bis zum Grad 2s — 1 exakt integrieren.

Erinnerung: Ist eine Quadraturformel
1 S
| o~ bt
i=1

exakt fiir Polynome des Grades 2s — 1, so sind die Stiitzstellen
O0<ep<...<cs<1

eindeutig definiert als die Nullstellen des s-ten Legendre-Polynoms P.

Definition.
Py(z) =1
Pi(x)==x
Py(z) = %(3952 _ )
Py(x) = 5(52° — 3a)

Dies sind die Standarddarstellungen bzgl. des Intervals [—1,1]. Fir unsere Zwecke muss
noch auf [0, 1] umtransformiert werden.
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Kollokationsverfahren mit diesen Stiitzstellen werden Gauf3-Verfahren genannt.

Aus unserem Satz [11.11] folgt direkt das folgende Resultat zur Konsistenzordnung von
Gauf3-Verfahren.

Satz 11.13 (Deuflhard und Bornemann [3], Satz 6.43). Fir f € C?*(Q,R?) besitzt das
s-stufige Gauf-Verfahren die Konsistenzordnung p = 2s.

Zusétzlich wollen wir aber auch A-Stabilitét.
Satz 11.14 (Deuflhard und Bornemann (3], Satz 6.44). Jedes Gauf- Verfahren ist A-stabil.

Das beweisen wir auf einem kleinen Umweg.

11.6 Dissipative Differentialgleichungen

Wir miissen noch beweisen, dass Gauf3-Verfahren A-stabil sind.
Das machen wir iiber einen Umweg;:

e Wir fithren einen neuen, starkeren Stabilitdtsbegriff ein, der direkt auf nichtlineare
Gleichungen zielt.

e Dann zeigen wir, dass Gauf3-Verfahren sogar in diesem stédrkeren Sinne stabil sind.
Bei bisherigen Stabilitdtsuntersuchungen haben wir uns auf lineare Differentialgleichungen
¥ =Xz (11.3)

beschrankt. Die waren genau dann stabil, wenn A < 0.

Das kann man anders formulieren: Die Gleichung ist stabil, wenn die rechte Seite
f(t,x) = Az monoton fallend in x ist.

Das verallgemeinern wir jetzt fiir allgemeine, autonome Gleichungen

2 = f(x) mit z(t) € R%

Definition. Eine Abbildung f : Qo — R? heifit monoton fallend oder dissipativ bzgl.
eines Skalarproduktes (-,-), wenn fir alle x,z € Q

(f(z) = f(z),z —1) <0
gilt.
Als néchstes definieren wir eine Variante des Begriffs ,stabile Differentialgleichung*.

Definition. Ein Phasenfluss ® : Qg — Qg heifit nichtexpansiv, wenn
@i — @' < |2 — 7

fir alle x,x € Qo und alle zuldssigen t.
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Lemma 11.12. Sei 2’ = f(x) Differentialgleichung auf Qo mit lokal Lipschitz-stetigem
f. Der Phasenfluss ® ist genau dann nichtexpansiv, wenn f dissipativ ist.

Beweis. ¢ Betrachte die Funktion
x(t) = |®'x — ®'z|? = (dlx — B'z, dlx — B'Z)

¢ Ableiten nach t:

(®'2) — (@'z), 'z — %) + (P'2 — ®'Z, (D7) — (O'Z)")
2((d'z) — (d'z), ®'x — ')
2(f(®'x) — f(®'7), d'x — ®'7).

X' (t)

I) f ist dissipativ = ® nichtexpansiv

e Sei f dissipativ. Dann ist

X0 =x(O) + [ 2((@%) ~ F@°), 8% - 9°F) ds < X(0).

<0

IT) ,,<*“ Sei ® nichtexpansiv
= x(t) < x(0) fir alle hinreichend kleinen ¢
= X ist monoton fallend bei ¢t = 0

= X'(0) = 2(f(z) - f(2),z — z) <0. O
Nichtexpansivitit ist eine Eigenschaft, die man eventuell vererben méochte.

Definition (Butcher 1975). Ein Verfahren heifit B-stabil, wenn es fir dissipative, hin-
reichend glatte rechte Seiten einen nichtexpansiven diskreten Phasenfluss erzeugt, also

[UTx — U7z < |z — Z|
fir alle zuldssigen x, T, T.
Dieses Konzept ist stérker als A-Stabilitét.

Lemma 11.13 (Deuflhard und Bornemann [3], Satz 6.50). B-stabile Runge-Kutta-
Verfahren sind A-stabil.

Beweis. Betrachte das komplexe AWP
2 =Xz, 2(0)=1, A€ C, Re )\ <0.

(Bei Systemen steht dieses AWP stellvertretend fiir einen Eigenwert.) Das AWP ist stabil.
Ist die rechte Seite dissipativ?
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e Reellifizierung: x = u + v, \=a +if

o Test auf Dissipativitidt von f(z) = Ax:

_ s~ o [ =B [T
(Azx — Az, x — ) = (AZ, &) = (4, D) (5 )()

= a(@* + 77)
<0, daa=ReA<0, fistdissipativ!

— I

Das Verfahren ist B-stabil. Also erhélt man fiir diese dissipative rechte Seite einen
nichtexpansiven diskreten Phasenfluss
|z — 2| > ¥z — Vx| = |R(TA)x — R(TA)Z|
(R: Stabilitatsfunktion des Verfahrens)
= [R(TA)(z — 2)| = [R(TA)] - |z — Z|

(|-] ist multiplikativ — komplexer Betrag!)
Daraus folgt |R(7A)| <1 fiir alle 7 > 0.

o Fir 7 =1 erhélt man |R(\)| < 1, also

AeS={zeC: |[R(\)| <1}, das Stabilititsgebiet.

e Aist in C_ beliebig
= Das Verfahren ist A-stabil. a
Statt der A-Stabilitdt von GauB-Verfahren zeigen wir:
Satz 11.15 (Dd & Bo 6.51). Gauf-Verfahren sind B-stabil.
Bewets. e Die rechte Seite f sei dissipativ und hinreichend glatt.

e Zu zeigen: Der diskrete Phasenfluss eines Gauf}-Verfahrens ist nichtexpansiv.

e Wihle z,x € Q.

e Sofern 7 klein genug ist, existieren die Kollokationspolynome u, 4 € P, mit

u(0) =z, u(r) = ¥z, u(0) =z, u(r) = V'z.

o Betrachte die Differenz
q(0) = u(f7) — u(67)|?
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o Hauptsatz der Integralrechnung:

W — 02 = (1)

o Es ist also zu zeigen, dass
1
/ ¢(0)do < 0.

0
o Aber q(6) = |u(97) — u(07)|? ist ein Polynom in # vom Grad héchstens 2s.
o Also ist ¢’ ein Polynom vom Grad 2s — 1.
o Dafiir ist GauB-Quadratur exakt:

1 S
| d @@= b ey,
j=1

o Wir zeigen jetzt, dass ¢/(¢;) <0Vj=1,---,s.
Da fiir alle GauB-Quadraturformeln b; > 0 Vj gilt, folgt dann die Behauptung.

o Esgilt ¢'(0) = 2(u/(67) — @/ (071),u(07) — u(071))
e Da u, u Kollokationspolynome sind, folgt weiter:
¢(e) = 2(f(uleyr)) — flaler)), ule;) —leym) Vi =1,....s
e Diese Ausdriicke sind alle < 0, da f dissipativ ist. O

Achtung: Nicht alle A-stabilen Verfahren sind B-stabil!

Beispiel: Die Stabilitatsfunktion R(z) = ig beschreibt A-stabile Verfahren, das Stabili-
2

tatsgebiet ist die linke Halbebene:

Im(z)
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e Diese Stabilitatsfunktion gehort zur impliziten Mittelpunktsregel

t+rt,, _ T x4+
v r=E, §—a:+7'f<t+2, 5 )

o Das ist ein Gaufi-Verfahren (s = 1), also B-stabil.

e Die selbe Stabilitatsfunktion gehort auflerdem zur impliziten Trapezregel

Uty — ¢ f=a 4 g[f(t+7,§) +f(t,w)]

Dieses Verfahren ist nicht B-stabil!

Beweisskizze.

lz|2, <0

—22, >0

Betrachte 2’ = f(x) (skalar) mit f(z) = {

f ist C', monoton fallend, also dissipativ.

x = 0 ist Fixpunkt der Gleichung und der impliziten Trapezregel.

Wenn die impl. Tr.Regel B-stabil sein soll, muss also

|07z — 70| < |z — 0
=0

fiir alle z € R, 7 > 0 gelten (Das Verfahren existiert V7.)
e Allerdings erhalt man fiir x = -2, 7 = % gerade ¥z = 2,5.

= Widerspruch! O

11.7 Linear-implizite Einschrittverfahren

Wir haben Verfahren konstruiert, die hohe Ordnung haben, und trotzdem A-stabil sind.
o GauB3-Verfahren, es gibt aber noch andere.

Diese Verfahren sind implizit. Zum Berechnen des néchsten Zeitschritts muss ein Glei-
chungssystem gelost werden.

o Falls f linear ist, so ist dieses Gleichungssystem linear. Das ist okay.

e Falls f nichtlinear ist, so ist das Gleichungssystem ebenfalls nichtlinear. Das kann
ganz schon teuer werden!

Kénnen wir A-stabile Verfahren konstruieren, fiir die bei jedem Schritt nur ein lineares
Gleichungssystem gelost werden muss, selbst wenn f nichtlinear ist?
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11.7.1 Stabilitat von Fixpunkten

Wir wollen einen alternativen Stabilitatsbegriff fiir autonome nichtlineare Differentialglei-
chungen 2/ = f(x) untersuchen.

Definition. Ein Zustand x,. € Qg heifit Fizpunkt der Gleichung, wenn f(xy) =0, bzw.
wenn ®lx, = x, fiir alle t ist.

Definition. Ein Fizpunkt x. heifst asymptotisch stabil, wenn ein € > 0 existiert, so dass
limy 00 ®lwg = x4 fiir alle xo € Qo mit ||xs — 20| < €.

Beispiel:

T x T

N\

N\
SN\
S\
/TN
/TN
/TN
/NN

T4 asymptotisch stabil T4 instabil
Man erkennt an den Bildern, dass die asymptotische Stabilitdt von z, mit der Ableitung
von f in (der Nédhe von) z, zusammenhéngt.

Satz 11.16 (Dd& Bo 3.30). Sei z. € Qo Fizpunkt von z' = f(x), und f sei stetig
differenzierbar. Falls

so ist x,. asymptotisch stabiler Fixpunkt

(Erinnerung: v ist die Spektralabzisse, der grofite Realteil aller Eigenwerte.)

Zwischenfazit: Um die asymptotische Stabilitdt von Fixpunkten zu untersuchen, reicht
es, sich die Linearisierung um x, anzuschauen!

Wir betrachten jetzt zusétzlich die um z. linearisierte Differentialgleichung
(x —x) = 2" = Df(z:) (2 — z4). (11.4)
Idee: Wenn D f(x,) das Stabilitdtsverhalten von z, qualitativ richtig beschreibt, dann

enthélt die lineare Gleichung (11.4)) vielleicht schon alle ,schwierigen® (im Sinne der
Stabilitdt) Aspekte von 2’ = f(z) in der Nihe von z,7

Betrachte ein beliebiges Einschrittverfahren:
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e U7 diskreter Fluss fiir das Ausgangsproblem
o W7 diskreter Fluss fiir das linearisierte Problem 2’ = D f(z,)(x — x4).

Definition. Fin FEinschrittverfahren heifft invariant gegen Linearisierung um einen
Fixpunkt z,, wenn

1. Uz, =z, Y7 > 0 (7 zuldssig)
— der Fizpunkt der Differentialgleichung ist auch Fizpunkt des numerischen Ver-
fahrens fiir die nichtlineare Gleichung.

2. Uiz =z, + R(TDf(z4))(z — x) mit einer rationalen Funktion R, die nur vom
Verfahren abhdngt
— D.h.: Fiir das linearisierte Problem degeneriert das Verfahren zu einer rationalen
Approzimation der Exponentialfunktion.

3. DV x|y, = VI fiir alle zuldssigen T
— W7 st Linearisierung von U7,

Zum Beispiel sind alle expliziten RK-Verfahren in diesem Sinne invariant. Solch ein
Verfahren heifit A-stabil, falls R A-stabil ist.

Invariante Verfahren retten den Zusammenhang zwischen der asymptotischen Stabilitét
eines Fixpunkts z, und der Linearisierung dort ins Diskrete:

Satz 11.17 (Dd & Bo 6.23). Sei U7, UT ein gegen Linearisierung invariantes Einschritt-
verfahren. Sei 7. > 0 die mazimale Schrittweite, so dass VI die asymptotische Stabilitdt
vererbt. Dann ist x. asymptotisch stabiler Fizpunkt der Rekursion

Tpt1 = V2, n=20,1,2,...
fir alle T < 7.

Bsp: Skalare Differentialgleichung

e Fixpunkte:
xs = 1 (asymptotisch stabil)
z, = —1 instabil

o Linearisierte Gleichung in z,:

¥ = fl(zs)(x — 15) = —2X\x5(T — T5) = =2\ (7 — 1)

o Explizites Euler-Verfahren dafiir

— stabil, wenn 7 < 1/

214



Mathematik Numerik Prof. Dr. O. Sander

e Es folgt: x5 ist auch asymptotisch stabiler Fixpunkt des expl. Euler-Verfahrens fiir
die nichtlineare Gleichung

Tpi1 = Tn + T7f(2n) = 2 + TA(1 — 22).
Aber wie gesagt nur falls 7 < 1/\.

Und nicht vergessen: z ist nur dann Attraktor, wenn man nah genug dran startet. Fir
dieses Beispiel heifit das:

e Kontinuierlich: zg > —1
o Euler: 29 € [0,5/4].
11.7.2 Linear-implizite Runge—Kutta-Verfahren
Idee: Behandle nur den linearen Teil von f implizit.
Fiir festes © € (g schreibe die Differentialgleichung als
2'(t) = Ja(t) + (f(z(t)) — Jz(t)),  J=Df(z) € R™

(Hier ist & beliebig; in der Praxis linearisiert man um den Zustand zum vorigen Zeitschritt.)
Wende das implizite Euler-Verfahren auf den ersten Term an, und das explizite Euler-
Verfahren auf den Rest.

U =€+ 7(f(x) — Jx), E=ax+T1JE
Das ist das linear-implizite oder semi-implizite Euler-Verfahren.
e Nur ein lineares Gleichungssystem pro Schritt
e Trotzdem A-stabil

Jetzt allgemein: Linear-implizite Runge-Kutta-Verfahren

S
Uy = 33+7ijij
j=1

k; = J(a;—i-Tiﬂijkj) + |:f($+7'§06ijkj) — J(JZ—FTS(XU’]{Z]‘)]
firi=1,...,s.

Beachte: Der obere Summationsindex des impliziten Teils ist 4, nicht s.

e Dadurch kann der Phasenfluss durch wiederholtes Losen linearer Gleichungssysteme
berechnet werden.
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1. J=Df(x)
i—1 i—1

2. (I — T,BMJ)k’Z = TZ(BZ‘]‘ — aij)ka + f(a: + TZaijkj) far ¢ = 1, ..y S
j=1 j=1

S
3. Uy = :E+Tijkj
j=1

Solche Verfahren heiflen lineare-implizite RK-Verfahren oder Rosenbrock-Verfahren.
Koeffizienten: A = (a;;) € R***, B = (f;;) € R®**, b= (b1 ..., bs)
o Wihlt man die f;; alle gleich, so haben die s Gleichungssysteme in 2) alle die

gleiche Matrix
= Es reicht eine LR-Zerlegung, um alle s Gleichungssysteme zu 16sen.

Die Frage, ob sich die linearen Gleichungssysteme tatséchlich immer l6sen lassen, ist
einfacher als fiir den allgemeinen impliziten Fall:

Lemma 11.14. Sei 8 > 0 und J € R4 Die Matriz I — T8J ist fiir alle 0 < 7 < 7y
invertierbar. Dabei hingt . von der Spektralabzisse v(J) ab:

T = 0o fir v(J) <0, Te = 5V1(J) fir v(J) > 0.

Beweis. Zu zeigen: Unter den gegebenen Voraussetzungen hat I — 78J nicht den Eigen-
wert 0.

o Nach Satz (11.7) iiber rationale Funktionen ist aber

oI —7BJ)=1—71Bc(J).

Deshalb zu zeigen: J hat keinen Eigenwert A mit 1 — 78X = 0.

Fall 1: v(J) <0, d.h. insbesondere Re(\) < 0:
Re(1—-76A)=1—78Re(A\) >1 = 1—-78A#0.

Fall 2: 0 < Re(\) < v(J):

Re(1 —78A) =1—78Re(N) > 1 —78v(J).

1
Also>0wenn7<m. O

Der Satz sagt: Die steifen Anteile der Differentialgleichung (d.h., die nichtpositiven
Eigenwert von J), beeinflussen nicht Losbarkeit des Gleichungssystems.

Fiir autonome lineare Probleme ist das Verfahren offensichtlich dquivalent zum impliziten
Runge-Kutta-Verfahren (b, (5;;)). Es hat also die selbe Stabilitétsfunktion.

Konstruktion der Bedingungsgleichungen: Ahnlich wie bei expl. RK-Verfahren.
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11.8 Erhalt erster Integrale

Betrachte die autonome Differentialgleichung

auf einem Zustandsraum ).
Definition. FEine Funktion £ : Qg — R heif§t erstes Integral, wenn
E(d'z) = E(2)
fiir alle x € Qo und alle zuldssigen t gilt.
Alternative Bezeichnungen:
o Invariante
e Erhaltungsgrofie
e engl.: constant of motion

Beispiel: Mathematisches (Faden-)pendel

Bewegungsgleichungen fiir Winkel gq:

q+ %sinq =0
bzw. als System erster Ordnung;:
p = —mglsingq
.1
q= ml2p'
Erhélt £(p,q) = %#ﬁ — mgl cos ¢ (die totale Energie).

Beispiel: Betrachte ein System mit N Partikeln

e ¢ €R3 i=1,...,N Positionen, p; € R, i =1,..., N Impulse
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e m;: Massen
o Paarweise Interaktion {iber Krifte, die vom Abstand abhéngen.

Bewegungsgleichungen:
pi al
(2
q,’»: — pg:ZVij(Qi_Qj)
=1
mit

Vz'j(y) = _Vji(_y)

daraus folgt insbesondere dass v;; = 0.
Die Bewegungsgleichungen erhalten den Gesamtimpuls P = Zf\il pi, denn

q N N N
aZPz‘ =30 => wvijlai—q;) =0
i=1 i=1 i=1j=1
Ebenso: Der Gesamtdrehimpuls L = Zf;l Qi X D;
N

4 xpi+ Y a %
=1

s

s
I
—

d N
*Zqz' X pi =
dtz’:1

N N
Di ><Opz‘ +Zz:1jz:1%' X vij (¢ — q5)

=

1
m;

-
I
—

I
e

Klassifikation der Erhaltungsgrofen: (fiir diese Beispiele)
e Impuls: linear
e Drehimpuls: quadratisch
e Energie beim Fadenpendel: nichtlinear

Man hétte gerne numerische Verfahren, die erste Integrale erhalten.

Zunéchst eine einfache Charakterisierung mit Hilfe von f:

Lemma 11.15 (Deuflhard und Bornemann (3|, Satz 6.56]). Sei f lokal Lipschitz-stetig.
Eine Funktion £ € C*(Qo,R) ist genau dann erstes Integral, wenn

(VE(x), f(x)) =0

fir alle x € Q.
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Beweis. Kettenregel:

d dlz) = (VE(D'x), f(D'x)). O

_ i t _ t It
0= ZE(@'2) = (VE@'z),

Beispiel: Wir zeigen Energieerhaltung des Fadenpendels. Fiir dieses Modell gilt:

f(@) = f(p,q) = (‘m%ﬁ sin q)

mi?
E(x) =€ q) = LY. mgl cos q
’ 2 ml?
Der Gradient der Energie ist

P
— mil2
VEP.q) (mgl sin q)
Damit erhalt man

(VE(,q), f(p,q)) = #(—mgl sin q) + mgl sin g2

iz =~ Y

Satz 11.18 (Hairer, Lubich und Wanner [8, Thm. IV.1.5]). Alle Runge-Kutta- Verfahren
erhalten lineare Invarianten.

Beweis.
o Sei & lineare Invariante, also £(x) = (v, z) mit festem Vektor v.
o Nach dem vorigen Lemma ist dann (v, f(z)) = 0 fiir alle z € Q.

e Fiir eine Stufe k; eines beliebigen RK-Verfahrens ist dann
(v, k) = <v, f(a: + 7 Z aijkj>> =0.
j=1
o Also ist

E(xpt1) = (V, Tpy1) = <v, (xk + Ti:biki>> = (v, x) = E(xk). O
i=1

Fiir die quadratischen Invarianten betrachten wir zunéchst einen wichtigen Spezialfall:

Frage: Fiir welche linearen autonomen Differentialgleichungen
¥ = Ax
erhilt der Phasenfluss ®! die Euklidische Norm
1@%z]|2 = [Ja]l2 Ve?

= Genau dann, wenn ®! = exp(tA) eine orthogonale Matrix ist.
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Satz 11.19 (Dd & Bo 6.18). Sei A € R™*?, Die Matriz exp(tA) ist genau dann orthogonal,
wenn A schiefsymmetrisch ist.

Beweis. Teil I) exp(tA) € O(d) = A = —AT
o Sei exp(tA) € O(d) fiir alle t.

e Dann ist
I = exp(tA)T exp(tA) = exp(tAT) exp(tA).

o Differenziere nach ¢t und betrachte t = 0

0 = (A" exp(tAT) exp(tA) + exp(tA”) Aexp(tA)) \ = AT+ 4

Teil IT) A = — AT = exp(tA) € O(d)

I =exp(tA —tA) =exp(tA) - exp(—tA) (da A mit A kommutiert)
= exp(tA) - exp(tAT)
= exp(tA) - exp(tA)L. O

Zentral ist anscheinend die Eigenschaft

exp(z) - exp(—z) =1 vz € C.
Das nennt man Reversibilitdt.
Man hétte diese Eigenschaft gerne auch fiir diskrete Verfahren.
Definition. Fine diskrete FEvolution ¥ heifst reversibel, wenn

Tt — o

fiir alle (t,x) € Q und hinreichend kleine 7.

Beispiel: Das explizite Euler-Verfahren ist nicht reversibel.

Reversible rationale Approximationen der Exponentialfunktion erzeugen normerhaltende
diskrete Fliisse.

Satz 11.20 (Db& Bo 6.21). Sei R eine rationale, konsistente, reversible Approximation
der Ezponentialfunktion. Dann gilt fir eine Matriz A € R4*?

R(TA) € O(d) V1 >0
genau dann, wenn A = —AT.

Beweis. Weitestgehend wie bei Satz([11.19 O
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Beispiel:
1 z 2 3
R(z) = +2:1—1—2—&—%—1—%—}—(’)(24):624—(’)(23)

e Die entsprechende Matrix-Abbildung heifit Cayley- Transformation.

o Stabilitatsfunktion insbesondere der impliziten Mittelpunktsregel
— dem einfachsten Gauf3-Verfahren.

GauB-Verfahren erhalten sogar beliebige quadratische Invarianten!

Satz 11.21 (DA & Bo 6.58). Die D.GIl. o' = f(x) mit lokal Lipschitz-stetigem f besitze
das quadratische erste Integral £, d.h.

E(x)=aTEx+elz+n

mit E € R4 e e R? n e R. Jedes Gauf-Verfahren erzeugt einen Phasenfluss ¥, der
& erhdlt, d.h.
EWz) =E(x)

fir alle x € Qo und zuldssige T.
Beweis. Ganz dhnlich wie der Beweis der B-Stabilitét.
e Sei x € Qp, und 7 so klein, dass das Kollokationspolynom
uePs, ul0)==z ulr)=V"x
existiert.
o & ist quadratisch. Deshalb ist
q(0) := E(u(67))
ein Polynom in Ps;.

o Hauptsatz der Integralrechnung:
1 1
E(Wx) = q(1) = q(0) + [ ¢(0)d8 =)+ [ '(0)de.
0 0

o Zu zeigen ist also fol q'(0)do = 0.

¢ Nutze Quadraturformel des Gauf-Verfahrens.
Diese ist fiir Polynome in Py, exakt:

[ q@do=> b))

Jj=1
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o Es sind aber alle ¢’(¢j) = 0, denn

q'(cj) = (E(ulej7)))
=7VE(u(c;T)) - u'(c;7)  (Kettenregel)
=7VE(u(e;T)) - f(u(ej7))  (Kollokationseigenschaft)

=0 (da & eine Invariante ist). O

/

Was ist mit der Energieerhaltung des Fadenpendels?
¢ Das behandeln wir spéter.

o Mit der Theorie der Hamiltonschen Systeme.
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12 Numerik von Hamilton-Systemen

12.1 Hamilton-Systeme

Extrem wichtige Klasse von Differentialgleichungen
¢ klassische Mechanik, Quantenmechanik, relativistische Mechanik
e Dazugehorige spezielle numerische Verfahren
e Schoéne Mathematik

“Vereinigendes Prinzip”: Bringt ganz unterschiedliche Gleichungen auf eine gemeinsame
Form
Beispiel: Mathematisches Pendel (Fadenpendel)

o Koordinate: Winkel o

e Masse m, Fadenldnge [, Erdbeschleunigung ¢

Bewegungsgleichungen

i+ Jsina =0
Beispiel: Teilchen in einem Kraftfeld F'(x)

mi = F(x) (Newtons Gesetz)

Beispiel: 1d-Wellengleichung
Linearisierte Auslenkung einer elastischen Schnur (transversal oder longitudinal)

u  0%u
W:ﬁ .ZUE[CL,b],tZO
u(a,t) =u(b,t) =0 YVt >0

12.1.1 Die Lagrange-Gleichungen

Mechanisches System mit d Freiheitsgraden g = (q1, ..., qq)

e Kinetische Energie
T =T(q,9)

Haufig: T'(q,q) = %QTM(q)q' mit M(q) symmetrisch positiv definit (s.p.d.).
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o Potentielle Energie
U=U(q)

Definition. Die Lagrange-Funktion eines mechanischen Systems ist
L(g,q) =T(q,4) — U(q).
Das mechanische System 16st die Lagrange-Gleichungen
4 (ony oL
dt \ 9q dq
Warum? — Es gilt das Prinzip der stationdren Wirkung.

Definition (Prinzip der stationdren Wirkung / Hamiltonsches Prinzip). Sei q : [to, 1] —
R? eine Trajektorie eines mechanischen Systems. Fiir die in der Natur vorkommenden
Trajektorien ist die Wirkung

stationdr.

Sei ¢ eine Trajektorie, und dq eine Variation davon, die die Endpunkte fest lésst, also
dq(to) = dq(t1) = 0.

e Stationaritdt von ¢ heifit dann, dass fir alle solche dq

%S(q + €dq) 0 0.
e Ausrechnen
a : L(g +eba, i + edi) di| = : “;jaq T ‘gséq dt
= tjl (gséq - i%éq) dt (partielle Integration)
_ : (‘;s _ i%) 5q dt.

Da dieser Ausdruck fiir alle hinreichend glatten Funktionen dq gleich Null sein muss,
erhélt man die Lagrange-Gleichung

0S=0= d(

d 8L> oL
Cdt

) g

Beispiel: Pendel
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e Kinetische Energie

1 1
T = §m(:132 +9?) = iml2d2

Potentielle Energie
U =mgy = —mglcosa

Lagrange-Funktion

1
L(a,a) = imlzo'z2 + mgl cos o

Lagrange-Gleichung

(ml?@&) + mglsin o = mi*é& 4+ mgl sin a.

_d(@L>_5L_d
~dt \ da da  dt

Beispiel: Teilchen in einem Kraftfeld
Angenommen das Kraftfeld ist konservativ, d.h. es gibt ein U : R? — R, so dass
F(z)=-VU(x).

e Kinetische Energie

T(x, i) = %m(j:,j:)

o Potentielle Energie

o Lagrange-Gleichung

0= d (8L> oL _ d(ma’:)—i—VU(x):mj}—F(x)

“dt\dq) oq  dt

Beispiel: Eindimensionale Wellengleichung

Unendlich-dimensionales System: wird nicht beschrieben durch d Freiheitsgrade (g1, . . ., ¢4),
sondern durch die Funktion u : [a,b] — R. Diese beschreibt die transversale Auslenkung
einer Saite, die am linken und rechten Ende eingespannt ist.

e Kinetische Energie
1 rb
T(u,4) = f/ ma(z)>da
2 Ja
Dabei ist m die Massendichte.

o Potentielle Energie

Dabei ist E die Zugsteifigkeit.
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e Lagrange-Funktion
L(u, %) =T(u,u) — U(u)
o Lagrange-Gleichung
oL _ 9oL 0oL
ou Oz ou  Otou

Einsetzen:

0 , o .
0= %(—Eu (:L‘)) + gLl
Umstellen:
o _ £
o2 m Ox2

Das ist die eindimensionale Wellengleichung.

12.1.2 Die Hamiltonschen Gleichungen
Eine Transformation der Lagrange-Gleichung; quasi ,,die andere Seite der Medaille“

¢ Definiere die Impulse

oL
= 2 (q,q firk=1,....d
Pk 8qk(q q)

Diese Abbildung heif3t Legendre- Transformation.
Definition. Die Hamilton-Funktion ist
H(p,q) :==p"q— L(g,q).
Dabei geht man natiirlich davon aus, dass die Legendre-Transformation eine C''-Bijektion

q < p darstellt.
Beispiel: kinetische Energie ist quadratisch:

1
T = 5qTMq mit M s.p.d.
e Legendre-Transformation: Fiir festes ¢ hat man

p= Mgq.
Transformation ist also tatséchlich glatte Bijektion.

e Hamilton-Funktion
H(p,q) =p"q— L(q,q9)
=p"M~'p—L(g, M~ "p)
=p" M 'p—T(q, M~ "p) + U(q)
— pTM T p— (M) M (M) + U(g)

2
= S ()T MM ) + Ug)
—T+U
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Die Hamilton-Funktion ist die Gesamtenergie!

Auch mit Hilfe der Hamilton-Funktion kann man das Verhalten des mechanischen Systems
einfach ausdriicken.

Satz 12.1 (Hairer, Lubich und Wanner [8, Thm. VI.1.3]). Die Lagrange-Gleichung ist
dquivalent zu den Hamilton-Gleichungen

0H ) 0H

g = — —— - k=1,....d.
Dk aqk(p,q), A apk(p,q), ey

Beweis. Lagrange = Hamilton (die andere Richtung ist dhnlich)

OH 0 / . .
90 g ( q-— L(q,q)) (Def. von H)
dg OL OL 9q
=p' = -=-== Kett 1
p 9 9q¢ 94 9q (Kettenregel)
—pT
= —gs (Def. von p = gf;)
= —% (gs) (Lagrange-Gleichung)
=D (Def. von p)
Und:
OH 0 / p
- _ 2 _ L
o 0 (r"d— L(g,0))
L
=dq pT@ — i 94 (Produktregel; ¢ hiangt nicht von p ab)
dp  9q Op
:pT

Sowohl die Lagrangesche als auch die Hamiltonsche Formulierungen haben ihre Daseins-
berechtigung.

o Die Lagrange-Formulierung ist besonders fundamental: sie beruht auf Variations-
prinzipien

o Die Hamilton-Formulierung ist besonders fundamental: sie beruht auf der Gesamt-
energie des Systems.

Beispiel: Pendel (mit ¢ = «)

e Kinetische Energie
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Potentielle Energie
U = —mglcosq

Impuls

‘_87L 8(1
=94 = 94

§m12q2 + mgl cos q) = ml?g

Kinetische Energie ist quadratisch, also

H(p,q) = T(q,4(p)) + Ul(q)

1
= Sml(i(p))? ~ mglcosq
11,
= 5@1) — mglcosq
o Bewegungsgleichungen:
. OH . .
p=—— <& p=—myglsing
dq
OH ) 1

=%, q= 5P

In der letzten Vorlesung hatten wir gesehen, dass das Pendel die Groéfe

11 .
§Wp2 —mglcosq=T(q,4(p)) + Ul(q)

erhalt. Das ist kein Zufall.

Satz 12.2. Die Hamilton-Funktion H ist Invariante des Flusses der Hamiltonschen
Gleichung.

Bewess.
H H
%H(p, 9= %pp * %qq’ (Kettenregel)
OH, OH\ OH /0H '
= aip( - 87q) + g (6—29) (Hamiltonsche Gl.)

Diese sehr allgemeine Erhaltungseigenschaft wollen wir natiirlich ins Diskrete iibertragen!

12.2 Symplektizitat

Fliissse von Hamiltonschen Systemen haben eine weitere wichtige Erhaltungseigenschaft,

o die sog. Symplektizitéit
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o dhnlich wie Volumenerhaltung im Phasenraum

Beispiel: Volumenerhaltung beim mathematischen Pendel (Bild aus Hairer, Lubich und
Wanner [8]).

Betrachte die Hamiltonschen Gleichungen

L )
p= dq b, q), q_ap p,q

(- (@)

Diese Beziehung wollen wir jetzt abstrakter betrachten.

Umschreiben:

7 é) hat eine besondere Eigenschaft. Es

(o) =6 9)

o Verhilt sich also wie die imaginére Einheit i.

Bemerke: die harmlos aussehende Matrix <

gilt ndmlich

« Erzeugt eine komplexe Struktur auf R?.
Wir betrachten 2-dimensionale Parallelogramme in R??,

e Aufgespannt durch Vektoren

_ (¢ _ ("
6 - (Eq ) 'r] - nq .
Hier und im Folgenden bezeichnen &P € R% und €9 € R? die Impuls- bzw. Ortskom-

ponenten von £.
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Falls d = 1, so ist die orientierte Fliache des Parallelogramms gerade

da@2$>=$m—&f=w w(ﬂ»@(ﬁ)

Das verallgemeinern wir jetzt fiir hohere Dimensionen.
Definition (Symplektische Form). Die symplektische Form w : R?? x R?? — R st

: & m
=3 (5 ) =3t - et
=1 v

1

¢ i

d
e Bilineare Form

o Interpretation: Summe der orientierten Flachen der Projektionen auf die Koordina-
tenebenen (p;, q;)-

e Matrixdarstellung
w(,m) = (¢ ﬂﬂ(ﬂ Q(ﬁ)

Da die Matrix _OI é wichtig zu sein scheint geben wir ihr den Namen J.

Eine wichtige Eigenschaft von Hamiltonschen Systemen ist nun, dass ihre Fliisse
o' : R* — R

die symplektische Form erhalten.
Das muss man natirlich erklaren.

Definition (Lineare symplektische Abbildung). Eine lineare Abbildung A : R?® — R2d
heif$t symplektisch, wenn

w(AE, An) =w(&,m) V& n R,

Alternativ: Wenn

ATJA =T
e Fiir d = 1 bedeutet das gerade, dass A flichenerhaltend ist.

Definition (Differenzierbare symplektische Abbildung). Sei U eine offene Teilmenge
von R??. Eine differenzierbare Abbildung g : U — R?? heifst symplektisch, falls die
Jacobi-Matriz NV g(p, q) fir alle (p,q) € U symplektisch ist.

Jetzt der zentrale Satz: die Fliisse ®* von Hamiltonschen Systemen erhalten die symplek-
tische Form:
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Satz 12.3 (Poincaré, 1899). Sei H(p,q) zweimal stetig differenzierbar auf U C R??. Sei
&' der Phasenfluss der Differentialgleichung

y=J 'VH(y)

mit y = (p,q).
Fiir jedes feste t ist ® eine symplektische Abbildung.

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten:

1. ®° ist symplektisch.

2. Die ,Abweichung von der Symplektizitit* hingt nicht von ¢ ab.
Zu 1):

o &0 ist symplektisch, wenn seine erste Ableitung an jedem Punkt yo = (po,qo)

symplektisch ist.
00%,\ " (98
J =I"Jr=J.
Yo Yo

e Also ist ®° symplektisch.
Zu 2):

e Da ®%y = yo gilt

dPtyo

ntersuchen.
a0 untersuche

e Wir miissen die Ableitung

o Linearisierte Storung der Losung bei einer Stérung des Startwerts.
o Also gerade die Wronski-Matrix =

o Lost die Gleichung

==J"1 VZH(®'(y)) =
o Konkret heifit das hier
oP!
dyo

d odt

— Y = J'V?H(®! 12.1
dt Oy, J TV H(®"yo) (12.1)

e Produktregel:

0] - 20 2 o4
dt L\ 9yo dyo /| \dt dyo Yo Yo dt Oyo

o Dort wird jetzt (12.1)) eingesetzt:

d[/oot\T /ot oo\ T Ot oot\ T
—(=) J[= )| =(=—) V2H(3! TJTJ<>+< ) JJIV2H (P <
dt K Yo ) ( Yo ) } ( Yo ) (®740) Yo Yo (®"50)
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e Aber JT = —J, also J~TJ = —I, und V2H ist symmetrisch.

d[(odN\" 10!
() /()] =0 :
dt [\ yo Yo
Es gilt sogar die Umkehrung des Satzes: nur Hamiltonsche Systeme haben symplektische
Fliisse!

e Deshalb ist

Definition (lokal Hamiltonsch). FEine Differentialgleichung x' = f(x) heift lokal Hamil-
tonsch, wenn fiir jedes xg € U eine Umgebung existiert, in der

flz)=J 'VH(x)
fir eine Funktion H.

Satz 12.4 (Hairer, Lubich und Wanner [8, Satz VI.2.6]). Sei f : U — R?? stetig
differenzierbar. Dann ist ¥’ = f(x) genau dann lokal Hamiltonsch, wenn der Fluss ®'x
fir alle x € U und alle t hinreichend klein symplektisch ist.

12.3 Symplektische Verfahren

Wir wollen Verfahren entwickeln, die die Symplektizitdt von Hamiltonschen Fliissen
erben.

Definition. FEin Finschrittverfahren heifit symplektisch, falls der diskrete Fluss
vt R* — R
symplektisch ist, wenn das Verfahren auf ein Hamiltonsches System angewendet wird.

Die einfachsten symplektischen Verfahren sind die symplektischen Euler-Verfahren

Pr+1 = Pk — THy(Pkt1, Qi)
Qet1 = Qi + THp (Pt 1, Gk

und

Pk+1 = Pk — THq(Pka Qk+1)
Q1 = Q + THp(Dk, Git1)-

Satz 12.5 (Hairer, Lubich und Wanner [8, Satz VI.3.3]). Die symplektischen FEuler-
Verfahren sind symplektisch.

Beweis. Beweis fiir die erste Methode:
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e Methode ist symplektisch, wenn

ovTy € R2dx2d
Oy

fiir alle y = (p, q¢) die symplektisch Form erhélt, wenn also

OVTy\T U™y
( 5 ) J( 5 )= (12.2)
e Wir bestimmen die vier Komponenten von 8\57;14:
1) Erste Gleichung des Verfahrens:
Pr+1 = Pk — THy(Pr+1, ak)
Ableiten nach pg:
OPk+1 OPk+1
—— =1 = THgp(prv1, qr) -
apk: QP( + ) apk
= 0
Pk+1 B
-~ (I+7Hy) =1
Ebenso z.B. 5
Pik+1
Do (I+7Hy) = —7Hy

ete.

Zusammen erhalt man
(1 77 0) (Z’;;:I Z’;’;:) _ (z —Hy )
_ q q ’
THy,, I ﬁ ﬁ 0 I+7Hy
also .
oVTy  (I+7H]L, 0 I  —7Hy,
oy \ —THp,, I 0 I+7Hy )"

Damit kann man die Erhaltungseigenschaft (12.2)) direkt nachrechnen. O

Die symplektischen Euler-Verfahren sind keine RK-Verfahren.
Stattdessen gehoren sie zu den sog. partitionierten RK-Verfahren.
Betrachte Differentialgleichungen der Form

y/:f(y7z)7 Z/:g(y,Z),

wobei y € R™ und z € R™
Idee: Nimm fiir 4y und z zwei verschiedene RK-Verfahren.
Details bei Hairer, Lubich und Wanner [8, Kapitel 11.2]

Es gibt auch ein ,einfaches“ Verfahren zweiter Ordnung, das symplektisch ist.
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Satz 12.6 (Hairer, Lubich und Wanner [8, Satz VI.3.5]). Die implizite Mittelpunktsregel

_ +
Yt = g+ 7 VH (S
ist symplektisch.
Beweis. Wir leiten wieder ab
Oy _ Ykt
Oy, Oy,
_ iz Ykt YR\ (L1O0yksr 1
= I+777'V?H|( 5 ) (2 m +2).

Umformen ergibt

s (1 i) 1+ 5 )

T
Dann kann man direkt nachrechnen dass (ag#y:l) J % =J.

12.3.1 Symplektische RK-Verfahren

e Relativ neue Verfahren, wurden erst Ende der 1980er Jahre systematisch untersucht.

Wir interessieren uns wieder fiir die Ableitung

Py
t) = .
(t) 10

[1]

Diese 16st bekanntlich eine lineare Differentialgleichung.

Lemma 12.1 (Hairer, Lubich und Wanner Lemma VI.4.1]). Das folgende Dia-
gramm kommutiert fir alle Runge-Kutta-Verfahren und alle partitionierten Runge-Kutta-
Verfahren.:

o)

By g=1rf), w0)=uy
y=r), y0)=yo ——— LU

=E=f(y=, E(0)=1I

RK- Verfahr@nl JRK -Verfahren

o

4 -

) ——— {yw, Ei}
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Beweisidee: Betrachte exemplarisch das explizite Euler-Verfahren

Yk+1 = Yk + 7 (yr).

Ableiten nach yg ergibt
Ekt1 = Zk + 7 (Yr) k-

Das ist gerade das explizite Euler-Verfahren fiir die Gleichung

Startwert passt auch, denn I = %g = =. O

Idee: Die Symplektizitdtsbedingung ist eine quadratische invariante des erweiterten
Systems fiir die Variablen y, =.
Satz 12.7. Alle Verfahren die quadratische Invarianten erhalten sind symplektisch.
Beweis. Der quadratische Ausdruck =7 .J= is Invariante der Gleichung
== J 'W2H(y)z,

denn

- =T 1= . =T 7=

Z(ETE) =gTy= et

= (J W HE) 24277 'V2HE

== J T 4= JJ  V2HE
——" ——
=7 =]
=0. O

Korollar. Gau-Verfahren sind symplektisch.

12.3.2 Reversibilitat vs. Symplektizitat
Es gibt reversible Verfahren, die nicht symplektisch sind.
Es gibt symplektische Verfahren, die nicht reversibel sind.

Fiir quadratische Hamilton-Funktionen ist das anders.

Satz 12.8 (Hairer, Lubich und Wanner (8, Satz V1.4.9.]). Fir RK-Verfahren sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

i) Die Methode ist reversibel fiir lineare Probleme

y=Ly
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1) Die Methode ist symplektisch fiir Hamilton-Gleichungen mit quadratischer Hamilton-
Funktion 1
H(y) = inC'y. C s.p.d.

Beweis. ii) — 1)

Die Hamilton-Gleichungen haben die Form
y=J 'VH(y)=J 'Oy,
sind also linear.
e Das Runge-Kutta-Verfahren dafiir hat also die Form
Uy = R(rJ 'C)y
wobei R die Stabilitatsfunktion ist.
e Da das Verfahren symplektisch ist, gilt
R(rJ 'O JR(rJ1C) = J.
e Da R = PQ™! fiir Polynome P, Q erhilt man
P(rJ ')t gpP(rJ 10) = Q(rJtO)TJQ(rJ10). (12.3)
« Betrachte das Produkt ,Polynom in J~'C* mit J.
o Fiir jedes Monom (J~'C)*, k € N gilt (C ist symmetrisch, und J7 = —.J)
((Jflc)k)TJ — (CTJfT)kJ
=ctyg ... cty Tty
k mal
=-ctyjtct. jTo”
k — 1 mal
=-cJ'c...g'cC
| S —
k — 1 mal
=-J'gTcgTc...J'c
—_———
k — 1 mal

— _JT(J—TC)k
= J(—=J o)k
o Also folgt aus ((12.3))
P(—rJ7'C)-P(rJ71C) = Q(—7J71C) - Q(rJ10)

bzw.

R(—rJ7'C)-R(rJ'C) =1

e Das ist gerade die Reversibilitiat des Verfahrens. O
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12.4 Energieerhaltung
e Wir haben einige Miihe in Verstdndnis und Erhaltung der Symplektizitit gesteckt.
e Aber Symplektizitit ist eine sehr abstrakte Eigenschaft. Wozu soll die gut sein?
e Hier komme eine etwas konkretere Rechtfertigung.

Betrachte das mathematische Pendel.

e Kinetische Energie:

(q ist der Winkel)

o Potentielle Energie:
U(q) = —mglcosq

e Bewegungsgleichungen:

g+ % sing =20
o Gesamtenergie:
l2
E = mT(jZ — mgl cosq

Dies entspricht der Hamilton-Funktion

H(p,q) = p® —mglcosq

2ml?

Damit ist die Gesamtenergie eine Erhaltungsgrofe!

e Aber: weder linear noch quadratisch. Wird daher nicht automatisch von z.B. Gauf}-
Verfahren erhalten.

Wird die Energie von symplektischen Verfahren erhalten?
Nein! Aber fast...

2.00
—— symplectic
i —— exact

1.50
1.25 1

- lecti
symplectic 1.004

WLV | -

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Symplektisches Euler-Verfahren, Zeitschrittweite 7 = 0,05. Links: ¢, rechts: E
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2.00
—— symplectic
—— exact

- symplectic

IR

T T y T y T y T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Symplektisches Euler-Verfahren, Zeitschrittweite 7 = 0,01. Links: ¢, rechts: E

2.00
1600 1 —— symplectic —— symplectic
—— explicit 1.75 4 —— explicit
1400 4 —— exact
1200 1.50
1000 4 1251
800 1.00
600 0.75 A
4007 0.50
200
0.25 A
04
r r r r r r r 0.00 -— T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Explizites und symplektisches Euler-Verfahren, Zeitschrittweite 7 = 0,05. Links: ¢,
rechts: E

- symplectic —— symplectic
——— explicit 1.75 4 = explicit
1000 4

800 1

6001 1.00

4001 0.75

200

T T T T y u y 0.00 T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Explizites und symplektisches Euler-Verfahren, Zeitschrittweite 7 = 0,01. Links: g,
rechts: F

Satz 12.9 (Benettin und Giorgilli [1]; Hairer, Lubich und Wanner [8, Thm.IX.8.1]). Be-
trachte ein Hamilton-System mit analytischer Hamilton-Funktion H : D — R, (D C R??),
und wende ein symplektisches Verfahren W™ der Konsistenzordnung p mit Schrittweite T
an. Wenn die numerische Lésung in einer kompakten Menge K C D bleibt, dann existiert

238



Mathematik Numerik Prof. Dr. O. Sander

ein 1y, so dass
H(yn) = H(yo) + O(7")

fiir exponentiell lange Zeitintervalle nT < et

Symplektische Verfahren erhalten also nicht die Hamilton-Funktion bzw. die Gesamt-
energie. Aber die numerische Energie bleibt ,,in der Ndhe“ der exakten Energie!

12.5 Variationelle Integratoren

Mit dem jetzt Gelernten kénnen wir Zeitschrittverfahren auf eine ganz neue Art konstru-
ieren.
Siehe Marsden und West [13] fiir eine detailliertere Ubersicht.

Wir erinnern an das Prinzip der stationdren Wirkung (auch Hamiltonsches Prinzip
genannt)

o Lagrange-Funktion

Definition. Die Wirkung einer Trajektorie q: t — (q(t),q(t)) ist

S@) = [ Llate) ) ar

to

Wir betrachten nur Trajektorien mit gegebenem festen Start- und Endpunkt

q(to) = qo, q(t1) = q1.

Definition (Hamiltonsches Prinzip). Die tatsichlich vorkommenden Trajektorien sind
die, die die Wirkung stationdr machen.

Sei g eine Trajektorie, und dq eine Variation davon, die die Endpunkte fest ldsst, also
dq(to) = 6(t1) =0.

e Stationaritdt von ¢ heifit dann, dass fir alle solche dg

d
&S(q + e5q)|6:0 =0.

Wie schon in Kapitel [12.1.1] gezeigt ist dies dquivalent zur Euler-Lagrange-Gleichung

doL_or
dt 9¢  Oq’
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12.5.1 Idee der variationellen Integratoren

Wir ersetzen das Integral im Hamiltonschen Prinzip durch eine diskrete Approximation:
o Fiihre ein Zeitgitter ein
to<thi<...<ty=T.

o Fiihre die approximative Wirkung ein

Inlaae) = [ L0, d(0) e

(z.B. durch eine Quadraturformel)

q ist hier die Losung der Lagrange-Gleichung auf [tg, tx+1] mit gegebenen Start-
und Endwerten g, qi+1-

Hier konnte man denken dass Lj, ein schlechtes Symbol ist, weil es sich ja schliefllich
um eine Wirkung handelt. Andererseits fungiert Lj spéter bei der Definition der
diskreten Impulse wie eine Lagrange-Funktion (siehe ((12.6])).

e Definiere das diskrete Wirkungsfunktional

N-1

Sh({%},ivzo) = kz% Ln(qr, Qr+1)-

Definition (Diskretes Hamilton-Prinzip). Finde {q}Y_, mit gegebenen qo,qn, so dass
Sy, stationdr wird.

Wie kann man Lj wéhlen?
Beispiel: (MacKay [12], 1992)
o Approximiere ¢ auf [t,tx+1] als linear Interpolierende von g und ggy1.

e Approximiere das Integral durch die Trapezregel

Lp(q, qr+1) = 7+ %[L(qk, M) 1 L(Qk+17 M)}

Beispiel: (Wendlandt und Marsden [16], 1997)

o Nimm statt der Trapezregel die Mittelpunktsregel

qk+1 + qu’ k41 — qu)]'

Lin(qr, qrv1) = T{L( 5 n

Wie kommen wir an stationdre Punkte von Sp,?
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o Ableitung ausrechnen und gleich Null setzen!
Partielle Ableitung fir k=1,...,N — 1:

s, 0 = P P
—— = — " L(ai, gi+1) = 5—Ln(qe—1,ar) + =—Ln(ax, _
8% 8% Pt h(q q +1) aqk h(Qk 1 Qk) aqk h((]k Qk+1)

e Dieser Ausdruck = 0 sind die diskreten FEuler—Lagrange-Gleichungen.

o Ein System von algebraischen Gleichungen (mit Bandstruktur).

Fragen:
e Wann kriege ich mit diesem Ansatz symplektische Integratoren?
o Kann ich das Verfahren so umschreiben dass ich wieder einen Zeitschritt nach dem
anderen berechnen kann?
12.5.2 Erzeugendenfunktionen
Wir brauchen ein weiteres Kriterium fiir Symplektizitét:

o Betrachte ein gegebenes Hamiltonsches System H auf einem festen Zeitintervall
[to, t1]

e Seien pp € R? und ¢g € R? die Startwerte zur Zeit g
e Bezeichne die Werte zur Zeit t; mit p; € R? und q1 € R
o Es gibt eine Abbildung &' (pg, q0) = (p1,q1)-

Wie wir wissen, ist diese symplektisch.
[Achtung: der folgende Satz enthélt iiberdurchschnittlich viel didaktische Reduktion]

Satz 12.10 (Hairer, Lubich und Wanner [8, Satz VI.5.1]). Eine Abbildung ¢: (po,qo) —
(p1,q1) ist genau dann symplektisch, wenn lokal eine Funktion

S:(qo,q1) — S(qo,q1) €R

& —Do
VS = (Zgg) = <p1 ) . (12.4)
q1

o Wenn man eine symplektische Abbildung (pg, qo) — (p1, 1) hat, kann sie durch
(12.4]) aus der Funktion S rekonstruiert werden.

existiert, so dass

o Aber der obige Satz ist ,,genau dann, wenn* . Es gilt also auch die Umkehrung:

— Jede hinreichen glatte (und in einem gewissen Sinne nicht degenerierte) Funk-
tion S erzeugt via (12.4]) eine symplektische Abbildung (po, go) — (p1,q1)!
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e Man kann also auf systematische Art symplektische Abbildungen erzeugen. Die
Funktion S heift deshalb Erzeugendenfunktion.

Wir betrachten jetzt das Wirkungsintegral S als Funktion der Start- und Endposition

t1

S(a0,¢1) = | L(q(1),4(t)) dt.

to

Dabei ist ¢ die zu qg, 1 gehorige Losung der Lagrange-Gleichung.

GroBe Uberraschung: Diese Funktion S ist gerade die Erzeugendenfunktion einer sym-
plektischen Abbildung!

e Berechne partielle Ableitung;:

95 _ (Lo 0L oy,
dqo to \0qOqo  0q Oqo

Partielle Integration des zweiten Terms in der Klammer liefert

t1

_ 9L 0q +/t1 (aL_daL> 94 4
9q Iqo Wt dqg dt 9q) Oqo
—_—————
=0
_9L(q1,41) 9q1  9L(g0,do) O
g dqo dq dqo
— —
=0 =1
_8[/((]07(10)
dq

= —po (Def. des Impulses).

Ebenso berechnet man
o5 _

o5\
VS = <ngg> = (;IO) . (12.5)
q1

Dies ist gerade die Formel (12.4)) fiir Erzeugendenfunktionen von symplektischen Abbil-
dungen.

Wir erhalten also

Daraus folgt dass die entsprechende Abbildung (pg, qo0) — (p1,q1) symplektisch ist.
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12.5.3 Variationelle Integratoren sind symplektisch

Wir schreiben die diskrete Wirkung jetzt wieder als Funktion von Anfangs- und Endzu-

stand
N-1

Sh(qo,an) = > Ln(qk: Get1)-
k=0

Dabei ist {gr} die dazugehorige Losung des variationellen Integrators.

e Wir rechnen wieder die partiellen Ableitungen aus. Es bezeichne 88%, %—Ly” die

partiellen Ableitungen von Lj nach dem ersten bzw. zweiten Argument:

a8, NZ[oL L
95 _ '~ |9Ln Ok | OLn Otkn
dqo dr  dqo Oy  Iqo

k=0
_ 87L( ) 990
- O q0, 491 8(]0
~—
=1
N-1
oLy, dqr | 0Ly gy,
+ kgl [ oy (qr—1, qr) 90 + 5 (Qk> Q1) o
= 0, wg. diskreter Lagrange-Gleichung
oLy dqn
+ gN-1,4 :
dy (av-1,9v) dqo
——
=0
0Ly ( )
- O q0,41)-
e Ebenso
oS, 0Ly ( )
78(1]\[ = dy gN-1,4N)-
Jetzt fithren wir die diskreten Impulse durch eine diskrete Legendre-Transformation ein:
8Lh aLh
=" = _ 12.6
Pk (91’ (QR7qk+1) 8y (Qk 17qk) ( )

Die Gleichheit ist gerade die diskrete Euler-Lagrange-Gleichung.
[Vergleiche: p = g—g(q, q)]
e Fiir £k = N erhalten wir

f%( )
PN = Ay gN—-1,4N)-

dSh oLy,
(FEN [ FE(e,q) N [—po
Voh = (‘95{’1> B (aLf(qzv q )> B (m)
Jan dy 1,4N

Nach Satz [12.10]ist S}, also eine Erzeugendenfunktion fiir die symplektische Abbildung

Zusammen also:

(Po; q0) = (PN, aN)-
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12.5.4 Variationelle Integratoren als klassische Einschrittverfahren

Jetzt bauen wir uns ein klassisches Zeitschrittverfahren:

Angenommen die diskrete Legendre-Transformation (12.6]) sei eine Bijektion zwischen py
und gg1-
Einschrittverfahren:

(Pks ar)

Jinv. disk. Legendre-Transformation

(% Qk+1)

Jdiskrete Euler—Lagrange-Gleichung

(Qk+1 , Qk+2)

Jdiskrete Legendre-Transformation

(P41 Qot1)

Schritt 2 und 3 schreibt man als

_ 9Ln )
Pk+1 = dy k> dk+1)-

Satz 12.11. Das diskrete Hamilton Prinzip erzeugt das Zeitschrittverfahren

aLh aLh
(Prs @) = (P15 Qet1), Pr = —E(Qka%ﬂ), Pkt1 = Ty(Qk;Qk+1)-

(Die erste Gleichung ist dabei als implizite Gleichung fir qip4+1 zu verstehen.)
i) Dieses Verfahren ist symplektisch.
i1) Jedes symplektische Verfahren ldsst sich auf diese Art darstellen.
Beweis.

i) Ly ist Erzeugendenfunktion fiir die symplektische Abbildung (pg, k) — (Pk+1, Qk+1)
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ii) Jede symplektische Abbildung hat eine Erzeugendenfunktion. Wéhle diese als
diskrete Lagrange-Funktion. O

Beispiel: Das Verfahren von MacKay [12]:
T T
Lh(Qkan—i-l) = §L(QI€7/U]€+%) + §L(qk+17vk+%)

mit vy 1= 7 (g1 — ar).

Man erhalt das Verfahren:

IETI
Pr = ox gk, dk+1
= _§|:87q(q}ﬁvk+%) + %(Qk,vk+%) . (— ;)
oL Oqry1  OL 1
i) e S ()
——

=0

T OL 10L 10L
= 2 a (Qk7vk+ ) 28 (Qk7vk+ ) 28 (Qk+17vk+ )
sowie
— %( )
Pk+1 = ay 9k, dk+1
T oL 10L 10L

2 a (q]c-‘rlvv]ng ) 28 (Qk’kar ) 28 (Qk—‘rlvkar )

Wir betrachten das mechanische System

. 1. . .
L(q,q) = iqTMq —U(g) mit M s.p.d

Damit ist
oL oL
a—q(qk,v,ﬁ%) = ka+§ = %(Qk+1vvk+%)
oL

O—(Qk,vmé) = —VU(qr) = F(qr) (Kraftfeld an der Stelle g)
q

Das Verfahren wird also zu:

T 1 1
P = —§F(qk) + §ka+% + §ka,+%
T 1 1
P+t = 5 F(gen) + 5 My 1+ 5 Moy
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Umschreiben:
kaJr% =pi + %F(qk) (erste Gleichung)
Qr+1 = qx + TUp 1 (Definition von vk+%)
DPrt1 = ka+% + %F(qqul) (zweite Gleichung)

Das ist gerade das Stormer-Verlet-Verfahren!
Diskrete Lagrange-Gleichung in diesem Fall:

oL, oL,
0= oy (qe—1,qK) + o (@ks Qot1)

— 2qk + Q1)

oM (qr+1 L
-

= F(qx)

R
Kann also als direkte Diskretisierung der Bewegungsgleichung M§ = F'(q) interpretiert
werden!
12.5.5 Variationelle Integratoren hoherer Ordnung

Wie kénnen wir variationelle Integratoren hoherer Ordnung konstruieren?

Bessere Approximation von

tr41

Ll ain) =~ [ Lia(t),d(0) di

ty
heif}t:

e Approximation von g héherer Ordnung,

o Quadraturformel héherer Ordnung.

Idee: (Marsden und West [13])

S
Lh(qk, qk+1) =T Z biL(u(CiT), Tl(CiT)) (12.7)
i=1
¢ Quadraturformel mit s Stiitzstellen cq, ..., cs, Gewichten b1, ..., by

e u ist Polynom vom Grad héchstens s mit
— u(0) = g, u(T) = Qi1

— w macht die rechte Seite von ((12.7)) stationdr im Raum aller Polynome vom
Grad hochstens s.
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Tatséchlich werden von u nur die Werte und Ableitungen an den Stiitzstellen ¢;7 ge-
braucht.

Definiere deshalb:

Qi == u(gT), Qi == u(eT).

Die Q; kénnen durch die Q; ausgedriickt werden:

Qi = u(cim) = u(0) + T/OCi (o) do

c; S
= qp + 7-/0 Z Lj(o)u(cjT)do  (Lagrange-Darstellung)
j=1

=qr+ Ti;aijQi mit aij = /OCi Lj(O‘) do. (12.8)
j=
Die b; sind Quadraturgewichte. Wéhle deshalb
b; = /1 Li(o)do.
0
Wir wéhlen die Q; so, dass der Ausdruck

Ln(qs qe1) =7 3 biL(Qi(Q1, - - -, Qs), Qi)
i=1

stationar wird.

Allerdings brauchen wir zusétzlich die Nebenbedingung
1 s .
Gr+1 = u(1) = u(0) + 7'/0 u(ro)do = q, + TZbiQi. (12.9)
i=1
Exkurs: Stationdritat unter Gleichheitsnebenbedingungen

Betrachte eine Funktion f : R — R.

o Wir suchen einen stationdren Punkt von f.
e D.h., einen Punkt z, in dem die Richtungsableitung in alle Richtungen v verschwin-

det p
—f:O Vo e RY, v £ 0.
dv

Rd
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e D.h. Vf(z)=0.
Betrachte jetzt eine weitere Funktion ¢ : R% — R.
o Wir suchen ein x mit g(x) = 0, so dass f in z stationér ist bzgl. der Menge
M={yeR?: g(y) =0}
e D.h. % = 0 for alle Richtungen v, die tangential zu M sind.

]Rd

M ={y:g(y) =0}

o Vf(x) ist nicht zwangsldufig null!

Aber V f(z) steht senkrecht auf M.

Vg(x) steht ebenfalls senkrecht auf M.

Gesucht werden z € R%, X\ € R, so dass

Vf(x) = AVg(x).

Solch eine Variable \ heifit Lagrange—Multiplikator.

Umschreiben: Definiere die Lagrange-Funktion

L(z,A) = f(x) — Ag(x).

e Der Gradient davon ist
VL(z,\) = (%%) = (Vf(x)_—(i\)vg(@) .
E)) 9

o Die gesuchten Punkte sind also gerade die stationdren Punkte von £ (ohne Neben-
bedingungen).
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Exkurs Ende

Diese Technik wenden wir auf die Nebenbedingung

S
Qo1 = qr +7 Y biQ;

i=1

an. Da diese Nebenbedingung d-wertig ist, ist auch der Lagrange-Multiplikator A aus R¢
Wir suchen also stationdre Punkte von

L(Q1,. ..

,Qa, ) = TibiL(Qu Qi) — <)\7 (Qk — k1 + Ti b,Q,>>

Wir berechnen hiervon die partiellen Ableitungen nach den Qj (die part. Ableitungen
nach A sind klar).

oL 0Q; oL 0Q; 0Q;
et et bi
an Z% laq 90, " 9q an] (> (Z 8Qj>>

=7b; A

0Q; 0
88] GQJ (% +7 Z alel) = Ta;jlixd

=1

folgt

oL oL
—— =7) bi— -Ta;; +7bj

aq — Tbj)\.

Stationdre Punkte von £ erfiillen also

oL .
Zb Qqu Taij+bj87q-(Qjan):

(12.10)
Wir fithren wieder die konjugierten Impulse ein:
oL .
und schreiben auflerdem formal
. oL .
;= 87q(Qi’ Qi)
Damit vereinfacht sich die Bedingung ((12.10)) zu
S
TZ bZPl(lU -+ bij = bj)\. (12.11)
i=1
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Das allgemeine variationelle Integrationsverfahren hatte die Form
_ OLy OLn ) oLy ( )
Pr = o ak, dk+1 Pr+1 = By k> 9k+1)-
Das rechnen wir jetzt fiir den konkreten Fall aus.

p ——%(q Qr+1)
k 8Qk ks k+1

= -7 Z b Q’L7 Q’L)
8QZ 0Q;
= _sz [ Qzan)' (QMQZ)' ‘|
_/—’ —,_/
=P =PF;
L 0Q 8@1 - -
=—sz (I+TZ a;j j) (wg. Qi =aqr + 7Y _ ai;Q;)
8 8qk =1
= —TZ b,PZ — T ZTZ b,PZ(ZZ] 7j - Ti:blf)za@l
i=1 j=1 =1 Iqk i1 Oqx,
=b; A\—b; P;
_ S X S aQ] S
_—TZbiPi—TZ(bjA—bjP pr
i=1 j
S aQ
= -7 biP T bjiA—— J
LN
i J
Differenzieren der Nebenbedingung gr+1 = qx + 7 Y11 b;Q; ergibt
O=I+7 Z b; 8Q’
Deshalb ist .
pe=—TY biPi+ A\ (12.12)
i=1
Ganz dhnlich erhélt man
oLy,
Pk+1 = Ty(Qk,QkH) = A (12.13)

Lemma 12.2. FEs gilt

S
L per1=pr+7Y_bib
i=1

S
2. Qo1 = Qe+ 7Y biQi
=1
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3. P, = k+7'2 ba/_]’L/b
%,_/

= au

S
4. Qi=q+71Y_ ayQ;
j=1
Beweis. 1. ist (12.12) mit (12.13)
2. ist gerade die Nebenbedingung (12.9), d.h. u(7) = qx1.
3. Aus 1. und pgy1 = A folgt
S .
Ozpk—FTijPj—)\.
j=1
Multiplizieren mit einem b; (# 0):
id .
0=bipe + 7Y _ bib;Pj — biA.
j=1

Addiere b; P; auf beiden Seiten:

biP; =bipo+7 Y _bibjPj+ b P — b\

J=1 77’2 b aJZ %
(wg. (1211))

= b;P =bipo+ 7Y _(bj — bjaz)P;
=1

4. ist (12.8) (Darstellung der Werte @ iiber Hauptsatz und Lagrange-Darstellung). [

Die vier Gleichungen aus dem Lemma bilden ein partitioniertes Runge-Kutta-Verfahren
(Phs @) = (Prs1 @yt fitr die Gleichungen

i o= (oo ()= 2
p_aq q,9), p—aq q,q w. 94 = .

Erinnerung: Partitionierte RK-Verfahren fiir ein System
y="Ffly2) 2=4(y,2)

S S
Uil =Yk + 7Y biki zpp1 =z + 7Y bili
i=1 i=1

s s s s
ki = f(yk + 7 Zdijkju Zk +T7 Zaijlj) ll = g(yk + 7 Zdijkju Zk +T7 Zaijlj)
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1
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Symmetrische Form
S . S
Ykl = Yo + 7 2 bif (g, hi)  zks1 = 26 + 7 Y big(gis ha)
i=1 i=1

Gi =y +7Y_aif(gihi) hi=2+7 Y aig(gi, hi)

i=1 =1
Wir haben ein Verfahren dieser Bauart, mit
P = f(gihi) Qi = g(gi, hi)
Pi=g Qi=h;
bi = bi.
und insbesondere

&ij = bj — bjaji/bi.

Diese letzte Relation hat eine besondere Eigenschaft:

Satz 12.12 (Hairer, Lubich und Wanner (8, Thm. VI.4.6]). Wenn fir die Koeffizienten

eines partitionierten Runge—Kutta- Verfahrens gilt:

b,-&,-j—HA)jaji :bllA)J ’i,j: 1,...,8
bz‘:i)i iZl,...,S,

dann ist das Verfahren symplektisch.

12.6 Mechanische Systeme mit Nebenbedingungen

e auch: Zwangsbedingungen

o auch: differential-algebraische Gleichungen (DAESs)

Betrachte System mit Positionskoordinaten ¢, ..., gq4.
« Nebenbedingung: sei g : R* — R™ mit m < d.
« Nur Positionen ¢ € R? mit g(g) = 0 sind erlaubt.

Wie sehen Bewegungsgleichungen aus, wenn es solche eine Nebenbedingung gibt?
Formulierung dieser Nebenbedingung wieder mit Lagrange-Multiplikator.

 Kinetische Energie: T'(q,¢) = %qTMq'

 Potentielle Energie: U(q)
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o Lagrange-Funktion
L(q,4) = T(a.4) — Ula) — g(a)" A
mit Lagrange-Multiplikatoren Aq, ..., Ap,.

Stationdre Punkte von
Sa ) = [ Llalt).at) Aot
erfiillen dann

d oL, 0L
ii'ag) "o
g(q(t)) =0 Wt

Bewegungsgleichungen:

= Mi, 5l =-U - (9"

M+ VU (q) + (Vg(q)" A =0

9(q) =0
System erster Ordnung;:
v=(q
M = =VU(q) — (Vg(q))" A
9(q) =0

Beispiel: Das Kugelpendel
e Wieder ein Fadenpendel, aber das Pendel darf sich in drei Dimensionen bewegen
e Beschreibung mit zwei¢ Winkeln: Méglich, aber technisch
o Alternative: Kartesische Koordinaten ¢1, g2, q3

e Nebenbedingung: Die Lénge des Pendels ist fest:
9@)=d+@+a-1=0

e Kinetische Energie:

T=5(qf+qg+q33)

o Potentielle Energie:
U =mgqs
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Bewegungsgleichungen:
vI=q1, vV2=¢2, U3=g3
mi3 = —mg — 2qsA

mip = =21\, Mmig = =22,
0=qi +q5+q5—I°

Der Lagrange-Multiplikator A kann als die Spannung im Faden interpretiert werden
Betrachte ein mechanisches System mit Positionskoordinaten ¢, ..., gq.

« Nebenbedingung: Sei g : R¢ — R™ mit m < d.
« Es sind nur solche Positionen g € R erlaubt, fiir die g(p) = 0 gilt.
Betrachte ein mechanisches System mit
o Kinetischer Energie: T'(q,q) = %q'TM(q)q.
» Potenzieller Energie U(q)
Lagrange-Funktion L(q,qd,\) = T(q,q) — U(q) — g(¢)T X mit Lagrange-Multiplikatoren

ALy eees Ay
Wir suchen Losungen der Lagrange—Gleichung;:

dafoLy o,
dt \ 9q dqg

Dazu rechnen wir:

dq  0q
o (OL\ ;oM
&(f)q)q TQCI“‘M(Q)Q
OL 0 U0y
8¢  0q ‘Y784 " Bq

qg="v
oM 0 ou  ogT
M = T == —T - -
(a)p = =" o+ 5 Tlaw) = 5o = S
—~—
=f(q,v) =G(q)
0=g9(q)

Geometrische Interpretation: Wir betrachten jetzt die Menge

M = {qeR?: g(q) =0}
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als geometrisches Objekt.

Wenn ¢ hinreichend freundlich ist, dann ist M eine glatte, gekriimmte, geschlossense
(d — m)-dimensionale Fliche in RY.

Der Profi sagt: M ist eine (d — m)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

M ist genau die Menge aller Werte, die ¢ annehmen darf.

e Man konnte jetzt also auf die Idee kommen, die Differenzialgleichung fiir ¢ nicht
mehr ,in R? sondern ,auf M*“ zu definieren.

o Und die restlichen Punkte R\ M komplett vergessen!

Aber: in welchem Raum leben die Geschwindigkeiten v?
e Sie leben nicht in M!

Definition. Der Tangentialraum T,M wvon M in einem Punkt q ist die Menge aller
Tangentialvektoren zu M im Punkt q.

e Ein Vektorraum! (fiir festes q)

Tangential zu M heifit in unserem Fall gerade d L M |, <  Vg(q)Td = 0. Betrachte
jetzt die Nebenbedingung

9(9) =0
Sei q := [—€,€¢] — M ein Pfad in M. Ableiten von
9(9) =0
ergibt
Vg(a)'q=0

Ergo: ¢ = v ist immer tangential zu M. Soweit galt das nur an einem festen Punkt auf
M. Jetzt betrachten wir alle Punkte.

Definition. Das Tangentialbindel TM von M ist die disjunkte Vereinigung aller Tan-
gentialrdume von M :

TM :={(¢q,v): g€ M,veT,M}

¢ Kein linearer Raum!

o Aber eine 2(d — m)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Wir kénnen also die Bewegungsgleichungen als ein System von gewdhnlichen Differenzial-
gleichungen erster Ordnung auf der Mannigfaltigkeit TM auffassen.
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Hamilton-Formulierung

o Definiere Impulse (wie gehabt)

—FQ—M(Q)CJ

p
e Hamilton-Funktion
H(p.q) :==p"¢— L(q,q)
.1, )
=p'd— 50 M(@)i+Ulg) +9(a)" A

= 1(JTM(q)CJ +U(q) +g(q)"

2
=H(p,q9)
o Hamilton-System
_on
OH T
¢§=——>-—Vgl@) A
S~ Va0
0=g(q)

Statt der Tangentialititsbedingung Vg(q)”v = 0 haben wir dismal
rOH _
dp
Ausblick: Dies sind Gleichungen auf dem Kotangentialbiindel T*M von M:

Vy(q) 0

T*M = {(q,1) : ¢ € M, ist lineares Funktional auf T, M}

¢ Die Hamilton-Funktion H wird weiterhin erhalten.

e Die Fliisse sind weiterhin symplektisch.

Einfaches Verfahren erster Ordnung
Basis: symplektisches Euler-Verfahren

e p implizit, q explizit

. OH /.
Dk+1 =Pk — T <8q (pk+1, Qk) + vg(Qk)T)\k:-i-l)

n 8H(A )
et T—
dk+1 = 9k ap Pk+1, 4k

0= g(qr+1)
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Der neue Wert (pPr41,qr+1) erfillt 0 = g(gr+1), aber nicht Vg(qkﬂ)%—g(pkﬂ,qkﬂ).
Deshalb: Projektionsschritt

Pkl = Pra1 — TVg(qu)T,ukH TODO Handgeschrieben steht hier eindeutig ...
o0H
0= VQ(QkH)iap (pk+1, Qk+1>

o Wohldefiniert fiir kleine 7
o Konsistent erster Ordnung

e Symplektisch
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