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Teil 11

Wahrscheinlichkeitstheorie



Grundbegriffe

1.1 Wahrscheinlichkeitsraum

1.1.1 Mathematisches Modell

e Aufgabe der Wahrscheinlichkeitstheorie: Das Problem des Zufalls mit einem exakten mathe-
matischen Modell erfassen. Was ist Zufall? Was sind zufillige Ereignisse?

e Beispiele:

(i). Werfen eines Wiirfels, zufilliges Ereignis ist beispielsweise Auftreten einer geraden Au-

genzahl

(ii). Anzahl von Telefongespréichen in einer Telefonzentrale in einer bestimmten Stunde
(iii). Geburten (Junge/Médchen)

e Schon im 16. Jahrhundert Beschéftigung mit Aufgaben wahrscheinlichkeitstheoretischen Cha-
rakters. Losungen mit kombinatorischen Methoden.

Ausarbeitung eines exakten mathematischen Modells erst in der Zeit von 1903-1933 (u.a.
von Borel, Wiener, Paley, Zygmund, Lommicki, Steinhaus, Kolmogorov: ,, Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung“). Etwa in dieser Zeit: abstraktes Maf}, Integral

o Mathematisches Modell:

(i).

mathematisches Modell fiir Ereignisse:

Ereignisalgebra (Ereignisse A,B = nicht A, A oder B, A und B). Modell: Algebra von
Teilmengen einer Menge (Stone 1933). Eine Familie .4 von Teilmengen einer Menge (2
heifit Algebra , falls

(1) Ac A=A A
(2) ABe A= AUBecA
Meist: Bildung einer o-Algebra o(A)

. mathematisches Modell fiir die Wahrscheinlichkeit:

Tritt ein zufélliges Ereignis A in n Versuchen m-mal ein, so heifit m die absolute Haufig-
keit und m
hn(A) = —
n

die relative Haufigkeit von A bei n Versuchen. Eigenschaften:

(1) 0< ho(4) <1

(2) hy(sicheres Ereignis) = 1, h, (unmégliches Ereignis)= 0

(3) hn(A oder B) = hy,(A) 4+ h,(B), falls A und B nicht gleichzeitig eintreten kénnen



Die relative Haufigkeit zeigt eine Stabilitdt, wenn n grof3 ist.

Beispiel: Wurf eines Geldstiicks, A: Auftreten einer Zahl

[0 | Ho(4) | ha(4)

Buffon 4040 2048 0.5080
Pearson | 12000 | 6019 0.5016
Pearson | 24000 | 12012 0.5005

, Grenzwert“ n — oo von relativen Haufigkeiten: endlich additives Maf h

1.1.2 Definition

e Es sei Q # 0, A eine o-Algebra von Teilmengen von Q und P ein MaB auf (22,.4) mit
P(Q) = 1. Das Tripel (€2, A, P) heiit Wahrscheinlichkeitsraum. Die Elemente von 2 heifien
Elementarereignisse, die Elemente von A Ereignisse.

Beachte: Im Allgemeinen {w} ¢ A fir w € Q (d.h. Elementarereignisse sind i.A. keine
Ereignisse).

e () heiBft unmdgliches Ereignis, Q das sichere Ereignis.

e Notation: Q\A fiir A € A (nicht A) wird auch mit A¢ oder A bezeichnet.

o P heifit Wahrscheinlichkeitsmafl und P(A) fiir A € A heifit Wahrscheinlichkeit von A.

o Ereignisse A mit P(A) = 1 heiflen fast sichere Ereignisse, Ereignisse A mit P(A) = 0 fast
unmogliche Ereignisse. Statt P-fast iiberall sagt man auch fast sicher oder mit Wahrschein-
lichkeit 1.

Sprechweise: Seien A, B € A.
(i). A C B: Aus A folgt B, A impliziert B
(ii). AN B ={: A und B sind unvereinbar
(iii). A\B: Es tritt A aber nicht B ein.
).

(iv). Sei (4;)jen C A. Dann {J;cy A;: mindestens 1 A,, tritt ein, [,y A4;: alle A,, treten ein,

lim inf A4,, := D ﬁ A,

n— oo
n=1m=n

ab einem bestimmten Index treten alle A,, ein,

lim sup A,, := ﬁ G A,

n— 00
n=1m=n

unendlich viele der Ereignisse A,, treten ein.
1.1.3 Beispiele

(i). Werfen eines Wiirfels mit den Augenzahlen 1,...,6
0:={1,2,3,4,5,6} A:=P()

erscheinende Augenzahl ist ¢ — {i}, erscheinende Augenzahl ist gerade — {2,4,6}. Wenn es

sich um einen idealen Wiirfel handelt, ist P({i}) = .
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(ii). Schieflen auf eine Schiefischeibe mit Radius r = 20 ¢cm
O = {(ny) ER? 2+ y? < 20%)
A = {BeBR?*»:BcCQ}
Nehmen wir an, dass die Schiisse gleichméflig verteilt sind, d.h.

\*(B)

0]

fir B € A. Andere Moglichkeiten: A als Familie aller lebesgue-messbaren Mengen C 2, A
Sammlung von endlich vielen Teilmengen von 2 (z.B. Raster)

1.1.4 Aufgabe
Jede endliche o-Algebra besitzt 2" Elemente mit n € N.
1.1.5 Satz

Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl P gilt:
(i
(i

(iii

). P(A%) = 1 — P(A)
). P(B\A) = P(B) — P(A) wenn A C B
). (AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
(iv). Fiir A; C A ... gilt

P| 4] = lim P4,

n—oo
JEN
(v). Fiir A; D Ay... gilt

P| (4] = lim P(A,)

n—oo
JjEN
Beweis: Bekannt aus Mafitheorie

1.1.6 Aufgabe (Poincaré)

n

P LnJAj => (=DM N P4, NN 4

k=1 1<ir<...<ip<n
1.1.7 Aufgabe

Zwei Spieler Sy, So spielen mit drei (idealen) Wiirfeln W1, Wa, W3 mit den folgenden Augenzahlen:
W, :5,7,89,10,18  Wy:2,3,4,15,16,17 Wi :1,6,11,12,13, 14

Das Spiel: Zuerst wihlt S; einen Wiirfel, dann S;. Beide wiirfeln (mit dem gewihlten Wiirfel); wer
die groflere Augenzahl hat, bekommt vom anderen 1 Euro. Sie Sind 57, welchen Wiirfel wiirden
Sie wéhlen?
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1.1.8 Definition
Zwei Ereignisse A, B € A heiflen unabhingig (bzgl. P), wenn P(A N B) = P(A) - P(B).

Allgemeiner: Eine Familie {A;};c; von Ereignissen in A heifit unabhéngig (bzgl. P), wenn fiir jede
nichtleere Teilmenge {i1,...,i,} C I gilt:

o) = 1o
j=1 j=1

1.1.9 Beispiele

(i). Zweimaliges Werfen eines Wiirfels und den zugehoérigen Wahrscheinlichkeitsraum:
Q:={1,...,6} x{1,...,6} A :=P(Q)
Im Idealfall gilt P({(i,j)}) = 5. Betrachte die beiden Ereignisse

e A: Beim 1. Wurf Augenzahl < 3
e B: Beim 2. Wurf Augenzahl = 6

Dann:

= B(B)=, PANB)= . =B(4)-F(B)

d.h. A und B sind unabhéngig.

P(A)

(ii). Bezeichnungen wie in Beispiel (i) mit den Ereignissen

e Aj: beim 1. Wurf ungerade
o As: beim 2. Wurf ungerade

e Aj: Summe ungerade

Kombinatorik ergibt:

P(A; N Ay) P(A;) - P(As)
P(A; NAs) = P(Ay) P(A;)
P(AyNAs) = P(As) P(A;)
P(A; NAsNA3) = 0#£P(A))-P(As) - P(A3) > 0

d.h. Ay, Ay, A3z sind paarweise unabhingig, aber nicht als Familie unabhingig. Aus der
paarweisen Unabhéingigkeit folgt also i.A. nicht die Unabhéingigkeit.

1.1.10 Aufgabe

(i). {A, B} unabhingig = {A, B} unabhingig
(ii). {A;}ier unabhéngig = {AS}icr unabhingig
1.1.11 Aufgabe

Fiir jede Folge von unabhingigen Ereignissen {A, },en gilt:

N
P ( lim sup An) =1-— lim lim (1-P(An))

n—oo n—oo N—oo
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1.1.12 Aufgabe

Gilt lim, 0o P(A,) = 1, so ist
lim P(ANA,) =P(4)
n—oo

fir A e A.

1.1.13 Aufgabe

Es sei 2 := [0,1], A die o-Algebra der Borelmengen in [0,1] und P das Lebesgue-Mafl auf [0, 1].

Fiir jedes n € N sei
1 2 3
A, =10, — — —|U...
[o Qn]u[Qn QH]U U

Zeigen Sie: Die Folge {A, }nen dieser Ereignisse ist unabhéngig.

2n -2 2" -1
on 7 om

1.1.14 Aufgabe

Aus den Zahlen 1,2, ..., n wird eine zufillig ausgewihlt (jede hat die gleiche Wahrscheinlichkeit).
Bestimmen Sie:

(i). pn := P(die Zahl ist durch 3 oder 4 teilbar)
(ii). limp— o0 Pn

1.1.15 Definition

Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A1, As seien Familien von Ereignissen aus A. A;
und As heiflen unabhéngig, wenn

P(A; N As) = P(A1) - P(As)
fir alle A; € ./41, Ay € As.

Allgemeiner: Eine Familie {A;};c; von Ereignisklassen heifit unabhéngig, wenn fiir jede nichtleere

Teilmenge {i1,...,i,} C I gilt:
P (ﬂ Aik> =
k=1

1

fir alle A;, € A;, (k=1,...,n).
1.1.16 Lemma: Approximationssatz

Es sei (Q,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B die von einer Algebra By C A erzeugte o-
Algebra. Dann existiert fiir jedes A € B eine Folge (A, )neny C By mit

(i). limy_yoe P(AnAA) =0
(ii). P(A) = limy o P(Ay)

Notation:
AAB := (A\B)U (B\A)

Beweis:
(). Ist dquivalent zu

lim P(A\A,) = lim P(4,\4)=0 (1)

n—oo n—oo

Vorlesung: “Stochastik” von Zoltan Sasvari, Technische Universitat Dresden, Sommersemester 2010



Definiere B* als Gesamtheit aller Ereignisse A € B fiir die eine Folge (Ap)nen C Bo mit (1)
bzw. (i) existiert. Dann gilt: By C B* C B. Wir zeigen, dass B* eine o-Algebra ist, daraus
folgt dann B = B* wegen
B=o(By) Co(B*)CB
——
B*
Zuniichst: B* ist eine Algebra (Ubungsaufgabe, Hinweis:
(AN B)A(CND)cC (AAC)U(BAD)

Sei nun (B;)jen C B* beliebig. Noch zu zeigen:

C .= U Bj e B*

JjEN

Definiere C,, := U?:l B; € B*, da B* eine Algebra ist. Es existieren A4,, in By mit

PANG) < PO\ <~ (2)

Behauptung;:
li_}rn P(C\A,) = li_>m P(A,\C)=0

d.h. C € B*. Die Behauptung folgt aus den Gleichungen

ANC C A\Ch
C\A, C (C\Cp)U(Cyp\Ap)

mit (2) und 1.1.5(v) ergibt sich durch Anwenden von P die Behauptung.
(ii). Folgt mit (i) aus

P(A) = P(A,NA)+P(ASNA)
P(A,) — P(A, N A°) +P(AS N A)
— li_)m P(A,)+0+4+0

1.1.17 Satz

Die von unabhiingigen Ereignisalgebren Ag, By erzeugten o-Algebren A = o(Ap), B = o(By) sind
unabhéngig.

Beweis:
e Zu zeigen: Fiir alle A € A, B € B gilt
P(ANB)=P(A)-P(B)
Bekannt fiir A € Ag, B € By.
e Wir wihlen (A;)jen C Ao,(Bj)jen C By mit
nll)ngo P(AAA,) = nll)ngo P(B,AB) =0
wie in Lemma 1.1.16. Damit folgt wegen

lim P((A, N B,)A(ANB))=0

n—oo

mit Lemma 1.1.16(ii):

lim P(4,NB,) = P(ANB)
= lim (P(4,) -P(B,)) = P(ANB)
= P(A)-P(B) = PANB)
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1.2 Zufallsvariablen, Verteilungen
1.2.1 Definition

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (.S, B) ein Mafiraum. Eine Zufallsvariable mit Wer-
ten in S heiBt jede A/B-messbare Abbildung X : Q — S.

In den Féllen S =R, S = R", § = C ist im weiteren immer die o-Algebra der Borelmengen. Fiir
S = R heiit X Zufallsgrofle, fiir S = R™ Zufallsvektor, fiir S = C komplexe Zufallsgrofe.

1.2.2 Satz

(i). Summe von Zufallsvektoren, Produkt von Zufallsgréfien sind auch Zufallsvektoren- bzw.
grofien

(ii). Seien X ZufallsgroBe, f : R — R borel-messbar. Dann ist f(X) eine Zufallsgréfe.

(iii). Sind Xi,...,X,, Zufallsgrofen und f : R™ — R borel-messbar, dann ist f(Xi,...,X,,) eine
Zufallsgrofle.

Bemerkung;:

(i). Mit fi(z,y) =« +y und fo(z,y) =z -y ist (i) Spezialfall von (iii). Auch ¥ = (X4,..., X,,)
ist Zufallsvariable.

Beweis: Bekannt aus Mafitheorie
1.2.3 Definition

Es sei X : Q — S eine Zufallsvariable. Man fiihrt die folgenden Notationen ein:

XeB] = {weQ:X(w)e B}y=XYB)
P(X € B])) =: P[X € B]=PX '(B))

Dann ist ux (B) := P[X € B, B € B ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf B, die Verteilung von X bzgl.
P (BildmaB). Die Verteilung heifit stetig, wenn p({s}) =0 fiir s € S, {s} € B.

Sei jetzt S = R™. Die Verteilung pux heifit absolut stetig, wenn eine borel-messbare Funktion
p: R™ — [0,00) existiert, sodass

px(4) = [ pax
A
fir A € B(R™). Dabei heifit p Dichtefunktion von X oder px.
Bemerkung;:

(i). Eine borel-messbare Funktion p : R” — [0, 00) ist genau dann die Dichte einer Verteilung,
wenn sie A-integrierbar ist und fR" pdh = 1. Ist p die Dichte von px, so schreibt man
dpx = pdA. Absolut stetige Verteilungen sind stetig, die Umkehrung gilt nicht.

1.2.4 Beispiele

(i). Fiir jedes s € S sei €5 (oder d,) das durch die Einheitsmasse in s definierte Wahrscheinlich-
keitsmaf auf B (Einpunkt-Verteilung, Dirac-Maf})

s -}

Eine Zufallsvariable besitzt eine Einpunkt-Verteilung genau dann, wenn sie fast sicher kon-
stant ist.

10
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(ii).

(ii).

Es sei {s,} eine Folge in S und {p,} eine Folge nichtnegativer Zahlen mit > -, py = 1.

Dann ist
o
M= an ‘s,
n=1

ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Jede solche Verteilung heifit diskret bzw. jede solche Zufallsva-
riable mit einer solchen Verteilung heif3t diskret.

P(X = $,) =pn

Es seip € [0,1], n € N und

" /n
BP .= (k> - (1 —p)”*’c - Ek
k=0

Wegen
l=@p+1-p" =) (Z) Pl —p)n Tt

k=0
ist B? ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl auf R, Binomialverteilung mit den Parametern
n und p.

Beispiel: Wir betrachten eine Folge von Versuchen. In jedem dieser Versuche tritt ein gewisses
Ereignis A mit Wahrscheinlichkeit p unabhéngig von den Ausgéngen der anderen Versuche
ein. X, sei die Anzahl des Eintretens von A in den ersten n Versuchen, mogliche Werte
{0,...,n}, p wie oben. X,, ist binomial-verteilt mit den Parametern n und p.

. Polynomiale Verteilung (Verallgemeinerung von (iii)):

Folge von Versuchen, in jedem dieser Versuche treten gewisse unvereinbare Ereignisse A1, ..., A,
mit den Wahrscheinlichkeiten pq,...,p, mit Z};Zl pr = 1 unabhingig von den Ausgingen
der anderen Versuche ein. X; sei die Anzahl des Eintretens von A; in den ersten n Versuchen
(i=1,...,r). X; ist binomialverteilt.

X =(X1,...,X;)
ist ein Zufallsvektor. (z1,...,z,) € R" gehort zum Wertebereich von X fast sicher < 0 <
z; <n,x;, €N, Yz =n.

n! .
P(X1:$17-~-,Xr=l‘r)=71—[r x,l'”pil
!

Beweis: Permutation mit Wiederholung. (Fiir » = 2: Binomialverteilung) X heifit polynomi-
alverteilt mit den Parametern n,r,p1,...,p,.

. Wegen e = Y7° &0 st fiir jedes a > 0

11, := E e — g
k!
k=0

ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf$l auf R. Fiir a > 0 heifit II, Poisson-Verteilung mit dem
Parameter a.

. Die Funktion

1 _(z—a)?
ga,a(x) = \/ﬂ,a e 202

fiir z € R ist eine Dichte.

Beweis:

11
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e Es ist bekannt (Ubung):

oI

o0 2
/ e " dx =
0

1 /oo _(1*3)2d 1 /oo _u2d
e 20 r = —- e U
o-V2T J_x VT )
2 /°° 2
= — e du=1
VT Jo

Damit:

Das zugehérige Maf8 v, , heifit Normalverteilung mit den Parametern a und o.

(vii). Die Funktion
1

e R

p(z) ==

ist eine Dichte:

/OO ;d;ﬂ— l [arctanx]oo =1
e (L+22) " 7w —oo

Die zugehorige Verteilung heifit Cauchy-Verteilung.

(viii). Es sei B C R™ eine beliebige Borel-Menge mit 0 < A"(B) < oco. Wir definieren

Pp(3) = - 15()

T3 (B)
Dann ist pp eine Dichte und die zugehorige Verteilung heifit Gleichverteilung.
(ix). Die Exponentialverteilung mit dem Parameter A > 0:
p(z) == X-e 7. L0,00) (%) (z € R)
ist eine Dichte.

(x). Die Gamma-Verteilung mit dem Parameter a > 0, A > 0:

pla) = T e L ,00) (@)

ist eine Dichte, wobei

1.2.5 Aufgabe (Eigenschaften von T')
(i
(i

). T'(a) < oo und p aus 1.2.4(x) ist eine Dichte.
).
(iii). T(n+1)=nlfirneN
).
).

I'a+1)=a-T(a)

L(3)=vr

T ist stetig.

(iv
(v
1.2.6 Aufgabe

Bekannt aus Maftheorie, Ubungsaufgabe 35:

. T sinz T
lim de = —
T—o0 0 x 2

12
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1.2.7 Aufgabe
1.2.8 Aufgabe
1.2.9 Satz

Jedes Wahrscheinlichkeitsmafl ;1 auf R™ lisst sich eindeutig zerlegen als

po= p1-pa+(L—p1)-pe
== pl'ﬂd+p2'ﬂac+p3'ﬂs

Hierbei sind p1, p2, ps nichtnegative reelle Zahlen mit p; + ps + p3s = 1 und pg, s, tac, e Wahr-
scheinlichkeitsmafle mit den folgenden Eigenschaften:

(). pgq ist diskret.
(ii). p. ist stetig.
(iii). pae ist absolut stetig.
(iv). ps ist stetig und singulér, d.h. es gibt eine A-Nullmenge B C R™ mit ps(B) = 1.

Beweis: Bekannt aus Mafitheorie (...7)

1.2.10 Satz

Ist pux die Verteilung einer Zufallsgrofie X, so gilt

[ sy apw) = [ gl dux @)
R
fiir g : R — R borel-messbar mit g > 0 oder ux-integrierbar.

Beweis: Bekannt aus Mafitheorie, §14
1.2.11 Definition

Sind Xy, ..., X, ZufallsgroBen, so ist Y := (X1,..., X,,) ein Zufallsvektor (s.1.2.2(iii)). Die Vertei-
lung py von Y (auf R™) wird die gemeinsame Verteilung von X,..., X, genannt.

1.2.12 Satz (Verallgemeinerung von 1.2.10)

Bezeichnungen wie in 1.2.11. Fiir jede borel-messbare Funktion g : R™ — R, die nichtnegativ oder
Wy -integrierbar ist, gilt

[ o @yapw) = [ g duy (o)
Q n
Beweis: Bekannt aus MaBtheorie (§14)

Die Wahrscheinlichkeitsmafle auf R konnen mit Hilfe reeller Funktionen beschrieben werden:
1.2.13 Definition

Es sei 1 ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R, B(R)). Die Funktion
Fz) = p((—o0,2))  (z€R)

heifit die Verteilungsfunktion von p. Ist p die Verteilung einer Zufallsgrofle X, so nennt man F
auch die Verteilungsfunktion von X. Dann gilt fiir x € R:

PX < z] = F(z)
Beachte: Auch F(z) := p((—o0, z]) als Definition méglich.

13
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1.2.14 Aufgabe

(i). Jede Verteilungsfunktion F besitzt die folgenden Eigenschaften:

(1) z<y= F(z) < F(y)
(2) limg— oo F'(z) =0 und lim, o F(z) =1
(3) F ist linksseitig stetig. (Bemerkung: Mit (—oo, z] rechtsseitig stetig.)

(ii). Jede reelle Funktion auf R mit (1)-(3) ist die Verteilungsfunktion einer Zufallsgrofie.
1.2.15 Aufgabe

Ist F' die Verteilungsfunktion der Zufallsgrofie X, so gilt:

(). Pla < X <b)=F(b) — F(a)
(ii). P(X =a) = F(a+0) — F(a) (Hieraus folgt: X besitzt eine stetige Verteilung < F ist stetig)
(iii). P(e < X <b) = F(b) — F(a+0)
(iv). P(a < X <b)=F(b+0) — F(a)
(v). Pla< X <b)=F(b+0)— F(a+0)
(vi). Besitzt X eine Dichte p, so gilt fiir z € R:

1.2.16 Satz

Die Zufallsgrole X besitze eine Dichte p und sei F' die Verteilungsfunktion von X. Dann ist F
A-fast iiberall differenzierbar und

A-fast iiberall.

Beweis: Bekannt aus Mafitheorie, Analysis (§107)

Bemerkung: Umkehrung gilt nicht.

1.2.17 Aufgabe

1.2.18 Aufgabe

Berechnen Sie die Dichtefunktion der Zufallsgroe X2, X € N(0,1).

1.2.19 Aufgabe

Notation:
1 _22
€T = —_— e 2
o(z) or
(z) = / o(y) dy
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1.2.20 Aufgabe

Ist z > 0, so ist die Differenz

1 1 1-3 1-3-5 (1) TT5_, 2k — 1)
1q)(x)¢(x)<xl£’+.1?5ﬂ++ x2jk+1

positiv oder negativ, je nachdem, ob k ungerade oder gerade ist. Folgerung: Naherungen fiir x grof§

o@) (2= %) < 1-2@) <p() 1
1—®(z) ~ M
1.2.21 Aufgabe

Die Funktion ¢, (¢ > 0) mit

ist eine Dichtefunktion.

1.3 Unabhingige Zufallsvariablen
1.3.1 Definition

Zwei Zufallsvariablen X; : Q — (S1,B1), X2 : Q — (52, Ba) heiflen unabhiingig, falls die Ereignisse
[X1 € By], [X2 € By fiir beliebige B; € B; unabhingig sind, d.h.
P[X, € By, X, € Bo] = P[X; € By - P[X; € By

Allgemeiner: Eine Familie {X;};c; von Zufallsvariablen X; : Q — (.S;, B;) heiflen unabhéngig, falls
fiir jede nichtleere Teilmenge {i1,...,i,} C I und beliebige B;, € By, gilt:

P(X;, € B;,,...,X;, € B, ] = [ [ PIX;, € By,

j=1

d.h. falls die Ereignisse [X;; € B;,] unabhingig sind (j =1,...,n).
1.3.2 Aufgabe

(i

). Die Ereignisse Ay, ..., A, sind unabhingig < die Zufallsgréfien 14, ..., 14, sind unabhéngig.
(ii). Seien X,Y Zufallsgréfien mit X fast sicher konstant. Dann X, Y unabhingig.
(iii). X ist fast sicher konstant < Fx(R) = {0,1}

(iv). X unabhéngig von sich selbst < X fast sicher konstant.
1.3.3 Satz

Es seien X1, ..., X, Zufallsgroflen. Die folgenden Aussagen sind &dquivalent:
(i). Xy,...,X, sind unabhingig.

(ii). ihre gemeinsame Verteilung py = px, .. x
e

ist das Produkt ihrer einzelnen Verteilungen

n

ny = >< nx; (1)
i=1
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(iii). P(X1 < t1,...,Xpn < tp) = P(X1 < t1)---P(X,, < t,) fiir beliebige Zahlen ¢; € R (i =

1,...,n)
Beweis:
e Es gilt:
py = X px,
i=1
' uyBix...xBy)=[[px.(B)  (BieBR)  (2)
Erzeuger -

S5 uy(Bix ... xBy) =[] px.(B)  (Bi=(-o0,t;)  (3)

Da
]P)[(Xh,Xn) € By x... XBn] :]P[Xl GBl,...,Xn €Bn]

und

Huxi (Bi) = HP[Xz' € Bil
erhalten wir: (2) & (i), (1) < (i), (3) < (di).
1.3.4 Satz

Es seien X, ..., X,, unabhingige ZufallsgroBen und g : R¥ — R! (1 < k < n) eine borel-messbare
Funktion. Dann sind die Zufallsvektoren g(Xy,..., Xx), Xk+1,..., X, unabhingig.

Beweis:
e Esseien B CR!, Byy1 CR,..., B, C R beliebige borel-messbare Mengen.

Plg(X1,...,Xk) € B, Xp41 € Bry1,...,Xn € By
= P[(Xy,...,Xi) € g (B); X1 € Bry1, ..., Xp € By
= P[(Xi1,...,X,) €9 1(B) X Bgy1 X ... x By

= H(Xl, x) (97 (B) X By1 x ... x By)

3. 1, ( ) Xy x0) (g7 (B))
i=k-+1

= Pl(Xy,....Xx) eg '(B)]- [] PIXi€ B
i=k+1

Plg(X1,...,Xx)€EB]
1.3.5 Folgerung
{X,Y, Z} unabhingig = {X +Y,Z}, {X -Y, Z} unabhingig
Beweis: Klar mit 1.3.4 (g(z,y) = = +y bzw. g(z,y) = z - y).
1.3.6 Definition

Bekannt aus Mafitheorie (§14): Es seien u, v Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R™, B(R™)). Durch die
Gleichung

prvB)i= | a(B- )iy
wird ein Wahrscheinlichkeitsmafl p x v auf (R™, B(R™)) definiert. p * v heifit Faltung von p und v.

Es gilt:
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(). pxv=vxpu
(il). p* (V1 +ve) = pxvy + p*vy
(iii). Wenn g eine Dichte p besitzt, dann hat p * v auch eine Dichte h:

o) = [ pla—y)dviy)
(iv). Wenn auch v eine Dichte ¢ besitzt, dann

h(z) = /np(x —y) - q(y) Mdy)
h, heiBt Faltung von p und g. Tst p oder g stetig, so auch h.
(v). Fir f € LY (u*v):
| todwno = [ [ s auane
(V). €0 %€y = Eony

1.3.7 Satz

Sind X,Y : Q — R? unabhingige Zufallsvektoren, so gilt:

HX+Yy = Hx * fly
Beweis:
e Setze Z := (X,Y), o(z,y) := = + y fiir z,y € R Fiir jede borel-messbare Menge B C R"
gilt:
pxiv(B) = PIX+Y € B|=Plp(Z) € B]
= PZep  (B)]=pnz(¢(B))

Nach Definition des Integrals folgt:

pz(e~'(B) = Lo-1(p) (2, y) dpz(z,y)

d wRd

Ip(z +y)duz(w,y)

d xR

Ip(z +y)d(pux x py)(x,y)

dxRd

L s ) du(@) iy )

L 1@ () duy )

d

px (B —y)dpy (y) = px * py (B)
1.3.8 Bemerkung

Die Umkehrung von 1.3.7 gilt nicht. Beispiel: Seien X =Y Cauchy-verteilt mit der Dichte
1
=—— R
f({E) 7T(1—|—:172) (JJE )
Dann sind X und Y nicht unabhiingig (1.3.2(iii)), aber

Aufgabe
X4y = MH2Xx = Hx X
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1.3.9 Beispiel

Es seien X, Y unabhingige gamma-verteilte Zufallsgrofien mit der Dichte

P _xa—l e

px(r) = T A 10,00 (@)
)\b.wb—l 3

py(z) = W ce M 1(0,00)(33)

mit a,b, A > 0. Dann ist X + Y auch gamma-verteilt mit den Parametern a + b, A:

1.3.6(iv >
pxsy W / px (@ —y) - py (y) A(dy)
- W'”/w“‘y)“l'y’”-lo (@ — 1) - 10,00 () Mdly)
T(a) - T(b) . (0,00) (0,00)
= o [ e
T(a) - T(b) ;
y::tm )\a+b .xa-i-b—l i e—)a: /1(1 _ t)a—l . 7jb—l dt
T(a) T(b) ;

also px4+y = ¢ Patb,r, Wobei c eine Konstante ist. Da px.y und pg4p,n Dichtefunktionen sind,
muss ¢ = 1 sein. Folgerung:
I'(a)-T'(b)

Tatd  @0>0

1
B(a,b) ::/ (1—t)*t- " 1dt =
0
B ist die sogenannte Beta-Funktion.
1.3.10 Die y2-Verteilung

Seien X1, ..., X,, unabhingige, N(0,1)-verteilte Zufallsgrofien. Die Verteilung der ZufallsgroBen
Y, = X2 +... +X?

heiflt y2-Verteilung mit dem Freiheitsgrad n. Die Verteilung von v/Y,, heifit x,,-Verteilung mit dem
Freiheitsgrad n. Behauptung: Fiir die Dichtefunktion h,, von Y,, gilt

xz 1. e
ho(z) = W 1(0,00) ()
2

[N

Beweis: (per Induktion)
e Induktionsanfang: Laut 1.2.18 (Aufgabe 53) gilt diese Formel fiir n = 1

e Induktionsschritt:

hale) = [ o= u) M)y
1 x( )77_1 _T—y _y _ld
= = {L'_ 2 e 2 e 2 2
28 .T(2)-v2r Jo Y o
y=tx 1 _x n+1_1/x _1 n_q
= — e 2 .x 1—t)"2-t27 " dt
2% T (%) -Vor 0 =9

n)_ ()T
3(515): F?n;l?

il e %
= , 1 (x)
nil n (0,00)
2% T (")
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Bemerkungen:

(i). Exponentialverteilung;:

]. xz
hz(z') = 5 e 2
(ii). Fiir die Dichte von /Y5, gilt:
xn—l 22
gn((l;) = m e 2 - 1(0,00)({17)

(Aufgabe). Hinweis: P(\/Y,, < z) = P(Y,, < 2?) fiir z > 0.
1.3.11 Satz

Fiir eine beliebige Familie {u;};c; von Verteilungen auf R existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum
(©, A,P) und darauf definierte Zufallsgrofien X;, die unabhingig sind und die gegebenen Vertei-
lungen p; besitzen.

Beweis: Fiir endliches I = {1,...,n}: Aufgabe. Hinweis: Produktmaf
1.3.12 Aufgabe

(i). Es seien Xi,..., X, unabhingige Zufallsgrofien mit P[X; = 1] = p, P[X; = 0] = 1 — p mit
0 <p < 1. Zu zeigen: X + ...+ X, ist binomialverteilt mit den Parametern n und p.

(ii). B? « B?, = B?

n+m

1.3.13 Aufgabe

(1). eg * ey = Eqgty
(ii). Summe von unabhingigen poissonverteilten Zufallsgroflen ist poissonverteilt.

Hinweis: Mit Hilfe von (i) zeigen: IT, x I, = I,y

(iii). X,Y unabhéngig, identisch verteilt mit der Dichte f(x) = 1j91j(x). Gesucht ist die Dichte
von X +Y.

1.3.14 Aufgabe

Der Zufallsvektor Y = (X7, X3) = (r-cos ¢, r-sin ¢) sei auf der Einheitskreisscheibe K := {(x1,z2) :
2?2 + 22 < 1} C R? gleichverteilt. Man zeige, dass die Polarkoordinaten r und ¢ unabhingig sind,
die kartesischen X7, X5 aber nicht.

1.3.15 Aufgabe

1.3.16 Aufgabe

Seien X7, ..., X, Zufallsgroflen, u ihre gemeinsame Verteilung auf R™, h : R®™ — R borel-messbar,
x = (x1,...,2,). Verteilungsfunktion der Zufallsgrofie Z := h(Xy,..., Xp):

PIZ < 1] = p({z : hz) < 1)) = /h( | Lnta)

(i). Spezialfall: n =2, Z = X - Y mit X,Y unabhingig mit Dichtefunktionen f und g. Aufgabe:
X - Y besitzt eine Dichte p mit

p<x>=/_°;;|~g<y>-f(§) day
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(ii). Analog: Dichte von 3= (falls Y # 0 fast sicher):

0@ = [ ol o) 1)y

1.3.17 Aufgabe
1.3.18 Aufgabe

Sei (X,,)nen unabhéngig, P[X; = 0] = P[X; = 1] = 1 fiir alle i € N. Dann ist

Srzir"-Xn (r €(0,1))

absolut konvergent fiir alle w € €).
(i). Sy ist auf dem Intervall [0, 1] gleichméBig verteilt.
(ii). Fiir r = 27% (k € N) ist S, absolut stetig.

(iii). Fiir r € (0, %) ist S, stetig und singulér.

Beweis:

o Wir zeigen, dass der Wertebereich W (S,.) von S, das Lebesgue-Maf 0 hat. Dazu sei A*
das duflere Lebesgue-Maf3, definiert fiir beliebige A C R™, ist subadditiv

A(AUB) < A*(A) + \*(B)

und verschiebungsinvariant. Damit:

W (S;) WO+r-S)UW(r+r-S,)
= N (W(S)) < NWO+7-S)+XW(r+r-5S,))
&-A*(W(Sr))

o

= N(W(S,) =
= AW (S,) =

o

o Stetigkeit: ¢ € W (S, ) lisst sich darstellen als

n=1
Darstellung eindeutig fiir r < % Damit P(S, = ¢q) = 0.

1.4 Numerische Charakteristik von ZufallsgroBen
1.4.1 Definition

Sei (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X eine P-integrierbare oder nichtnegative Zufallsgrifle.
Dann heif}t

E(X) := / X dP
Q
der Erwartungswert von X. Es gilt:

(). E(a- X+b-Y)=a -E(X)+b-E(Y)
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(ii). Ist X = c fast sicher, so gilt E(X) = c.

(iii). Aus a < X < b fast sicher folgt a <E(X) < b.

(iv). [E(X)| < B(X])

(v). Aus X > 0 fast sicher und E(X) = 0 folgt X = 0 fast sicher.

Analoge Definition fiir komplexe Zufallsgrofien:
E(X)=E(ReX)+:-E(ImX)
fir Im X, Re X € L(P). Es gilt:
BX) = [ 2dux(o)

(Folgt aus 1.2.10 bzw. §14) Ist X diskret mit den Werten 1, ...,x, und den zugehérigen Wahr-
scheinlichkeiten py, ..., p, so gilt

E(X) =)z p
k
(falls existent). Wenn X eine Dichte p besitzt, dann
E(X) = /Ra: -p(x) Mdx)
1.4.2 Satz

Es seien X,Y unabhingige P-integrierbare Zufallsgrofen. Dann ist X - Y € £}(P) und
E(X -Y) = E(X) - E(Y)
Beweis:

e Bezeichne puy (py) die Verteilung von X (Y), v sei gemeinsame Verteilung von X, Y auf R2.

Dann gilt:
500 50) = ([edux@)- ([ v

Fugini /]R2 T- yd(ﬂX X /,LY)(xay)

2 /x-de($7y) FEPE(X - Y)
]R2

1.4.3 Bemerkung

(i). Die Umkehrung von 1.4.2 ist falsch. Sei zum Beispiel X € £3(P) symmetrisch zum Punkt
0 verteilt (d.h. px(B) = ux(—B) bzw.X und —X haben die gleiche Verteilung). Definiere
Y := X2 Dann ist auch X3 symmetrisch bzgl. 0,

E(X) = 0
E(X-Y) = EX®) =0=E(X)-E(Y)

aber i.a. X und X? nicht unabhingig.

(ii). Satz 1.4.2 gilt auch fiir komplexwertige Zufallsgrofen. (Aufgabe)
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1.4.4 Beispiele
(i). X binomialverteilt mit den Parametern n und p. Dann
= - . n . k . _— nik
B0 =3 (1) a-»
=0 op

Einfacher: Es seien X, ..., X,, unabhéngige ZufallsgréBen mit P(X;, = 1) = p, P(Xy = 0) =
1 —p. Nach 1.3.12 ist X := Z?:l X; binomialverteilt mit den Parametern n und p. Damit:

E(X)=EX)=n-E(X1)=n-(1-p+0-(1—p))=n-p
(ii). X habe in [a, b] gleichm#Bige Verteilung. Dann:

E(X) = /R:c'p(x) A(dx)

b
1
= . d
/axb_ax

1 b2—a?2 a+b

b—a 2 2
(iii). X poisson-verteilt mit Parameter a:
ak: .o
PX =k = X
ak e~ a®-e
=EX) = k-
D T =]
kENg kEN
—a a™
= e ta ) ml
m&ENy
= a
(iv). X normalverteilt mit der Dichte
1 _(z=a)?
a,0\T) = € 202
Pao(t) = Z5=—
Dann:
E(X) = /x Da,o () A(dx)
R
z=%=a 1 2
=7 o[ (c-z4+a) e 7 Adz)

|
S

(v). Aufgabe: y,, und x2-Verteilung.
1.4.5 Aufgabe

(i). Wie lange muss man im Durchschnitt eine Miinze werfen, bis man beide Seiten erhalten hat?

(ii). Analog fiir einen Wiirfel bzw. fiir einen , k-seitigen* Wiirfel? (k € N)
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1.4.6 Definition

Als Streuung (Varianz, Dispersion) einer Zufallsgréfie X € £!(P) bezeichnet man die GroBe
o? = V(X):=var(X):= D*(X)

= E((X -E(X))?) = /Q(X —EX)*dP

o heifit Standardabweichung. Es gilt:

V(X) = / (z — E(X))? dux ()

Ist X diskret, so gilt

Besitzt X eine Dichte, dann

1.4.7 Satz

Fiir X,Y € £%(P) gil:
(1).
(ii).
(iii). V
(iv).
(v). Sind X und Y unkorreliert, d.h.

E(X -Y)=E(X)-E(Y)

dann gilt
VX+Y)=V(X)+ V()

(Ist z.B. erfiillt, wenn X und Y unabhingig.)

Beweis: Aufgabe 59

1.4.8 Beispiele

(i). X sei binomialverteilt mit den Parametern n und p. Seien Xy, ..., X, unabhéngig mit PIX; =
0]=1-p, PX; =1] =p, X := " | X;. Dann X binomialverteilt mit den Parametern n
und p,

]E(Xzz) = EXi)=p
V(X) = EX?)-(EX;)?=p-p"=p (1-p)
S vX) = v&X) Y vix)
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Somit:

b 1 b —ad 1
E(X?) = 2. =
(X) /ax bfadx 3 b—a
_ ad+ b 4ab
N 3
2 2 2

V00 = BEO? - (B0 = - (410
B (b—a)?
N 12

(iii). X normalverteilt mit den Parametern a und o

=
s
!

1 9 _le—a)?
— — . 22 \(d
e /R(a: a)®-e (dx)

2

= . 2. —é/\d
o /Rz e (dz)
o2

NS ([—z.e—f}fw+4e—f A(dz))
o (042 = o

N
Il

8]

|

e
Q

(iv). Aufgabe: V(x2) = 2n
1.4.9 Definition

Als Kovarianz der ZufallsgréBen X,Y € £2(P) bezeichnet man die Grofie
cov(X,Y) = E[(X —E(X))- (Y —E(Y))]
= E(X-Y)-E(X)- EY)
X und Y sind unkorreliert < cov(X,Y) = 0. Man definiert

cov(X,Y
corr(X,Y) := D(X;D(})/)
(Korrelationskoeffizienten) fiir D(X) - D(Y') # 0. Es gilt:

(1). |corr(X,Y)| <1 wegen Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(ii).
(iii). corr(X,Y) =0, falls X,Y unabhingig
(iv). V(X1 +...+ X)) = 2000, V(X5) + 30, cov(Xi, Xj)

corr(X, X) =1, corr(X,-X) = -1

1.4.10 Satz

Seien X,Y € L%(P) ZufallsgroBen mit D(X) - D(Y) # 0. Dann:
[corr(X,Y) =14 Ja,beR,a#0:Y =a- X + bfast sicher
Beweis:
(). ,=¢
Ohne Beschréankung der Allgemeinheit sei corr(X,Y) = 1. Definiere

_ X —E(X) v Y —E(Y)

X D(X) = D)
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Dann gilt:
E(X) = EY')=0
V(X)) = EX?)=EY?) =1

Auflerdem
1=corr(X,Y)=E(X"-Y")

nach Voraussetzung. Damit folgt:

E((X/_YI)2) _ ]E(X/2 —2X/-Y/+Y/2)

= 1-2+1=0
Also X' =Y fast sicher,
Y =E(Y) + D(Y) X;g(()X)
(ii). ,,<=“: Leicht
1.4.11 Aufgabe
In einer Lotterie werden n Zahlen von den Zahlen 1,2,..., N ausgewihlt (1 < n < N). Man

berechne die Streuung der Summe S,, der gezogenen Zahlen. Losung:
e Sei S, :=>" | X;, wobei X; die i-te gezogene Zahl bezeichnet.

n

V(Sn) =Y V(X)) +2  cov(Xi, X;)

i=1 i<j

X; und (X;, X;) sind gleichméBig verteilt auf {1,..., N} bzw. {1,..., N} x{1,..., N}\{(k,k); k €
{1,...,N}}.

e Definiere
o? = V(X;) 0 := cov(X;, X;)

(Diese Groen héngen nicht von 4, j ab.) Damit
V(Sp)=n-c*+n-(n—1)-0

fir n € {1,..., N}. Speziell fiir n = N:

V(Sy) = O:N-O'2+N~(N71)-Q
o2
T TN o
Damit: )
V(S,) =n 02-<1—;_1)
und

I

Sl e
()=

>~

N

|
/N
=2
(1=

ol
,.;;\,_.v
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1.4.12 Aufgabe
1.4.13 Aufgabe
1.4.14 Definition

Als Moment k-ter Ordnung einer ZufallsgréBe X € £¥(P) bezeichnet man den Erwartungswert

M(X) :=E(X") :/Rzk dpx (z)

mit k € N. Als absolutes Moment bezeichnet man
AX) = BXP) = [ Jol* dux (a)

Bemerkungen:

(i). Aus der Existenz von M}, folgt die Existenz von M fiir I < k, da
2" < Jal® + 1121 n(2)

(ii). Sei n > k > 1 und nehmen wir an, dass A,, existiert. Holdersche Ungleichung;:

A = [l Lduxo)
R

Firp=%2>1:

1.4.15 Aufgabe

Man berechne die (absoluten) Momente der Normalverteilung mit a = 0:

Ay -0 ¥ e 7 dx
0

Es gilt: M}, = Ay, falls k gerade, M}, = 0 falls k ungerade.
1.4.16 Aufgabe

Verteilungen sind i.A. nicht eindeutig durch ihre Momente bestimmt. Beispiel: Die Zufallsgrofie X
sei logarithmisch normalverteilt, d.h. sie hat die Dichte

2
1 1 _(no)

p(zr) = Von cx e 2 1 a0y (T)
Weiterhin sei |a| < 1 und X, besitze die Dichte
pa(z) =p(x) - (1 +a-sin(27ln 2))

Zeigen Sie: E(X*) = E(XF) = e’ fir k Np.
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1.4.17 Aufgabe
1.4.18 Aufgabe
1.4.19 Satz

Sei X eine Zufallsgrofle mit Verteilungsfunktion F'. Existiert EX, so gilt

Ihﬁngox -(1-Fx) = 0
lim z-F(zx) = 0
r—r—00

B0 = [ a-Fe - [ P

(_0070)
Beweis: (nicht priifungsrelevant)
e Da EX existiert, gilt
/ | AP (z) = / 2] dpix () < 00
R R
wobei px die Verteilung von X ist. (Stieltjes-Integral) Es folgt:
0 < limaz-(1-F(x))

Tr—00

< lim ydF(y) =0

Tr—r 00 (I,OO)
Zweite Gleichung analog.

e Zur ,FErinnerung”, partielle Integration fiir Stieltjes-Integrale:

f(y)dg(y) = f(y)-9(y)

(071:)

- / oy - 0) df (y)
0 (0,x)

wobei f und g reelle Funktionen mit endlicher Variation (sind Differenz von monoton wach-
senden beschrinkten Funktionen). Damit:

/ ydF(y)
(_xvo)

/ ydF(y) = —z-(1—F(x))+ / (1— F(y))dy
(0,$)

(0,2)

v F(-a) - /( P

Addition der beiden Gleichungen und x — oo.
1.4.20 Definition

e Sei X = (Xy,...,Xq) ein d-dimensionaler Zufallsvektor (reell oder komplex) so, dass X; €
LY(P) fiir j = 1,...,d. Dann wird der Erwartungsvektor von X definiert durch

EX = (EX.,...,EX,)
e Fiir X; € £}(P) und m; := EX; definiert man die Matrix
cov(X) := (¢jr)] k=1
wobei

cip = E[(X; —my) (Xp —my)]
= E(Xj Xk) —mgj - My

die Kovarianzmatrix von X. Es gilt:
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(i). Falls X;, X, paarweise unkorreliert ist cov(X) eine Diagonalmatrix.

(ii). cov(X) ist positiv semidefinit:

d d
Zchk~zj~ik = E sz-(Xj—mj)-sz-(Xk—mk)
j=1

j=1k=1

d
E sz-(Xj—mj)2 20
j=1

mit zj;, z;; € C beliebig.

e Seien Yj integrierbare ZufallsgréBen (j,k = 1,...,n). Wir bilden die Matrix Y := (Yj)} 1,
(Zufallsmatrix). Definiere
EY := (EYjk)} k=1

Erwartungsmatrix von Y. Mit dieser Bezeichnung gilt:
cov(X) =E((X —EX)-X —“EX )
mit X als Spaltenvektor wie oben.

e Aufgabe: -
cov(A-X)=A-cov(X) - (A)T
wobei A € K4 K € {R,C}.

e Seien a = (ay,...,aq) € N&, = (21,...,24) € RY p die Verteilung eines d-dimensionalen
Zufallsvektors X. Notation:

S al... d
% =] Zy

Dann heif3t
Ma = Ma() = MolX) = [ % du)

Moment der Ordnung « von u bzw. X, falls z — z® bzgl. u integrierbar ist. Analog: absolute
Momente

Ao = Aa(p) = Aa(X) 1= [ 1% du(o)

1.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit
1.5.1 Motivation

Hat bei N Versuchen das Ereignis B genau n-mal stattgefunden und ist bei diesen n Versuchen
k-mal zusammen mit B auch das Ereignis A eingetreten, so wird

k
hap = —
n

die bedingte relative Haufigkeit von A unter der Bedingung B genannt.

Notation: hy, hanp - relative Haufigkeit von B bzw. AN B in der gesamten Versuchsreihe. Dann:

k

hanB “P(AQB)
hA|B = ﬁ = =

= Ths 7 T P(B)

23|2)=

falls hp # 0.
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1.5.2 Definition

Es sei B € A ein Ereignis mit P(B) > 0. Fiir A € A nennt man

P(AN B)

PAIB) = =5

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B. Es gilt:

(i). A, B unabhiingig < P(A|B) = P(A)

(ii). Ist P(A) > 0, so gilt
P(A|B) - P(B)

P(BIA) = == 5

1.5.3 Satz

Es seien (B, )nen unvereinbare Ereignisse (paarweise disjunkt) mit P(B,,) > 0 und {J,, .y Bn = Q.
Dann gilt:

(i). P(A) =3, enP(AN By)
(ii)' P(A) = ZneN ]P)(A|Bn) : P(Bn)

(iii). Bayes’sche Formel:
P(A|Bx) - P(By)

EnEN P(A‘Bn) : P(Bn)

P(Bi|A) =

Beweis: Aufgabe
1.5.4 Definition

Es sei X eine Zufallsgrofie und B € A ein Ereignis mit P(B) > 0. Dann heifit
F(t|B) :=P(X < t|B)
fiir t € R die Verteilungsfunktion von X bzgl. B.

1.5.5 Aufgabe

Die Wahrscheinlichkeit px, dass eine Familie k Kinder hat, sei gegeben durch

Po = pP1=a
(1 —2a)
Pe = opmi (k=>2)

mit a € (0, %) Von einer Familie ist bekannt, dass sie genau zwei Jungen hat. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Familie

(i). nur zwei Kinder hat?
(ii). genau zwei Médchen hat?

(Annahme: P(M) =P(J) = 3)

(SIS

Losung:

e Sei Jy := 2 Jungen, M, := 2 Médchen, K,, := n Kinder. Gesucht: P(Ks|J2), P(Ms]|J2)
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e Nach 1.5.2 gilt:
P(K>) - P(J5|K3)

P(K2|J2) = ]P)(JQ)
PG = S

mit
P(K,) = pn = (1 —2a) -2~ ("D
fiir n > 2. Wegen

folgt

I

8
— . (1-2

(1-2a) & (1
42 dx2 \l1-=zx

(Beachte: Nutzung der geometrischen Reihe bei * fiir z = 1). Aufierdem:

r=

]P(JQ N Mz) = P(K4) . ]P(JQ N M2|K4)
1 4 1 3
Man erhélt als Ergebnisse:
M- &
(ii). =5

1.5.6 Aufgabe: Problem der besten Wahl

e Situation: n Tankstellen zur Auswahl, Benzin reicht gerade bis zur n-ten Tankstelle. Ziel: an

der billigsten Tankstelle tanken.

e Strategie: An s — 1 (s > 2) Tankstellen vorbeifahren, den niedrigsten Preis notieren; wenn

danach eine billigere Tankstelle kommt dort tanken; wenn nicht bei der letzten. Wie s wéhlen?

p(s) := P[mit dieser Strategie die billigste gewihlt]

P[k-te Tankstelle ist die billigste und wird gewiihlt)

M- T:

P[k-te Tankstelle die billigste] - P[k-te TS gewé#hlt|k-te TS billigste]

k=s
B n l s — 1 .
= — T v max
k=s
da
P[k-te TS gewéhlt|k-te TS billigste] = Pbilligste von ersten k-1 ist unter ersten s-1]
_oos—1
k-1
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Damit

0,367.

(Ableiten nach s). Dann p(s) ~ 1

=n
e

Maximum, wenn s

0TOC J191S9WSIAWWOS ‘UIPSAI(] 1BIISIDAIUMN dYDSIUYDD| ‘LIBASEG UBIOZ UOA MIISBYD01G, :Sunssjiop
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2.1 0-1-Gesetze
2.1.1 Lemma

Fiir jede Zahl p € [0,1) gilt:
In(l-p)<—p

Beweis:

e Mittelwertsatz der Differentialrechnung;:

—In(l—-p) = Inl—In(l—p)=p-

= p
mitl —p<n <Ll

2.1.2 Lemma
Fiir jede Folge {p,} reeller Zahlen mit 0 < p,, <1 gilt:
oo n
Z:pk =oo=>nli>n;oli[ 1—pi)=

Beweis:

e Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei 0 < p,, < 1 fiir alle n € N. Nach 2.1.1 ist

111(]. - pn) S —DPn
und es folgt

(H 1—pk> = Y In(l—py)
k=1 k=1

—Zpk

k=1

IN

Hl—pk < emXi=iPE ()

2.1.3 Satz: Lemma von Borel-Cantelli

Sei {A,,} C A eine Folge von Ereignissen und
A = lim supA4,

n—oo

- NU4

neNm>n

Dann gilt:

32
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(i). 3 P(A,) < 0o = P(A) =0

n=1

(ii). Ist die Folge {A,} unabhéngig, so gilt:
Y PA4,) <oo = P(A)=0
n=1
oo
Y P(A,) =00 = P(A)=1
n=1

Beweis:

(). A C U,p>n Am nach Definition von A (fiir alle n € N), also

PA) <P [ Am | <D P(An) =0  (n— o)
m>n m=n
(ii). Sei {A,} unabhingig und Y~ P(A4,) = co. Nach 1.1.11 ist
N

P(A)=1— lim lim [[(1-P(A4n))

n—00 N—oo

Nach 2.1.2 gilt fiir alle n € N:

ngnoo m:n(l —P(A,)) =0

also P(4) = 1.
2.1.4 Folgerung: 0-1-Gesetz von Borel

Existiert in einer Folge {A4,,} von Ereignissen eine unabhéingige Teilfolge {A,,, }; mit > >~ P(4,,) =
00, so ist P(limsup 4,,) = 1.

Beweis: Folgt aus limsup A,, C limsup A,, und aus 2.1.3.
2.1.5 Beispiele

(i). Eine Miinze wurde unendlich oft hintereinander geworfen. Man gebe die Wahrscheinlichkeit
dafiir an, dass unendlich oft zweimal hintereinander Kopf geworfen wird.

Losung: Sei A,, := sowohl beim n-ten als auch beim (n + 1)-ten Wurf Kopf. {A,} ist nicht
unabhéngig, aber {4, } ist unabhiéingig. Wegen P(4,,) = 1 folgt

> P(Ag) =0

neN

und aus 2.1.4 somit P(lim sup Ag,) = 1.

Bemerkung: Was ist hier (2, 4,P)? Q := {0,1}*°, A: Produkt—o-Algebra, P: Produktmaf

(ii). Eine Folge {t,} reeller Zahlen nennen wir eine Unterfolge (Oberfolge) fiir die Folge der
Zufallsgrofien (X,,), wenn die Ereignisse [X,, > t,,] (bzw. [X,, < t,]) mit Wahrscheinlichkeit
1 unendlich oft eintreten.
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Sind die X} unabhingig, so ist jede Folge {¢,,} Ober- oder Unterfolge fiir (X,,). Das folgt aus
2.1.3 und aus der Tatsache, dass die Reihen

i P[X,, > tn] i P[X, < ta] = iu —P[X,, > ta])

n=1

nicht gleichzeitig konvergieren koénnen.

Bemerkung: Es ist moglich, dass eine Folge Ober- und Unterfolge ist. Beispiel:
X,=0 t, = (—=1)"
2.1.6 Aufgabe

(i). Es sei (ap)nen eine Folge reeller Zahlen mit a3 > as > ... > 0. Dann gilt:

o0 o0
Zan<oo<:>z2k~a2k<oo
n=1 k=1

(ii). Die Reihe

=1
>~
n=1

ist konvergent fiir o > 1.

(iii). Fiir a € (0,1), b > 1 gilt

> 1
(n-logyn)®

n=1
2.1.7 Lemma

Es seien a,p € (0,1), log := log% und ky, := |n-logn|. Dann ist (k,)3° eine streng monoton
wachsende Folge von positiven Zahlen mit

(i). kn + a-logk,|+1 < kyyq fiir n hinreichend gro8

(i) >0, é =
Beweis:

(i). Nach Definition gilt k,, < n - logn. Damit folgt:

la-logk,] < a-log(n-logn)=a-(logn -+ loglogn)
=k, + |a-logk,] < n-logn+a-(logn+loglogn)
= (n+1)-logn—(1—a)-logn+a-loglogn
% knt1+1—(1—a) logn+a-loglogn
——o0(n—+00)
< kngr—1

Bei (x):
knt1+1>(n+1)-log(n+1)>(n+1)-logn

(ii). Folgt aus 2.1.6(iii)
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2.1.8 Aufgabe

Sei (X, )nen eine Folge unabhingiger Zufallsgrofen mit P[X,, = 1] = p, P[X,, = 0] = 1 — p mit
p € (0,1). Fiir n € N definieren wir die Zufallsgrofien N,, durch

0  X,(w)=0

(). Zu zeigen:

PN, =jl=p"-(1-p) PN, >jl=p" E{V,)= 1’%}3

(ii). Ist n 4+ j < m, so sind die Ereignisse [N,, > j| und [N,, > k] unabhingig fiir k£ > 0.

2.1.9 Satz
Es gilt:
P | lim sup =1 =1
n— o0 ogn
Beweis:

o Fiir a > 1 gilt:

PIN,, > a - logn] < P[N, > |a-logn]]
2.1.8(3) 1

pLa~lognJ < pa-lognfl —
> p-ne

Damit
P[N,, > a - logn, unendlich oft] = 0

wegen Borel-Cantelli, 2.1.6.(ii). Damit folgt fiir alle a > 1:

Ny

]P’{limsup <a] = 1
n—o0 logn
Ny,

ﬁP{limsup §1] = 1
n—o00 ogn

e Die Ereignisse [N,, > a-logn] sind nicht unabhéngig. Sei jetzt a € (0,1) und k,, = |n - logn]
aus 2.1.7. Dann sind die Ereignisse

A, =[N, > |a-logky,] +1]
fiir n > ng unabhiingig, wenn ng hinreichend grof ist (2.1.8(ii),2.1.7(i)). Aus

P(An) _ pLa-logknJJrl Z pa-logkn+1 _ k%
n

folgt mit 2.1.7(ii):

und mit Borel-Cantelli:

Va € (0,1) : P[N,, > a - logn, unendlich oft] > P[Ng, > a-logk,,unendlich oft]
> P[Ny, > |a-logk,| + 1,unendlich oft)
=1
= P | lim sup N >1 =1
n— 00 logn
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2.1.10 Satz

Es sei (X,,) eine Folge unabhingiger Zufallsgrofien. Dann gilt:

oo
1
lim X, = Ofast sicher < Vk € N: E P [|Xn| > } < 00
n— o0 = k

Beweis:

o Definiere A := {w : X,,(w) — 0}. Aus

A = {w:VkIng¥n > ng : | X, (w)| < %}

N U Nl <)

k=1no=1n=ng

folgt, dass A ein Ereignis ist, also A € A. Borel-Cantelli:

np=1 k no=1n=ng k
=1

s P <n©1n6 {|Xn| < ’iD

s PA)=1

Bemerkung:
e Unabhingigkeit ist wichtig! Beispiel: Q = [0,1], A = B([0,1]), P = X|j0,1, Xn = 1[0,q,) mit

an — 0 (n = 00), 0 < a, <1. Dann ist

lim X, =0 IP’[X”Z]:an

n—oo k

2.1.11 Definition

Es sei (X,,) eine Folge von ZufallsgroBen. Ein Ereignis A € A heifit ein terminales Ereignis (Res-
tereignis), falls A € o(X,,, Xp41,...) fir alle n € N.

Hierbei bezeichnet o(X,,, Xp41,...) die o-Algebra, die durch die Ereignisse der Form [X; € B|
(j > n, B € B(R)) erzeugt wird. Vergleiche Skript Mafitheorie, Definition 5.5.

Beispiel:

DL
(@

A, = lim sup[Xy >r] = (X > 7]
k—o0

1 k
N
€o(Xn, Xnt1,---)

n

n

2.1.12 Aufgabe

Sei (X,,) eine Folge von unabhiéingigen Zufallsgroflen. Zu zeigen:
(i). A€ o(Xnt1, Xnt2,...) = A ist unabhingig von der o-Algebra o(X,...,X,)

(ii). A unabhéngig von o(X7,...,X,) fiir alle n > 1 = A ist unabhingig von o(X,;n € N).
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2.1.13 Satz: 0-1-Gesetz von Kolmogorov

Seien (X,,) unabhingige ZufallsgroBen. Ist A ein terminales Ereignis, so gilt P(A4) € {0,1}.

Beweis:

e Sei A € 0(Xpnt1, Xnta,...) fir alle n > 0. Dann ist A unabhingig von o(Xj,...,X,) nach
2.1.12(i) fiir alle n € N. Nach 2.1.12(ii) ist A unabhéngig von o(X,;n € N). A ist aber in
0(Xn;n € N) enthalten, also A unabhéngig von sich selbst:

P(A) P(ANA) =P(A)-P(A)
=PA) = 0VPA) =1

2.1.14 Definition

o0

-1 R
B*® :=c({B, xRxRx...CR*; B, € B[R")})
Diese Mengen B bilden eine Algebra (Aufgabe).

e Notation: R® := X

e Eine Menge B C R* heifit permutierbar, wenn ¢ := (t1,t2,...) € B = 7(t) := (t;(1), tr(2),---) €

B fiir eine beliebige endliche Permutation 7 von {1, 2, ...}, d.h. 7(j) = j bis auf endlich viele
jeN.

e Es sei nun (X,,)nen eine Folge von Zufallsgréfien und Y := (X;, Xo,...). Die Abbildung
Y : Q — R* ist B*-messbar, d.h. Y ist eine R>*-wertige Zufallsgrofle, da

Y € Bl=[(Xy,...,X,) €B,]e A

(Messbarkeit am Erzeuger). Ist die Menge B € B> permutierbar, so heifit auch das Ereignis
A :=[Y € B] permutierbar.

e Beispiel: Das Ereignis [X,, — 0] ist permutierbar.
2.1.15 Satz: 0-1-Gesetz von Hewitt und Savage

Sind die Zufallsgréfen (X, )nen unabhéngig und identisch verteilt und ist A ein permutierbares
Ereignis, dann gilt P(A) € {0,1}.

2.1.16 Aufgabe

(Bezeichnungen wie in 2.1.14, Voraussetzungen wie in 2.1.15)

Bezeichne p die Verteilung von Y, d.h.

u(B) = PIY € B
tir B € B®. Fiir D,,, D € B> (n € N) schreiben wir D,, — D, wenn

Jim p(DyAD) =0
Dann gilt:

(i). Dy, = D = p(D) = limp 00 u(Dy,)
). D, - DC,—-D=D,NnC, - D
(iii). Ist 7 : R™ — R eine injektive Abbildung, so ist 7(CAD) = 7(C)A (D)
). Ist 7 eine endliche Permutation, so gilt
VB € B* : u(r(B)) = u(B)
Hinweis: Geniigt fiir Erzeuger zu zeigen (siehe 2.1.14) + Unabhiingigkeit benutzen
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2.1.17 Beweis (Satz 2.1.15)

e Sei A =[Y € B] ein permutierbares Ereignis, d.h. Y = (X3, X5,...), B € B> permutierbar.

Fiir (21,2, ...) € R™ setzen wir

Tn(mlv'mQ? B ) = (anrl?anrz’ vy 20y Ly e e oy Ty L2041 - - )

Ty, ist eine endliche Permutation. Aus dem Approximationssatz folgt die Existenz von By, €
B(RF*) mit
D, =B, xRxRx...—» B

Behauptung: 7, (D)) = B = 7%, (B). Dies folgt aus

2.1.16(iid)

1Tk, (Dn) Ay, (B)) 1(7r, (DnAB))

2L (DA B) =0

Aus 2.1.16(ii) folgt somit
D, N, (D,) — B
—— —

By, X Bg,, xRx...

Man erhélt:
P(4) = P[Y € B] = u(B)
= nlLIr;Op(Dn) = nlgI;oP[(Xl’ ..., Xk,) € By, |
und
P(A) = PYeB]|= nILI&P[(Xl’ ..., Xop,) € By, x Bg,]
= Jim P[(Xy,..., Xp,) € By, ?

also P(A) = P(A)?, d.h. P(A) € {0,1}. Bei (¥): Unabhiingigkeit und Gleichverteilung der
(Xn)

2.1.18 Aufgabe

Sei (X, )nen eine Folge von unabhéngigen Zufallsgrofen.

. Die Folge (X,,) konvergiert oder divergiert fast sicher.
. Die Reihe Y77 | X,, konvergiert oder divergiert fast sicher.

n=1

Wenn X,, — X oder bi Z?:l X; — X fast sicher mit b, — oo, dann ist X fast sicher
konstant.

Hinweis: 0-1-Gesetz von Kolmogorov

2.2

Einige Ungleichungen

2.2.1 Satz: Ungleichung von Hajek-Reényi

Gegeben seien die unabhiingigen Zufallsgrofen Xy,..., X, € L2(P) und n positive Zahlen r; >

7‘2>

.. > 1. Wir setzen ‘
Sii= Y (Xx —EXy)
k=1

fir i € {1,...,n}. Dann gilt fiir jedes m € {1,...,n} und jedes € > 0:

1 2 % 2 . 2 2
P mmg?gnm-lsilzs] <3 Tm'z;D (Xj)"'_'ZFlrj'D (X5)
J= Jj=m
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2.2.2 Folgerung: Ungleichung von Kolmogorov

n

1
> < . 2(x.
*lagisize] sy
Beweis: 7; = 1,m = 1 in Satz 2.2.1
2.2.3 Folgerung: Ungleichung von Tschebysheff
D*(X)

P X —EX| >¢] < =
Beweis: m=n=1,r; =1, X = X in Satz 2.2.1

Beweis von Satz 2.2.1:

(). Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei EX; =0 fiir j = 1,...,n. Dann ist

Si=> X;
=1
Definiere

= [ max r; - |S;| > 5}

m<i<n
B = [ri-|Si| = €]
Dann ist A = J]_,,, B;. Setze
A, = B,
Ant1 = B;,NBni
n—1
Ay = (ﬂ Bf) NB,

Per Konstruktion gilt A; C B;, U;:m A; = A. Damit

(ii). Sei
wobei 1,41 := 0. Wegen

folgt

Ez = ZZ(T?_T?+1)'D2(XJ)

= . 2(7'12 — i) - DX(X5) + Z Z(Tg —ria) - D*(X5)

j=1li=m j=m+1 i=j
= oY DXXp+ Y o DAX)
Jj=1 j=m+1

6% -EZ ist also die rechte Seite der Ungleichung in Satz 2.2.1.
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iii). Wir setzen Y; := 14, fiir ¢ = m, ..., n. Behauptung: Fiir m <i <j <n:
(iii) ; seees ptung j

[ V)

E(Y;-$}) > 5 B4) ()

Beweis:

e Sei

J
Ui ZZS]‘—SZ': Z Xk

k=i+1

fir m <i < j <n.Dann ist SJ2 =(S; + uij)2, also
E(Y; - S7) = E(S7Y:) + E(Y; - u;) 4+ 2B(Y; - S; - uij) (3)

Aufgabe: Die Zufallsgréfien Y; - S; und u;; sind unabhéngig, also E(Y;-S; - u;;) = 0 wegen
E(u;;) = 0. Aus Positivitit der Summanden:

BOYGS) > E(sH = [ stap
A;CB; 52
> 2 -P(Ay)

(iv). Aus Z>0und 1> 14 =377 14, folgt:

n

zZ > ZlAZ
i=m

=EZ > (ZY )

=m

&

o

n n

I
b
+
»—\
/—\
&
nn
[V
~—

i=m j=m

i>m n n
2SS 22, RS2
i—mj—i
(2) g2
2 G B
i=m j=1 g
—~P(A) )
LD Y- Y R R
i=m g j=i

224 ?
2.2.5 Satz: Bernstein

Fiir jede stetige Funktion f :[0,1] — R gilt

_ 1 - k n k n—k
fl@)=lim > f (n) : (k) -2k (1- )
k=0
fiir z € [0, 1], wobei die Konvergenz gleichméfig ist.

Beispiel: Fiir n = 1: f(0) + (f(1) — f(0)) - =
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2.2.6 Folgerung: Satz von Weierstral3

Jede stetige Funktion f : [0,1] — R ldsst sich gleichméBig durch Polynome approximieren.

Beweis: (von Satz 2.2.5)

o Fiir beliebige = € [0,1] und n € N sei ;¥ eine Zufallsgrofie so, dass n - Y,¥ binomialverteilt
ist mit den Parametern n und x. Dann gilt:

B =e DAy = U

Damit .
s =31 (5)- (1)« o

Deshalb brauchen wir nur zu zeigen, dass

lim E(f(Yy) - f(x)) =0

n—oo

gleichmiBig auf [0, 1]. Nach Tschebysheff-Ungleichung;:

z-(l—x)

PV —z|>n"%] < Vo DXYQ)= NG

1
NG

Sei K eine Konstante mit |f| < K und bezeichne

<

A=[Y* — x| >n" 7]

Dann ist P(A) < ﬁ und

E(lF(Yy) = fe)) = /Qlf(Yf(w))*f(fv)\dP(w)

Q\A

- / FVE(w)) — F(@)] dP(w) + / FVE (w)) — f(2)| dP(w)
A
2K

< o ) - )
VI e

- 0 (n — o00)

da f gleichméBig stetig.
2.2.7 Definition

e Es sei X eine Zufallsgrofie. Eine reelle Zahl m = m(X) heifit Median (Zentralwert) von X,
wenn

1
PIX <m] > 5 <PIX > m]

gilt. Im Allgemeinen ist der Median nicht eindeutig, z.B. fiir P[X = 0] = P[X = 1] = 1 sind
alle m € [0, 1] Mediane.

e Jede Zufallsgrofle X besitzt mindestens einen Median, denn
m:= inf{r e R: PX <z] >
z€R

}

Dann gilt P[X < m —¢] < 1 fiir alle & > 0, also P[X <m] < 1.

N | =

e X heifit symmetrisch, wenn P[X < t] = P[X > —{] fiir alle ¢ € R. Dann ist 0 ein Median,
EX = 0 falls X € £'(P). Summen von unabhiingigen, symmetrischen Verteilungen sind
symmetrisch.
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2.2.8 Satz: Ungleichung von Lévy

Es seien X1, ..., X,, unabhingige Zufallsgréfien und

Fiir jedes € > 0 gilt:

P [ max (S; —m(S; — Sy,)) > E:| < 2-P[S, >¢]
1<j<n
P [ 15, - m(s; - S ze| < 2P,z

wobei m(Y") einen beliebigen Median von Y bezeichnet.
Beweis:
(i). Sei Sy :=0, T'(w) := die kleinste Zahl j € {1,...,n} mit
Sj(w) —m(S; —Sn) > ¢
falls eine solche Zahl j existiert, sonst T'(w) := n + 1. Definiere

B = [m(S; — Sn) > S; — S,

fir 1 < j < n. Dann gilt P(B;) > 1, [T = j] € o(Xy,...,X;) fir j = 1,...
=7

0(Xjt1,...,Xy). Es folgt, dass [T' = j] und B, unabhéngig nach 2.1.12. Wegen

gilt
P[S, >¢e] > XR:P(BJQ[TZJ])
= D P(B) PIT =]
> 1~IP>[1<T<n]
2

(ii). Aufgabe (Hinweis: in (i) —X; anstelle von X})
2.2.9 Folgerung

Es seien X1, ..., X, unabhingige symmetrische Zufallsgréfien,

Sy:::zi:)g
i=1

Fiir jedes € > 0 gilt:

P { max S; > €:| < 2P[S, > €]
1<j<n

P [ max |S;| > 5] < 2P[|Sn] > €]
1<j<n

Beweis: Folgt aus 2.2.8 wegen m(S; — S,) =0 fiir j =1,...,n (Symmetrie)
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2.2.10 Aufgabe

Seien A; € A fiir i = 1,...,n mit n > 2. Dann gilt:

(-2 <o ([4) -5 (-3

2.2.11 Aufgabe
2.2.12 Satz: Jensensche Ungleichung

Es seien I C R ein Intervall, f : I — R eine konvexe Funktion und X : @ — I mit X € £L'(A!).
Dann gilt E(f~ (X)) < oo und

FEX) <E(f(X)) == —E(f~ (X)) + E(f 7 (X))

Ist f im Punkt EX streng konvex, dann gilt die Gleichheit genau dann wenn X fast sicher konstant
ist.

Beweis:

(i). Sei
h(t) := f(EX) +a- (t - EX)

eine Gerade durch den Punkt (EX, f(EX)) mit h(t) < f(t) fiir alle t € I. Damit f~(X) <
h~(X) und somit
E(f(X)) <E(h™ (X)) <o0

also ist E(f(X)) definiert und

E(f(X)) =2 E(h(X)) = f(EX)
(ii). Im Fall der Gleichheit gilt

E(f(z) = h(z)) =0
< f(z) — h(x) = Ofast sicher
& X = EX fast sicher

wegen f(z) — h(z) > 0 fir X(w) #EX.
Bemerkung: Bereits in Teil 1 (Mafitheorie) in §13 fiir positive Funktionen bewiesen.

2.2.13 Definition

X sei eine Zufallsvariable mit Werten S := {s1,..., s, } und p(s) := P[X = s] fiir s € S. Unter der
Entropie von X versteht man die Zahl

H(X) :=E(—log,p(X)) = — > p(s) - log, p(s)
sES

wobei 0 - log, 0 := 0 gesetzt wird.
2.2.14 Aufgabe

Seien X, Y wie in 2.2.13. Zu zeigen:
(i). 0 < H(X) <logyn

(ii). 0= H(X) & X = c fast sicher, H(X) =log,n & X ist gleichméBig verteilt
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(iii). H(X,Y) < H(X)+ H(Y), Gleichheit < X und Y unabhingig
(iv). Mit g(s) :=P[Y = s] gilt:

> p(s) - log, <ZE§;) >0

ses
mit Y mit Werten in S. Sogenannter Kullback-Leibler-Abstand zwischen p und ¢ (nicht
symmetrisch).

Bemerkung: Fiir @ > 0,b > 0 definieren wir

0
O-logg = 0

0-10gg = 0

0

b-log% = 00

0
b-logg = -0

Hinweis: Jensensche Ungleichung mit f = — log,.

2.3 Konvergenz von ZufallsgréBen
2.3.1 Definition

Sei (€2, A, P) ein Mafiraum. Eine Folge (X, )nen heifit
(i). fast sicher konvergent gegen eine Zufallsgrofe X, wenn P[lim, oo X, = X] =1, d.h.
nl;rrgo Xp(w) = X(w)
fiir P-fast alle w € €.

(ii). konvergent in Wahrscheinlichkeit gegen die Zufallsgrofie X, wenn fiir alle € > 0:
lim P[| X, — X|>¢]=0

n—oo

(iii). konvergent in Verteilung gegen die Zufallsgrofie X, wenn fiir jeden Stetigkeitspunkt a von F
gilt:
lim F,(z) = F(x)

n—oo

2.3.2 Anmerkungen

(i). [we Q:lim X, = X (w)] ist ein Ereignis, siehe 2.1.10.
(ii). Eindeutigkeit des Grenzwertes:

(1) X, = X, X,, =Y fast sicher = X =Y fast sicher

(2) Konvergiert (X,,)nen in Wahrscheinlichkeit gegen X und auch gegen Y so gilt X =Y
fast sicher. Das folgt aus

€ €
— < — — — —
PIX-Y|>¢] < IP’[\X” X| > 2} +P [|Xn Y| > 2}
- 0 (n — o0)
=P|X-Y|>¢ = 0

fiir alle € > 0. Also X =Y fast sicher wegen

[X=Y]=ﬁ[|x—1f|s;]

44

Vorlesung: “Stochastik” von Zoltan Sasvari, Technische Universitat Dresden, Sommersemester 2010



(3) Fiir Konvergenz in Verteilung ist Eindeutigkeit von X im allgemeinen nicht gegeben,
siehe Beispiel 2.3.5(ii).

2.3.3 Aufgabe

Es seien F eine stetige Verteilungsfunktion und (F),),cn eine Folge von Verteilungsfunktionen so,
dass fiir alle z € R gilt:
lim F,(z) = F(x)

n—oo

Dann liegt gleichméfige Konvergenz vor.
2.3.4 Satz

X, — X fast sicher = X,, — X in Wahrscheinlichkeit = X,, — X in Verteilung
Beweis:

(i). Annahme: X,, — X fast sicher. Sei ¢ > 0. Setze

A::[lim X, =X|eA

n— o0

Dann P(A) = 1 nach Voraussetzung. Seien
B, :=[Vm>n:|X, - X| <¢]
Dann B,, € A fiir alle n € N, B,, C B, 41. Es gilt

G B,DA
n=1

Damit:

v

=

&
I
[t

H
V
=~

(—\
iz
&

\
=
—
£
&
~ ~—
I
—

Wegen B, =J"_, B, gilt

lim B, = B,

m— o0

(@

n=1

und damit

o0
lim P(B,) =P <L_J1 Bn> =1

Sei Ay, :=[|X,, — X| <¢]. Dann A,, D B, fiir n € N. Mit P(4,,) > P(B,,) folgt
lim P(A,) = lim P[|X, — X|<¢] =1
n—oo

n—soo
(ii). Annahme: X,, — X in Wahrscheinlichkeit. Seien € > 0,
A= [ X — X| <]
Dann gilt nach Voraussetzung lim,,_,~, P(4,,) = 1. Es folgt:
E,(t) = PX, <t

= P([X, <t]NA,) +P(X, <t]NA;)
< P(X, <t]nA,)+P(AS)
= PX, <t |X,— X| <e]+P(4S)
< PX, <t,X-X, <e+P(AS)
[

PX <e+t]+P(A4A%) = F(t+¢)(n — o0)
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d.h.

Mit 1.1.12 folgt wie oben:

F.(t) > P(X.<tnA,)>

> P(X <t-elnA4,)

MY Pt =P X <t—¢]  (n— o)
= lim inf F,,(t) > F(t—e)

n— oo

Damit fiir alle ¢ > 0:

F(t—e¢) < lim inf F,,(¢) < lim sup F,,(t) < F(t +¢)

n—oo n—oo

Sei t eine Stetigkeitsstelle von F. Dann fiir ¢ — 0:

F(t) < lim inf F,(t) < lim sup F,(t) < F(t)

- n—oo n—o00

= lim F,(t) = F(t)

n—oo

2.3.5 Beispiele

(). Sei @ =[0,1], A= B[0,1],P = A| 4 und fiir n € N definiere

Xt ::1[1-,1 i i=1,...,n

n 'n

Definiere Folge (X,), durch X{, X3, X2 X1 X2 X3 X} ... Dann

]P’[Xfl>5}:/\(<i_1,i>):Tll—>0(n—>oo)

n n

fiir e € (0,1), also
lim P[|X, — 0| >¢] =0

n—oo

d.h. X,, — 0 in Wahrscheinlichkeit. Aber: Fiir kein w € Q liegt punktweise Konvergenz vor.
(i)). @ =10,1], A= B[0,1],P = | 4,

Aot = oy Ao =)
Dann
0 <0
F,(x)= % 0<z<1
1 z>1

Fiir F(x) := F,(z) fiir € R folgt X,, — X, in Verteilung fiir i = 1, 2.
2.3.6 Satz

Fiir eine Folge (X, )nen von Zufallsgrofien sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i). Es gibt eine Zufallsgrofle X so, dass X,, — X in Wahrscheinlichkeit.
(ii). Ve > 0:
lim sup P[|X,, — X,| >¢]=0

n—o0 m>n

(iii). Es gibt eine Zufallsgrofle X so, dass jede Teilfolge von (X, )nen eine Teilfolge besitzt, die fast
sicher gegen X konvergiert.
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Beweis:
o (i) = (1)
Annahme: Es gibt X so, dass X,, — X in Wahrscheinlichkeit, d.h. Ve > 0V§ > 03dNs(e) € N:
P|X, - X|>d]<e

fiir alle n > Nj(e). Sei ¢ > 0,0 := 5. Fiir m > n > N¢(e) gilt dann:

P[|Xp — Xo| >¢] < P |Xm—X|>§} +IP’[|XH—X|>§
< 2
= sup P[|X,, — X,,| >¢] < 2¢
m>n
= lim sup P[|X,, — X,|>¢] = 0
’I’L*)()Omz,n

o (ii) = (iii)
Gilt (i), so existiert fir jede Zahl k > 1 ein ng mit

1 1
fiir n > m > ny. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei nq < ny < .... Wir setzen
X,/C = X,

1
Ap = |:|Xllc+1 — Xyl > Qk}

Dann gilt P(Az) < 5, also
ZP(Ak) < o0
k=1
Mit Borel-Cantelli folgt, dass P[limsup Ax] = 0, d.h. fiir fast alle w existiert ein ko(w) mit

1
| X1 () = X (w)] < oF

fiir k > ko(w). Fiir n > ko(w) folgt:

sup | X7, (w) = Xp(w)] < Y | X (w) = X (w)]
m2n k=n

— 1 1

k=n

Also ist (X (w))y fast sicher eine Cauchy-Folge, damit konvergiert X,,, = X fast sicher
gegen eine Zufallsgrofie X. Wegen 2.3.4 gilt auch X,,, — X in Wahrscheinlichkeit,

Pl|IX; — X|>¢] < IP’[|X,€—X“,C|>§}+IP’[|XM—X|>§
- 0 (k — o0)

d.h. X}, = X in Wahrscheinlichkeit. Noch zu zeigen: Eine beliebige, fast sicher konvergente
Teilfolge X,,, konvergiert gegen X. Gilt namlich X,,, — Y fast sicher, dann auch X,,, = Y in
Wahrscheinlichkeit, also X =Y fast sicher wegen Eindeutigkeit des Grenzwertes (2.3.2(ii)).
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o (iii) = (i)

Konvergiert X,, nicht in Wahrscheinlichkeit gegen X, so existieren ¢ > 0,0 > 0 und eine
Teilfolge (X, ) mit
P X, —X|>¢] >0

Dann konvergiert keine Teilfolge von X, gegen X in Wahrscheinlichkeit und folglich auch
nicht sicher. Widerspruch!
2.3.7 Satz

Fiir eine Folge (X, )nen von Zufallsgréfien sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i). (X,) konvergiert fast sicher gegen eine Zufallsgrofe X
(ii). Vk € N: P[|X,, — X| > £, unendlich oft ] = 0
(iii). Fir alle e > 0 gilt
nli_)rr;OIE” [sup | Xm — X| > €:| =0

m>n
(iv). Fiir alle € > 0 gilt
lim P [sup | X — X5 | > 6] =0

n—oo m>n
Beweis:

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit: X = 0. Setze

1
Ap = [Xn|>k,unendlich oft}
A= J4
k=1

Dann gilt A° = [lim X,, = 0]. Denn: Wenn w ¢ A, dann gilt fiir alle ¥ € N bis auf endlich
viele n: | X, (w)] < %, also lim X,, = 0. Umgekehrt, wenn lim X,, = 0, dann w ¢ A, fiir alle
k € N, also w ¢ A. Damit:

PlimX, =0=1 & PA°)=1&P(A) =0
< VkeN:P(Ay) =0

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit: X = 0. Setze wie oben
1
Ay = {|Xn > E,unendlich oft}

Dann

Die Aquivalenz von (ii),(iii) folgt aus

P(Ay)

I
=
e

=]

PO

s
=
EN
v

=

N———
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o (iii) = (iv)
Die Implikation folgt aus

P sup|Xm—Xn>6] < P[sup|xm—X|>§]+P[|X—Xn|>§

m>n m>n

— 0
o (iv) = (iii)
Ist (iv) erfiillt, so gilt

sup P[| X, — Xy >¢] < P [sup | X — X0 | > 5}

m>n m>n
- 0 (n — o0)
Nach 2.3.6 existiert eine Zufallsgroe X mit X,, — X in Wahrscheinlichkeit. Damit folgt

wegen

Pisup | X, — X|>e| < P sup|Xm—Xn|>E —l—}P’[|Xn—X|>g

- 0 (n — o0)

die Behauptung.
2.3.8 Satz: Lévy

Fiir eine Folge (X, )nen von unabhingigen Zufallsgréfien konvergiert die Folge

genau dann fast sicher, wenn sie in Wahrscheinlichkeit konvergiert.

Beweis:

(i). Nehmen wir an, dass (S,,) in Wahrscheinlichkeit konvergiert. Sei

n
Shin = Sn = Sp =) Xi
i=h+1

fiir 1 < h < n. Wegen 2.3.6 existiert fiir jedes € € (07 %) ein hg, sodass P[|S}, | > €] < €
fiir n > h > ho. Dann gilt |m(Sh,,)| < e. Folgt aus Aufgabe: Aus P[|X| > ¢] < % folgt

|m(X)| < c.

Damit:

P { max |Spn| > 2¢ < P | max |[Shn —m(Shn — Shik)| > €
h<n<k ] h<n<k

2.2.8(i4)
< 2P[|Sh.k| > €] < 2e

=P [sup |Shn| > 2e
n>h

< 2¢e

fiir K > h > ho. Nach 2.3.7 konvergiert (.5,,) fast sicher gegen eine Zufallsgrofie S.

(ii). Fast sichere Konvergenz = Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
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2.3.9 Aufgabe

Sei (X, )nen eine Folge von Zufallsgréfien. Dann gilt:
(i
(ii

(iii

Ist ¢ eine Konstante, so gilt X,, — ¢ in Wahrscheinlichkeit < X,, — ¢ in Verteilung

).

). Ist (X,,)nen unabhiingig, dann sind lim sup X,, und liminf X,, konstant.

). Ist (X,,)nen unabhiingig, X, — X in Wahrscheinlichkeit, dann ist X fast sicher konstant.
).

(iv). Ist (X, )nen unabhéingig, identisch verteilt und nicht konstant, dann P[X,, konvergiert | = 0.
2.3.10 Satz

Sei (X, )nen eine Folge von unabhéngigen ZufallsgroBen,

Wenn Y7, D*(X,,) < co und EX,, = 0 fiir alle n € N, dann konvergiert die Reihe Y >~ | X, fast
sicher.

Beweis:

e E(S,, — S,) = 0 fiir n < m. Mit Tschebysheff-Ungleichung folgt:

1 m
Pl|Sm — Snl > 2] < = Y D*Xy)
€ i=n—+1
- 0 (n,m — o0)

Mit 2.3.6: (Sy,)m konvergent in Wahrscheinlichkeit. Nach Satz von Lévy (2.3.8) folgt fast
sichere Konvergenz.

2.3.11 Satz: Jegorov

Es seien Y, (Y, )nen beliebige Zufallsgrofien, A € A mit 0 < P(A) < 1 und fiir w € A gelte

lim Y, (w) =Y (w)

n—r oo

Dann existiert fiir jedes ¢ > 0 eine Menge F € A, sodass F' C A, P(F) > P(A) — ¢ und die Folge
(Y,)nen konvergiert auf F' gleichméBig gegen Y.

2.3.12 Folgerung

Sei (X, )nen eine Folge von unabhéingigen ZufallsgréBen mit |X,,| < ¢ (n € N) fiir ein ¢ € R,

Sn = zn:Xk

k=1

Wenn (S, )nen fast sicher gegen eine Zufallsgrofie S konvergiert, dann existiert ein d > 0, sodass
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

E = ({w:|Sn(w)| < d}

positiv ist.

Beweis:
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o Es existiert K € R:

PIS| < K] >0
(sonst wiire |S| = oo fast sicher). Setze A := [|S| < k]. Wegen 2.3.11 existiert ' C A mit
P(F) > 0, sodass S,, — S gleichmiiflig auf F, d.h. es existiert ein ng € N:

[ (w) = S(w)] <1

fir n > ng,w € F. Damit
Su(w) < [S@) +1<K+1 (0= ng,we F)

Andererseits ist

|Sh| = <n-c<mng-c

>ox

i=1

fiir n < ng. Also gilt fiir allen € NJw € F:

|Sp(w)| < d:=max{K + 1,n9-c}

2.3.13 Satz

Sei (X, )nen eine Folge von unabhingigen Zufallsgrofen mit |X,| < ¢ fiir ein ¢ € R. Die Reihe
Z;’Ozl X, konvergiert genau dann fast sicher, wenn

(1) iE(Xn) <oo und (2 i[ﬂ(xn) < o0

Bemerkung: Aus |X,,| < ¢ folgt X,, € LP(PP).

Beweis:

(i)-

(ii).

Nehmen wir an, dass (1) und (2) gelten und sei Y, := X,, — EX,,. Dann ist EY,, = 0,
D?(Y,) = D*(X,). Aus 2.3.10 folgt, dass Y .-, Y, fast sicher konvergiert, also konvergiert
auch Y > | X,, fast sicher.

Sei Y00 | X,, fast sicher.

e Spezialfall: EX,, = 0 fiir alle n € N, dann ist (1) erfiillt. Sei Sy := 0, F und d wie in
2.3.12. Setze

n

B, =S <d (neN)

i=0
Dann (Ey), L E, E =\, En. Sei F,, := E,_1\E, (n €N),

ap, ::/ S2dP
Ey

Un — Qp_1 = / S?LdIP’—/ S2 dp —/ S% | dP
E E,

n—1 Fp —1
/ XﬁdP+2/ Xn-snfldﬂm—/ S2 qp
En_1 E, 1 Fy,

Dann
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Es gilt:

/ Xpdb = E(lp,, X)) "SE(p, ) E(X)
En—l

Hem p(E, ) DX(X,) > P(E) - DX(X,,)

/ X, SpydP =  E(lp, - Xn-Se1)
E, 1

bt X E(lg, - Sp_1) =0
0

/Sgdp < (d+co)* P(F,)
F,

da |Sp| = |Sn—1 + X,| < d+ c auf F,,. Wir erhalten:
an —an_1 > P(E)-D*(X,)— (d+¢c)? -P(F,)

k k k
= an—a,1 > P(E)-Y DXX,)—(d+c)*- ) P(F,)

N——
=ay <1

Andererseits ist

Damit

n=1

e Allgemeiner Fall: Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (Q x 2, A ® A, P x P)
und die Zufallsgréfien

Zn (w1, ws) i= Xy (wr) — Xy (w2) (w1, we € Q)
E C Q sei das Ereignis, dass >, X,, konvergiert. Dann ist P(E) = 1, also
(PxPYEXE)=PFE)-PE)=1

Die Reihe Zflozl Z,, konvergiert auf F x F, d.h. diese Reihe konvergiert fast sicher bzgl.
P x P. Weiterhin gilt EZ,, = 0 mit Satz von Fubini und |Z,| < 2¢, D?(Z,,) = 2D*(X,,).
Mit Spezialfall folgt (2).

Noch zu zeigen: (1). Setze Y, := X,, — EX,,. Dann EY,, = 0 und

Y DAY, =) D*X,) < oo

wegen (2). Aus 2.3.10 folgt: Die Reihe Y7 | Y, konvergiert fast sicher. Damit (1), da
EX, = X, — Y,.

2.3.14 Definition
Zwei Folgen (Yy,)nen und (Z,)nen von Zufallsgrofien heifien dquivalent
o0
1 Y PY, # Z,] < o0
n=1

Aus Borel-Cantelli folgt dann:
P[Y,, # Z,,unendlich oft] =0

Damit: >~ , Y, konvergiert fast sicher :&< > "7 | Z,, konvergiert fast sicher.
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2.3.15 Satz: Dreireihensatz von Kolmogorov

Sei (X,,)nen eine Folge von unabhéngigen Zufallsgrofen. Die Reihe > 7, X, konvergiert genau
dann fast sicher, wenn

(1) 22y P Xn] > 1] < oo
(if). 3.2 E(X7) < o0
(). 352, D*(X) < o0

wobei

X X, <1
X' () ::{ (W) [Xn(w)]
0 sonst
Beweis:

e (ii),(ili) = >_,°, X/ konvergiert fast sicher nach 2.3.13. Aus (i) folgt, dass die Folgen
(Xn)nen, (X))nen dquivalent sind, damit >~ ; X, fast sicher konvergent.

e Sei jetzt > 2, X, fast sicher konvergent. Dann gilt X,, — 0 fast sicher, also
P[|X,| > 1, unendlich oft] =0

und mit Borel-Cantelli folgt (i). Auflerdem folgt, dass (X,,)n, (X},)n dquivalent sind, somit

Z X/ < o0
n=1
und nach 2.3.13 gilt (i), (iii).

2.4 Starkes und schwaches Gesetz der groBen Zahlen
2.4.1 Definition

e Eine Folge (X}, )nen integrierbarer Zufallsgrofien heifit dem starken Gesetz der groflen Zahlen
geniigend, wenn gilt:
n

.1 .
nh_{r;o - Zl(Xi — EX;) = Ofast sicher
i=

e Eine Folge (X, )nen heifit dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen geniigend, wenn fiir alle

e>0:
>E‘| =0

n

% DY (X —EX;)

=1

lim P [
n—oo
d.h. wenn Konvergenz in Wahrscheinlichkeit vorliegt.

2.4.2 Lemma: Kronecker

Sei (ap)nen eine Folge reeller Zahlen und (¢,,),en eine monoton wachsende, gegen oo strebende
Folge positiver Zahlen derart, dass die Reihe

>

k=1

Q
E

=:b

~+

k

konvergiert. Dann gilt:

1 n
g =0
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Beispiel:
1
ap = ktk_kinlggoﬁ Zk
Beweis:

e Definiere by := 0,

S

n
fzik
k=1 "k

Dann ist a, = (by, — bp—1) - tn, also

Zak = Ztk'(bk*bk—ﬂ
k=1
n—1 n
= tn'bn+ztk)'bk_ztk'bk—l

= tp-by +Z (th — trs1) - b

1 — tr — tk
Z _ Z +1
j? ag = n+ .
— b-1> (n%oo)

Noch zu zeigen ist die Konvergenz des zweiten Terms. Fiir ein beliebiges € > 0 wéhlen wir
ng € N so, dass |b, — b| < ¢ fiir n > nyg.

" (g1 — U ty tk+1
S(PE T ) b Sy E —b
k1< b k) ‘ tn ’ e
no—1 n—1
tq - tk+1 ter1 — g
-t b+§ (e —b)+ ti.(brb)
n j—. n
no—1
tl 1 . tn*tn
< L = ST (e — t) - by — b £ o
< L ||+tn ];(k+l &) - |bk — b + i €

— 04+0+4¢ (n — o)
2.4.3 Satz: Kolmogorov

Es sei (X, )nen eine Folge von unabhingigen Zufallsgréfien mit X,, € L2(P). Gilt

>, D*(X,

Z (2 )<°O
n

n=1

so geniigt die Folge dem starken Gesetz der grofien Zahlen.

Beweis:

e Sei

177/
ng —EX;)
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Nach Ungleichung von Hajek-Rényi folgt mit r; := %

] 1 L Qe ~ D’(X;)
Plam e < (et ¥ 2
s B j=1 Jj=m+1
nesoo ] 1 1 = = D*(X;)
N P[-SBP'YZ"Z& < gl XD+ Y =5
izm . j=1 j=m+1
4% Jim P[sup Yi|>el = 0
m—roo zZm ]

wegen
i D*(X;)

jQ

-0 (m — o)
j=m-+1

da die Reihe nach Voraussetzung konvergiert. Nach 2.3.7 folgt nun Y,, — 0 fast sicher.
2.4.4 Beispiel

Wir betrachten eine Folge von Versuchen. Sei A € A mit P(A) =: p. Betrachte Folge von Zufalls-
grofen
x { 1 A im k-ten Versuch eingetreten
e =

0 sonst

Dann (Xj)x unabhiingig, P[X; = 1] = p,P[X; =0] =1 — p, EX;, = p, D*(Xx) =p- (1 — p). Sei

Sy, ist die Anzahl des Eintretens von A in n Versuchen (absolute Haufigkeit von A). S, ist bino-
mialverteilt, ES,, = n-p, D?(S,) =n-p- (1 —p). % ist relative Hiufigkeit. Aus 2.4.3 folgt:

2.4.5 Satz: Borel

. n
lim — =p
n—oo N

Bemerkung;:

e Man kann zeigen (Rényi):

wobeig=1—p,0<e<p-q.

e Alternative Abschitzung mit Tschebysheff-Ungleichung;:

Sh .
P[p’Zs]S P q2
n n-e
e Beispiel: Fﬁrp:q:%,az%erhiilt man:
[T B R
20 100

fiir n > 10* (Tschebysheff), n > 1283 (Rényi).
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2.4.6 Satz: Etemadi, 1981

Jede Folge paarweise unabhéngiger, integrierbarer Zufallsgrofien, die identisch verteilt sind, geniigt
dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen.

Ohne Beweis (siehe Heinz Bauer, Wahrscheinlichkeitstheorie)
2.4.7 Satz: Khinchin
Gilt fiir eine Folge paarweise unkorrelierter Zufallsgréfien (X,,)nen mit X, € L?(P) die Beziehung

N
Jim, T 2 DX =0

i=1
so geniigt die Folge dem schwachen Gesetz der grolen Zahlen. Beweis:

e Setzen wir .
Spi=Y X, - EX;
i=1

so ist D?(S,) = Y1, D*(X;). Aus Tschebysheff-Ungleichung und aus der Voraussetzung

folgt:
e < 24
_ 7#1-52'1221?2(&)_” (n = o)
2.4.8 Satz

Fiir jede Zufallsgrole X gilt:
(). .
Z [[X|>n] <E(X]) <1+ZIP|X| > n)

n=1
(ii). Git X () C Ny, so erhélt man
EX =Y P[X >

n=1
Beweis:
(i). Fiir den Beweis konnen wir annehmen, dass X > 0. Die Ereignisse
Ap=n< X <n+1] (n € Np)

sind paarweise disjunkt und Q = Aj. Damit:

J€No

IEX:/XdIP’:Z/ X dP
Q n=0 An

Aus der Definition von A,, folgt:

IN

n-P(A,)

= in -P(A
n=1

/ XdP < (n+1)-P(A,)

EX <1+ ) n-P(A,)

n=1

IN
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Setzen wir B, := [X > n] fir n € Ny, so gilt B,,+1 C Bp, 4, = Bp\Bp+1. Es folgt daher fiir

jedes N € N:
N N
Z n-P(A,) = Z n- (P(By) — P(Bpi1)
" b N
= Zn'P(Bn)_Z(n_l)'P(Bn)_N'P(BN-H)
n;/vl n=1
— S"P(B.) - N -P(Bys)
N n;l
= > n-P(A,)+ N -P(Byjy1) = Y P(By)
n=1 n=1
Ist EX < oo:

P(ngan> = 0

=0 N -P(Byi1) < (N +1) - P(By.1)

IN

IN

/ XdP —0 (N — o0)
BN+

> B(Bn)
n=1

= iniP’(An)

Damit folgt (i).
Ist EX = oo, dann ist

S B(4,)
n=1

=00
und es folgt, dass dann auch
> P(B,) =
n=1

und damit gilt (i).

(ii). Nimmt X nur Werte in Ny an, dann ist A,, = [X = n] und somit
o0
EX =) n-P(4,)
n=1

Die Gleichheit (ii) folgt somit aus (i).
Bemerkung;:

e (ii) folgt auch aus 1.4.18,

EX:/Oool—F(y)dy—/0 F(y)dy

2.4.9 Satz

Fiir eine Folge (X,,)nen unabhéngiger, identisch verteilter ZufallsgréBen konvergiere

n
- ZXi — Y fast sicher
i=1

SRS
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mit Y ZufallsgréBe. Dann ist X,, € £}(P) und Y fast sicher konstant, nimlich Y = E(X,,) fast
sicher.

Beweis:

e Setzen wir

S\H

“r

so konvergiert die Folge (S, )nen nach Voraussetzung fast sicher gegen Y. Somit konvergiert

die Folge
1 - n—1

: Sn—l
fast sicher gegen 0. Daher kénnen die Ereignisse
Cy = [|Xn| = n]

nur mit Wahrscheinlichkeit 0 fiir unendlich viele n eintreten, d.h. P[limsup C,,] = 0. Nach

Borel-Cantelli folgt
ZP(C ) < oo
n=1

da die Ereignisse C,,, Cy, unabhingig sind (wegen X,,, X,, unabhéngig) fiir n # m.

e Da die ZufallsgroBen X, identisch verteilt sind, gilt P(C),) = P[|X%| > n]. Daher konvergiert
die Reihe

oo

ZIP|Xk|>n :Z

fiir alle k € N. Mit 2.4.8(i) folgt X € L1(P).
e Aus dem Satz von Etemadi (2.4.6) folgt nun

lim S,, = dfast sicher

n—oo

mit d als gemeinsamer Erwartungswert aller X,.
2.4.10 Beispiel

Es sei (X, )nen eine Folge unabhiingiger Zufallsgrofien mit

1

PXn =n) =P[Xn = —n] = ooy

fiir n € N,
1

~n-log(n+1)
Dann geniigt (X,,) dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen, aber nicht dem starken Gesetz der

groflen Zahlen.

Beweisskizze:

(i). schwaches Gesetz der groBen Zahlen: Offensichtlich gilt

n
(Xn) log(n +1)
Idee: Anwendung des Satz von Khinchin.
9 1
Z D( —— =0 (n — o0)

log(n +1)
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(ii). starkes Gesetz der grofien Zahlen: Wiahle A,, := [|X,,| > n], dann

o0 o0 1
;P(An) - T;nliog(n—&—l) =
Ep { lim sup An] = 1
n—oo

also | X,,| > n fiir unendlich viele n € N. Fiir w € limsup A,, n > 2 fiir das | X,,| > n:
1 11\ =
X, - -=)- N X,
n (n -1 n) z_:
n—1
>_Xi
i=1

Somit kann = > | X; nicht konvergieren. (X,,) geniigt nicht dem starken Gesetz der groBen
Zahlen. (Vergleich Heinz Bauer, S.73,76f)

n—1

1 < 1
E.;Xi_nfl.zxi

i=1

b
n-(n—1)

2.5 Satz von Gliwenko-Cantelli
2.5.1 Definition

Es seien X7,...,X,, identisch verteilte, unabhéngige ZufallsgréBien mit der Verteilungsfunktion F
und w € . Wir ordnen die Zahlen X;(w), ..., X, (w) um:

Xi(w) <. .. < X5 (w)
Die empirische Verteilungsfunktion F¥ wird folgendermaflen definiert:
0 x < X{(w)
FY () = Xp(w) <z < X, (w)
Xr(w) <z
(FY ist tatséchlich eine Verteilungsfunktion.)

2.5.2 Satz: Gliwenko-Cantelli

Seien (X,,)nen unabhéngige, identisch verteilte Zufallsgrofien mit der Verteilungsfunktion F' und
w € Q. Dann gilt:
lim sup |FY(z) — F(x)| = 0fast sicher

n—o0 z€ER

2.5.3 Aufgabe

(i). Man berechne die Wahrscheinlichkeit

lre -]
n

fiir 0 < k < n mit Hilfe der Verteilungsfunktion F und zeige, dass
E(Fy (x)) := /Q F¥(z) dP(w) = F(x)

(ii). Man zeige:
VeeR : lim F(x) = F(x)fast sicher
n—o0
VeeR : lim F’(x+0) = F(x+0)fast sicher

n—oo
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(ii).

Hinweis: Betrachte
Yy = 1[x, <a] Zy = 1ix,<q

Dann folgt unter Verwendung von 2.3:

1 n
EFY(z) = o ZYf — F(z) fast sicher
i=1
1 n
Fi+0) = —- > ZP - F(z +0) fast sicher

=1

Man beweise Satz 2.5.2.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass aus (i),(ii) die gleichméBige Konvergenz folgt. Dazu sei fiir
jedes k € Nund 1 < j < k die kleinste Zahl x;, mit

J < F(zj, +0)

und es sei xg, = —00, Tk, = 0o. Dann ist
J
F(xjk) < E
1
= Flzjp,) = Flag, +0) <+ (1)

Daher gilt fiir jedes x € (2,241, ):

—~
=
—

1

Fp(zj, +0) = Flzg, +0) = o < Bz, +0) = Flzj,)
< Fl(x) - Fr) < B (zj4,) — F(z;, +0)
S |
< FY(xje,) — Flzje,) + T

Daraus folgt:
w w w 1
sup [y’ (z) = Fla)l < e [y (z5,) = Flag)l + mmax [y (@), +0) = Flay, +0)[ + ¢

% fast sicher (n — o)
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Charakteristische Funktionen

3.1 Definition + einige Eigenschaften
3.1.1 Definition

Unter der charakteristischen Funktion einer Zufallsgréfle X versteht man die Funktion

fx(@) = f(t):=E(exp(etX))
= E(cos(tX)) +-E(sin(tX))

fiir t € R. Ist p die Verteilung von X, so gilt
fx(t) = / '™ dp(y)
R
= /R cos(ty) du(y) +1- /]R sin(ty) dp(y)

Man nennt f auch die charakteristische Funktion der Verteilung . (Vergleich Fourier-Transformierte)
3.1.2 Satz

Jede Verteilung ist durch ihre charakteristische Funktion eindeutig bestimmt.

ohne Beweis (Vgl. 3.3.3)
3.1.3 Satz

Sind X, Y unabhéngige Zufallsgrofien, so ist

fxyy = fx - fy

Daraus folgt: Das Produkt von charakteristischen Funktionen ist wieder eine charakteristische
Funktion.

Beweis:

e Aus X und Y unabhiingig folgt exp(:tX), exp(2tY) unabhiingig. Damit:
fxsv(@t) = E(exp(et- (X +Y))) =E(exp(stX) - exp(stY))
MY E(exp(iX)) - Elexp(tY)) = fx (1) - fr (1)
3.1.4 Satz

Ist X eine Zufallsgrofle, Y :=a - X + b mit a,b € R, so gilt
fy(t) = Gth . fx(a . t)

Beweis:

fr () E(exp(itY)) = E(exp(st - (aX 4+ b)) = E(exp(abt) - exp(2(at) X))

et E(exp(1(at) X)) = e - fx(a-t)
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3.1.5 Satz

Fiir jede charakteristische Funktion f gilt:
(). f(0)=1

(i) f(=t) = F(t)

(iif). [f(6)] <1

(iv).

Beweis: Aufgabe

f gleichméBig stetig

Hinweis zu (iv):
|f(t+h) = f(B)] = [E(exp(etX) - (exp(shX) — 1))

3.1.6 Lemma
|Z‘n+1
n I >0
(12)F (n+1)! FF
N Z k! 2|t
k=0 CES] . el?l Imz <0
n !

Beweis: Induktion

(i). n=0: Sei z =a++-bmit a,b € R beliebig. Aus

1
e”flzzz“/ e dt
0

folgt:
1 1
1] = 2] ’/ e”zdt’ <lel- [ lelar
0 0
1
_ Z|/ |ezat—tb| dt
0 ~—~
—e—tb
|z| b>0
<
2| - el?! b<0
(ii). Sei

~ (12)*
“2
k=0
fir n € N. Dann gilt:
1
Tnt1(z) =12 - / Tn(t2) dt
0

Nun vollstédndige Induktion.
3.1.7 Satz

Es sei f die charakteristische Funktion einer Zufallsgrofie X und fiir ein k£ > 1 existiere das Moment
M;,. Dann ist f k-mal differenzierbar. Die k-te Ableitung f(*) ist beschrinkt, gleichmiBig stetig
und

(i).
(k) _ Zk . (Ek . Mt {E
79 () / dpu(z)
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(). f10(0) = i* - M,
(iii). Es gilt:

wobei ¥ : R — C stetig mit J(0) = 0 und

[0 < sup [fF(n-t) = fP(0)]

0<n<1
Beweisskizze:
e Fiir h # 0:

ft+h) - f(t) et -1

= . . eMT g
s [ u()

|h$|
/ o] - oy (o) < oc
Aus dominierter Konvergenz folgt mit
ezhz -1
1
hx -

die Behauptung (i) fiir & = 0. Fiir k& > 1 vollstiindige Induktion.
e Aus (i) folgt:
#9001 < [ JolF du(e) < o0
R

also f*) beschrinkt. f*) gleichmiBig stetig, denn

F®E 1) - / [2¥] - e — 1] dp(z)
(h—0)

e f ist k-mal differenzierbar, d.h. es gilt die Taylor-Formel:

k n t(f_ gkl
10 = 300t [ e - o)

=:Ry(t)

20 I = Rk(flk! 9(0) =0

Offensichtlich ist Ry (t) stetig (wegen f stetig), also ¥(t) stetig fiir ¢ # 0. Stetigkeit in 0:

I¢] k—1
W — oy [ JH =2
R < sup 700 - 100 [ G
k
= sup [f9n-1) - fO0)
0<n<1 :
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3.1.8 Satz

Seien X, (X, )nen ZufallsgroBen, f, (fn)nen zugehorige charakteristische Funktionen. Dann gilt:

VieR: lim f,(t) = f(t) & lim X,, = X in Verteilung
n—0o0

n—oo

ohne Beweis

3.2 Beispiele

Im Folgenden u Verteilung, f charakteristische Funktion.

(). Sei X poisson-verteilt mit Parameter a > 0. Dann:

f@®) E(exp(1tX)) Ze”k P[X = k]

o
§ eztk a Lo —a § a et
k

o expla- ) — expla- (¢~ 1)

Folgerung: X, Y unabhéngig, poisson-verteilt mit Parameter a bzw. b. Dann X + Y poisson-
verteilt mit Parameter a + b.

(ii). X gleichmiBig verteilt in (—a,a), d.h. Dichte

1
p(@) = 5 Leaa)(2)

o - /a m / cos(tz) /_‘; sinQ(;x) da
([ )

sin(at) £ £0

1 t=20

Dann:

= at

(iii). X binomial-verteilt mit Parametern n,p mit n € N, p € (0,1).

f(t) = E(exp(tX)) = Z (Z) . (1— p)n—k . etk

~—~
k=0 (exp(1t))k

= (p-e"+Q1—-p)"

Folgerung: X binomial-verteilt mit n,p, ¥ binomial-verteilt mit m, p, X und Y unabhéngig
= X + Y binomial-verteilt mit Parametern n + m, p

(iv). X sei normalverteilt mit Parametern a und o. Dann

f(t) =exp (zat - 022- t2>

Folgerung: X normalverteilt mit aq, 01, Y normalverteilt mit as, 02, X und Y unabhéngig
= X +Y normalverteilt mit ay + az, /0 + o3.
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(v). X besitze die Dichte

Dann:

-
=
S~—
I
N |
5
®
S
8
o
1
8
=
ISH
5
S—

Mit Residuensatz folgt:

3.3 Umkehrfunktionen
Im Folgenden: f charakteristische Funktion der Verteilung p
3.3.1 Aufgabe

(i). Seli —o0 < a < b < 00, z € R. Bestimme

1 ./T sin((z —a)-t) sin((x —b) - ¢) it

7 t t

Hinweis: Aus 1.2.6 folgt Grenzwert

1 x € (a,b)
G(z) := % x € {a, b}
0 x ¢ [a,b]

(ii). Sei —oc0 < a < b < co. Dann:

<27

b .
t
/Smdt
o t

(n+1)-7m _: t T int
:/ ﬂdt:(,l)n,/ _sint
e t o n-m+t

Dann |¢,| > |¢py1|, Leibniz (?):

Hinweis:

T .
OS/‘%£ﬁ§%<w (T > 0)
0
3.3.2 Satz

Sei —00 < a < b < 0. Es gilt:

T e—tat _ o—ibt 1
tim o [ S (0 dt = (a,b) + 5 (u{ad) + (D)

T—o0 2T -7 it

ohne Beweis
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3.3.3 Folgerung

Jede Verteilung ist durch ihre charakteristische Funktion eindeutig bestimmt. (Vgl. 3.1.2)

3.3.4 Satz

Fiir a € R gilt

Beweis:
L /T cga = g | ’ [t et autay a
o . o ) )e
T
S2F /i/ et @=D dt dp(x)
22T ),
sin(T - (z — a))
= u({a —|—/ ——du(x
o+ [ Ty
3.3.5 Satz

Gilt f € LY(P), so ist u absolut stetig und fiir die zugehorige Dichte gilt

plz) = - /OO e F(t) de

:%. .

p ist beschriankt und gleichméBig stetig.
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Zentraler Grenzwertsatz

4.1 Satz von Moivre und Laplace

p(z) = \/Lz_w : /; exp (—%) dy

Seien (X,,)nen C L?(PP) unabhiingig, identisch verteilt mit D?(X;) = 02 > 0. Setze

1 n
SnZ: . XZ—EX1

Dann E(S,,) = 0, D?(S,) = 1.
4.1.1 Aufgabe

Sei (7 )nen eine Nullfolge in R. Dann gilt:

n
lim (1+T+r"> =
n

n—oo

4.1.2 Satz: de Moivre-Laplace
Sei (X, )nen C L?(PP) identisch verteilt, unabhéngig mit D?(X;) =: o2. Dann gilt:
Ve e R: lim P[S, < z] = p(z)
n—roo

Bemerkung zum Beweis:

e Betrachte

o011 () o (-5)

mit f als charakteristische Funktion von X;. Dazu
Lo o
f(s)=1- 3078 + Ry(s)

Mit 4.1.1 folgt dann die Behauptung.
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