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Grundlegende Begriffe

1.1 Bezeichnungen

1.2 Historische Bemerkungen

Anwendung in Physik, Technik, Finanzwelt, ...

Untersuchung von Prozessen, d.h. von Erscheinungen, die mit der Zeit ablaufen und wo der
Zufall eine Rolle spielt.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie besaf keine allgemeine Verfahren fiir die Untersuchung solcher
Erscheinungen.

Notwendigkeit eine allgemeine Theorie der zufillige Prozesse auszuarbeiten.

Beispiele:
(i). Zwei Gase werden in Beriihrung gebracht, die Molekiile der beiden Gase vermischen
sich. Es findet eine Diffusion statt. Fragen:

— Nach welchen Gesetzen geht die Diffusion vor sich?
— Wie schnell?
— Wann stellt sich ein Gleichgewicht ein?

(ii). Radioaktiver Zerfall

(iii). Brownsche Bewegung

(iv). Anzahl der Anrufe, die in einer Telefonzentrale wihrend eines bestimmten Zeitintervalls
erfolgen

(v). Rauschen bei elektrischen Signalen

e Konkretes Beispiel: Herleitung der Fokker-Planck-Differentialgleichung der Diffusionstheorie
(Anfang 20. Jh.), hier nur eindimensional:

Ein Teilchen erleidet zu den Punkten n-7 (n € N) unabhéngige zufillige StoBe, die eine Ver-
schiebung um h nach rechts mit Wahrscheinlichkeit p oder nach links mit Wahrscheinlichkeit
q := 1 — p verursachen. f(x,t) bezeichne die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen nach n
StoBlen, ausgehend von z = 0, zur Zeit ¢ im Punkt x auftritt.

Diskretisierung: f(x,t) = f(k-h,n-7). Es gilt f(k-h,n-7) =0, wenn n gerade (ungerade)
und k ungerade (gerade). Sei m die Anzahl der Schritte nach rechts. Dann ist

x
—(n-m)=2=k
m—(n-m) .
n n—m
flener)=(")pm g
m

Kurze Rechnung: f erfiillt die Differenzengleichung

fle,t+7)=p - f(x=h,t)+q- f(x+h,t) (1.1)



1.3

(Aufgabe) mit den Anfangsbedingungen
£(0,0) =1 V4 0: f(z,0)=0

Wir bilden den Grenzwert 7,h — 0. Aus physikalischen Uberlegungen folgt, dass dabei 7, h
und p gewisse Bedingungen erfiillen miissen:

2 —
LEY) P q,c (1.2)
T h D
(¢: Stromungsgeschwindigkeit, D: Diffusionskoeffizient) Wir ziehen von beiden Seiten von
(1.1) f(x,t) ab:

f(xat""T) _f(xvt) =p- (f(x_hvt) —f(.’E,t)) +q- (f($+h7t) _f(xat)) (13)

Sei f einmal nach ¢ und zweimal nach x differenzierbar, dann:

Flast+) - flat) =7 afg?t) +o(7)
Flaeht) - f(2,t) = +h- a’g’” . %2 . % +o(h%)
Wir setzen dies in (1.3) ein und verwenden (1.2):
(et 0f(rt) ) PS(0)

ot ox Ox?
(Fokker-Planksche Differentialgleichung fiir die Dichte zur Zeit t). Aufgabe: Nachrechnen.
Anfang der 30er Jahre: Grundsteine einer allgemeinen Theorie stochastischer Prozesse. A.N.

Kolmogorov: Prozesse ohne Nachwirkungen (Markov-Prozesse), A.J. Chintshin: stationéire
Prozesse, ...

Beispiel: Poisson-Prozess (schon vorher untersucht von Einstein, Smaluchowski im Zusam-
menhang mit der Brownschen Bewegung) In zufiilligen Zeitpunkten tritt ein gewisses Ereignis
A ein. Sei X (t) die Anzahl des Eintretens von A im Zeitintervall (0,t), Py (t) := P[ X (¢) = k]
(k € Np). Wir setzen voraus:

— stationér: Die Wahrscheinlichkeit fiir das k-fache Auftreten von A in (7,7 +t) hingt
nicht von T" ab.

— ohne Nachwirkung: Die obige Wahrscheinlichkeit ist unabhingig davon, wieviele Male
und wann A vorher eintrat.

— ordinér: Das mehrfache Auftreten von A in einem sehr kleinen Intervall At kann prak-
tisch nicht vorkommen. Genauer: Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist o(At).

Aus diesen Annahmen folgt (Beweis spiter):

Pi(t) = (Alj)k oM

mit Konstante A >0 (Intensitéit des Prozesses). Beispiele fiir A:

— Auftreffen eines kosmischen Teilchens auf eine bestimmte Fliche

— Zerfall eines Atoms eines radioaktiven Stoffes

Bisher war t die Zeit, sie kann aber auch Ortsangabe sein, z.B. in der Geostatistik (Model-
lierung von Gesteinsschichten).

Stochastische Prozesse

In diesem Abschnitt: T # @ eine beliebige Menge, (€, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (S, B)
MeBraum.
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1.3.1 Definition

Ein stochastischer Prozess (Zufallsfeld) Z auf T' mit Grundraum (2,.4,P) ist eine Abbildung, die
jedem Element t € T eine S-wertige Zufallsvariable Z(t) zuordnet.

1.3.2 Bemerkungen

(i).

(ii).
(ii).

(vii).

(vii).

Anstelle von Z(t) wird auch Z; geschrieben. Die Schreibweise Z(t)(w) wire umsténdlich,
man schreibt Z;(w) oder Z(t,w).

Das Feld Z wird auch mit {Z;;t € T} oder (Z;)sr bezeichnet.

Ist S ein metrischer oder topologischer Raum, z.B. eine Teilmenge von R? oder C%, so nehmen
wir fiir B die Borel-o-Algebra, d.h. die kleinste o-Algebra, die alle offenen Mengen enthilt.

. Sind die ZufallsgroBlen reell- oder komplexwertig, so heifit Z ein reelles bzw. komplexes Zu-

fallsfeld.

. FirT=R, T =[0,00) oder T = [0, 1]: zeitstetiger stochastischer Prozess

i). Fir T =N, T =Ny oder T = Z: zeitdiskreter Prozess, Zeitreihe

Die Funktionen ¢t —» Z(t,w) (t € T,w € Q) heiflen Realisierungen (Pfade, Trajektorien) des
Feldes Z. Die Gesamtheit aller Pfade wird auch als Pfadraum bezeichnet.

Man kann Z auch als Abbildung auffassen, die jedem w € §2 eine S-wertige Funktion auf T’
zuordnet, ndmlich die Trajektorie Z(-,w).

Eine weitere Sichtweise ist, das Feld als eine Abbildung
TxQ> (t,w)w~ Z(t,w)eS
aufzufassen, die fiir festes ¢ messbar ist bzgl. (A, B).

Sei (2,.Ap,Py) die Vervollstindigung des Grundraumes, d.h. Ay ist die o-Algebra aller Men-
gen der Form
Ao =(AuNN\M

wobei A € A und N, M Teilmengen von P-Nullmengen sind;
Po(Ao) = P(A)
Die Erweiterung hat die giinstige Eigenschaft, dass beliebige Teilmengen von Nullmengen

Ereignisse sind.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass Ay eine o-Algebra ist und dass Py wohldefiniert und ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf ist.

Beispiele fiir nicht vollstindige Radume:
(1) @=[0,1], A={,9,[0,3]. (5,11}, P[0, 3] := 1
(2) ([Oa 1]7 B([Oa 1])3 A|[0,1])

Wegen A € Ag und Py|4 = P kénnen wir ein Feld mit dem Grundraum (2,.4,P) auch als
Feld mit dem Grundraum (€2, Ag,Py) betrachten. Die Verteilungen der Zufallsvariablen Z;
bleiben unverandert.
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1.3.3 Beispiele

(i).

(ii).

(iv).

Sind X (j € Np) beliebige Zufallsgrofien, so sind (X)) ;en, und
Sp= > X; (n € Np)
=0

Zeitreihen auf T = Nj.

. Seien a und ¢ Zufallsgrofien und w € R. Dann ist

Xi=a-cos(u-t+) (teR=T)

ein stochastischer Prozess auf R, eine sogenannte harmonische Schwingung mit zufilligen
Parametern (a: Amplitude, ¢: Phase, u: Frequenz (gegeben)). Viele Prozesse in Anwendungen
lassen sich als Summe von solchen Prozessen modellieren:

Xi(w) =) aj(w) - cos(u; -t + @;(w)) (teR,we)

j=1
Die Menge {ui,...,u,} der Frequenzen heifit das Spektrum von X. Wichtige Aufgabe in
Anwendungen: Naherungsweise Bestimmung des Spektrums mit Hilfe von endlich vielen Be-
obachtungen X, (w),..., X; (w) (z.B. Sonnenflecke).

Oft ist es vorteilhaft komplexwertige Schwingungen zu betrachten:

Zy=Y cj-ettit (teR) (1.1)
j=1
wobei ¢; komplexwertige Zufallsgrofien (j = 1,...,n). Schreiben wir ¢; in der Form ¢; =

lc;| - €*%7 wobei ¢, eine reelle Zufallsgrofie ist, so gilt

n

ReZ, =) |cj]- cos(uj -t + ;)

Jj=1
n

ImZ, = Z lej] - sin(u; -t + ;)

J=1
Polynome mit zufélligen Koeffizienten:

n .
Xe=)a;-t/ (teR=T)

J=0

wobei a; reell- oder komplexwertige Zufallsgréfien (j = 0,...,n) sind. Die Trajektorien sind
Polynome hochstens n-ten Grades.

Einschaltvorgang zum zufilligen Zeitpunkt: Sei 7 eine nichtnegative Zufallsgréoie und
Xt(w) = 1[T(w),oo)(t) (t € [Oa OO) =T ,we Q)

Aufgabe: Zeigen Sie, dass X; eine Zufallsgroe ist und bestimmen Sie ihre Verteilung.

1.3.4 Aufgabe

Wenn wir bei Beispiel 1.3.3(iii) [Polynome] eine Trajektorie an (n+1) Stellen kennen, dann kennen
wir sie tiberall. Wie ist es bei den Beispielen 1.3.3(iv) und bei 1.3.3(ii)(1.1)?
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1.3.5 Definition

e Seien Z ein Zufallsfeld auf T und tq,...,t, € T. Dann ist (Zy,,...,Z;,) eine Zufallsvariable
mit Werten in (S™, B™) und besitzt folglich eine Verteilung. Verteilungen dieser Form heilen
endlich-dimensionale Verteilungen des Feldes. Ist Z reell oder komplex und sind alle endlich-
dimensionalen Verteilungen Gauf’sch, so nennt man Z auch Gauf}’sch.

¢ Beispiel fiir Gaufi’schen Prozess: Sei (X, )neny eine Folge von normalverteilten unabhéngi-
gen ZufallsgroBen. Dann ist (X, )neny eine GauBl’sche Zeitreihe. ((X1,...,X,) ist Gaul’scher
Zufallsvektor, z.B. Beweis iiber charakteristische Funktion

f(t) _ ez(m,t)fé(Ct,t) (t c Rd)
moglich, wobei m € R? Erwartungsvektor, C' € R®>¢ Kovarianzmatrix. )

e In Anwendungen fordert man bei der Modellbildung auf Grund allgemeiner Uberlegungen
oder Beobachtungen Verteilungseigenschaften (z.B. Gaufl’sch) sowie Eigenschaften der Pfade
(Monotonie, Stetigkeit) eines Prozesses.

1.3.6 Satz: Kolmogorov

Sei T # & eine beliebige Menge und d € N. Fiir jede Menge {t1,...,tx} € T sei puy,,.. 4, ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf auf (R?)*. Nehmen wir an, dass diese MaBe die folgenden sogenannten Konsis-
tenzbedingungen erfiillen:

(i). Fiir jede Permutation 7 von {1,...,k} und alle Borelmengen By, ..., By, ¢ R? gilt
Pty ot (B X oo X BR) = ity oty (Br(1)s -+ Briy)

(ii). Fiir alle n € N und alle Borelmengen By, ..., By ¢ R? gilt:

d d
Hiy,..., t}c(le"'XBk):/‘Ltl ~~~~~ thobhrtseees tk+n(B1X"'XBkXR x...R )
| S —

n-mal

Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P) und d-dimensionale Zufallsvektoren X; auf
fiir t € T, sodass pu, ...+, die Verteilung des Zufallsvektors (Xg,, ..., Xy, ) ist fiir alle {t1,...,tx} € T.

.....

Beweis: siehe z.B. Wengenroth, J.:Wahrscheinlichkeitstheorie, Satz 7.3 oder Gihmann, I. 1., Sko-
rohod, A. V.: Introduction to Theory of Stochastic Processes, Abschnitt 3.2.

1.3.7 Folgerung

Fiir eine beliebige Familie (14 )aca von d-dimensionalen Verteilungen existiert eine Familie (X4 )qea
von unabhingigen Zufallsvektoren so, dass i, die Verteilung von X, (€ A) ist.

Beweis: Definiere jiy, ..., = ®?:1 oy und wende Satz 1.3.6 an.
1.3.8 Bemerkung

Sei pig,,... ¢, wie in 1.3.6 und bezeichne f;, . . die zugehorige charakteristische Funktion. Dann
Konsistenzbedingungen:

ftl,...,tk (fIf]_, sy xk:) = ft.,,.(l),...,tﬂ.(k) (xﬂ'(l) ..... :E,r(k))

ftl,m,tk (3317 .. -737/6) = ft1,~~,t1c,t1«+1,~~,tk+n (1‘1, R T U '70)
——
n-mal

Aufgabe: Aquivalenz der Konsistenzbedingungen aus 1.3.6 und 1.3.8.
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1.3.9 Aufgabe

Seien X und Y Prozesse auf TX~ bzw. I:y, die Grundrdume konnen unterschiedlich sein. Danp
existieren unabhéingige Prozesse X bzw. Y auf Tx bzw. Ty mit demselben Grundraum, sodass X
und Y dieselben endlich-dimensionalen Verteilungen besitzen wie X bzw. Y.

Bemerkung;:

e Zwei Felder X und Y auf T heiflen unabhiingig, wenn X (¢) und Y'(s) fiir alle s,t € T un-
abhéngig sind.

Im weiteren fithren wir einige Klassen von Prozessen ein, die wir spéter ndher untersuchen werden.
1.3.10 Definition

Sei X ein Prozess auf einem Intervall T ¢ R oder T ¢ Z mit Werten in R? oder C¢. Man sagt, X
besitzt unabhéngige Zuwichse, falls die Zufallsvariablen Xy, Xy, - X3, ..., X, — X3, , fiir beliebige
neN, t; €T mit ¢y < ... <t,, unabhingig sind.

Beispiel:
(i). SeiT =Nund X,, = Y1 +...4Y, mit (Y, )ney unabhiingig. Dann hat X unabhingige Zuwiichse.

(ii). Brownsche Bewegung
1.3.11 Definition

e Ein komplexes Zufallsfeld zweiter Ordnung Z auf T ist eine Abbildung Z : T ~ L£L?(£, A, P).
Die ZufallsgréBen Z; haben also eine endliche Varianz. Notation: £2(Q,A,P) anstatt von
L2(Q, A, P), falls Z ein reelles Zufallsfeld ist.

e Die Funktion C': T x T - C, die durch
C(z,y) =E(Z(z) - Z(y))
definiert ist, heifit Korrelationsfunktion von Z.
e Die Kovarianz-Funktion ist durch
o(w,y) = B((Z(2) - M(2) - (Z(y) - M (1))
definiert, wobei M (z) = E(Z(x)) fiir « € T. Leicht zu zeigen:
o(z,y) = Cla,y) - M(z)- M(y)
Ist M =0, dann o = C.
Beispiel:
(i). Sei X € £2(9, A,P) und f:T — C beliebig. Dann ist
Z(t)=f()-X (teT)
ein Feld zweiter Ordnung mit Korrelationsfunktion
Clx,y) = f(2) - f(y) - E(X[)  (z,yeT)
1.3.12 Aufgabe

Zeigen Sie, dass die Kovarianzfunktion und die Korrelationsfunktion positiv semidefinit sind, d.h.

VneNVa;eT,c;eC: )y > C(xs,x;) ¢ ¢ 20
i=1j=1
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1.3.13 Definition

e Ein Feld Z zweiter Ordnung auf 7'c R? mit Werten in R oder C heifit stationéir im weiteren
Sinne (oder stationir), wenn M := E(Z(z)) (z € T) nicht von 2 abhéngt und eine Funktion
C existiert mit

E(Z(z)-Z(y))=C(z~y)  (z,yeT)

e Wir werden auch diese Funktion C' wie in Definition 1.3.11 die Korrelationsfunktion von Z
nennen. Die Funktion C ist auf der Menge T'-T = {z—y;z,y € T'} definiert. Leicht zu zeigen:

E((Z(z) - M) (Z(y) - M))
ist auch eine Funktion von z —y. Wir bezeichnen diese Funktion als Kovarianzfunktion o. Es
gilt:
o(h)=C(h) - |MP
e Ein beliebiges Feld Z auf T heifit stationdr im engeren Sinne, falls die Zufallsvektoren
(Ziyseoos Ze) wnd (Zyysny -y Zygan) fiir alle t1,...,t, € T und h € RY mit t; + h e T fiir
alle 7 =1,...,k dieselbe Verteilung besitzen.

1.3.14 Bemerkung

(i). Ist Z stationdr im engeren Sinne und von zweiter Ordnung, dann ist Z auch stationér im
weiteren Sinne.

(ii). Sind die ZufallsgréBen Z(x) unabhingig und identisch verteilt, so ist Z stationir im engeren
Sinne. Im weiteren Sinne jedoch nur dann, wenn Z von zweiter Ordnung ist.

1.3.15 Definition

Ein Feld zweiter Ordnung auf 7' heifit weifles Rauschen mit Erwartungswert p und Varianz o?

(0 > 0), wenn die ZufallsgroBen Z(x),z € T unkorreliert sind und p = E(Z(z)), o2 = V(Z(z)).
Bezeichnung: Z ~ WN(u, 0?) (white noise).

Bemerkung;:
(i). Weifles Rauschen ist stationdr im weiteren Sinne:
o VxeT:pu=E(Z(x))
o VotyeT:E(Z(x) Z(y)) = E(Z(x)) - E(Z(y)) = |uf

Damit Kovarianzfunktion:
o2 h=0

C(h):{o h#0

(ii). Spezialfall: Sind die Zufallsgrofien Z(z) unabhéngig und identisch verteilt, so schreiben wir
Z ~IID(p,0?%). Solche Felder sind stationiir im engeren Sinne.

1.3.16 Aufgabe

1). delen Xj,...,X, ein orthogonales System In JA, mit i =0und ay,...,a, € .
(i). Seien X X, ei hogonales Sy in £2(Q,A,P) mit EX; = 0 und R4

Zeigen Sie, dass
n

Z(t)=Y e . x;  (teR?)
j=1
stationdr ist und bestimmen Sie die Kovarianz- und Korrelationsfunktion.
(ii). Welche Eigenschaft muss die Funktion g : R? - C haben, damit
Z(t)=g()- X (teR’)

stationir ist, wobei X #0, X € £L2(Q, A, P)?
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1.3.17 Aufgabe

Sei av € R und
X(t):=A-cos(at)+ B-sin(at) (teR)
wobei A und B unkorrelierte Zufallsgrofien mit EA=B =0, VA = VB =1 seien.

(i). Zeigen Sie, dass X stationér ist und berechnen Sie die Korrelationsfunktion.

(ii). Ist X stationdr im engeren Sinne?
1.3.18 Definition

Sei T' € R ein Intervall oder T' ¢ Z. Ein reellwertiger Prozess X auf T heifit ein Markovscher Prozess,
wenn
P(X:, <an|Vj=1,...,n-1: Xy, =a;) =P(Xy, = an|Xy,, = an1)

fiir beliebige n € N, fiir p(x,, .. x,)-fast alle (a1,...,a,) € R", t; € T mit t; <...<tp.

Mit anderen Worten: Wenn die Vergangenheit Xy, ,...,X;, , und die Gegenwert X, , gegeben
sind, dann héngt die Zukunft X; nur von der Gegenwart ab. Spéter werden wir eine allgemeinere
Definition angeben.

Bemerkung;:

(i). Die Bedingungen kénnen Null-Ereignisse sein, siche Anhang iiber bedingte Erwartung/Wahrscheinlichke

Beispiel:

(i). Das zufillige Wandern eines Teilchens auf Z, wobei das Teilchen bei jedem Schritt mit der
Wahrscheinlichkeit p nach rechts und mit Wahrscheinlichkeit (1 — p) nach links verschoben
wird. Z(n) sei die Position nach dem n-ten Schritt.

(ii). Physikalische Prozesse:

e Beim radioaktiven Zerfall die Anzahl der zur Zeit ¢ noch vorhandenen radioaktiven
Atome.

e Bei der Brownschen Bewegung die Position des Partikels.
1.3.19 Aufgabe

Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4,P) = ([0,1],8([0,1]),)\|[0 1]) und definieren

den Prozess X durch
Xe(w):=t -w (teR=T,we[0,1])

Bestimmen Sie die endlich-dimensionalen Verteilungen des Prozesses und die Kovarianzfunktion.
1.3.20 Aufgabe

Seien Z und © unabhingige Zufallsgrofien so, dass Z die Dichte

M)

z

P(2) =1[0,00)(2) -2 "% (z€R)
besitzt und © gleichméiBig verteilt in [0, 27). Dann ist
(i). der Zufallsvektor (Z-cos®©, Z - sin ©) Gaufl-verteilt.
(ii). Xy:=cos(2mt+@©)-Z (t € R) ein GauB-Prozess mit Werten in R.
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Allgemeine Eigenschaften

2.1 Separabilitit und Messbarkeit

e Die Definition eines Prozesses X verlangt die Messbarkeit von
w > X (t,w)
fiir festes t € T, es wird jedoch keine Bedingung an die Abbildung
t— X(t,w)
flir festes w € Q2 gestellt.

e Ist z.B. T(a,b) € R (a < b), also nicht abzihlbar, so hat man gelegentlich auch mit iiberabzihl-
bar vielen Ereignissen zu tun, was zu Schwierigkeiten fithren kann. Beispiele:

(i). Die Menge
{weVteT: Xe(w) >0} = [({we QX (w) >0}

teT
ist im Allgemeinen kein Ereignis.
(ii). Y = sup,p X; braucht keine Zufallsvariable zu sein, da

[V <yl =[X: <]
teT

(iii). limgo; Xs(w) ist im Allgemeinen keine Zufallsgréfie, ebenso [Cd X (w) dt.
2.1.1 Definition

Sei X ein S-wertiger Prozess auf T', wobei S und T topologische Rdume sind. X heiflt separabel,
wenn eine abzdhlbare Teilmenge Ty € T' und ein Nullereignis A € A mit der folgenden Eigenschaft
existiert:
Fiir eine beliebige abgeschlossene Menge F' € S und fiir eine beliebige offene Menge O ¢ T unter-
scheiden sich die Mengen

{weVteO: X (w) e F}

und
{wevVteOnTy: Xe(w) e F}(e A)

nur in einer Teilmenge von A (d.h. ihre symmetrische Differenz ist in A enthalten). Ty wird sepa-
rierende Menge oder Separabilitats-Menge fiir X genannt.

2.1.2 Bemerkung

Ein kleines Problem bleibt noch: Teilmengen von Nullmengen sind im Allgemeinen keine Ereignisse.
Dieses Problem lésst sich beheben, indem man den Grundraum vervollstdndigt.
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2.1.3 Aufgabe

Der betrachtete Wahrscheinlichkeitsraum sei vollstéindig. Seien (X;):er ein reellwertiger und sepa-
rabler Prozess, T' € R ein Intervall, O ¢ R offen. Zeigen Sie, dass folgende Ausdriicke Zufallsgrofien
sind:

sup X inf X; limsupXs liminf X, lim X
teTnO teTnO st s>t s—t

letzterer falls existent.
2.1.4 Aufgabe

Besitzt X stetige Pfade und ist T' separabel, so ist auch X separabel. Eine beliebige abzdhlbare
dichte (=totale) Teilmenge Tp € T ist eine Separabilitidts-Menge fiir X .

2.1.5 Aufgabe

Sei (2, A,P) = ([0,1],B([0, 1]),)\|[0 1]) und Xy (w) := 8¢ 4, t € T :=[0,1]. Dann ist X nicht separa-
bel. Der Prozess Y,
Y(t,w)=0  (t,wel0,1])

ist separabel und P[X; = Y;] =1 fiir alle ¢ € [0, 1].
2.1.6 Definition

Wir nennen zwei S-wertige Prozesse X und Y auf T (mit demselben Grundraum) Modifikationen
voneinander, wenn P[X; =Y;] =1 fir alle t € T'.

Bemerkung;:

e Fiir beliebige t1,...,t, gilt dann (Xy,,..., X, ) = (Y, ..., Y:,) fast sicher, d.h. X und Y
besitzen dieselben endlich-dimensionalen Verteilungen.

2.1.7 Satz

Seien S und T metrische Riume, wobei T separabel und S kompakt. Fiir jeden S-wertigen Prozess
X auf T existiert ein separabler S-wertiger Prozess Y auf T, sodass P[X; =Y;] =1 fiir alle t € T

ohne Beweis
2.1.8 Definition

Sei X ein S-wertiger Prozess auf T, wobei (S,d) ein metrischer Raum und T ein topologischer
Raum sind. X heif}t stetig in Wahrscheinlichkeit (stochastisch stetig) in tg € T, wenn

Ve>0: thIP Pld(X:, X)) >€] =0
—1lo

(Die Menge {w;d(Xi(w), Xy, (w)) > £} ist ein Ereignis, denn: (X, X;,) ist eine S x S-wertige
Zufallsvariable, d: S x S — R ist stetig, daher folgt Messbarkeit der Komposition.)

2.1.9 Satz

Sei X ein reellwertiger, in Wahrscheinlichkeit stetiger Prozess auf einem endlichen Intervall 7' ¢ R.
Dann besitzt X eine separable Modifikation Y mit den folgenden Eigenschaften:

(i). Jede totale Teilmenge Ty € T ist eine Separabilitéts-Menge fiir Y.
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(ii). Der Prozess Y ist messbar, d.h. die Abbildung
(t,w) =Y (t,w)

ist (£ x A, B(R))-messbar, wobei £ die o-Algebra der lebesgue-messbaren Teilmengen von R
bezeichnet.

Ohne Beweis. Satz wird spéter nicht verwendet.
2.1.10 Bemerkung

Seien X ein reellwertiger messbarer Prozess auf R und A ¢ R eine lebesgue-messbare Menge. Aus
der Mafitheorie bekannt: ¢ — X (¢, w) lebesgue-messbar fiir alle w € Q. Gilt

fAIE|Xt| dt - fA fﬂ X (¢, w)| dP(w) dt < 0o
so ist nach dem Satz von Fubini die Abbildung
— X (t dt
we [ X(tw)
eine Zufallsgrofe.
2.1.11 Aufgabe

Wenn die Verteilungsfunktion einer Zufallsgréfle X in ihren Stetigkeitspunkten nur die Werte 0
oder 1 annimmt, dann ist X fast sicher konstant.

2.1.12 Aufgabe

Ist ein reellwertiger Prozess X; (¢ € [0,1]) stochastisch stetig und sind die Zufallsgréfien X; un-
abhéngig, so sind sie fast sicher konstant:

X =f(t) fs.
mit einer stetigen Funktion f.
Hinweis: Berechnen Sie fiir jedes a € R die Wahrscheinlichkeiten
PX;>a+e,Xs<a—-e]+P[Xs>a+¢e, Xy <a—-ce] <P[| Xy - Xs| > €]

mit Hilfe der Verteilungsfunktionen F; und Fj. Zeigen Sie, dass F; in den Stetigkeitspunkten nur
die Werte 0 oder 1 annehmen kann. Dann Aufgabe 2.1.11.

2.1.13 Aufgabe

Sei X eine standard-normalverteilte Zufallsgrofe,
X=X+t (teR)
Dann:
(i). Fiir jede totale Teilmenge Tp ¢ T gilt

P[3teTy: X, =0]=0

(ii). Die Menge {w € Q;3t € [0,1] : X;(w) = 0} ist ein Ereignis mit positiver Wahrscheinlichkeit.
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2.2 Stetige Modifikationen
2.2.1 Satz: Kolmogorov

Sei X ein Prozess auf T' = R oder T = [0, 00) mit Werten in R? oder C?. Existieren Konstanten
a,b,c >0, sodass
Vt,s e T E(|X; - X,|*) <c-[t-s|"*? (2.1)

dann besitzt X eine Modifikation mit stetigen Pfaden.
Beweis:

(i). Wir konstruieren zunéchst eine stetige Modifikation auf [0, 1]. Fiir n € N sei D,, := {QL, k=0,..., 2”}.
Wir definieren die Prozesse X;* durch

X" Xt tEDn
e A X+ (1-2) X INe(0,1) it =X £ +(1-N) -2

Dann sind die Pfade von X} stiickweise linear und stetig. Weiterhin gilt:
VTLENZXSLZXO X{L:Xl (22)
Fiir s € D,, und ¢ € [0,1] mit [t - s < 5+ gilt

mn
- <
1 X7 = X <  max,

X —Xia
2m 2M

=7, (2.3)

Sei nun ¢ € [0,1] beliebig, m € N. Fiir j < m sei s; das kleinste Element aus D; das > ¢ ist.
Dann gelten

1
OSSj—t<§ OSSj—8j+1§W
Wegen (2.3) und der Dreiecksungleichung folgt fiir n < m:
m~—1
1X7 = X < X7 = X+ 30 Xy = X |+ 1 X, - X7
j=n

< Tznjzﬁzngzizn
j=n j=n

(Beachte: Rechte Seite von ¢ unabhéngig.)

Wir zeigen, dass die rechte Seite fast sicher gegen 0 konvergiert. Dazu geniigt es zu zeigen,
dass Y ,,en Zn fast sicher konvergiert. Sei « € (O, 3) beliebig. Wegen monotoner Konvergenz:

E Z (2’Y-n . Zn)a _ Z 27'n-aE(Zg)
n=0 T n=0
>

= Z e ]E( max || X5 — Xs_o-n |“)

= seD,\{0}
<Y S E(|X, - Xean )
n=0 seD,\{0}

(2.1) =
< Z gy ma Z C'|S—2_n _S|(1+b)
n=0 seD\{0) ~——————
2-n-(1+b)

n=0
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(ii).

Damit: Die Reihe auf der linken Seite konvergiert fast sicher, insbesondere konvergiert 27" Z,,
fast sicher gegen 0, woraus die fast sichere Konvergenz von Y., Z,, folgt.

Wir haben gezeigt, dass (X" (-,w))ney fiir fast alle w € Q eine Cauchy-Folge in C([0,1],R%)
bzw. C([0,1],C%) (Banachraum!) ist. Daher besitzt (X™),ey einen fast sicheren Grenzwert
Y mit stetigen Pfaden.

Wir zeigen: Y; = X, fast sicher fiir alle ¢ € [0,1]. Fiir ¢ € D,,, und n > m gilt X}* = X; und
daher Y; = X fast sicher fir U,,eny Dy Ist nun ¢ € [0,1] beliebig, so gibt es s, € Upmen Dm
mit s,, - t. Daher

(2.1)

ark
Mdgov a) 21 O(n—>oo)

P X: - X,

> e "L e B(IX, - X,

d.h. Vs, = X, - X; in Wahrscheinlichkeit. Wegen der Stetigkeit von Y gilt aber Y;, (w) —
Yi(w) fiir alle w € 0, damit auch Y, — Y; in Wahrscheinlichkeit. Also X; =Y; fast sicher.

Allgemeiner Fall: Wie auf [0, 1] konstruieren wir Modifikationen auf den Intervallen [k, &k +1]
fiir k € Z bzw. k € N und verwenden (2.2).

2.2.2 Definition

Ein reellwertiges Feld X auf einem topologischen Raum 7' heifit

(i)-

(ii).

stetig in Wahrscheinlichkeit (stochastisch stetig) in ¢ € T', wenn

Ve>0: lin%PHXt - X >€e]=0

. LP-stetig in ¢t € T', wenn fiir alle s € T gilt E(]Xs[P) < oo und

lin%IE(|XS -X¢P)=0
fast sicher Pfad-stetig in ¢ € T', wenn

P({w € Q;181£1%|X5(w) - Xi(w)| # 0}) =0

. fast sicher Pfad-stetig, wenn

U { e ulim X, (w) - Xi(w)] £ 0}

teT

ein Null-Ereignis ist.

. Pfad-stetig oder stetig, wenn alle Pfade stetig sind.
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Zuféllige Felder zweiter Ordnung

3.1 Korrelationsfunktion
3.1.1 Erinnerung

Ist Z ein Feld zweiter Ordnung auf T', so heifit
Clz,y) =E(Z(2)-Z(y))  (2,yeT)
die Korrelationsfunktion von Z. Die Kovarianzfunktion ist durch
o(z,y) =E((Z(x) -M(z)) - (Z(y) -M(y)))  (x,yeT)
definiert, wobei M (z) = E(Z(x)).

3.1.2 Satz

Eine komplexwertige (reellwertige) Funktion K : TxT — C (R) ist genau dann die Kovarianz- oder
Korrelationsfunktion eines komplexen (reellen) Feldes 2. Ordnung, wenn fiir beliebige z1,..., 2,
die Matrix (K (z;,2;)); ;-1 positiv semidefinit (positiv semidefinit und symmetrisch) ist.

Beweis:

e , =% (Aufgabe 1.3.12)

Sei K die Kovarianzfunktion eines komplexen Feldes Z. Dann gilt

S K(anay)-ai-a =3 S E(Z() - M) - (Z(;) - M) - a: -,

ij=1 i=1j=1

((i (Z(2:) - sz))) (Zaj Z(xj)—M(xj))))

2

=E 2al(Z(xl)—M(xl)) >0

fir alle a; € C,z; € T. Analog fiir Korrelationsfunktion. Symmetrie fiir K = R ist klar.

o <“: Folgt aus Satz 3.1.4
3.1.3 Lemma

Sei C' = (¢jk)7 -y eine positive semidefinite Matrix und A = (a;x)} ;- = ReC, B = (bjk)} -y =
Im C. Dann ist die (2n) x (2n)-Matrix

" A -B
D= (djk)j,kzl = (B a )

positiv semidefinit im komplexen Sinne.

Beweis:
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o Es gilt AT = A und BT = -B (wegen c;i, = ¢, siehe Anhang), also D = DT. Fiir alle
T1y...,Topn gilt:

o
IA
=
0=
Qﬁ
ol

<

I
—
ik
Ju

(=1 rneg)  (TE+ 1 Trark)

n n
ik (75 Tl Py Trak) =20 Y D Gk (Tnaj Tk =T k)
j=1k=1

=
Il

=
<
Il

=

M=
e

eR eR

M=
M=
)

n n
ik (7 Tl + Py Tnak) + 0L 2 bk Py T = Tk T5)
j=1k=1

<

Il
=
b

Il
—

M=
M=
S

.',"j.rk

<

I
[
ko

Il
[

3.1.4 Satz
Sei M : T — C beliebig und K : T'xT — C so, dass fiir beliebige z1,...,x, € C die Matrix

(K(2i,25))ij=1 (1)

positiv semidefinit ist. Dann existiert ein Gauf-Feld auf T mit

E(Z(z)) = M(x) (2)

E(Z(x)-Z(y)) - M(x) - M(y) = K(z,y) (3)

E(Z(x)-Z(y)) = M(x)- M(y) (4)

fiir alle 2,y € T. Sind M und K reellwertig, so existiert ein reelles Gau-Feld Z, sodass (2) und (3)

gelten.

Bemerkung: Wenn ein Feld Z die Gleichungen (2) und (4) erfiillt, dann ist
E((Z(x) - M(2))*) =0

und folglich Z(x) = M (z) fast sicher, wenn Z reell ist.

Beweis:

(i). Seien M und K reellwertig und z1,...,z, € T. Nach (E.2) existiert eine Gauf-Verteilung auf

R™ mit Erwartungsvektor (M (z1),...,M(z,)) und Kovarianzmatrix (1). Diese Verteilun-
gen erfiillen die Konsistenzbedingungen von Kolmogorov (1.3.8). Satz von Kolmogorov gibt
Behauptung.

(ii). Seien M und K komplexwertig. Definiere T =T x{1,2}, M(x,1) := Rem(z), M(z,2) :=
ImM(z) und K:TxT - R,

R (G0, (1) = K(2,2), (5,2)) = 5 Re K (5,)
R((1), (5:2)) ==K ((2,2), (5:1)) = 5 - Tm K ()

Aus Lemma 3.1.3 folgt, dass K positiv semidefinit auf T x T. Nach (i) existiert ein reelles
Feld Z auf T so, dass (2) und (3) fiir M, K, Z gelten. Wir definieren

Z(x)=Z(x, 1) +1- Z(x,2)

Dann ist Z ein komplexes Gaufisches Feld. Kurze Rechnung: (2)-(4) erfiillt.
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3.1.5 Aufgabe

Seien K, K, Ko Kovarianzfunktionen auf T'xT'. Die folgenden Funktionen sind Kovarianz-Funktionen
auf T x T

i). pl'Kl +p2'K2 fﬁrpl,pgz()
i). Ky Ko

)
)

(iii). punktweise Grenzwert von Kovarianzfunktionen auf 7' x T
)

(iv). (t,s) + f(t—s) wobei f eine charakteristische Funktion auf R? ist. Insbesondere sind
.| 1
cos(t - s) eIt —_—
1+t -s|®

fiir a € (0, 2], t, s € R Kovarianzfunktionen.

(v). p(K) wenn |K| < o mit o >0 und

p(2) = ian-zn (an 20)

und die Reihe absolut konvergent auf {z € C;|z| < g}. Insbesondere sind ¢ und 1 fiir
beliebige d > K Kovarianzfunktionen.
3.1.6 Lemma
Die Kerne
Ki(z,y) =min{z,y}  (2,y¢€[0,00))
Ka(ep) =5 (l+ll—le-vl) (e eR)
sind positiv semidefinit.
Beweis:
(i). Seien z1,...,z, €[0,00). Zu zeigen: A = (min(z;,x;)); ;_; ist positiv semidefinit. Wir diirfen

annehmen, dass 1 <y <...<x,. Dann ist

T T1 e T
) T xro [P i)
det A(z1,...,xn) = Dp(z1,...,24) =|". . :
T X2 In
To — T X9 — T
(*) . .
= x-
o —2L1 ... Ip—T1
=1 -Dn_1($2_x17-~-7xn_x1)

Zu (*): Wir subtrahieren die erste Zeile von den anderen Zeilen und entwickeln die Determi-
nante nach der ersten Spalte.

Mit vollsténdiger Induktion folgt:
Dn(xh s 71"'@) =T (332 - xl)(xn - 1’1)

also det A(z1,...,2,) > 0. Die Unterdeterminanten von A haben dieselbe Struktur, sie sind
also auch nicht-negativ. Die Aussage folgt aus (C.9).

(ii). Ka(z,y) =0 falls z und y verschiedene Vorzeichen haben. Ks(z,y) = K1(|zl,|y|) sonst. Die
Matrix (KQ("Ei,l'j))ijl mit z; < ... < x, hat also eine Diagonal-Blockform mit positiv
semidefiniten Blocken. Behauptung folgt mit Lemma 3.1.3.
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3.1.7 Satz

Auf T =R existiert ein stetiger reeller Gau-Prozess X mit E(X (¢)) = 0 und

]E(X(t)'X(S))=%(ISI+ItI—It—SI) (t,s €R) (1)

Fiir ¢,s € [0, 00) gilt speziell

E(X(t) - X(s)) =min{t,s} (2)

Beweis:

e Die Existenz ohne stetige Pfade zu fordern folgt aus Lemma 3.1.6 und Satz 3.1.4.

e Stetige Pfade: Ziel ist Anwendung des Satzes von Kolmogorov. X ist GauB-Prozess, also

X; — X normalverteilt mit E(X; - X;) =0 und

Vs<t:V(X; - X,) =E((X; - Xs)?) = E(X? - 2X; - X, + X?)
=[t] = (sl + 1l = [t =s]) +|s| = [t = s| =t =5

d.h. Xy - X, ~ N(0,|t - s|). Also X; - X, 2 /%= 5-X;. Damit folgt:

E((X, - X)*) =Vi—s -E(XH) = (t- )2 E(XE)

Satz 2.2.1 mit a =4,b=1,c = E(X{) sichert die Existenz der stetigen Modifikation (funktio-
niert fiir jedes a > 2).

3.1.8 Bemerkung

e Ein Prozess mit den obigen Eigenschaften heifit Wiener Prozess oder Brownsche Bewegung.

Oft werden die Einschrinkungen auf [0, 00) oder [0, a] betrachtet. Einige Autoren fordern nur
die Stetigkeit von P-fast allen Pfaden. Ohne Stetigkeitsforderung: schwacher Wiener Prozess.

e Fiir s < 0 < ¢ sind X; und X unkorreliert. Da X ein Gaufl-Prozess ist, folgt hieraus die

Unabhéngigkeit ((E.8)).

3.1.9 Bemerkung

Es gibt auch andere Konstruktionsmoglichkeiten des Wiener Prozesses.

(i)-

Sei T > 0 beliebig und

in((n+)-%) s

D

fiir 0< ¢ < T, wobei X! unabhingig und standardnormalverteilt.

Mz

X(t):=V2T-

n

Diese Reihe konvergiert in L? (Im Hilbertraum H: ¥ ; ¢je; konvergent in H < ¥, |¢;[* < o0),
sogar fast sicher (siehe (A.5)) und X besitzt die Kovarianzfunktion min{¢,s}. Man kann
zeigen, dass alle Pfade stetig sind.

. Sei C' = C([0,1]) der lineare Raum aller stetigen, reellwertigen Funktionen auf [0, 1], versehen

mit der Supremumnorm

|£1:=sup [f(?)]
te[0,1]

Dann ist d(f,g) = |f - g| eine Metrik. Mit dieser Metrik ist C' vollstéindig und separabel,
sogar separabler Banachraum. Mit B(C) bezeichnen wir (wie iiblich) die Borel-o-Algebra
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auf C. Bei dieser Konstruktion zeigt man (ursprgl. von Wiener): Auf (C,B(C)) existiert ein
Wahrscheinlichkeitsma$, das sogenannte Wiener-Maf, mit der folgenden Eigenschaft

Wi(w) =w(t) (te[0,1],weC =:Q)

ist ein Wiener-Prozess auf [0, 1]. Bemerkung: Die Pfade sind nach Konstruktion automatisch
stetig. Die Abbildung w — w(t) sind Gaufische Zufallsgréfien auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (C,B(C)) = (2, A, ).

Skizze: Seien (X, )neny unabhéngige ZufallsgroBen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (o, .Ag, Po).

Wir setzen Sp:=0, S == X1 +...+ X fir ke N,
1

7
fir n e N, t € [0,1],w € Q. Fiir festes n und w ist t » W;"(w) stetig und linear auf [ £, 2]
[0,1]. Fiir jedes n kénnen wir W™ als C-wertige Zufallsvariable auf (Qq,.4¢,Py) betrachten.

Man kann zeigen, dass die Verteilungen dieser Zufallsvariablen schwach gegen eine Verteilung
konvergiert, ndmlich gegen das Wiener MaSf.

Wi (w) := : (S[n-tj(w) +(nt—|n-t]) 'X[n-tj+1)

3.1.10 Aufgabe

Sei W ein Wiener Prozess auf [0,00) und 0 <t <...<tp.

(i).

Der Zufallsvektor V := (Wi, ..., W;, ) besitzt die Dichte
n 1 1 (xj—xj_l)Q)
P\ T1,...,T = —_— - exp| ="
(n 2 1:11 2m - (tj —tj-1) ( 2 -t

wobei tg = z¢ = 0. Hinweis: (E.7), die Determinante der Kovarianzmatrix wurde bereits in
3.1.6 berechnet. Vermutung fiir n = 3, Gaufl-Jordan-Verfahren.

. Berechnen Sie die Dichte des Zufallsvektors

AV = (WtthQ - tha' : '7th - Wt"-l)

mit Hilfe von (F.6). Zeigen Sie mit Hilfe dieser Dichte, dass die obigen Zuwiéichse unabhéingig
sind.

3.1.11 Aufgabe

(i)-

(ii).

Sei W ein Wiener Prozess auf [0, c0). Bestimmen Sie die Funktionen f und g, letztere nicht-
negativ und monoton wachsend, sodass der (zentrierte Gaufl-)Prozess

X = f(t)- Wg(t) (teR)

die Kovarianzfunktion C(t,s) = e”1*=*l (t,s € R) bestitz. (Dieser Kern ist also positiv semide-
finit.)

Lésst sich ein beliebiger zentrierter Gaufi-Prozess X auf R mit der Kovarianzfunktion aus (i)
schreiben als
Xt = f(t) . Wg(t) f.s.

mit einem Wiener Prozess W auf [0, 00)?

3.1.12 Eigenschaften der Gamma-Funktion

(i)-

I'(a):= /:o e dr (a>0)

0<T(a)< oo
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T(a+1)=a-T'(a)
T(n+1)=n!fir neNy

r(3)=vr

I' ist stetig.

ii).
iii).
iv).
(v).
3.1.13 Aufgabe

Sei X ~ N(0,0?). Zeigen Sie, dass fiir alle a € (0, o)

(\/§-J)G~F(a+1)

2

E(1X]*) =

E\H

Bemerkung;:
E(X") = {]%(XV‘) : _ (1) 223 ;
Speziell ist E(X?) =3 0.
3.1.14 Aufgabe
Es gibt unkorrelierte Gauf’sche Zufallsgréfien, die nicht unabhéngig sind.

Beispiel:
72 2
h(zx) := /2 exp (—2) —e” (z eR)

pay)i= o (@) b)) () R

Zeigen Sie: p ist eine Dichte. Ist Z = (X,Y") ein zwei-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte p, so
sind X und Y standardnormalverteilt, unkorreliert und nicht unabhéngig.

3.2 Eigenschaften des Wiener Prozesses

3.2.1 Satz

Sei W ein Wiener Prozess auf [0, c0). Dann gilt:
(1).

i). Wy - W, eN(O,[t-s|)

W e N(0,t), insbesondere gilt Wy = 0 und Wy N Wi.

)
)
(iil). P[|W: - Ws| 2 €] < ‘t 2l insbesondere ist W stochastisch stetig.
). W besitzt unabhiingige Zuwéchse.

)

. Fiir jedes h > 0 ist der Prozess
XMty =W(t+h)-W(t)  (te[0,00))
ein stationdrer Gau3-Prozess mit Kovarianzfunktion

C"(s,t) =max{0,h —|s - t|}

(vi). W ist ein Markov-Prozess.
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(vii). W ist ein Martingal, d.h.
Vs <t :E(WyFs) = Ws f.s.
wobei Fy 1= (W1 < 5).
(viil). E((Wy = W5)?|Fs) =t —s fiir s<t
Beweis:
(i). Aus Satz 3.1.7 bekannt.
(ii). Aus Beweis von Satz 3.1.7 bekannt.
(iii). Aus (ii) mit Tschebysheff-Ungleichung.
).

(Siehe auch 3.1.10, hier andere Méglichkeit) Sei C' die Kovarianzfunktion von W. Fiir 0 <
t1 <ty <81 < 5o gilt:
E((W, = Wi, ) - (Ws, = Wi, ) = Cta, s2) = C(l2,51) = C(t1,52) + C(t1,81)
:tQ—tQ—t1+t1 =0
= E(Wtz - Wt1) ']E(Wsz - WSl)

(iv

Die Zuwiichse sind also unkorreliert. Da W ein Gauf-Prozess ist, ist die gemeinsame Vertei-
lung der Zuwichse GauB-verteilt ((E.4)). Nach (E.8) sind die Zuwéchse unabhéngig.

(v). (Wir zeigen spiter, dass jeder Prozess mit unabhéngigen Zuwichsen ein Markov-Prozess ist.
Fiir den Wiener Prozess kénnen wir das mit den bedingten Dichten explizit machen.)

Fiir 0< ¢y <... <ty besitzt (Wy,,..., Wy, ) geméB 3.1.10 die Dichte

n 1 1 oy 2
p($17t1".'7$n’tn)zn.exp(_. (xj fL'j 1) )
G=1+/2m - (tj —tj-1) 2 ty—-tig

mit xg =ty = 0. Markov-Eigenschaft: Sei n > 1, dann
P(Wy, <xp|Vji=1,...,n: Wy, =x;)
_ Tn p(‘rlvtla"'7xn—17tn—17x7tn) dx
) p(xl,tl,...,xn_l,tn_l)
Tn 1 1 —2p_1)?
i .exp(_.@w)dx
—oo /27 - (tn - tn—l) 2 tn —tn—1
Tn p(xn—latn—l7m7tn)

- de =P(W; <x,|W, -z,
- p(xn—l,tn_l) v ( tn $| tno1 — & 1)

(vi). E(X"(¢)) = 0 offenbar unabhiingig von t. Fiir s <t gilt

C"(s,t) = E(X"(s)- X (1)) =E((W (s +h) = W(s)) - (W(t+h) - W(t)))
=C(s+h,t+h)-C(s+h,t)-C(s,t+h)+C(s,t)
=s+h-min{s+h,t} —-s+s=max{0,h—t+s}

Analog: C"(s,t) = max{0,h +t - s} fiir s > t. Also C"(s,t) = max{0,h — |t — 5|}, d.h. X" ist
stationér.

(vii). Zuwiichse sind unabhéngig, also W; — Wy unabhéngig von W,. = W,. - W}, fiir r < s < t. Daher
W; — W, unabhéangig von F. Damit

E(W|F,) = E(W, = Wy + Wi Fs) = B(W; = Wi|F) + E(W|Fy)

E(W;-W)=0 W,

= VVS
(viii). Wegen Wy - Wy 1L Fs und Wy — Wi ~ N(0,t - s) folgt
E((W; = Wo)*|F) = E(We - W,)?) =t — s
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3.2.2 Satz
Sei W ein Wiener Prozess auf [0, 00) und ¢ > 0. Dann sind

(c_% . Wc.t) (Wise = We)iso

t>0

auch Wiener Prozesse. Der Prozess (B)i0 mit By := 0 und B; = t-W% (t # 0) besitzt eine
Modifikation, die ein Wiener Prozess ist.

Beweis: Aufgabe.
3.2.3 Bemerkung

Der Prozess (B;) aus dem vorhergehenden Satz braucht selbst nicht stetig zu sein. Um das zu
zeigen, sei W ein Wiener Prozess und A ein Nullereignis aus dem Grundraum 2. Dann ist durch

Wi(w) = Wy(w) - Loya(w) + 21 4(w)
wieder ein Wiener Prozess definiert und
- 1
Bi(w) =t-Bi(w) - lo\a(w) + 7 La(w)
d.h. die Pfade sind fiir w € A in 0 nicht stetig. Der Prozess W hat auch Parabeln als Pfade.

Vorbemerkung: Die Zufallsgrofie

w WHh(w) - Wt(w)
h

(h>0)

ist normalverteilt mit Varianz % - o0 (h—0).

3.2.4 Satz: Dvoretsky, Erdos, Kakutami

Es sei (W;)s0 ein Wiener Prozess mit vollsténdigem Grundraum. Dann gibt es ein Ereignis A € A
mit P(A) =1, sodass die Pfade t » W;(w) fiir alle w € A in keinem einzigen Punkt differenzierbar
sind. (¢ = 0: rechtsseitiger Grenzwert)

Beweis:

o Fiir n e N sei
Ap = {w e Q; W.(w)ist an keiner Stellet € [0, n) differenzierbar}
Wir zeigen, dass die A,,’s fast sichere Ereignisse sind. Es folgt dann, dass

A=) A,
neN

auch ein fast sicheres Ereignis ist.

e Es gilt w € Q\A, genau dann, wenn der zugehérige Pfad f fiir mindestens ein ¢ € [0,n)
differenzierbar ist. Ist f in ¢ differenzierbar, so gibt es ein § = §(¢p) > 0 und ein £ € N:

[f(t) = f(to)| < - [t = to] (*)
fiir alle ¢ € (to—0,to +9) (f lokal lipschitz-stetig). Sei m = m(tp,d) € N so groB, dass fiir k >m
mindestens 4 Elemente des Gitters

b

2 n-k
— ..., — <0
e e o)

T =
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zwischen to und to + d liegen. Fiir jedes k sei i(k) die kleinste natiirliche Zahl mit

i 1+3

to< — < to+9
A <1lp+
Fiir je {i+1,i+2,i+ 3} gilt:
o))<l () (7))
<) - N, < t <
’f(k) f( k p) 0] k
;g.(z_to u_to)g.(éﬁ)zﬁ
k k k k k

Hieraus folgt:

>

k

5 vols ]

m=1

C8
)

n +3 I:‘
=1 g=i+1

?r\ky

l

Il
[u

=Ct,

C* und die rechte Seite sind Ereignisse. Wir zeigen, dass P(C%,) = 0 fiir alle m, ¢ € N; dann
sind wir fertig. (Aus Vollstéindigkeit folgt, dass Q\A,, ein Ereignis ist.)

Fiir alle k € N gilt:
7]

k

z+3

kn
gU
i=1

Die obigen Zuwéchse sind unabhéinglg und verteilt wie W%, daher folgt:

UW] Wi

=1+1

p kn i+3 70
P(cm)sP(L_J | [|W%—W% sk])
=1 j=i+1
: 4
[|Wl Wi < 7])
i=1  \j=i+l k k k

also P(C*)) = 0.
3.2.5 Beispiel

(i). Sei ¢ die 2-periodische Funktion mit ¢(z) := 1 - |z| fiir « € [-1,1]. Wir zeigen, dass

f(x)—li(i)n-w(élnm) (z€R)

in keinem Punkt differenzierbar ist. (f ist stetig.)

Beweis:
e SeizeRund meN, g, = +4 - 5—, wobei das Vorzeichen so gewéhlt wird, dass zwischen
4™ . x und 4™ - (z + 5m) keine ganze Zahl liegt.

o Wir setzen
p(4" - (z+em)) — (4" z)

Em

dnm =
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Es gilt [o(s) — p(t)| < |s — 1] fiir ¢, s € R beliebig. Damit |dy.,| < 4" und |dpm| = 4™, da
keine ganze Zahl zwischen 4™ -z und 4™ - (z + &,,,) liegt. Wenn n > m, dann d,,,,, = 0, da
4" - g, gerade ganze Zahl (Periodizitéit).

4 [(x+em) - f(x)

Em

m 3 n m-1
= }:(4) cdpm | 23™ = 0 3"
4 n=0

n=0

(83" +1) > o0 (m - o)

1
2
also f nicht differenzierbar in = (wegen &, — 0 fiir m — co).

(ii). Weierstraf}:

[}

w(z) =Y, 2% -cos(3" - x) (z €R)

n=1

ist in keinem Punkt differenzierbar.
3.2.6 Satz

Sei W ein Wiener Prozess auf T' = [0, 00) und [a,b] € T Fiir eine beliebige Zerlegungsfolge a =t} <
oo <t =bmit
Op = max (g, —tg) >0  (n—>oco0)

0<k<k,~1
konvergiert die zugehorige Folge der sogenannten quadratischen Variationen
kn=1 )
Qui= 3 (Wi, = W)
k=0
im quadratischen Mittel gegen die Konstante b —a, d.h.
lim E((Q, - (b-a))?) =0
n—oo
Beweis:
o Es gilt:

2

fep—1
(Qu—(b-a))? - (Qn— 5 ks —m)

kn—1 ) 2
( § Wiy — W) (11, - 2))
=0

=X

Die Zufallsgroflen X sind unabhéngig und EX}y = 0. Wir erhalten
, k-1 2 = ,
B((@u- -0y -5 (£ 5] |2 5 B
k=0 k=0

Aus Wi =Wy ~ N(0,t5,, —t}) und aus 3.1.13 folgt
E(XF) =2 (tga — 1)
Damit

kn-1 kn-1
E((Qn_(b_a))Q) = Z Z(t;clﬂ _tZ)2 <20, - Z (tZ+1 _t;cl)
k=0 k=0

b-a
=20, (b-a)—>0 (n — o)
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3.3 Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Korrelationsfunktion
3.3.1 Erinnerung

Ein Feld Z zweiter Ordnung auf 7' ¢ R? heifit L2-stetig (oder stark stetig, im quadratischen Mittel)
in xg €T, wenn

Jim E(1Z(x) - Z(20)*) = 0

Das ist dquivalent zu
Jim |Z(2) - Z(20)l2 = 0

wobei |.|2 die Norm im Hilbertraum L?(, A,P) bezeichne,
IX18 = (X, X) = [ |X[?dP = E(XP)
(+,-) bezeichne das Skalarprodukt
(X,Y):fQX~Yd]P>:E(X~Y)

fir X,Y € L*(Q, A, P).
Bemerkungen:

(). E(X) = (X,1)

(ii). Im Fall d =1 definiert man analog die starke Stetigkeit von links bzw. rechts.
(iii). Ein Feld Z heifit schwach stetig in xg, wenn

VgeL’: lim (Z(z) - Z(z0),9) = 0

gilt. Im Weiteren nicht verwendet.

Wegen

I(Z(2) = Z(x0),9) < [Z(x) = Z (o) |2 g]2
folgt aus der starken Stetigkeit die schwache Stetigkeit. Umkehrung ist falsch: Sei (e, ), eine
Orthonormalbasis eines Hilbertraums H, dann |e;| = 1, e, > 0 schwach (g = Y,, ¢,, - €, und
S len]? < 00, also ¢, = (g,e,) = 0).

3.3.2 Satz

Ein Feld Z zweiter Ordnung auf T ¢ R? ist genau dann stark stetig in ¢ € T, wenn die Korrelati-
onsfunktion C in (t,t) stetig ist. Ist die Funktion C' stetig in (¢,¢) und in (s, s), so ist sie stetig in
(t,s) und (s,t).

Beweis:
o FiralleteT, heR? mit t + heT gilt:
|Z(t+h)-Z(t)|3=C(t+h,t+h)-C(t+h,t)-C(t,t+h)+C(t1t)

(i). Ist also C stetig in (¢,%), so ist Z stark stetig in ¢.

(ii). Sei nun zusitzlich € € RY mit ¢ + £ € T. Dann

C(t+h,t+h)-C(tt) =E((Z(t+h) - Z(1))- (Z(t+e) - Z(1)))
+E((Z(t+h)-2(1)-Z(1))
+E(Z(t+e) - 2() - 2(1))
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Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:

|C(t+h,t+h) = C(t )| < |Z(t+h) = Z(t) |2+ | Z(t+€) - Z(t)|2
+[2(E+h) = Z(B)]2-[2(1)]2
+Z2(t+e)=2Z2®)]2-12(0)]2

Aus der starken Stetigkeit von Z in t folgt also die Stetigkeit von C' in t.

e Sei C stetig in (s,s) und (¢,t). Dann ist Z stark stetig in ¢ und s und aus

C(t,s) = (2(t),Z(s))

und der Stetigkeit des Skalarprodukts in beiden Komponenten folgt die Stetigkeit von C' in

(t, ).

3.3.3 Beispiele

(i)-

Seien T = R?, X,, reelle oder komplexe unkorrelierte ZufallsgréBen mit EX,, = 0, [ X, |2 < 1
(dann X, 1X,, fiir n #m), a, € R oder C mit ¥.°°, |an|* < 0o, f, : R? - R oder C stetig mit
|fn] < K fiir ein K > 0. Dann ist das Feld

Z@t):= > an-fult)- X, (teR?)
neN

stark stetig.

Beweis: Sei tg € und € > 0. Wir wihlen N = N, so, dass

[}

3 anf <€

n=N+1

Danach wahlen wir é > 0 so, dass

N
Z_:l Jan - (fu(t) = fu(to))? < €

fiir alle |t — to| < §. Dann gilt fiir ¢ € T mit |t — to| < 0:

HZt—ZtOHQZ Z;\Ian'(fn(t)_fn(tO))'Xn
N oo
< Z_:la’n'(fn(t)_fn(tO))'Xn + _%: an'(fn(t)_fn(tO))'Xn
<e-(1+2K) -

Beispiel: d =1, a,, = %, fn(t) =cos(n-t)

.SeiT=R, I, = [i l], fn stetig auf R, spt f,, € I, und f,(I,) = [0,1] fiir alle n € N. Ist

n+l’n

| X2 =1, so ist das Feld
Z(t)zz:fn(t)Xn (tER)

neN
in 0 nicht stark stetig. (Fiir jedes ¢ € R ist hochstens ein Summand # 0.)

Um das zu zeigen, withlen wir ¢y so, dass fi(tx) = 1. Dann ist Z(tx) = Xy und ¢, — 0 (k — o0).
Da | Xk|l2 = 1 konvergiert Z(t)) nicht gegen Z(0) = 0.
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3.3.4 Definition

Sei Z ein Prozess zweiter Ordnung auf T' = (a,b) mit —oo < a < b < co. Z heifit stark differenzierbar
(oder: im quadratischen Mittel differenzierbar), falls fiir jedes t € (a,b) der Grenzwert

Z(t+h)-Z(t
2~ lim (t+h) (t)
h—0 h
existiert. (Auch: l.i.m. - bezeichnet Konvergenz im quadratischen Mittel).

Dieser Grenzwert wird mit Z’(t) bezeichnet.

Bezeichnung: Fiir eine Funktion f von 2 Variablen sei

(A%f)(t,s,e,h) == f(t+e,s+h) = f(t+e,5) = f(t,s+h)+ f(L,s)

Anschaulich: Sei f die Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors in R?, dann A? f Wahrscheinlichkeit
in dem Rechteck mit obigen Eckpunkten zu landen.

3.3.5 Satz

Ein Prozess zweiter Ordnung auf (a,b) ist genau dann stark differenzierbar, wenn fiir die Korrela-

tionsfunktion C der Grenzwert
. A%2C(t,t,e,h)

&,h—0 e-h
fiir jedes t € (a,b) existiert.
Ist Z stark differenzierbar, so existiert
A%(t,s, e, h
D(t,s) = lim Ats.eh)

g,h—0 e-h

fiir alle ¢, s € (a,b) und D ist die Korrelationsfunktion von Z’. Weiterhin gilt:

d /
5 (Z(1),0) = (Z'(1),v) (1)
fiir alle v € L2(Q, A, P) und folglich
d /
S B(Z(1) =E(Z'(1)) (2)
mit v = 1.
Beweis:

e Kriterium von Cauchy: Eine Folge (X,,)ney in einem Hilbertraum ist genau dann konvergent
(in der Norm), wenn der Grenzwert

lm (X, Xom)

m,n—»oo
existiert.

e Nach diesem Kriterium ist Z genau dann stark differenzierbar, wenn der Grenzwert

i (Z(t+5)—Z(t) Z(t+h)—Z(t)): lim A?C(t,t,e,h)

&,h—0 € ’ h e,h—0 e-h

existiert. Somit erste Aussage bewiesen.
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e Ist Z stark differenzierbar, so gilt

(Z'(t),Z'(s)) = (hm Z(t+e)-2(@) | Z(t+h)- Z(t))

-0 € " h>0 h
. (Z(t +e)- Z(t)7 Z(t+h) - Z(t))
e,h—0 £ h
. A%0(t,s,¢,h)
= A TP

(1) folgt daraus, dass die starke Konvergenz die schwache nach sich zieht:

(lim Z(t+h)-Z(t) U) i (Z(t +h) - Z(t) )

h—0 h h—0 h
(2 b)) - (Z(0).)
h—0 h

3.3.6 Bemerkung

Ist C' zweimal stetig differenzierbar auf (a,b) x (a,b), so gilt

_92C  9*C
T Otds  Osot

(Bekannt aus Analysis)
3.3.7 Aufgabe

Ist Z: (a,b) - L*(Q, A,P) ein differenzierbarer GauB-Prozess, so ist auch Z’ ein GauB-Prozess.

3.4 Der Poisson-Prozess

Zur Erinnerung: Eine Zufallsgrofie X :  — Ny heifit Poisson-verteilt mit dem Parameter A > 0,
wenn
ey
]P)[X = k] = ﬁ - e

X : 2 - R heifit exponentialverteilt mit dem Parameter «, wenn sie die Dichte

(k € No)
R>x 0 1[0y () - e

besitzt.

3.4.1 Aufgabe

(i). Berechnen Sie die charakteristischen Funktionen der Poisson-Verteilung und der Exponenti-
alverteilung.

(ii). Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz der obigen Verteilungen mit Hilfe der charakte-
ristischen Funktion.

3.4.2 Definition

Ein stochastischer Prozess N = N; auf T = [0, 00) heifit Poisson-Prozess mit Intensitit a > 0, wenn

(i). jede Realisierung n ist eine monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion mit Werten in
Ny, fiir die n(0) =0, n(t) —n(¢t—0) € {0,1} fiir alle t € [0, 00) und

lim n(t) = oo

t—o0
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(ii). N besitzt unabhéngige Zuwichse.
(iii). Die Zuwichse Ny — N (0 < s < t) sind poisson-verteilt mit dem Parameter a - (t - s).

Bemerkung: Aus (i) folgt, dass die Pfade stiickweise konstant sind, die Sprunghohen stets 1 betragen
und in endlichen Intervallen nur endlich viele Sprungstellen sind (da nur Werte in Ny angenommen
werden, nicht o).

3.4.3 Aufgabe

Fiir einen Poisson-Prozess N gilt
E(N)=V(N) =a-t

und die Kovarianzfunktion C' ist gegeben durch
C(s,t) = a-min{s,t} (s,t€[0,00))

Bemerkung: Fiir a = 1 hat also der Poisson-Prozess dieselbe Kovarianzfunktion wie der Wiener
Prozess. (Sie sind nicht unterscheidbar hinsichtlich Eigenschaften 2.0Ordnung, obwohl die Pfade
ganz unterschiedlich sind.)

3.4.4 Definition

Ein stochastischer Prozess X = (X;); auf T = [0, 00) heifit ein Zihlprozess, wenn er die Eigenschaft
(i) aus Definition 3.4.2 besitzt. Die Eintrittszeiten (si)ken, und die Aufenthaltszeiten (ug)gen,
werden durch

sp(w) == inf{t e T; Xy(w) = k} (weQ,keN)
So(w) =0

Up (W) = Spp1(w) — sp(w) (weQ,neN)
definiert.
3.4.5 Aufgabe
Sei X ein Zéhlprozess auf T = [0, 00).
(i). Fir beliebige ¢t € T und n, k € Ny gilt

[Xe>n]=
[Xi =n]

IA

]

Sp <t
<t< 8n+1:|

1l
> —/m o/
»

= 3

Skzzuk
n=0

(ii). Zeigen Sie, dass s und uy Zufallsgrofien sind.
(iil). s1(w) < sg(w) < ... fast sicher und lim,_, o s, (w) = oo fiir alle w € Q.
(iv). Es gilt

Xe() = 3 1gzn() = 3 o1 ()

3.4.6 Aufgabe

Seien (un)ney unabhingige, nichtnegative identisch verteilte Zufallsgrofien so, dass P[u; > 0] > 0.
Wir definieren X; durch

Xi(w) :=sup {n € Np; ﬁ:lu](w) < t}

J
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(Die Summe soll 0 sein fiir n = 0.) Dann sind die Realisierungen n monoton wachsende, rechtsseitig
stetige Funktionen mit Werten in Ny und

lim n(t) = oo fast sicher

t—o0

Wenn P[U; > 0] =1, dann ist X, bis auf eine Modifikation, ein Zahlprozess. Die u’s sind dann die
Aufenthaltszeiten.

3.4.7 Satz

Ein Z#hlprozess N ist genau dann ein Poisson-Prozess, wenn

n (t) =ty 1)) ek
]P)[Nh :k17"'7Ntn :kn] = H (a ( . : 1)) ,e*a'(te*te—l) (1)
-1 (ke = kg-1)!

gilt fiir alle n € N,0 <ty <t <<ty, t; €[0,00), 0<ky <...<ky, k;j € N wobei ¢ := kg := 0.

Beweis:

e =% Sei N ein Poisson-Prozess. Dann gilt:

P[Ny, = ky,..., Ny, = k]
:P Ntl :klyth_Ntl :k2_k17~~'7Ntn _Ntn—l :kn_kn—l]

—

L

IP[NW - Nte—l = ke - ]{1@_1]

=

(=1

mit Ny, — Ny, , ~Poi(a- (tg—te-1)).

e ,<“: Nehmen wir an, dass (1) gilt. Fiir n=2, 0<t; = s <t =t und k € Ny erhalten wir aus

(1):

P[N; - Ns=k]=) P[Ny=Ny=k,Ny=(] =Y P[N; =l +k,N, ={]

£=0 £=0
(i) Q- (a ) S)é e, (a ) (t — 8))k . e—a-(t—s)
& Kl
_ ((l i (t ~ s))k . e—a-(t—s)
k!

also N; — N, ~ Poi(a- (t — s)). Unabhiingigkeit der Zuwiichse:
]P)[Ntl = kl, Nt2 - Nt1 = k2 - kl, ey Ntn - Ntn—l = kn - kn—l]
=P[N;, = k1, Ny, = ka,..., Ny, =ky]
(i) o (a : (tl - tf*l))kzike_l . e—w(tg—t(z_l)

71 (ke = ke-1)!

= HP[NU - Ntl—l = k( - k’g_l]
=1

3.4.8 Aufgabe

(i). Zeigen Sie, dass
[41@:1 (t € [0, 00))

n!
wobei

A:A?:{xeR";Vk:mkZO7Zxk§t}
k=1
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(ii). Zeigen Sie, dass

(0<s<t)

[ ldx = (t-s)
B n!

B =B/ = A n{zeR";z > s}

wobei

(iii). SeienneN, 0=ty <ty <ta<...<t, mit tx € R, 0=mg <mq <...<m, mit my € Ng. Sei

my
B:= BZ?}_?'_;;Z”” = {(xl,...,xmn) eR™:Vk:xp20,Vk<n: Z < tg,
j=1

MEk+1
Vk<n-1: Z ;z:j>tk}
j=1

Dann gilt
(te —tga)ke i

/;gld(l‘l,---,xmn) = H (kg — ko_p)!

=1
Hinweis:
(i). vollstindige Induktion
(ii). durch Substitution auf (i) zuriickfiithren

(iii). vollstédndige Induktion, der Fall n =1 ist (ii)
3.4.9 Satz: Existenzsatz

Sei (Uyp)nen eine Folge unabhingiger Zufallsgroflen, die exponentialverteilt mit dem Parameter
a > 0 sind. Dann wird durch

N¢(w) ::sup{neN;in(w)gt} (t€[0,00),w € )

ein Poisson-Prozess mit der Intensitidt a definiert.

Beweis:

e Nach Aufgabe 3.4.6 ist N ein Zahlprozess, sodass nur noch 3.4.2(ii),(iii) zu zeigen sind. Die
U’s sind die Aufenthaltszeiten. Seien

k
Sk = Z Uj
j=1
die zugehorigen Ersteintrittszeiten. Der Zufallsvektor U := (Uy,...,U,) besitzt die Dichte

pu(ut,...,up) = Ha-efa'“j ~1[070°)(uj)
j=1
=a"-exp (—a~ Zuj)~nl[0)oo)(uj) (3.1)
j=1 =1

Seien nun 0 < ky <...<ky, (kjeN)und 0 <1 <...<t, (t; €R),

k:z kg+1
A= {(ul,...,ukn+1);V£:L...,n: Zuj <tp < Z wVi=1,.. ., Up, 11Uy 20}
j=1 j=1
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Dann folgt:

P,z = ]P)[Ntl = kl,...,Ntn = kn] :P(H[Ske Stg Sskﬁl])
=1

~PU A= [ pulu.un,a)d(u, )

:L([ . an pU(ul,...,uk,”Jrl)duk”H)d(ul,...,ukn)
Ukp+1=tn— j

j=1%i
wobei
ke ke+1 kn,
B:= (ul,...,ukn);VE:1,...,n—1:Zuj <tp< Z Uj, ) Uy <tp,Vi=1,... kp:u; 20
j=1 j=1  j=1

Aus (1) folgt, dass das innere Integral gleich a* - e~%*». Wir erhalten:

Pl =g et f 1d(uy,...,ug,)
B

B ko, T (e te)
=1 (ke —Fke1)!

_ ﬁ (Cl~ (tf - tf—l))kz_k#l . e—a-(tz—tzfl)
i1 (ke —ko—1)!

wobei tg := ko := 0. Nach Satz 3.4.7 ist N ein Poisson-Prozess mit der Intensitit a.
3.4.10 Bemerkung

e Fine Zufallsgrofle X besitzt eine Gamma-Verteilung mit den Parametern o > 0, A > 0, wenn
sie die Dichte

O[)\ A-1 -z
besitzt. Die charakteristische Funktion ist
1
f@)=——=  (teR)
(1-%)

(Ohne Beweis, Funktionentheorie) Spezialfille:

(i). A =1: Exponentialverteilung
(ii). A € N: Erlang-Verteilung

(iii). A=2 (neN), o= 3: x> Verteilung

e Die Ersteintrittszeiten des Poisson-Prozesses aus Satz 3.4.9 sind Erlang-verteilt, da die Auf-
enthaltszeiten exponentialverteilt sind.

e Wir zeigen (vielleicht) spéter, dass die Aufenthaltszeiten eines beliebigen Poisson-Prozesses
exponentialverteilt sein miissen.

3.5 Integration bzgl. endlicher MaBe

In diesem Abschnitt: 7' ¢ R? eine Borel-Menge, Z : T' — L*(P) := L*(£, A, P) stark stetig. C sei die
Korrelationsfunktion von Z (Ist stetig, da Z stark stetig.). u sei ein endliches Borelmaf} auf T

Bemerkung;:

(i). p kann auch ein signiertes Maf} oder sogar ein komplexes Maf} sein (siche Anhang). Fiir diese
Vorlesung reichen nichtnegative Mafle. In einigen Sétzen werden wir |u| werden, damit sie
auch fiir signierte bzw. komplexe Mafle gelten.
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Wir wollen Integrale der folgenden Form definieren:

f Z(t) du(t) € L?
T
zum Beispiel
b
[ Z(t) dt
a

fir d=1.
3.5.1 Definition
Nehmen wir an, dass die Funktion

t (Z(t),h)

fiir jedes h € L?(IP) bzgl. p integrierbar ist. Existiert ein Element I(Z) € L?(P) mit
[ 2.1 du(t) = (1(2).1) ®
so heiflt Z integrierbar bzgl. u oder p-integrierbar.

Bezeichnungen:

(i).
1(2) = [ 2ty du(t) = [ Zdp
Es gilt also
[ z@maue - ( [ 26 dun) (2)
fiir alle h € L*(P).

(ii). Ist S ¢ T eine Borel-Menge, so sei
[z aut) = [ 15()- 2(t) dut)
(iii). Ist f eine lebesgue-messbare Funktion auf T, so sei
[z swyde= [ 2 duo)
wobei du(t) := f(t)dt.
3.5.2 Lemma

Unter der Annahme, dass die Integrale existieren, gilt:

(i). [p(aX +bY)dp=a [, Xdu+b [, Y du fir alle a,beC

(ii). [Zd(p+v)=[pZdu+ [, Zdv
(iti). [g, 05, Zdp= [, Zdpu+ [5, Z du, wenn Sy, Sy ¢ T disjunkte Borelmengen sind.
(iv). Ist Z(t) = ho fiir alle ¢, so ist

[ 2@t du(t) = w(T) - o

Beweis: Folgt aus der Definition.
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3.5.3 Satz

Das Feld Z ist genau dann p-integrierbar, wenn ¢ + (Z(t), h) fiir jedes h € L?(P) bzgl. ju integrierbar
ist und eine Konstante K existiert mit

vhe L(P):| [ (2. ) p(dt)| < K- o] (1)
existiert. Gilt
[ 120 dl(2) < o0 @
so ist Z bzgl. u integrierbar und
| [z au| < [1200dlnie ©

Beweis:

o =% Ist Z p-integrierbar, so gilt (1) mit K := |/ Zdpu|,. Das folgt aus der Definition des
Integrals und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

e ,<“: Nehmen wir jetzt an, dass (1) gilt. Dann ist

he [ (h2Z())dp()

ein beschriinktes lineares Funktional auf L?(P). Nach dem Satz von Darstellungssatz von
Riesz-Fréchet (G.8) gibt es ein eindeutig bestimmtes Element I € L?(P), sodass

[ z@)du = (1) (he (@)

d.h.
JRGORDEMORICAD

e Sei schlielich (2) erfiillt. Dann gilt:

| [ z@.m)dutt

Nach dem ersten Teil des Beweises ist Z p-integrierbar. Die linke Seite der obigen Ungleichung

(f 2an)

< [ 1z mdipiw < blz- [ 120 diale)

Wir setzen h = [ Z du, dann folgt (3).
3.5.4 Beispiele

(). Sei p:= ¥} ¢j-0y; mit ¢j € C, t; € T ein diskretes Maf mit endlichem Tréger. (Anmerkung:
Dann beliebiges f:T — C p-integrierbar und

[ Fau=3 e (1)
j=1
Dann ist

S z@mano = ezt - 5o+ 2).0)

———
eL2(P)

:fTZ(t)dp(t)zile'Z(tj)
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Weiterhin gilt:

2
2

= (i cj- Z(t;), i Ck‘Z(tk))
9 j=1 k=1

n n
= Z Z Cj-Ek-C(tj,tk)
=1 k=1

I

icj'z(tj)

(1)

(ii). Sei Z(t) = f(t)- X fiir t € T := [a, b], wobei f eine stetige Funktion auf 7" ist und X € L%(P).

Dann ist Z stark stetig und es gilt
[C@wmanm = "X mydn = n- [

- ( i bf(t)du(t)-x,h)

:LbZ(t)dﬂ(t):X-fabf(t)dt

Allgemeiner:
/. b (Z Fi(t)- Xj) du(t) **20 z | "1 ()X, du(t)
-3 ([ soae)-x,
3.5.5 Satz

Ist Z bzgl. p und v integrierbar, so ist C' auf T' x T" bzgl. p x U integrierbar und es gilt

(fTZdM»/TZdV):[TXTC’(t,s)d(uxD)(ts)

H[Zd’“‘ zz foT C(t,s)d(px p)(t,s)

Das Integral auf der rechten Seite ist also nichtnegativ.

Insbesondere ist

Beweis:

¢ 3.5.1(2) mit h= [ Zdv:

(fTZdu,fTZdu):fT(Z(t),fTZdy) du(t)

Dieselbe Gleichung zeigt mit h = Z(t) (die Integrationsvariable wird durch s ersetzt):

(Z(t),fTZ(s)dy(s)):fT(Z(s),Z(t))dy(s):fTC’(t,s)dD(s)

In (*) folgt:

([ zan. [ zav)= [ [ c(t.s)yants)ducey

Fub fTXTC(t,s)d(uXﬁ)(t,S)

also (insbesondere) Integrierbarkeit bzgl. u x .
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3.5.6 Satz
Das Feld Z ist genau dann p-integrierbar, wenn C' auf T' x T u x fi-integrierbar ist.

Beweis:
e =% Satz 3.5.5
e ,<“: Nehmen wir an, dass C bzgl. i x [i integrierbar ist. Sei h € L?(P), h # 0. Wir setzen
fu(t) = (Z(1), h)

Zﬂﬂ:dﬂﬂ—ﬁﬁg~h (teT)

Dann ist (Z,(t),h) =0 und somit

C(t,5) = (Z(1), Z(5)) = (zhu) LI sy + 108 .h)

1713 I3

= (Zn(t), Zn(s)) + T < fu(t) - fa(s)

||h|
Sei @ # S € T kompakt. Wegen der Stetigkeit sind
te [ Z(1) ]2t = [ Zn(2)]2

beschrankt auf S. Die Einschrankungen von Z und Z; auf S sind also integrierbar bzgl. eines
beliebigen endlichen Mafles nach 3.5.3. Damit folgt:

[, fetsyduydnts) = [ [ (2u@).2u(s)) du(t) dis)

3.5.5
0

th2 = [ L5 G aut) da(s)

> .
HhH%

< ([TxTIC(t,S)Id(/«LXﬂ)(t,S))% 1Rl

Aus (H.15) folgt hieraus, dass fj, auf T" bzgl. p integrierbar ist und die obige Ungleichung
erhalten bleibt, wenn S durch T ersetzt wird. Nach 3.5.3 ist Z integrierbar.

3.5.7 Satz

Ist Z p-integrierbar, so existiert eine Folge (pn)neny von Maflen mit endlichem Triger, die schwach
gegen i konvergiert, und

/TZdu:LQ—T}l_{EO Zduy, (1)
Bemerkung;:
tbn, = o schwach (<= Vf e Cy: ffd,un - [fd,u
& F,(xz) - F(z)in jedem Stetigkeitspunkt von F
Beweis:

e Nach (H.4) existiert eine Folge (i )nen von Maflen mit endlichem Tréger (< T'), die schwach
gegen u konvergieren.
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(i). Ist T kompakt, so ist die (stetige) Funktion C beschrinkt und damit integrierbar bzgl.
eines beliebigen endlichen Mafles auf T x T'. Nach 3.5.5(2):

2
H[Zd,u—de,un
2

z=Hde(ﬂ—un)

ZfoTCd(M—Mn)X(M—Nn)

Nach (H.10) konvergiert (u — pn) x (e — pr) schwach gegen 0, d.h. die rechte Seite kon-
vergiert gegen 0, da C € Cp(T' x T).

(ii). Ist T nicht kompakt, so kénnen wir fiir jedes € > 0 T zerlegen als T = T, UT, mit Ty
kompakt und

Cd(p x fi
fTuxTu (nxp)<e

(Integral nichtnegativ wegen 3.5.5(2)) Wir erhalten

2
’/Zdu—f Zdp =H/ Zdp
T Ty 2 "

Da wir die Aussage fiir T} gezeigt haben, gilt sie somit auch fiir T'.

:f Cd(pxp)<e
T xTy,

2
2

3.56.8 Folgerung

Ist Z ein pj-integrierbares Gaufl-Feld fiir j = 1,...,d, so ist

(/Zdul,...,/Zdud)

ein Gaufischer Zufallsvektor.

Beweis: Aufgabe. (Hinweis: 3.5.7)

3.5.9 Satz: Newton-Leibnitz-Formel fiir Felder

Sei T = (a,b) mit —o0o < a <b< oo und tg € (a,b).
(1). Ist C zweimal stetig differenzierbar, so gilt

Z(t) = Z(to) + [tt Z'(s)ds  (te(ab))

0
(ii). Ist C stetig, so gilt

%/t;Z(s)ds: Z(t)  (te(a,b))
Beweis:

(i). Nach 3.3.5 und 3.3.6 ist Z stark differenzierbar und Z' ist stark stetig. Wegen der Stetigkeit
ist Z' bzgl. des Lebegue-MaBes auf [to,t] integrierbar. Fiir jedes h € L?(P) ist die Funktion
t — (Z(t),h) stetig differenzierbar (s. 3.3.5), die klassische Newton-Leibnitz-Formel also
anwendbar:

(20,1 = (@), h) v [ L (2(6), ) ds

to
| S —

#2221 (s),h)
- (Z(to),h)+(ft0t Z’(s)ds,h) - (Z(t0)+/t0t Z’(s)ds,h)

= Z(t) = Z(to) + /t " 2(s) ds
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(ii). Sei t € (a,b). Wir zeigen, dass

}ll.([tOHhZ(S)ds—ft:Z(s)ds) = %[tHhZ(S)ds

gegen Z(t) konvergiert fiir h — 0.

H}ll ftHhZ(s)ds—Z(t)

- -z

1
< —- Z(s)-Z(t)|24d
< oy 1260 = 2Ol ds

< sup |Z(s)-Z(t)|2—-0 (h—=0)

se[t,t+h]

2

da s+~ Z(s) stetig in t.
3.5.10 Aufgabe
Seien Z und (Z, )nen stark stetige Felder auf T ¢ R? so, dass
VteT:LQ—T}i_{EOZn(t) =Z(t)
wobei die Konvergenz gleichméfig auf T ist. Dann gilt:
12~ lim [ Zu()du(t) = [ 2(t) du(t)
3.5.11 Aufgabe
Sei Z(t) := Y771 fn(t) - X, das stark stetige Feld aus 3.3.3(i) mit a,, = 1. Es gelte

S I falloo - [ Xnl2 < 00

neN

Zeigen Sie, dass
[ 2@dn=3 ([ fuduv) -,
n=1
Hinweis: Aufgabe 3.5.10
3.5.12 Bemerkungen
(i). Sei Z:T — L2*(2, A, P) ein messbares Zufallsfeld, d.h.
(t,w) = Z(t,w)
ist messbar bzgl. (B(T) ® A, B(C)). Ist
f f \Z(t,w)| dP(w) dt < 0o
T Jo
dann sind nach dem Satz von Fubini P-fast alle Trajektorien von Z Lebesgue-integrierbar

und
w L Z(t,w)dt

ist eine ZufallsgroBe. (Wo das Integral nicht existiert, setzen wir den Wert z.B. auf 0.) In
diesem Fall kann man das Integral als diese Zufallsgréfie definieren.

(ii). Das Integral [, Z(t)du(t) lisst sich auch so einfilhren wie das Lebesgue- oder Riemann-
Integral fiir skalare Funktionen.
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3.6 Orthogonale Reihenentwicklung

In diesem Abschnitt: I = [a,b] mit —co < a < b < co. £L2*(a,b) Raum der quadrat-integrierbaren
Funktionen auf [a,b], L?(a,b) der zugehorige Hilbertraum.

3.6.1 Definition

Sei C': I x I - C ein stetiger Kern und A € C. Eine Funktion ¢ € £2(a,b) heiBt Eigenfunktion von
C zum Eigenwert A\, wenn ¢ # 0 und

Vte[a,b]: fabC(Ls)wp(s),ds: A-o(t)

Aufgabe: Eine Eigenfunktion ¢ ist stetig, wenn A # 0.
3.6.2 Satz von Mercer

Sei C': I x I - C ein stetiger positiv semidefiniter Kern. Dann existiert eine orthonormale Basis
(¢n)nen von L2(a,b), die aus Eigenfunktionen von C besteht. Die zugehorigen Eigenwerte \,, sind
nichtnegativ und ¢,, stetig, wenn A # 0. Weiterhin gilt:

C(t,s) = ZN)\,L-@n(t)wpn(s) (t,sel)

wobei die Reihe auf I x I absolut und gleichméfig konvergiert.
Ohne Beweis (Funktionalanalysis)
3.6.3 Satz: Karhunen-Loéve-Zerlegung

Es sei Z: I — L?(Q, A,P) ein stark stetiges Feld mit Korrelationsfunktion C. Dann besitzt Z die
Zerlegung

Z(t) = YV pnt)- X (tel) (1)

neN
wobel

(i). Die Zahlen A, sind die von 0 verschiedenen Eigenwerte von C, die Funktionen ¢,, die zu-
gehorigen Eigenfunktionen der Norm 1.

(ii).

X, Z(8) - pn(s)ds

1 b
= /a
(iii). Die X,,’s bilden ein orthonormiertes System in L*(£2, A, P).
(iv). Die Reihe (1) konvergiert gleichméflig auf I.

Umgekehrt: Sei (An)neny mit A, > 0 und (X,)ney ein orthonormiertes System in L2(Q, A, P).
Weiterhin sei (¢, )nen €in orthonormiertes System von stetigen Funktionen in £2(€2, A, P) so, dass
die Reihe in (1) gleichmiBig konvergiert. Dann definiert diese Reihe ein Feld zweiter Ordnung,
die Funktion ¢, ist eine Eigenfunktion zum Eigenwert A, der zugehorigen Korrelationsfunktion
(neN).

Beweis:
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e Ist X, durch (ii) definiert (Satz von Mercer: Existenz + Orthonormiertheit der Eigenfunk-
tionen), so gilt nach 3.5.5:

() = e [ 20 B, [ 200 B as)

3.5.5

\/)\1.7)\~[ab/abC(t,s)-cpn(t)-gom(s)dsdt

3.6

1 Am b—omx
giveve il 0

Onm

: Qom(t) dt = 6pm

also (iii) gezeigt.

e Weiterhin ist

(2(t), X.0) = jA_-(Z(t), Ji bZ<s>~son<s>ds)
22 [N 20w s
1

- [ s e ds = VAt

Daraus folgt:

2
k
= C’(t,t) - Z An |90n(t)|2
2 n=1

k
Hzm =Y VA enlt)- X

Nach Satz 3.6.2 gilt deshalb (iv).

¢ Umkehrung: Nehmen wir jetzt an, dass (1) gilt. Dann ist die Korrelationsfunktion C' gegeben
durch
C(t,s) = (Z(t), Z(5)) = 2. M- @n(t) - on(s)
neN

wobei die Reihe absolut und gleichméfig konvergiert.

b b
[ et o) ds= [T 3 A ou(®)-pals) - ouls) ds

neN

b
= S A en(®) [ als) - prls) ds = A ut)

neN

Onk
3.6.4 Bemerkung

e Ist Z ein GauB-Feld, so sind die X,,’s normalverteilt nach 3.5.8 und unabhéingig (da unkor-
reliert).

e Ist EZ(t) = 0 fiir alle ¢, so ist auch EX,, = (X,,1) = 0. Das folgt aus 3.6.3(ii) und den
Eigenschaften des Integrals. In diesem Fall konvergiert die Reihe 3.6.3(1) nach (A.5) sogar
fast sicher:

SV @n(t) - Xn) = 3 A (0n(t) - Xy on(t) - Xi)

neN neN
=3 A len(®)? =C(tt) <00

neN

e Die Bestimmung von Eigenfunktionen und Eigenwerten ist im Allgemeinen nicht einfach.

41

Vorlesung: “Stochastische Prozesse” von Zoltan Sasviéri, Technische Universitdt Dresden, Sommersemester 2011



3.6.5 Beispiel

e Wir betrachten einen Wiener Prozess W auf dem Intervall T = [0,7]. Dann ist C(t,s) =
min{¢, s}. Eigenfunktionen von C:

fOTC(t,s).<p(s)dséA.¢(t) (0<t<T\#0)
C einsetzen: . .
fo s p(s)ds+t- ft Lp(s)dsé A-p(t)
also ¢(0) = 0.

e Die linke (und damit auch die rechte) Seite ist nach ¢ differenzierbar (Hauptsatz der Integral-
und Differentialrechnung). Ableiten:

o)+ [ plsyds e S ()
= ftTcp(s)dsi)\-go'(t)

also ¢'(T) = 0. Erneute Differentiation nach ¢:

!
—p(t) = A- " (1)
Differentialgleichung 2. Ordnung, linear mit konstanten Koeffizienten.
e Losung mit ¢(0) = 0:

(1) :A~sin(\/tx)

Aus ©'(T) 20 folgt:

2

e SchlieBlich setzen wir A = \/7, dann gilt ||, ]2 = 1. Also:

2
T

Damit folgt:
in(t. 1Yy,
W(t):z\/QT-Sm(T (T?) W)-W,LT (0<t<T)
neN (n+§)~7r

wobei W unabhingig und standardnormalverteilt sind. Die Reihe konvergiert fast sicher.
3.6.6 Beispiel

Seien Y1,...,Y, € L*(Q, A,P) unkorrelierte ZufallsgréBen mit EY; = 0 und Standardabweichung
O'JQ- > 0. Weiterhin seien kq,...,k, € N mit k; # k; fiir ¢ # j. Definiere

2(0)=3 ey, (te[0,2r])

J=1
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Korrelationsfunktion:

C(t,s) = (Z(t), Z(s)) = Z;Uf Ltk L gtk
=
= Z O’JQ. .t ki(t=5) (te[0,27])
J=1

Bestimmung der Eigenwerte/Eigenfunktionen von C: Die Funktionen

0i(1) = —— 'R (1 [0,27])

V2r

bilden ein orthonormiertes System in L?(0,27). Wir setzen X := ?, dann ist (X;),;-1
J

.....

orthonormiertes System in L?(2, A, P) und es gilt
n
Z(t) =), V2m-0;-¢;(t) X;
j=1
p; ist Eigenfunktion von C' zum Eigenwert 27 - 0]2- (s. Satz 3.6.3).

3.7 Reguldre und singuldre Felder

In diesem Abschnitt: Z ein Feld zweiter Ordnung auf T'= R, T = [0,00), T = Z oder T = Nj.
(Ordnung auf T notwendig.)

3.7.1 Definition

Mit H(Z,t), t € T, bezeichnen wir den Unterraum von L?(2, A,P), der durch die Zufallsgréfien
Zs,s < t, erzeugt wird. Kurz:

H(Z,t) =clsp{Z(s);s <t}
Weiterhin sei

H(Z,-00) := t@H(Z, T)

Bemerkungen:
(i). clsp: closed linear span

(ii). Anschaulich: H(Z,t) enthélt alle Informationen tiber die Vergangenheit von Z bis zum Zeit-
punkt ¢. H(Z,-o00) enthilt die Informationen aus der ,,unendlich fernen Vergangenheit* von
Z.

(iii). Offenbar gilt
{0} c H(Z,~0)c H(Z,s)<H(Z,t)c H(Z)

fir s,teT, s<t.
Extremfalle:

e Im Fall H(Z,-00) = H(Z) heifit Z deterministisch oder singulér. Anschaulich: Jede Infor-
mation ist bereits in unendlich ferner Vergangenheit enthalten.

e Im Fall H(Z,-00) = {0} heifit Z vollstéindig nicht deterministisch oder regulédr. Anschaulich:
Jede Information entsteht als Innovation zu einem bestimmten Zeitpunkt.

Bemerkung;:

(). Im Fall Z =0, und nur dann, ist H(Z) = {0}. Also Z regulidr und singulir.
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3.7.2 Satz von Cramér

Der Prozess Z lasst sich in der Form
Z(t)=X(t)+Y(t) (teT) (1)

darstellen, wobei

(i). X und Y sind orthogonale Prozesse auf T

(i1). X(¢),Y(t) e H(Z,t) fir alle t € T

(iii). X ist singuldr und Y ist regulér.
Die Zerlegung (1) ist durch (i)-(iii) eindeutig bestimmt.
Beweis:

e Wir betrachten die Zerlegung
H(Z)=H(Z,-00)® H(Z,—00)*

und sei (1) die zugehérige Zerlegung von Z(t) mit X (t) € H(Z,—o0), Y(t) € H(Z,—o00)" fiir
teT.

(i). Folgt aus der Definition von X, YV

(ii). Wegen X (t) e H(Z,-o0) c H(Z,t) folgt Y (t) = Z(t) - X(t) € H(Z,1).

(iii). Letztere Beziehung zeigt, dass H(Y,t) € H(Z,t), also H(Y,-o0) ¢ H(Z,-00). Ande-
rerseits ist Y (t) € H(Z,—o0)* nach Definition, also H(Y,-oc0) € H(Z,-o0)*. Es folgt
H(Y,-00) = {0}, d.h. Y regulir.

Wegen Z(t) = X(t)+Y (t) ist H(Z,t) c H(X,t)® H(Y,t). Aus (ii): H(X,t)® H(Y,t) c
H(Z,t), also

H(Z,t) = H(X,t)® H(Y,t)
=>VteT:H(Z,-o)c H(X,t)® H(Y,t)
Daaber H(Y,t) LH(Z,-c0) muss H(X,t) € H(Z,—-o0) gelten, somit H(X,t) = H(Z,-).
Folglich ist
H(th) :H(X) ZH(X,—OO) =H(Z7—OO)
d.h. X ist deterministisch.

e Eindeutigkeit: Sei Z(t) = X (t) +Y (¢) eine Zerlegung mit (i)-(iii). Genauso wie im ersten Teil
des Beweises zeigen wir, dass

H(Z,t)=H(X,t)® H(Y,t) (teT)
Aus X deterministisch folgt
H(Zt)=H(X,-)® H(Y,t) )
Wegen Y regulér folgt mit (*), (G.9):
H(X,—o00)=H(Z,—00)

Wir erhalten
H(Z,t)=H(Z,-)® H(Y,t)

X (t) ist also die orthogonale Projektion von Z(t) auf H(Z,-o0). Die Komponente X (¢) und
damit auch Y'(¢) sind also eindeutig bestimmt.
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3.7.3 Aufgabe

Sei Z ein Wiener-Prozess bzw. ein Poisson-Prozess auf T' = R bzw. T = [0, 00). Was kann man iiber
Regularitit oder Irregularitiat aussagen?

Hinweis: Die Prozesse besitzen orthogonale Zuwichse.

3.8 Orthogonale zufdllige MaBe
In diesem Abschnitt: T'# @ eine beliebige Menge, (W, B) Mefraum.
3.8.1 Definition

Eine Abbildung ¢ : B - L?(£, A,P) heifit ein zufilliges orthogonales Maf auf B, wenn
(i). VB,DeBmit BnD=g: ({(B),{(D))=0
(ii). Fiir beliebige paarweise disjunkte Mengen (B;), ey € B gilt:

C(G Bj) =]§1C(Bj)

Mit H(¢) bezeichnen wir den Unterraum von L?(£, A, P), der durch die ZufallsgréBen ¢(B), B € B,
erzeugt wird. Die Abbildung o : B — [0, 00) definiert durch

a(B) = (¢(B).¢(B) = [¢(B)|*  (BeB)
heifit das Strukturmafl von (.

3.8.2 Lemma

Ein beliebiges Strukturmafl o ist ein endliches nichtnegatives Maf} auf B.

Beweis:
e 0(2) =0 folgt aus (i) mit B=D =g@.

o Seien (Bj)jeny € B paarweise disjunkt. Dann sind nach 3.8.1(i) ((B;) paarweise orthogonal
und

2 2
3.8.1(ii)

f: ¢(B;)

(07)* (G

L 2|<(Bj>|2 - 0(B))

j=1

3.8.3 Bemerkung

e Man kann das zufillige orthogonale Mafl auch so einfithren, dass das Strukturmaf nicht
endlich zu sein braucht. Eine mogliche Vorgehensweise ist:

Man gibt ein beliebiges nichtnegatives Mafl o auf B vor. Sei By die Familie aller Mengen aus
B mit endlichem o-Maf}. Ein zufilliges orthogonales Maf§ ¢ auf By mit Strukturmaf ¢ ist nun
eine Abbildung ¢ : By - L*(Q2, A,P) mit 3.8.1(i),(ii), wobei die auftretenden Mengen aus By
sein sollen. Weiterhin fordert man, dass o(B) = (¢(B),((B)) fiir alle B € By.

Das zufillige Maf} ¢ ist nicht eindeutig, z.B. ¢ = §,,, dann

0 $0¢B

(B = {X 20 € B

fiir alle X € L?(2, A, P), 1X] =1
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3.8.4 Satz

Sei ( ein zufilliges orthogonales Mafl auf B mit Strukturmafl ¢. Dann existiert ein isometrischer

linearer Operator I : L?(o) - H(C) so, dass

I(ch‘lBj) =2 ¢i¢(B))
=1 =1
gilt fiir beliebige n € N und ¢; € C, B; € B.

Beweis:

e Fiir Treppenfunktionen aus L?(¢) definieren wir I durch die obige Gleichung. Aufgabe: Diese
Definition ist sinnvoll, d.h. die rechte Seite hidngt nicht von der speziellen Darstellung der

Treppenfunktion ab.

e Esist klar, dass I (fiir Treppenfunktionen) ein linearer Operator ist. Eine beliebige Treppen-

funktion f lésst sich in der obigen Form mit disjunkten B; schreiben. Dann gilt:

(AN E S lesf-a(B) = (1.0 = [ 1o

Die Abbildung I ist also isometrisch.

e Der Satz folgt nun daraus, dass die Treppenfunktionen einen dichten linearen Teilraum
in L2(o) bilden (+Isometrie von I). Fortsetzung auf L?(c) ist eindeutig. (Betrachte Fol-
ge von Treppenfunktionen (fn)nen mit f, = f in L?. Dann existiert wegen Isometrie I(f) :=

lim I(f,,) und Eigenschaften von I bleiben bei Limes-Bildung erhalten.)
3.8.5 Notation

e Im weiteren werden wir die Bezeichnung

[ oty = [ rwyacw = [ rac=1()

fiir f € L?(0) verwenden.

e Wegen der Isometrie gilt:

A1) = ([ rdc. [gic)=(r.90= [ 1-gdo

und
12— lim fndc:fﬁ— lim f, d¢

falls L2 - lim,,_, o f,, existiert.

e Fiir eine beliebige Menge A € B schreiben wir
fd¢:= f la-fd felL?
f ¢ A~ fd¢ ( € (U))

3.8.6 Definition

Ein Prozess zweiter Ordnung auf 7' c R heifit ein Prozess mit orthogonalen Zuwichsen, wenn

Vi1 <ty <t3 <ty i el : (Z(tg) —Z(tl),Z(t4) —Z(tg)) =0

Beispiel: Wiener Prozess
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3.8.7 Lemma

Sei Z ein von links stark stetiger, beschrinkter Prozess mit orthogonalen Zuwéchsen auf einem
Intervall [a,b) mit a < b < oco. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes zufilliges orthogonales Maf3
¢ auf B([a,b)) so, dass H(¢) € H(Z) und

Vi, s €[a,b):(([t,8)) =Z(t) - Z(s) (1)
Beweis:

e Wir definieren die Funktion F':[a,b) - R durch
F(t)=12(t) - Z(a)]*  (te[ab))
Die Funktion F' ist von links stetig und beschrankt,

F(t)=12(t) - Z(s) + Z(s) = Z(a)|* £ | Z(t) = Z(s)|* +F (s)
>0

fiir a < s < t, also F' monoton wachsend und
F(t)-F(s)=[2()-Z(s)|*  (a<s<i)

e Mafitheorie: Es existiert ein nichtnegatives endliches Maf o auf B([a, b)) mit
Vs<tio([s,t) = F(t) - F(s)
Fiir Borel-Mengen B ¢ [a,b) der Form [t, s) definieren wir ¢(B) durch (1).

e Genauso wie im Beweis von 3.8.4 definieren wir I : L?(0) — H(Z) fiir Treppenfunktionen,
wir verwenden jedoch nur Borel-Mengen der Form [¢, s). Diese Funktionen sind dicht, deshalb
ldisst sich I zu einem isometrischen linearen Operator von L?(o) nach H(Z) fortsetzen. Ist
nun B ¢ [a,b) eine beliebige Borel-Menge, so setzen wir ((B) = I(1p).

¢ Die Eigenschaften (i),(ii) aus der Definition 3.8.1 folgen sofort aus der Isometrie. Die Ein-
deutigkeit folgt aus der Dichtheit des oben verwendeten Teilraums.

3.8.8 Definition

Seien Z und ¢ wie im vorangegangenen Lemma. Wir definieren das Integral fab f(t)dZ(t) durch

b b
[ rwaze = [ rwac
fiir f € L?(o), wobei o das Strukturmaf von ( ist.
3.8.9 Beispiele

(i). Seien t; € T mit t; # t; fiir i # j und X; € L*(Q, A,P), j = 1,...,n, wobei X; paarweise
orthogonal. Fiir eine beliebige Menge B € T' definieren wir

jitjeB

Dann ist ¢ ein zufilliges orthogonales Mafl mit Strukturmaf

n
o= 3 1X;15 o,
j=1
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(ii).

Fiir eine beliebige Funktion f: 7T — R gilt
n
[ rwdcw =y st x;
j=1

(Man wihle B; = {t;} in Satz 3.8.4.).
Aufgabe: Ist umgekehrt o diskret, so ist ¢ diskret.

. Wir betrachten jetzt den Wiener Prozess auf [0,T) mit zugehérigem zufilligen orthogonalen

Maf ¢ und Strukturma$ o. Dann gilt fiir B = [0,¢) mit ¢t < T"
o(B) = (¢(B),¢(B)) = (W(t),W(t)) =t
Hieraus folgt aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafle, dass o = )\|[0 )"

Sei ¢ ein zufiilliges orthogonales Mafl auf dem MefSraum (W, B) mit Strukturmafl o. Sei
g:T x W — C eine Funktion so, dass g(t,-) € L?(o) fiir alle t € T. Wir definieren das Feld Z

durch
2(t)= [ gt.oydi(a)  (teT)
Nach 3.8.5(1) ist die Korrelationsfunktion von Z gegeben durch

C(t,s):[g(t,x)~g(s,sc)da(x) (t,s€T)

Spezialfall: T = W = R%, B = B(R?) und es sei p: R? » R mit p(t - -) € L%(0) fiir alle t € R,
Wir definieren ein Feld Z durch

2(t) = [ w(t-2)di(w)

fiir t e R, (Wihle g(t,z) = p(t — 2)) Dann ist

Ct.s) = [ pt=a)-pls=a)do(e)  (tseR")
Ist speziell o = A%, so gilt
C(t,s) = fde(t—Hy) -p(y) dy

C hiingt also nur von t—s ab (Z stationiir). Hier ist allerdings o nicht endlich (sieche Bemerkung
3.8.3).

3.8.10 Bemerkung

Wir kénnen ein zufilliges orthogonales Maf auch als eine Abbildung ¢ : B » £2(Q, A, P)
definieren. Es stellt sich die Frage, ob dann B+~ ((B)(w) fiir festes w € Q ein Maf ist. Dies
ist genau dann der Fall, wenn die Reihe 3.8.1(ii) fiir dieses w absolut konvergent ist.

(i). Bei 3.8.9(i) ist dies der Fall, das Maf fiir festes w ist
Z Xj (’LU) : 5tj
j=1
Die Punkte ¢; sind also fest, ihr Maf} ist zuféllig.
(ii). Es ist jedoch moglich, dass ((B)(w) fiir fast alle w kein Maf ist. Beispiel: Wiener

Prozess auf [0,1): Die Trajektorien sind fast sicher nicht von beschrinkter Variation.
(¢([0,t))(w) = W(t,w) miisste die Verteilungsfunktion sein.)
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3.8.11 Satz

Seien t > 0, f eine absolut stetige Funktion auf [0,¢] und Z : [0,¢] - L?(Q, A, P) ein stark stetiger
Prozess mit orthogonalen Zuwéchsen. Dann gilt

[ 160a20) = 50 2(0) - £(0)- 200) - [ () 7'(5) ds
Beweis:

o Wir setzen ¢;,, = % fiir ¢ = 0,...,n und definieren die Funktionen f,, auf [0,¢] durch

n—1
fu(s) = Z(:) 1[ti,”,ti+1,n](5) + f(t)- l{t}(s)

Dann konvergiert (fy, )nen gleichmiBig gegen f und damit auch in L?(o), wobei o das Struk-
turmafl des zu Z gehorenden zufélligen orthogonalen Mafles ( ist.

o Es gilt:
2
[Creyazesy= [T gusyazes) L < [ gaG)azes)
n—1

12 _ 7}1_1:20 Z(:) f(tin)- (Z(ti+1,n) - Z(tim))

=f(@t)-2(t) - f(0)-2(0) - n;) Z(tisin) - (f(tisrn) = f(tin))

()

Fiir letzte Gleichheit: partielle Summation

ap - (be+1 = br) = Gpa1 - bpst — Ay - by — bi+1 - (g1 — ax)

It
i

Es gilt in (*):

n-1 t
> Z(tisin) - (f(tiern) = f(tin)) = [0 Z(gn(s)) - f'(s)ds
i=0
wobei )
gn(s) = Z ti+17n : 1[ti’n,ti,n+1)(s)
i=1
Mit Hilfe von |g,(s) - s| < £, der Gleichung

12(5) = Z(ga(s)) |5 = C(s,5) = C((5,9n(5)) = Cgn(s),5) + C(gn(s), 9n(s))

und der gleichméBigen Stetigkeit von C auf [0,¢] x [0,¢] (3.3.2, [0,¢] x [0,¢] kompakt) sehen
wir, dass fiir alle £ >0 ein N € N existiert, sodass fiir alle n > N, s € [0,¢]:

12(s) -~ Z(gn(5))|5 <€

Aus 3.5.3(3) folgt nun, dass

) #2uen 50" [Tz s@as me
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3.8.12 Satz von Karhunen

Sei Z:T - L?(€, A,P) ein Feld mit Korrelationsfunktion C. Wir nehmen an, dass C' die Darstel-
lung

Ct.s) = [ g(t.a)-g(sw)do(a)  (tseT) (1)
besitzt, wobei
(i). o ist ein endliches nichtnegatives Maf} auf einem Mefiraum (W, B).
(ii). g: T x W - C mit g(t,-) € L?(o) fiir alle t € T'.
(iii). der lineare Raum L, :=lin{g(t,-);t € T} ist dicht in L?(o).

Dann existiert ein eindeutig bestimmtes zufélliges orthogonales Mafl ¢ auf (W, B) mit Werten in
L*(Q, A, P) und mit Strukturma$ o, sodass

2(t) = [ g(t.2) dG(a) @

und H(¢) = H(Z).

Beweis:
e Sei .
f(x)=> cu-g(ty,x) € Ly
k=1
mit ¢t € T, e W,c, € C (k=1,...,n) eine beliebige Funktion aus L,. Wir definieren die lineare

Abbildung I: L, - H(Z) durch
I(f) =) Z(tx)
k=1

e Wir miissen zeigen, dass diese Definition sinnvoll ist. Aus (1) folgt, dass

(1), 2()) = Yoew- Clturs) = Sex- [ olth,m) - glo2)do(a)
- [ 1@) g2 do(a)

fiir alle s € T. Da H(Z) = clsp{Z(s);s € T} folgern wir, dass I(f) nur von f, aber nicht der
konkreten Darstellung abhéngt.

¢ Ahnliche Rechnung wie oben zeigt:

DTN =3 S eien Cltyta) = [ 1) T doa)

j=1k=1

=00

also I isometrisch. Die Abbildung I ldsst sich deshalb wegen (iii) zu einer isometrischen
linearen Abbildung von L?*(o) = L, in H(Z) fortsetzen. Wir bezeichnen diese Fortsetzung
mit I und definieren ¢ durch

((B)=I(1p) (BeB)

Aus der Isometrie von I folgt, dass ¢ ein zufilliges orthogonales Maf} auf (W, B) mit Struk-
turmaf o ist.
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o Wir definicren das Feld X durch
X(0)= [ glto)di(x)  (teT)
Zu zeigen: X = Z. s gilt
(Z(1),C(B)) = (L(y(t,-)), 1(B)) = (9(t,), B)
- fwg(t,x) 1p(z)do(z)  (teT,BeB)

Wegen Isometrie von I folgt hieraus
(2. X() = [ 9(t.2)-g(s,2)do(x) = (Z(), Z(s))

(g(s,-) lassen sich in L? durch Treppenfunktionen approximieren und das Integral bzgl. ¢
stellt eine isometrische Abbildung dar: Sei s € T. Dann existieren (fn)new € L?(0) Treppen-
funktionen mit f, - g(s,-) in L*. Damit folgt:

X(9)= [ L= lim fu(@)d(@) = L2 - lim [ fu(@)dl(@)
(2(0), X(5)) = 17 = i (Z(8),1(52)) = 12~ Jim [ g(t,2) T2 do()

= [, ot.0) sz do(a) = (2(). Z(5))

Es gilt also
Vs, teT: (Z(t),X(s))=(Z(t),Z(s))
Wegen H(Z) = clsp{Z(s);s € T} folgt hieraus X (¢) = Z(t).

e Die Darstellung (2) zeigt H(Z) ¢ H(¢) und aus der Definition von ¢ (iiber I) folgt H({)
H(Z), somit H(Z) = H(C).

e Eindeutigkeit: Sei 7 ein zufilliges orthogonales Maf} auf (W, B) mit Strukturmafl o so, dass
Zt:[ t.x)d :f ta)d teT
@)= | 9t2)dC(@)= [ g(t.x)dn(z)  (teT)
Mit (iii) gilt dann
Vhel®(o): [ h(@)di(a)= [ h(x)d
e1%(0): [ h(x)dc(@)= [ h()dn(z)
Wihle h = 1p fiir B € B, dann erhélt man n = (.

Bemerkung:

(i). Karhunen-Loeve (3.6.3):
C(t,s) = Z An - @n(t) - pn(s)
n=0

~ (1) - i@-xn-son(w

Bezug zu 3.8.12: W = N, g(t,n) = ©n(t),0 = A\pdn, ¢ = Soro VA - Xndp. (,diskrete Version
von Karhunen*)

3.8.13 Satz von Bochner
Eine stetige Funktion f:R? — C ist genau dann positiv definit, wenn sie sich in der Form
J= [ et duta)  (teR?)
R

darstellen lisst, wobei p ein nichtnegatives endliches Borelma$ auf R? ist. Das Maf y ist durch f
eindeutig bestimmt.

Ohne Beweis (sieche Wahrscheinlichkeitstheorie, Schilling, Satz 14.9)
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3.8.14 Satz von Bochner Il

Eine Funktion f:Z% — C ist genau dann positiv definit, wenn sie sich in der Form
W= [ e dnte) (e

darstellen lisst, wobei p ein nichtnegatives endliches Borelmaf auf (—m,7]¢ ist. Das MaB pu ist
durch f eindeutig bestimmt.

Beweis: (hier fiir d = 1, Satz von Herglotz)

o <“: Besitzt f die obige Darstellung, so ist

N
ZZCJ e (G- k’)_zzcg Ck, - f e 0B ()
k=17j=1 k=17=1

[ i
|

2
du(z) >0

1j-x

d.h. f ist positiv definit.

e = Nehmen wir jetzt an, dass f positiv definit und f(0) = 1. Wir setzen in der Definition
von ,,positiv definit“ ¢; = ™/, dann:

Pr(r) = R e D (O RS s 1)
1

'MZ
M=z
=

Il
—
E
I

L
N : "

>0

Hieraus erhalten wir fiir alle n € Z:

pe [l pa@de- o 5 g (1= 1) [T a0

| S —
270 nm

Folglich ist durch

1
dun(2) = 5= L pn)(2) - Pa(z) dz
27T SN~——
>0

ein nichtnegatives Mafl auf (-, 7] definiert so, dass

[ e duna) = max{o 1—"} Fn) 1)

Speziell ist pun((-m,7]) = £(0) = 1. Nach H.9 besitzt die Folge (un)nen eine Teilfolge, die
schwach gegen ein nichtnegatives Mafl p auf (-, w] konvergiert. Aus (1) und der schwachen
Konvergenz folgt die gewiinschte Darstellung von f.

Eindeutigkeit: Nach dem Satz von Stone-Weierstral ldsst sich jede stetige Funktion auf
(-m,m] gleichmiiBig durch Linearkombinationen von Funktionen t ~ €'™* (n € Z) appro-
ximieren, woraus die Eindeutigkeit von p folgt.
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3.8.15 Satz

Sei Z ein stark stetiges stationiires Feld auf R? mit Korrelationsfunktion C' und Spektralmaf§ .
Dann existiert genau ein zufilliges orthogonales Maf ¢ auf (R%, B(R?)) mit Strukturmaf o, so
dass

Vi eRT: Z(t) = fR et dg(x)

und H(Z) = H(().
Umgekehrt definiert die obige Gleichung ein stark stetiges stationires Feld mit Spektralmaf o,
falls ¢ ein zufilliges orthogonales Maf auf (R, B(R?)) mit Strukturmaf o.

Bemerkung:

(). Spektralma$ o ist das eindeutig bestimmte darstellende Maf aus Satz von Bochner fiir Kor-
relationsfunktion C.

Beweis:
(i). Es gilt
C(t-s):fe“t*s)'mda(x) (t,s e RY)

mit Satz von Bochner (3.8.13). Damit folgt:

C(t—s):/ et e do(x)
—_—

—
=9(t2) g(s.2)

Die lineare Hiille der Funktionen z + e**®, t ¢ R? ist dicht in L?(o), denn: Sei h € (lin{e**;t €
R4}, dann

VteRY: [ ' h(z) do(z) =0

und du(z) == h(x) do(x) ist komplexes Maf,

p= [ e du(a) =0

und aus der Eindeutigkeit der Fourier-Transformation folgt p =0, also h = 0.

Die erste Aussage des Satzes folgt deshalb aus Satz 3.8.12.

(ii). Die Umkehrung folgt aus den Eigenschaften des Integrals.
3.8.16 Satz

Sei Z ein stark stetiges stationires Feld auf Z¢ mit Korrelationsfunktion C' und Spektralmaf} .
Dann existiert genau ein zuflliges orthogonales MaB ¢ auf ((-=, 7]¢, B((~m,7]%)) mit Strukturmaf
o, so dass

VneZ: Z(n) = ’/( y " d((z)
und H(Z) = H(().
Umgekehrt definiert die obige Gleichung ein stark stetiges stationiires Feld auf Z¢ mit Spektralmaf

o, wobei ( ein zufilliges orthogonales MaB auf ((-m,7]%, B((-7,7]%)) mit Strukturmaf o.

Beweis: Analog zu 3.8.15 mit Bochner-Herglotz (3.8.14).
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3.8.17 Beispiele

(i).

Ist Spektralmaf o von Z auf R? diskret, d.h.

o= 2.0 0,
J
mit x; € RY, p; >0, so gilt

C(t) = f ezt-z,da(w) _ ij et
J

Z(t)=> X et
J

mit (X;,X;) =pi-d;; (s. 3.8.9). Ist Z ein GauB-Feld, so sind die X,’s unabhéngig.

. Sei Z ~WN(0,0?) ein weiBles Rauschen auf Z?. Fiir die Korrelationsfunktion C' gilt dann

O'2 .
C(n):W. f(_mﬂde’"“d}\d(m) (neZ%)
_ 02 n=0
10 n#0

Die Spektraldichte ist konstant im Wiirfel (-7, ]¢. Ist umgekehrt die Spektraldichte konstant
und EZ,, = 0 fiir alle n € Z¢, so ist das Feld ein weiles Rauschen aus WN(0, 0?) mit einem
gewéhlten o.

3.8.18 Aufgabe

Es seien ¢ ein zufilliges orthogonales Mafl auf (W, B) mit Strukturma8 ¢ und g € L?*(o). Wir
definieren

QA= [ 9014 = [ gac

fiir A € B. Dann ist (, ein zufilliges orthogonales Maf$ auf (W, B) mit Strukturma8 o, do, = |g|* do.
Weiterhin gilt

(i).

(ii).

Fiir f € L?(0): f f
fdg= | f-gdC

Die Menge der Nullstellen von g ist eine o,-Nullmenge, % € L*(ay,),

= [ od  (4eB)
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Stochastische Integration

4.1 Motivation, Vorbemerkung

(i). Brownsche Bewegung, Einstein 1905:
e Sein Ziel: Man finde eine makroskopische, messbare Wirkung von Atomen (deren Exis-
tenz damals noch nicht bewiesen war).

e Kandidat: Brownsche Bewegung. Bewegung der Partikel verursacht durch Zusammenstofie
von den Atomen.

e Statistische Annahmen iiber die Atome fithren Einstein zu der Gleichung

of 0% f
E_D 0x?

(Diffusionsgleichung bzw. Wéirmeleitungsgleichung) wobei f(t,-) die Wahrscheinlich-
keitsdichte des Partikels zur Zeit ¢ ist (Start im Nullpunkt). D heifit Diffusionskoef-
fizient.

e Er gab die Losung an:

1 . ( 2
I
JiD.t CP\Tip 1

Standardabweichung \, := V22 = v/2D - ¢ ist proportional zu /.

e Er gelangte zu der Formel

f(z,t) = ) (zeR)

RT 1
Ao = VE ) o 1
VI TN s (1)

wo alle Groflen messbar oder bekannt sind:

— T': Temperatur

— k: Viskositét

— P: Radius des Partikels
— R: Gas-Konstante

— N: Avogadro-Zahl

Einstein nahm Raumtemperatur und berechnete, wie gro A, pro Minute sein sollte,
man konnte also die Richtigkeit der Formel experimentell iiberpriifen (Perrin).

(ii). Langevin, 1908:
e Ziel: (1) einfacher zu erhalten. Ansatz: Newtonsche Gleichung
m-a=F
fiir einen einzelnen Partikel hinschreiben:
d*x

dx
m'W:—6W'M'a'E+X (2)
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(Stokes-Kraft) mit a Radius des Partikels und g Viskostitdt. X beschreibt den Zufall.
Begriindung fiir X: ,in reality [Stokes-Kraft] is only an average and because of the
irregularity of the collisions of the surrounding molecules.“.

e Losungsmethode von Langevin: Wir multiplizieren (2) mit z:

2 de?

Erwartungswert von beiden Seiten:

2,2 2 2
m'dx —m~(fl—f) :_3W'N'a'%+$'X

m  d2z? dz\? dx?
E. dt2 -m- E :_371-.”.01.7

(Langevin: E(z - X) =0 ,,wegen der Irregularitdt von X*“.) Mit Hilfe der Beziehung

(dm)2 R-T
m-| — S
dt N

erhalten wir eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten; deren Losung ist

dz2 R-T L o ( 67 p-a t)
= . cexp | - .
dt? N 3r-p-a P m
Lésst man den letzten Term weg (klein fiir Standard-Werte), so erhélt man (1).

e Fiir Mathematiker unbefriedigend: Ableitungen von x werden verwendet, obwohl x nicht
differenzierbar ist (experimentell nachpriifbar).

(iii). Allgemeiner:
d
27 4() = a(u(®),t) + b(u(t),) - F(?)
Um Ableitung zu vermeiden, schreiben wir diese Gleichung mit Hilfe von Integralen:
t
u(t) —u(0) = f a(u(s),s) +b(u(s),s) - F(s)ds
0

4.1.1 Funktionen mit endlicher Variation

Fiir eine Funktion f : [0,00) - R und eine Zerlegung Z 0 < tg < ... < ty41 < t des Intervalls [0,¢]
(t>0) sei

Vi(t.2) = z () - £(2)

Vi, Z) = ) (f(tje) = f(#5))°
3=0
Dann heifit
Vi (t) ==sup{V;(t, Z); Z Zerlegung}
Variation von f zur Zeit ¢. Analog:
Vi (t) = sup{V;(t, Z); Z Zerlegung}

Positiv- und Negativvariation. Wir nennen f von endlicher Variation, falls V(t) < oo fiir alle ¢ > 0.

Bemerkung:

(i). ,,von endlicher Variation“ ist etwas anderes als ,,von endlicher Variation auf [0, co)“. Beispiel:
f(t) =t. Dann V;(t,Z) =t fiir alle Zerlegungen mit to =0, ;41 = t. Also

Vi(t) =t —> o0 (t > o0)
Ist (X¢)i»0 €in Prozess, so definiert man Vx(t) pfadweise, d.h. Vx(¢,w) ist die Variation von

s Xg(w) auf [0,t].
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4.1.2 Aufgabe

(i).
(i).

(ii).

(v).
(vi).

(vii).

(viii

)
)
)
(iv).
)
)
)
)

Alle eingefiihrten Variationen sind monoton wachsend als Funktionen von t.
Vi(t) = Vi) + Vi (D)

£t~ £(0) = V(1) - Vi (1)

Gilt VF () < oo fiir alle ¢, so sind mit f auch ¢ — V() stetig oder rechtsstetig.
Ist f monoton, so ist Vy(t) =|f(t) - f(0)|

Gﬂtyﬁ%giﬂ < C fiir t # s, dann st V() < C -t.

Differenzierbare Funktionen mit beschrinkter Ableitung haben die obige Eigenschaft.

. Die Funktion

_ sin(%) x40
fla) = {0 oo

ist nicht von endlicher Variation.

Hinweise: Mittelwertsatz,

|| = 2% + a2~ x=x" -z

Bemerkungen:

(i).

Man kann zeigen, dass Funktionen von endlicher Variation immer als Differenz zweier mono-
toner Funktionen darstellbar sind.

. Monotone Funktionen sind Lebesgue-fast tiberall differenzierbar.
. Aus (i),(ii) folgt: Die Pfade des Wiener Prozesses sind nicht von endlicher Variation.

. Es gibt streng monoton wachsende, stetige Funktionen, deren Ableitung gleich 0 ist, wo sie
existiert. Fiir solche Funktionen gilt also nicht

-1 = [ fs)as

4.1.3 Stieltjes-Integral

e Sei x:[0,00) > R und h eine linksstetige Treppenfunktion

h(s)=22a; Lt t,,1(s)  s€[0,00)
J
mit a; €R, t; <tj1, 0<t; <t. Wir definieren
t
[ hs)da(s) = Y, (@t) - (1))
J

Diese Definition hédngt nicht von der speziellen Darstellung von h ab, das Integral ist ein
lineares Funktional auf dem linearen Raum solcher Treppenfunktionen. Es ist sogar linear in
z bei festem h.

e Idee zur VergroBerung der Klasse der Integranden: Funktionen gleichméfiig durch Treppen-

funktionen zu approximieren. Falls die zugehotrigen Integrale konvergieren, nennt man den
Grenzwert das Integral der Grenzfunktion.

e Fiir z(t) = ¢ erhiilt man das Lebesgue-Integral (zumindest eine Einschrinkung).

o Fiir diese Prozedur benétigt man die Stetigkeit des linearen Funktionals A — fot h(s)dxz(s)

bzgl. der Supremum-Norm | - |« auf [0,¢].
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4.1.4 Satz

Das Integral h — [ h(s)dz(s) ist genau dann stetig bzgl. der Supremum-Norm auf [0,¢], wenn
V() < co.

Beweis:

o <= Sei V(1) < oo, dann gilt fiir alle h =¥ a; -1, 4

’/Oth(s)dac(s)

j+1]

<D lagl-fe(tin) —x(t)| < [hlleo - Y- 2 (tj1) = 2(t))]

J J

Vo (b)
<fhfeo- Va(t)
also h~ [ hdx stetig bzgl. || - |-

o =% Sei Z:0<tp<... <ty <t eine beliebige Zerlegung von [0,t] mit V. (¢) < V.(t,Z) +¢
fiir € > 0. Sei h die Treppenfunktion

h= Zaj L(tt5]
J
mit a; :=sgn(x(tj4+1) —x(¢;)). Dann ist |hfe <1 und

/Othd;v SV (LZ) > Va(t) - ¢

E—> t
=0y (1) Ssup{f hde: [h]w < 1} <oo
0

da h~ [ hdz stetig.
4.1.5 Ubertragung auf Prozesse

e Seien X und Y reell- oder komplexwertige Prozesse zweiter Ordnung auf [a,b] und demselben
Grundraum. Wir wollen den Ausdruck
b
[ Xy,

wie beim Stieltjes-Integral einfiihren.
e Zugang von [to:
n—1
I:=L%=lim Y Xowin- (Yas(ionyn = Yasin)
e =0
mit h = 2 falls der Grenzwert existiert.

n

e Zugang von Stratonovich:

n—-1
. 1
S:=L%-lim Y, E(Xaﬂnh + Xas(ivryn) - (Yar(ier)n = Yarin)
=0

n—>oo
falls der Grenzwert existiert.

4.1.6 Aufgabe
Sei [a,b] = [0,T] und X; =Y; = W, wobei Wy ein Wiener Prozess auf [0,7'] bezeichnet. Zu zeigen:

1 1 1

I=-Wi--T S=_W2

2T 2 2 T

Hinweis: Sei B; := Wiz, dann By =0, B,, = Wr. Verwenden Sie fiir I die Identitét
Biz_'_l - Bz2 = (Bi+1 - Bi)2 + 2Bi . (Bi+1 - Bl)

und Satz 3.2.6.
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4.2 Filtrationen, Stoppzeiten und adaptierte Prozesse
4.2.1 Definition

e Seien (0, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7' ¢ R. Eine Familie (F;)r heifit eine
Filtration in A, wenn Fg ¢ F; fiir alle s <t und F; eine o-Algebra fiir alle t € T'.

e Fiir einen S-wertigen Prozess Y auf T definieren wir die von Y erzeugte Filtration (natiirliche
Filtration) o(Y") durch
Fi=0c({Ys;s<t}) (teT)

e Ein Prozess X auf T heifit an die Filtration F = (F; )« adaptiert, falls o(X;) ¢ F; fiir alle
teT, d.h. X; ist bzgl. F; messbar.

e Eine Abbildung 7:Q - T u {0} heifit eine F-Stoppzeit, falls

ViteT:[T<t]eF
4.2.2 Aufgabe

Sei X ein stetiger Prozess auf [0, c0) und B ¢ R abgeschlossen. Dann ist
7p :=inf{t > 0; X; € B}
eine Stoppzeit.

4.2.3 Aufgabe

Zeigen Sie, dass die folgenden 7’s Stoppzeiten bzgl. der natiirlichen Filtration sind:

(i). X beliebig, 7 konstant

(ii). X Poisson-Prozess, T = s, (n-te Sprungzeit)

(iii). X Wiener Prozess auf [0,00), a > 0 und

T =7 =1nf{t > 0; W} = a}
(Zeit des ersten Erreichens des Niveaus von a)

4.2.4 Definition
Ein F-adaptierter Prozess X mit S = R? heit ein

(i). F-Markov-Prozess, falls

Vs <tVBeB(R?) :P(X; € B|F,) =P(X; € B|X,)

(ii). F-Martingal, falls
Vs <t:EB(X¢|Fs) = X5

(iii). Prozess mit F-unabhéngigen Zuwichsen, falls o(X; — X;) und F; unabhingig fiir alle s < ¢
(iv). F-Wiener-Prozess, wenn die Zuwéchse F-unabhéngig sind und X, - X, € N(O0, |t - s|).
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4.2.5 Aufgabe

Ein F-Wiener Prozess ist ein F-Markov-Prozess und ein F-Martingal. Weiterhin ist W; — W
unabhéngig von Fy und
Vs, t e T E(|W; - W2 F,) = |t - s

Bemerkung;:

(i). Bekannt aus der Mafitheorie (optionales Stoppen): Fiir ein (pfadweise) rechtsstetiges F-
Martingal X = (X¢)¢»0 und eine F-Stoppzeit 7 ist

X;r = Xiar
wieder ein F-Martingal.

4.2.6 Satz

Sei (X)ex0 ein (pfadweise) stetiges Martingal so, dass alle Pfade endliche Variation besitzen. Dann
ist X fast sicher konstant.

Beweis: Durch Ubergang von X, zu X, — X, konnen wir annehmen, dass X, = 0 ist.

(i). Nehmen wir zuerst an, dass C > 0 existiert, sodass fiir alle ¢ > 0, w € :
Va(t,w) < C

Dann ist
1 X| = |X: - Xo| < Va(t) < C

folglich ist X von zweiter Ordnung, d.h. ein L?-Martingal. Solche Martingale haben ortho-
gonale Zuwéchse. Wir betrachten die Zerlegung

J-t

antnd‘ ::n+]_

0<j<n+1

dann
2

n
1 X% = =3 X - X [P
j=0

n
Z th,jﬂ - th,j
j=0

<B(max|X, ., - X, | Va(t. 20

0<j<n

Der Integrand ist < C?. Da die Pfade auf [0,t] gleichmiBig stetig sind, konvergiert der
Integrand der rechten Seiten punktweise gegen 0 fiir n — oo. Mit dominierter Konvergenz
folgt nun | X,|? =0, also X; = 0 fast sicher.

(ii). Fiir den allgemeinen Fall definieren wir die Stoppzeiten
Tp = 1nf{t > 0; V,.(t) 2 n}

Aufgabe: T, ist Stoppzeit. Es gilt 7,, > oo (n — o0). Auflerdem sind V-, und auch X™ auf
[T, o0) konstant, woraus V- < n folgt. Da X™ ein Martingal ist (optionales Stoppen) folgt
aus dem ersten Teil des Beweises, dass X;™ = 0 fast sicher. Wegen 7,, - 0o (n — oo) erhalten
wir

Xi=lim X" =0 fs.

n—oo

fiir jedes t > 0. Folglich ist
PVieQ: X;=0]=1

Aus der Stetigkeit folgt nun, dass X = 0 fast sicher.
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4.2.7 Bemerkung

(i). Die Reduktion im obigen Beweis nennt man lokalisieren.

(ii). Wir nennen einen rechtsstetigen F-adaptierten Prozess X = (X} )0 ein lokales F-Martingal,
falls eine monotone Folge von Stoppzeiten (7, )nen existiert mit 7,, - oo (n — oo) fast sicher,
sodass die zentrierten und gestoppten Prozesse (X, — X()™ alle F-Martingale sind. Die Folge
(Tn)nen heiBit lokalisierend.

(iii). Die Menge aller stetigen lokalen F-Martingale bezeichnen wir mit CMoc(F).
4.2.8 Lemma
CMoc(F) ist ein linearer Raum.

Beweis:

e Seien X,Y € CMj,.(F) mit lokalisierenden Stoppzeiten (7, )neny bzw. (0, )nen. Dann ist g, :=
Tn A Op, €ine Stoppzeit mit g, - oo (n — oo) fast sicher und

(X4 ¥ = X = ¥)% = ((X = Xo) ™) + (¥ ~¥)7)™
ist F-Martingal (optionales Stoppen). Also X +Y € CMjoc(F).

e Multiplikation mit Skalar ist leicht.

4.3 Das Ito-Integral
4.3.1 Einleitung

e In diesem Abschnitt: (Q, A, P) vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum, F = (F;);cg monoton
wachsende Familie von Unter-o-Algebren von A (d.h. eine Filtration), (W;)r ein Wiener
Prozess, so dass Wy Fy-messbar ist, W; — W unabhiingig von Fy fiir s <t (d.h. ein F-Wiener-
Prozess)

e Wir wollen Integrale der Form
b
f o(t,w)dW (t,w)  (~co<a<b<oo)

fiir gewisse Funktionen/Prozesse ¢ : R x Q - K € {R,C} definieren.
e Hingt ¢ nur von ¢t ab, so kann man Integrale nach orthogonalen zufélligen Maflen verwenden.
e Allgemeiner Fall: Zusétzliche Bedingungen an ¢:

(i). @ ist L x A-messbar, wobei £ die o-Algebra der lebesgue-messbaren Mengen bezeichnet.
(ii). o(t,-) ist fiir alle ¢t € R Fy-messbar (progressive Messbarkeit)
(iii). Es sei

b
lol3e = [ Bt dt < o0

e Bemerkung: Nach (i),(ii) ist der Integrand ¢ ein messbarer, F-adaptierter Prozess. Nach (iii)
und dem Satz von Fubini gilt:

b b
el = [ [ lew)Pawar= [ ["jo(tw) dedu
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4.3.2 Definition: It6-Integral fiir spezielle Treppenfunktionen

Seien a =tg <t; <...<t, =bund p; beschrinkte, F; -messbare Zufallsgrofien fiir 0 < j <n -1,
Wir definieren ¢ durch

n-1
(,O(t,U)) = Z (P](w) : 1[tj7tj+l)(t)
j=0

Aufgabe: p(-,w) ist rechtsseitig stetig und (i)-(iii) sind erfiillt. Fiir solche Funktionen definieren
wir das Integral I durch

19) = I(pw) = [ p(t,w) aw (t,w)
::2¢j<w> (Wi ()~ W, ()

Aufgabe: Diese Definition ist sinnvoll, d.h. I(¢) hingt nicht von der speziellen Darstellung von ¢
ab.

4.3.3 Satz

Die Summanden in der Definition von I(p) sind paarweise orthogonal und es gilt |I(¢)|p = [@[rxp
wobei || - |p die L2-Norm bzgl. P bezeichnet.

Beweis:

e Sei

()= 3 i (w) - AW (w)

§=0
wobei A;W =W, —W;, . Es gilt
9 n-1n-1
E(I(0)*) = >0 > Elps - AW - A W) (*)
§=0 k=0

AW ist unabhéngig von F;, und fir k > j ist ¢; - pr - AjW Fy, -messbar. Damit folgt fiir

jtk:
E(p; - r- AW - AW) 2 E(p; -5 - A, W) -E(AW) = 0
—————
0
Somit:
= 2 2y 1" 2 2
() = 2 E(lgrl*- (AeW)?) = 3 E(lerl?) -E((AW)?)
k=0 k=0
n—1 b
= S Bl (=)= [ [ ot dwas
k=0 a
= llol3xp
4.3.4 Satz

Fiir jede Funktion ¢ mit den Eigenschaften 4.3.1(i)-(iii) existiert eine Folge (¢, )nen von Treppen-
funktionen mit denselben Eigenschaften, sodass

lo=@nlaxe =0 (n— o0)

Beweis:
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(i). Nehmen wir an, dass ¢ stark stetig ist. Sei Z,, :a =t <... <t} =bfiir n € N eine Zerlegung
von [a,b] mit
mmax |tj, —t7] >0 (n— )

Definiere n
on(t,w) = Z 1[t}”,tzl+l)(t) : Lp(t}l, w)
§=0

Diese Funktionen haben die gewiinschten Eigenschaften und wegen der starken Stetigkeit von
¢ konvergieren sie in L?(IP) gegen ¢ fiir festes t € [a, b]:

E(lo(t,) = on(t)P) >0 (n> o)

Der Satz iiber dominierte Konvergenz zeigt, dass
b 2
[E(e) —galt ) dt =0 (o0

(ii). Allgemeiner Fall: Da beschrinkte Funktionen in jedem L?-Raum dicht liegen, diirfen wir
annehmen, dass ¢ beschriinkt ist. Da die Verschiebungsoperatoren in L*(\) stetig sind (vgl.
PDEL; das zeigt man, indem man messbare Funktionen durch Co-Funktionen approximiert),
ist die Abbildung

t > gn(t,w) = [0 e"T-cp(t—Z,w) dr

n

stark stetig auf [a,b]. Weiterhin besitzt g, die Eigenschaften (i)-(iii) aus 4.3.1. Fiir die g,’s
ist der erste Teil des Beweises anwendbar.

Wir zeigen jetzt, dass ||¢ — gn||xxp = 0 fiir n - co. Dazu:
2 b 2
I = galdue = [ E(lp(t.) = ga(t.)F) db

b o T 2

:[ E(‘f e_T'(go(t,«)—go(t—f,'))dT )dt

a 0 n

csu b o0 o0 2

< f IE(/ 6_2Td7'~[ ‘g@(t7~)—g0(t—z,-) dT)dt
a 0 0 n

Integrand konvergiert gegen 0 fiir n — oo wegen Stetigkeit des Verschiebungsoperators. Aus
dominierter Konvergenz folgt die Behauptung.

4.3.5 Folgerung
Nach dem vorhergehenden Satz ldsst sich die lineare und isometrische Abbildung I eindeutig zu

einer isometrischen linearen Abbildung fortsetzen, die fiir alle Funktionen mit 4.3.1(i)-(iii) definiert
ist. Isometrisch heifit hier

(o) = [elrxe

Die Fortsetzung bezeichnen wir auch mit I und nennen sie It6-Integral. Aus der Isometrie folgt:

B [ ety awe [Muaam) - [ B v m
Leicht zu sehen:

t b
[ et wyaw(swy = [“1a(s)-elsw)dW(sw)  (ast<y)
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4.3.6 Satz
Durch die Gleichung
t
X(t,w) := f o(s,w)dW (s, w) (a<t<d)
wird ein stark stetiger Prozess X zweiter Ordnung definiert, der ein F-Martingal ist.

Bemerkung;:

(i). Durch unsere Prozedur ist X; fiir festes ¢ fast sicher eindeutig definiert, d.h. der Prozess X
ist nur bis auf eine Modifikation eindeutig.

Beweis:

(i). starke Stetigkeit: Nach 4.3.5(1) ist

b
E(IX(8) = X(t+e)P) = [ 1 () -Ellp(s, ) ds

Der Integrand geht gegen 0 (bis auf in ¢) und besitzt die integrierbare Majorante E(|o(s,-)[?).

(ii). Martingaleigenschaft: Sei zuerst ¢ eine Treppenfunktion, ¢ > s und seien ¢4, .. .,t, die Sprung-
stellen von ¢ zwischen s und ¢. Dann gilt:

X(tw) = X(s,w) = [ plr,w)dW (r,w)

=0 (W(t1,w) = W(s,w))+ > @ (W(tjs,w) - W(t;,w))
+ ¢n - (W(tvw) - W(tnvw))

wobei (o messbar bzgl. F;, ¢, messbar bzgl. F;, fiir k=1,...,n. Hieraus folgt:
E(X: - X4|Fs) = Er Er, Eg,, (X:-Xs)=0

und folglich (da X, messbar bzgl. Fs) E(X¢|F;) = Xs.

Im allgemeinen Fall sei (¢, )nen €ine Folge von Treppenfunktionen, die ¢ im quadratischen
Mittel approximiert und

X (t,w) = fatgon(s,w)dW(&w) (a<t<d)
Fiir alle n e N ist X, ein F-Martingal, d.h.
Vs <t :E(X,(t,)|Fs) = Xn(s,)
Damit:

E(X; - Xo|Fs) = E(X(t,) = Xn(t, )| Fs) —E(X(s,°) = Xn(s,)|Fs)

-0 (n—>oo)

daE (|X(t,-) - Xn(t,-)[*) > 0 fiir jedes t € [a,b] (I isometrisch) und die Bildung der bedingten
Erwartung ein L?-stetiger Operator ist.

4.3.7 Satz

Sei (X;)ie[a,p] €in separables L?-Martingal. Dann gilt:

37

V5>O:P[sup|Xt|25 5
€

a<t<b

] E|X,)?

Beweis: Bekannt aus Wahrscheinlichkeitstheorie
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4.3.8 Satz
Ist W separabel, so besitzt der Prozess X aus 4.3.6 eine stetige Modifikation.

Beweis:

e Nach Satz 4.3.6 ist X stark stetig und nach Satz 2.1.9 kénnen wir annehmen, dass X messbar
und separabel ist. Wir zeigen, dass dann X fast sicher pfadstetig ist. Wenn ¢ eine Treppen-
funktion ist, dann folgt das aus der Pfadstetigkeit von W.

e Im allgemeinen Fall wiihlen wir eine Folge (¢, )neny von Treppenfunktionen, sodass

1
H‘P - @n”)\x]P’ < )
n
Mit .
X, (t,w) = f on(s,w) dW (s,w)
ist X,,(t,-) — X(t,-) ein separables L2-Martingal. Nach 4.3.7 gilt:

L E(Xa(b) - X (b))

P[Sup | X (t, ) - X (¢,-)] 2 i]

a<t<b
2 2 1
=n" o - onlxe < —

n

Nach Borel-Cantelli ist

1
I := limsup {w; sup | X, (t,w) - X (¢, w)| > }
n

n—>oo a<t<b

ein P-Nullereignis, d.h. fiir alle w ¢ I" gilt

sup | X, (t,w) - X (t,w)| >

a<t<b

S

nur fiir endlich viele n € N. Daher

Yw¢D: lim sup | X, (¢, w) - X(¢t,w) =0

N=0 g<t<h

also X (-, w) stetig als gleichméBiger Grenzwert stetiger Funktionen fiir w ¢ T.
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