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Stochastische Modelle

1.1 Beispiel: Schatzung von PopulationsgroBen

e Betrachte Teich mit unbekannter Anzahl N von Fischen. Problem: Schitze N.

e Vorgehen: M Fische fangen, markieren, wieder aussetzen. Spéter n Fische fangen, davon seien
m markiert. Erwarte, dass folgende Bedingung gilt:

m M
N *
b (*)

d.h. Anteil der markierten Fische im zweiten Fang ~» Anteil der markierten Fische im Teich.
Auflosen der ,,Gleichung“ liefert plausiblen (naiven) Schitzwert

v

fir N.

1.2 Beispiel: Qualitdtskontrolle

e Produktion von bestimmten Bauteilen. Seien p € (0,1) unbekannter AusschuBanteil, py €
(0,1) vorgegebener zuliissiger AusschuBanteil. Bei p > pg: Produktionsprozess verbessern, bei
p < po ist Produktionsprozess okay.

e Naheliegendes Vorgehen: Priife n Bauteile, erhalte Liste z,, := (21, ...,2,) mit x; = 1 (z; = 0),

falls i-tes Bauteil defekt (intakt). Erwarte fiir den relativen Anteil

Tn = iz

S

=1

der defekten Bauteile in der Strichprobe z,, = (x1,...,%,): 7 ~ D.

e Somit eine mogliche Entscheidungsvorschrift: Falls r, > pg, so entscheide, dass Hy : p > pg
richtig ist, ansonsten Entscheidung fiir Hy : p < pg.

In beiden Beispielen: Beobachtetes Ergebnis (m bzw. r,) ist zufillig, also Schétzung bzw. Ent-
scheidung kann falsch sein. Daher Ziel: Mathematische Beschreibung von Zufallsexperimenten wie
in 1.1 und 1.2. Dies ermoglicht eine objektive Beurteilung des Risikos falscher Entscheidungen.

Fortsetzung Beispiel 1.1 Auftretende Grofien:

N ‘ M,n m
nicht zufillig nicht zufillig zufillig
unbekannt bekannt bekannt

interessierende Groe (Parameter) | frei wéhlbare Parameter | zuféllige Beobachtung



Modellierung: Wir fassen m als Realisierung einer Zufallsvariablen iiber einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, A,P), d.h. m = X (w) fiir w € Q. Damit beschreibt X die zufillige Anzahl der markierten
Fische im zweiten Fang. Sinnvolle Verteilung von X geméfl Laplace-Ansatz:

- G-
Beachte:
(i). Verteilung Px :=Po X! von X hingt von N ab.
i). Jedes N > M ist moglich.
(iii). Ein N > M ist das wahre N.
)

. Es liegt eine Realisierung X (w) = m von X vor (auf Grund des in der Realitit ausgefiihrten
Zufallsexperiments).

(v). Auf der Basis von m ist N zu schétzen.

1.3 Definition

Seien N, M,n € N mit M,n < N. Die diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung
(M) ) (N:M)
Hyp(N, M,n)({m}) = %
n
wobei

max(0,n - N + M) <m < min(m, M)
heifit hypergeometrische Verteilung zu (N, M,n).

Fortsetzung Beispiel 1.2 Auftretende Groflen:

p ‘ 1, Po ‘ gn:(xl,...,xn)e{o,l}”
nicht zufallig nicht zufillig zufillig
unbekannt bekannt bekannt

interessierender Parameter | (frei wiihlbare) Parameter | beobachtetes Datum

Modellierung: Fassen z,, auf als Realisierung der Zufallsvariablen X, = (X1,...,X,,) mit X1,..., X,
iid (independant and identically distributed), X; ~ 3, := Bin(1,p). Unabhéngigkeitsannahme nur
sinnvoll bei sehr grofler Produktion.

Pin = ®PX1' = ®ﬂp = (Bp)"
i=1 i=1
Beachte:
(i
(i

). Verteilung von X, héngt von p ab.
).
(iii). Ein p € (0,1) ist das wahre p.
).
).

Jedes p € (0,1) ist moglich.
(iv). Es liegt eine Realisierung X, (w) = z,, von X, vor.
(v

Gemeinsame Struktur in Beispielen 1.1 und 1.2: Das stochastische Modell ist gegeben durch

Auf Basis von z,, ist eine Aussage iiber das unbekannte p zu treffen.
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e Zufallsvariable X mit Werten in Mafiraum (X, F) von unbekannter Verteilung Py, die aber
in einer bekannten Klasse P von Verteilungen auf (X, F) liegt.

e Realisierung X (w) =: x € X modelliert das Ergebnis einer Durchfiihrung des Zufallsexperi-
ments in der Realitét.

Ziel: Aussage iiber die unbekannte Verteilung Px € P auf der Basis von z (Datum). Statistische
Fragestellung:

(). In Beispiel 1.1: X =Ny, F = P(Ng), P = {Hyp(N,M,n) : N> M} =Purp,
(ii). In Beispiel 1.2: X = {0,1}", F =P({0,1}"), P={(Bp)" :p<€(0,1)} =P,

1.4 Definition

Ein stochastisches Modell (X, X, F,P) besteht aus

(i). Messraum (X, F) (Stichprobenraum)

(ii). einer Zufallsvariablen X : (Q, A,P) - (X, F) (Datum)

(iii). Familie P mit

PcP(F):={P:F - [0,00];PMaB auf F}
mit Px =Po X! € P (Verteilungsannahme).
Interpretation:
e X beschreibt Zufallsereignis mit Px € P.

o Es existiert genau ein po € P mit Px = pg, wobei po unbekannt, aber P bekannt ist.

e Die Realisierungen X (w) =z € X modellieren die in der Realitéit beobachteten Ergebnisse.

1.5 Beispiel: Lebensdauer eines elektronischen Bauteils

e Unabhiingige Beobachtungen von n Exemplaren ergibt Datenvektor / Datum z,, = (@;)i=1,....n €
R"™, wobei x; die beobachtete Lebensdauer des i-ten Bauteils ist.

e Modell: X, = (X;)i=1,...n mit (X;)i=1,.. iid und X; ~ Exp(A), A > 0. Sinnvoll nur bei
nicht alternden Bauteilen wegen der sogenannten Gedichtnislosigkeit (,, Nichtalterungseigen-
schaft*) von Exp(A): Gilt X ~ Exp(A), dann folgt fiir s > 0:

Pit<X <t+s] 1-e M) _(1-e?)
PIX €54 lX > 1) = = = o

=1-e ™M =P[X <s]
Wihle X =R", F = B(R"), P = {(Exp(\))™"; A >0} (n €N bekannt)

e Gemeinsamkeit zu Beispiel 1.2: Ein Zufallsexperiment wird n-mal unabhéngig wiederholt.

1.6 Bemerkung

Die einmalige Durchfiithrung eines Zufallsexperiments wird modelliert durch (X, X', F, P). Dann ist
die n-malige unabhingige Wiederholung des Zufallsexperiments (Gesamtexperiment) beschreibbar
durch (X,,, X", F",P") (n-faches Produktmodell zu (X, X,F,P)), wobei X := (X;)icn, und X;
beschreibt Ergebnis in der i-ten Wiederholung, " = @, F,P" = {u", € P}.

Beachte:
Px =p",peP e (Xi)icyiid mit X ~peP (1.1)

Daher erfolgt die Beschreibung des n-fachen Produktmodells hiufig durch die rechte Seite von (1.1)
unter der genauen Angabe von P.
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1.7 Beispiel: Bernoulli-Experiment

Das Modell
(Xn = (Xi)izn, {0,1}",P({0,1}"),{(Bp)": p € (O, 1)})

ist n-faches Produktmodell zum Bernoulli-Experiment (X, {0,1},P({0,1}),{Bp;p € (0,1)}) und
heifit n-faches Bernoulli-Experiment. Alternativ gem&fl (1.1): (X;);<y, iid mit X; ~ 5,, p € (0,1).

Bisherige Verteilungsannahmen:
(i). P={Hyp(N,M,n); N > M} mit M,n bekannt
(ii). P={(Bp)™;pe€(0,1)} mit n e N bekannt.

(iii). P = {(Exp(A))™; A >0} mit n € N bekannt.

Gemeinsame Struktur:
P={up;:0e0} OcRYd>1 (1.2)

(i). ©={keN;Ek>M}={M,M+1,...},0=N, ug =Hyp(N, M,n)
(11) ©= (0’1)’ 0 =D, o = (ﬁp)n
(iii). ©® =(0,00), 0 =X, pg = (Exp(A))"

Falls in (1.2) ¢ : © - P,0 — pg (Parametrisierung) bijektiv ist, so heifit ¢ identifizierend. Damit
ist insbesondere die wahre Verteilung von X identifizierbar mit wahrem Parameter 6, € © mit
po, =Po X1

In diesem Fall heifit P parametrische Verteilung und © Parameterraum.

(UAP=P) S (X, F.ug=PeoX) (00O)
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Schétzer und grundlegende Eigenschaften

Ziel: Das unbekannte 6y oder allgemein eine Funktion v(6p) ist aus dem Datum x € X zu ,,schiitzen®.

2.1 Definition

Sei (X, &, F,P) ein statistisches Modell, v : © — R?. Dann heiit éf M(F) ein Schétzer fiir
~v(6) und O(z) heiit Schitzwert zur Beobachtung x € X. Damit ist © o X € M(A) und somit

beispielsweise die Untersuchung R
Po[[© 0 X —7(0)] <€]

fiir € > 0 moglich.

2.2 Beispiel
X1, Xy idd, X~ N(p,0%); pe R und 2 > 0 unbekannt. Dann
O =R x (0,00) cR? 0= (0%

Mogliche Parameteranteile:

(i). v(0) =v(u,0%) =

(ii). 7(0) =v(p,0%) = ®
(iii). 7(0) =7(p,0) = p* + 0% = Eg(X7)
)- 7(0) = (1, 0?)
Méogliche Schétzer z.B. fiir (i):

(iv

~ 1 2
O(z,) ==Y
(z,) = le
é(ﬁn) = Hx’b
i=1
6*(271) =

fiir z,, € R™. Offenbar notwendig:
(i). mathematische Kriterien fiir die Qualitét von Schétzern
(ii). Konstruktionsprinzipien fiir Schéitzer

Zunidchst (i) fir v : ©® - R. Im Folgenden liegt stets ein parametrisches statistisches Modell
(X,X,F,P) mit P aus (1.2) zugrunde, d.h.

P ={Pp;0c0}



2.3 Definition

O cR?, ~:0 - R. Der Schiitzer © : X - R heifit erwartungstreu (fiir v()) <
Ve © :Eo(O(X)) =~(0) (2.1)

wobei Ey = Erwartungswertbildung bzgl. Py, d.h.

Ey(6(X)) = /Q O(X (w)) dPy(dw)
:/XG(Ax) ]P’goX_l(dJ;):fédPQ

—_—
Py

unter Verwendung des Transformationssatzes. Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen liefert
»,© im Mittel den Parameteranteil v(©)*.
Interpretation: X7i,..., Xy, ... ii.d mit X; ~ Py =Po X'. Starkes Gesetz der grofien Zahlen:

VO eO© : 4, = O(X;) - Ep(6(X1)) (m — o0) Pyfast sicher

| ——

@y (0)=4(00)

1
m

NgE

fiir den wahren aber unbekannten Parameter 6 = 6.

Beispiel 2.2 (Fortsetzung) ~(6) =v(u,0?) = p. Dann:

7

V@E@:E(#vgz)(é(Xn))IE(%gz)( Xl) =W
=1

S|

fiir alle 6 € ©, d.h. © ist erwartungstreu.

V0 €0 :E (00 (0(X,)) = Eguo2) (H Xi) M T E o) Xi
=1 =1

n

=p
also © ist fiir alle n > 2 nicht erwartungstreu.
VOecO: E(uvgz)(g*(ln)) = E(H7U2)(X1) =

d.h. ©* ist erwartungstreu. Beispiel 2.2 zeigt, dass neben der Erwartungstreue ein weiteres Qua-
litétskriterium notwendig ist. Sinnvoll: Verwende © mit moglichst kleinem mittlerem quadratischen
Schétzfehler (MQS):

Eo((6(X)-7(0))*)  (0eO)

Falls © erwartungstreu, so gilt:

Eo((O(X) =7(6))°) = Vo(O(X))

2.4 Definition

v:0 - R, ©; und O, erwartungstreue Schiitzer fiir (6). Dann:
(i). ©; gleichmiBig besser als Oy > V0 € O : Vy(01) < Vy(O)

(ii). ©; heiBt gleichmiiBig bester erwartungstreuer Schétzer fiir 7(0) :<> V6 € © und VO, erwar-
tungstreue Schitzer fir v(6): Vo(01(X)) < V(02(X))
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Beispiel 2.2 (Fortsetzung)

N 1 n una 1 o
Va(@(xn))we(-zxi) 2R S Ve (Xi)
noi=1 ns =3
2
:%.(n.ﬁ):i
n n
1

Vo(0"(X,)) = Vo(X1) =0” 2 — -0 = Vy(O(X,,))

3

mit 6 € © beliebig, d.h. O ist gleichméfig besser als ©*. Unter bestimmten Voraussetzungen an P
konnen gleichmiifig beste erwartungstreue Schitzer angegeben werden (s. Kapitel 5).
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Das Maximum-Likelihood-Prinzip

Betrachte zunéchst nur diskrete Modelle, d.h. der Stichprobenraum X ist abzédhlbar. Idee: Wihle
als Schéitzwert fiir 8 zur Beobachtung = € X denjenigen Parameter, der dem beobachteten Ereignis
[X =] die grofite Wahrscheinlichkeit zuordnet (Plausibilitétsprinzip). Deshalb:

3.1 Definition

Sei X abzahlbar. Setze
L(0,z) :=Py[X =z] = Py({x}) (0e©,xeX)

Dann heifit L(-,z) : © - [0,1] Likelihood-Funktion zur Beobachtung z € X. Jede Maximalstelle
von L(-,x) heifit Maximum-Likelihood-Schitzwert fiir 6 zur Beobachtung z. Also 6 ist Maximum-
Likelihood-Schétzwert zu X < L(0*,x) > L(0, ) fiir alle § € ©. Aquivalente Formulierungen:

L(0",z) = I&%XL(G, x)

0" = argmax L(6, x)
6O

Beachte: 8* = 0*(z).

3.2 Beispiel

X ~Hyp(N,M,n),0=Ne©={M,M+1,...}, X =Ny mit M,n feste Parameter (bekannt). Dann:
MY (N-M

()

Eine elementare Rechnung liefert:

L(N -1,m)-L(N,m) < N-m-n-M
77<L__2>1Nz n-M
> m

¢

Damit: N = [%] ist Maximum-Likelihood-Schéitzwert fiir m > 1. Stimmt mit dem ,naiven*
Schéitzwert aus Beispiel 1.1 iiberein.

Falls m =0, so ist wegen (*) L(-,m) = L(+,0) streng monoton wachsend, d.h. es existiert kein ML-
Schétzwert zu m = 0. Ferner: Gilt % ¢ Ny, so ist N einzige Maximalstelle. Ist dagegen % € Ny,
so sind %M und % — 1 Maximalstellen.

Folgerung aus 3.2: ML-Schétzwerte miissen nicht existieren und sind gegebenenfalls mitunter nicht
eindeutig.

10



3.3 Beispiel

Seien Xi,...,X, 1.id, X; ~ 8, (i=1,...,n) fir pe[0,1], z,, = (x1,...,2,) € {0,1}",

L) =By, = 2] - Py (0 - )

bt [1P,[Xi =] =T]p" - (1-p)'™
ie1

i=1
= pET (1 gy )
Maximierung von L(-,z,,):
(i). z,, =0. Dann:
L(p,0)=1-(1-p)"=p=0
p ist eindeutige Maximalstelle.
(ii). z, =1: Dann:
L(p,1)=p" =p=1
p ist eindeutige Maximalstelle.
(iii). z, ¢{0,1}, d.h. 34,5 :2; =0,2; = 1. Aus (*) folgt:
L(0,z,) = 0= L(L,z,)

und L(-,z,) > 0 auf (0,1), also muss Maximalstelle in (0,1) liegen. Da x — log(z) streng
monoton wachsend auf (0, o), folgt

p=argmax L(p,z,,) < p = argmaxlog L(p, z,,)
pe(0,1) pe(0.1)

Betrachte deshalb:

n n
log L(p,z,) = Zml -logp + (n - le) -log(1 -p)
i=1

i=1
1
:1:' _——
] ’ 1-p i=1

7

3
|
0=
B
~—
-
o

d
~ L =
= (p,z,,)

S| 3Bl

INGERNSE

Il
—

=>p= Z;

1
p ist eindeutige Maximalstelle von L(-, z,,).

Fazit:

n
i=1

S|

ﬁ =Ty =
ist ML-Schétzwert fiir p fiir jede Beobachtung z,,.

3.4 Bemerkung

(i). Ubergang zu £(6,z) = log L(6, z) vereinfacht hiufig das Maximierungsproblem. £(-, ) heifit
log-Likelihood-Funktion (zur Beobachtung x).

(ii). © c R? und £(-,z) sei auf O:= int(©) partiell differenzierbar, so sind die ML-Schétzwerte

0=(01,...,04) in o Losungen von
0
Vi=1,...,d: —4£(6 =0 3.1
j=1.. aej(,w) (3.1)

(sogenannte log-Likelihood-Gleichungen). Beachte:

11
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¢ (3.1) nicht immer explizit l6sbar; dann numerische Verfahren verwenden.

e Losungen von (3.1) sind mitunter keine ML-Schétzwerte.
Ausdehnung des ML-Prinzips auf absolut-stetige Modelle (X,R™, B(R™),P) mit
P={Py=foA";0c0} (BCcR’)
d.h.
Py[X ¢ B] = Py(B) = f fo-1pdA"

fiir B € B(R™), also fy Lebesgue-Dichte von X bzw. Py. Dann:

PolX =)= Po[X € {a}]= [ fo(®) 1y () \"(d)
= o L ) @) N (dy) = fol) - X"({a}) = 0

Eine Festlegung L(6,x) := Py[X = x] lieferte L(0,z) = 0 fiir alle § € ©,2 € R™, d.h. jedes 6 wiire
ML-Schétzwert zu jeder Beobachtung . Ist offensichtlich unsinnig. Deshalb kleine Modifikation:

e klein

Py[X=z] » Py[Xe(z—¢c,x+¢)]
= o TN ) [ fa) N ()
= folw) X' (2 -2 +)) = fo() - (22)"

e klein eklein

=>P[X=z] » Py[Xe(x-c,x+e)] =~ (2)"- fo(x)

Hoffnung;:
argmaxPy[X € (z — e,z +¢)] » argmax(2e)" - fo(z)
0O 0O
= argmax fp(z)
6c©
3.5 Definition

Im absolut-stetigen Modell setze L(6,x) = fo(z) fiir 0 € ©,2 € R™. L(-,x) : © — [0,00) heifit
Likelihood-Funktion zu x € R". Jede Maximalstelle von L(:, x) heifit Maximum-Likelihood-Schiitz-
wert fiir § (zur Beobachtung x € R™).

3.6 Beispiel

Xq,..., X, 11d, X; ~Exp(A) (i=1,...,n), A€ (0,00) unbekannt. Dann X := X = (Xy,...,X,)~
(Exp(M\))™, d.h. besitzt A™-Dichte

n
Paley) = [T 0,00y (i) - A7
i=1
=Vz, €(0,00)": L(\,z,) =]\ e = AL g A
i=1

Beachte: PA[X,, ¢ (0,00)™] = 0 fiir alle A > 0. Maximierung von L(-,z,): L(-,z,) >0 und L(-,z,)
stetig auf (0, 00),

l\lino L(\z,)=0

)}im L(\z,)=0

12
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= Es existiert eine (globale) Maximalstelle (Satz vom Maximum) in (0, c0).

n

(A z,) =log L(\,z,,) =n-log(A) = X~ )
=1

0 noo
5€()\’£n —X—;Z‘i—o
n

:}5\: :i
Z?ql'i T

X ist eindeutiger ML-Schiitzwert fiir A zu z,, €(0,00)™.
3.7 Beispiel

X1y, Xy idd, Xy~ N(p,0%) (i=1,...,n) mit (g,02) e Rx (0,00) =2 O (Vgl. 2.2).

L(u,JZ,En) :ﬁ\/ﬁ ( S ZJ;L) )
= (2r- 02)—% - exp (_i . i(xl - ,u)Q)

202 i=1
Fallunterscheidung;:
(). z,,:=(z1,...,2p) €eR" mit 1 =z =... = z,. Dann:
L( 0%, z,) "= L N S
70 z ,O' yLn) = o oNm
K ! (2m-02)2
- 00 (02 - 0)
also hat L(-,-,z,,) in © keine Maximalstelle.

(ii). z,, € R™ hat min. zwei verschiedene Komponenten. L(, UQ,Qn) — 0, falls yt - +o00 oder 62 - 0
bzw. 02 - co. Deswegen existiert eine globale Maximalstelle in O, fiir die notwendig gilt:

0L 2 f(m z,) = QZ(xl

n

E(/’L’ 7n):_§ 2. ( 2)2 Z(-Tz M)

Eindeutige Losung ist .
0 := (ﬂ &2) = (Enaavzz)
wobei . 1
= \2
DT — i — Tn
2 = @)
0 ist eindeutiger ML-Schéitzwert fiir (u,02) zu z,.

Bezeichnung: Fiir z,, = (21,...,2,) € R™ heifit

empirische Varianz (Stichprobenvarianz). Bislang nur ML-Schitzwerte betrachtet, aber nicht ML-
Schéitzer im Sinne von Definition 2.1. Dazu:

13
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3.8 Definition

Sei (X, X, F,P) parametrisches statistisches Modell mit diskreten oder absolut-stetigen Verteilun-
gen Py, # e © cRY, d.h.

Py({z}) X abzéhlbar

L(0,x) =
( ){f9<x>:f§s<x> X=R"

Eine F —AB(Rd)—messbare Abbildung © : X - R? heiBt Maximum-Likelihood-Schiitzer (MLS) fiir
0, wenn ©(x) fiir jedes z € X\ A Maximum-Likelihood-Schétzwert fiir 6 ist, wobei Py(A) = 0 fiir
alle 0 € ©.

Bisherige Beispiele:
(i). In Beispiel 3.2 ist X = Ny, A = {0}. Beachte:
VN eN: Py(A) = Hyp(N, M,n)({0}) >0
d.h. es gibt keinen ML-Schétzer.
(ii). In Beispiel 3.3: X = {0,1}", A = @, 0(z,)) = T, ist MLS.
(iii). In Beispiel 3.6: X =R"™, A =R"\(0,00)",
A,) = 1y (2,) - =
Tn

Da fiir alle A >0

ist A\ MLS fiir \.

(iv). In Beispiel 3.7: X =R", A= {z, e R";z1 =9 = ... = 2, }, O(z,,) = (Tn,02),
P(HJZ)(A) = P(pﬂoz)[ln € A] = P(H7U2)[X1 =...= Xn]
< P(%Uz)[Xl = Xo] Fubini 0

14
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Dominierte Verteilungsannahmen und
Exponentialfamilien

Ziel: Simultane Behandlung von diskreten und absolut-stetigen Modellen.

4.1 Definition

Sei (X, X, F,P) ein parametrisches statistisches Modell, u : F — [0, oo] sei ein o-finites Maf}. P ist
durch g dominiert (P << u) < V60 € © Ju—Dichtefy : X - [0, 00) von Py. Schreibweise:

dP,

fo=""

m

4.2 Beispiel

‘P in absolut-stetigen Modellen ist durch g = A" dominiert.

4.3 Beispiel

Sei X Zufallsvariable in X = {x;;i € N} mit X ~ Py, 6 € ©. Sei
= Z Oz,
1eN
das Zdhlma$l auf X. Dann P = {Py;6 € O} << p wobei fy(z) = Py({z}) fiir x € X (sogenannte
Zahldichte). Dazu:

p(F) = %%(F) = f{wizi € F'}
Dann

S o)) = [ 16)-Ptia)) (Lo, (a)

ieN

25 [ 10@)- P{a})or.(do) = ¥ 1) - Pol{ai})

ieN ieN

= 2 Pa<{xz-}>”d=di““Pe( U {xi})

ieN,z;eF ieN,z;eF

= Py(F)

also Py({z}) = ddi".

4.4 Definition

Sei (X, X, F,P) mit P << p. Fiir € © cR? sei fy: X - [0, 00) die pu-Dichte von Py. Setze
L(Q,.’L‘) = fe(.’IJ) (9667‘TEX)
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Dann heifit L(:,z) : © - [0, 00) Likelihood-Funktion zu = € X'. Eine F-B(R%)-messbare Abbildung
© : X - R? heifft Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 6, wenn

Ve e X\A:O(z) = argmax L(6, x)
0c©

wobei Py(A) = 0 fiir alle § € ©. ©(z) heiBt Maximum-Likelihood-Schétzwert fiir 6 zu z € X.
Wegen 4.2 und 4.3 ist Definition 4.4 eine Verallgemeinerung von Definition 3.1, 3.5 und 3.8.

Erinnere an die Bedeutung von Produktmodellen.

4.5 Satz

Sei (X,,, X", F™,P") das n-fache Produktmodell zu (X, X, F,P) aus 4.4. Dann gilt: P" << p™ :=
@, 1, demn

n
fom(z,) =1 folz:)  (z,eX")
i=1
ist p"-Dichte von Pyg'.
Beweis: Ubung/MAST

Viele parametrische Verteilungsannahmen P haben eine gemeinsame Struktur. Dazu:

4.6 Definition
Sei (X,X,F,P) ein statistisches Modell, p ein o-finites Mafl auf F und ¢, ¢1,...,qx: © > R

beliebige Funktionen sowie h,T7,...,Tf : X - R messbar und h > 0. Dann heifit P k-parametrische
Exponentialfamilie in ¢ := (¢1,...,qx) und T := (T1,...,Tx) bzgl. p <> VO € © ist

k
f@(x):0(0)'h(a:)'exp(2:lqj(9)-Tj(aj)) (xeX)

eine p-Dichte von Pp.

4.7 Bemerkung
(i). Exponentialfamilien sind dominiert.
(ii). V0 eO:
k
1= f fodu=c(0)- f h(x) -exp(;qj(G) -Tj(x)) du
: J

J (@) -exp (S 4;(0) - Tj(x)) du

d.h. ¢(0) ist bereits durch h,q,T eindeutig bestimmt (nur Normierungsfaktor).

=0<c(f) =

(iii). Ve O,VF e F:

k
PP = [ fodu=c0)- [ exp(zlqu)fj(x))-h(w)u(dw)
a =w(dz)

wobei v := h-pu. Also kann h in das dominierende Maf ,, gesteckt” werden, d.h. ¢ und T sind
die relevanten Grofien.

(iv). {z e X; fo(x) >0} = {z e X;h(x) >0}, d.h. Triger von fp hingt nicht von 6 ab.
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4.8 Satz

Sei (X,,, X", F™,P™) das Produktmodell zu (X, X, F,P) mit k—parametrischer Exponentialfamilie
Pingq,T bzgl . P™ ist k-parametrische Exponentialfamilie in ¢, T,, = (Tp1,- - -, Thi) bzgl. 4™, wobei

T’ﬂj(‘rn)ziTj(aji) (j:L""k)

Beweis:

e Geméf 4.5 hat P’ die p"-Dichte

fom(z,) ™ ﬁlfe(xi)

n k
=1_{C(9)-h(xi)-e><p(z ;(0) - T(xz)

-0 ([Tnen ) - (z 0:(6) (ZT()))

4.9 Beispiel: Einfaches Bernoulli-Experiment
P={Bp;pe(0,1)}, X ={0,1}, also hat S, die Z&hldichte

fp(x) =Bp({z}) =p"- (1 —p)t®
= exp(log(pm . (]. —p)lfx)) = exp (1. logp + (1 _ £L') ) log(l —p))

= exp (:L‘ log(lpp) +log(1 - p))

:w-exp(log(lljl))- z )

C(p) N~————— ™ T(ﬁ)

Somit ist P eine l-parametrige Exponentialfamilie. Mit 4.8 folgt: P™ im n-fachen Bernoulli-
Experiment ist 1-parametrige Exponentialfamilie in ¢(p) = log (1%)) und

i=1

4.10 Beispiel: Normalverteilungs-Modell

X ~ N(p,0?) mit g eR,0? > 0. Dann hat X die Lebesgue-Dichte

fwen(@) = ﬁ exp (-5 (o= )

= ————-exp|——=—= ) -exp B _ . €T
2 2 2 2 2 2
Vom-o o g T () I =:7?2(_(/z)
=q1 (p,02) =q2(p,02)

P={N(p,0%);(i,0%) e Rx (0,00)} ist 2-parametrige Exponentialfamilie ¢ = (q1,q2),T = (T, Ts).
Nach 4.8: Im zugehérigen n-fachen Produktmodell (d.h. Xi,..., X, i.i.d mit X; ~ N(u,0?)) ist P"
eine 2-parametrige Exponentialfamilie in
a(,0%) = (-552 J5)
(:E ) ( i= 11‘ Z?:l ‘ri)
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4.11 Beispiel: Exponentialmodell

X ~Exp(\) mit A > 0. X hat Lebesgue-Dichte

Hlx)= A ~1(07w)(x)-exp( -z )
— — =
c(N\) _h(;) q(N\) T(z)

Also: P = {fxA(dz); A > 0} ist l-parametrige Exponentialfamilie in ¢(\) = A und T'(z) = a.
Entsprechend wieder Ubertragung auf P™ moglich.

4.12 Beispiel

Sei X =d+¢e mit deR,e ~Exp(\), A>0. X hat Dichte
fra(@) = fa(z = d) =X 1(g,00)(7) -exp (-A- (z - d))

P ist fiir kein k eine k-parametrische Exponentialfamilie, denn der Triager

{f)\,d > 0} = (d7 OO)
hingt von d ab, vgl. 4.7(iv).

Im Folgenden Beschrinkung auf 1-parametrige Exponentialfamilien, © ¢ R.

4.13 Satz

Sei (X, X, F,P) statistisches Modell mit P = {Pp; 0 € © c R} eine 1-parametrige Exponentialfamilie
in q, T bzgl. u, d.h.

L(0,x) =c(0) - h(x) -exp(q(0)-T(z)) (reX,0eO)

Ist ¢ : © — R differenzierbar, so gilt fiir jedes messbare g : X - R mit Eg|g(X)]| < oo fiir alle 6 € O:
Die Funktion f:© - R

10) =Eo(g(xX) ™ [ g(a)Po(d)
= [ (@) L(0.2) u(dz)
ist differenzierbar auf © und es gilt:
/ d d
10 == [ o) L@.2) u(dr) = [ g(@)- L0.2) p(da)
fiir alle 6 € ©. (D.h. es gilt die Vertauschung von Differentiation und Integration.)

Als Hilfsmittel fiir den Beweis von 4.13 verwende Lemma 4.14:

4.14 Lemma
Sei (X, F,v) ein Mafiraum, T : X - R messbar, © ¢ R offen, ¢: © - R differenzierbar mit
10) = [ exp(a(0) - T(@)) v(da) < o0
fiir alle # € ©. Dann f: © — R differenzierbar mit
10 = [ T@)-q(0)-exp(a(8) - T(x)) v(dr)
fiir 0 € ©.

Beweis:
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e Zu 0 € © existiert ein hy >0 mit B(6, hy) € O.
e 1.Schritt: ¢(@) = 6, dann

fO+n)-f(0) [exp((0+h) T(x))-exp(0-T(x))
- h f h v(dw)
B 1 exp(h-T)—exp(0-T)
—/eeT- - dv (*)

d .
H@eyT’y:():T(;Ho)

Ziel: Anwendung des Satzes von der dominierten Konvergenz. Dazu erforderlich ist eine
integrierbare Majorante.

BT
e 1|S1 Z(h T)?
h |h| i=1
ZW ' |T| L SSho TV
Sho &l
_ i LholTl ¢ L (o ohoT
ho ho
h-T
e e 2L L (OHh)T | ((6-ho)TY
h ho

.. integrierbar, da nach Voraussetzung 6 + hg € ©. Damit Behauptung fiir ¢(6) = 6.
e ¢ differenzierbar, also f(0) = f(¢(#)) mit

7(6) = f T dy
Aus Kettenregel folgt: f ist differenzierbar mit
1'(6) =T (a(6)) - q'(6)
- f T-e4OT . (9) dv
Beweis 4.13:
10) = [ 9@)- L(6,) p(de)
=c(0) - f DT . g hdp

~f

(i). Ist g >0, so ist v :=g-hp ein Mafl und
f(&) = feq(e)'T dv

Geméf 4.14 folgt:
PO = [ 14O av
B f T-g-h-q'(0)e" " dp (*)

GeméiB Bemerkung 4.7(ii):

c(0) = ([ h-edOT d,u)_1
(o)
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mit o := hu. Also ¢(0) differenzierbar (Integralausdruck differenzierbar nach 4.14). Aus Pro-
duktregel folgt:

£(0) =c(0)- £(0)
ist differenzierbar und
F1(0) = ¢(0)- F(0) +(0) - f'(0)
@ () - f e1OT g hdu+c(0) - / T-g-h-q'(0)- D7 qp

~ [ 9 h- (O +e(0)-4®)-T) - O dp

=%L(0,z)

denn
L(,2) = c(0) - h(z) - 4O T (@)

. g beliebig, dann g =g* —g~.

10) = [ (5" @) =g () L0,2) p(de)
- [ 9@ L0 udn) - [ g(2)-L(0.2) p(de)
Aus (i) folgt, dass f differenzierbar mit
O = [ ¢ @) S00.0 p) - [ g (@) 00,2 u(d)
= [ (4" ()~ g7 () 5 1(0,2) ()

= [ g(@)- 25100, 2) ()
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Informationsungleichung

Ziel: Herleitung einer unteren Schranke fiir die Varianz erwartungstreuer Schétzer in sogenannten
reguléren (glatten) Modellen.

5.1 Voraussetzungen

(5.1) Q<R offen
(5.2) {(0,2) € ©x X;L(0,z) > 0} = © x A fiir ein A € F, d.h. alle g-Dichten fy von Py haben

denselben Trager
{reX;fo(x)>0}=2A
(5.3) L'(0,x) := %L(G,x) existiert fiir alle € ©, x € A

(5.4) £(0,z) :=logL(0,x), 0 € ©, z € A. Nach (5.3): £(0,x) differenzierbar nach 6 und ¢'(0,z) :=
%E(G,z). Die Funktion ¢'(6,x) heifit Score-Funktion. Forderung;:

Ve : Eo(£'(6,X)) =0
(5.5) Sei

1(6) = Vo (' (6, X)) =V E((£(6,X))?)
€(0,00) (0eO)

I heifit Fischer-Information.

Bemerkung: Voraussetzungen wie in (5.1)-(5.5) nennt man Regularititsvoraussetzungen.

5.2 Satz

Es gelten Voraussetzungen (5.1)-(5.5), ferner sei g : X — R messbar (spéter g = ©) mit Eg(g(X)?) <
oo fiir alle § € ©. Auflerdem sei f:© — R mit

10) = Ea(g(X)) " [ g(x)- L(0,2) p(de)
differenzierbar mit
7' = [ g(@)-L'(0,) n(de) (5.7)
fiir alle 6 € ©. Dann gilt:

f'(0)?
1(0)
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Beweis:
1y (37 1 (5.2) '
7' [ g '0.2)n(d) = [ g(a)-1'(0,2) p(d)

L'(9, )
/‘()MQ)L&@MM)

—Z’(G x)

TES Ry (g(X) - £/(0, X)) = By ((9(X) - £(0)) - £(6, X))

2
zuwwzmﬂam ﬂmzwxﬁ

Pg (dx)

- (o) ) B
=E((9(X) - £(6))*) -E(¢'(6. X))
= Vo(g(X)) - 1(6)

5.3 Korollar: Informationsungleichung

Es gelten (5.1)-(5.5), 7 : © - R zu schétzende Funktion, O : X - R erwartungstreuer Schiitzer fiir
7(0) mit Eg(O(X)?) < o0. Ist «y differenzierbar mit

V(0) = [ 6()- L'(8,2) p(de) (5.8)
so gilt )
w@u»zqﬁy (5.9)
Beweis:

e Setze in Satz 5.2 g := ©, dann

£(8) = Eg(9(X)) = Eg(O(X)) = (6)

5.4 Bemerkung

Sei P mit (5.1)-(5.5) derart, dass alle erwartungstreuen Schétzer fiir v(¢) die Vertauschbarkeits-
bedingung von (5.8) erfiillen. Kann man dann fiir einen erwartungstreuen Schitzer O zeigen, dass

'®)?

V0 eO: Vy(O(X)) = @

so zeigt 5.3, dass © gleichmi#Big bester erwartungstreuer Schiitzer fiir ~(8) ist.
Zeige im Folgenden, dass 1-parametrige Exponentialfamilien obige Eigenschaften besitzen.

5.5 Satz

Sei P = {Py;0 € O} mit © ¢ R offen eine 1-parametrige Exponentialfamilie bzgl. p in ¢ und 7. Ist
q differenzierbar, so sind (5.1)-(5.4) erfiillt. Ferner ist fiir jede messbare Funktion g : X - R mit
Eg|lg(X)| < oo fiir alle 6 € © die Funktion

f(0) =Eo(9(X))

differenzierbar und es gilt (5.7).

Beweis:
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e (5.1) gilt nach Voraussetzung. Da

L(0,2) = fo(x) = c(0) -h(x) - exp(q(0) - T(x))

N—— N— ——
>0 >0

ist (5.2) erfiillt, denn

{(0,2) e©@x X;L(0,2) >0} =0 x {h >0}
=A

= A=h"1((0,00)) e F

Beweis von 4.13 zeigt, dass ¢(6) differenzierbar, also L(-,z) differenzierbar fiir alle € X und
somit (5.3) erfiillt. Bleibt (5.4):

Ee(z'(aX)):fﬂz'(e,X(w))P@(dw) TESsz'(e,x)Pg(dx)

B , ~ L'(0,x)
_fAe(e,x).L(a,x)u(dx)_fA Loy O )

:A%L(Q,x)u(dm) 4':13%fL(9,x)u(dw):0

Schlieflich (5.7) gilt gemaf 4.13.

5.6 Satz

Sei P wie in Satz 5.5 mit I(6) > 0 fiir alle § € ©. Ist T': X - R erwartungstreu fiir v(6), wobei 7
differenzierbar auf ©, so gilt
(7'(0))?

VO e® V@(T(X)) = W

Beweis:
e Nach Definition gilt
£(0,x) =loge(f) +logh(z) +q(0) - T(x)

0,
G5 O T@)

Aus (5.4) folgt wegen Satz 5.5 auBerdem

=(0'(0,x) =

0 =V By (06, X)) = Cc((g)) +q'(0) Eo(T(X))
.- gg; =g (6) - Eo(T(X)) (*)
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e Auflerdem gilt
Y(0) = ST (0) = 4 [ T(@)- 100, o)
423 f T(z)-L'(0,2) p(dz)

- [ 1@ g 10,0 o)

- LT(x)-ew,x)Pe(dx) IS By (T(X) - €6, X))

c'(6)
c(0)

"Eo(T(X)) +4d'(0) - Eo(T(X)?)

=Ey (T(X) (
_ 0

c(9)
24'(0) - (Eo(T(X)?) - E(T(X))?)
=q'(0) - Vo(T(X))

0 -T(X)))

Wegen
1(8) = Vo(¢'(8,X)) = (¢'(6))* Vo(T(X))
folgt somit

(v'(9))?
1(0)

= Vp(T'(X))

5.7 Bemerkung

Es gilt:
VOeO®:I1(0)>0<= ¢ (0)#0AVe(T(X))>0
Dann folgt:
AN _1(9)
7(0) =q(0)-Vo(T(X)) = 7(0)

=1(0)=~'(0)-4'(9)

Spezialfall: 1(0) = ¢'(0) fiir v = ide. Aus 5.3-5.6 folgt sofort:

5.8 Satz

Sei (X,X,F,P) ein statistisches Modell, Q@ ¢ R offen, v : © - R differenzierbar, P eine 1-
parametrige Exponentialfamilie in ¢ und T" mit ¢ differenzierbar und 7" erwartungstreu fiir ~v(6). Ist
I(0) > 0 fiir alle 6 € ©, dann gilt fiir alle erwartungstreuen Schiitzer © fiir v(6) mit Eg(©(X)?) < oo

fiir alle 0 € ©, dass

Vo(O(X)) > (71((2) =Vo(T(X))

fiir alle 8 € ©. Damit ist T gleichmiifig bester erwartungstreuer Schitzer fiir v(6), fir den die

untere Schranke in der Informationsungleichung angenommen wird.

5.9 Beispiel
Sei X ~ 3,, dann folgt aus 4.9, dass

q(p) =logp —log(1l-p)
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differenzierbar ist und T'(z) = .
E(T(X))=p=7(p)
Vp(T(X))=p-(1-p)>0

1
0
1—p#
5.7

=1(p)=q'(p) =

1
q'(p)=—+
p

p-(1-p)
Somit folgt aus 5.8, dass T' gleichméfig bester erwartungstreuer Schétzer fiir p ist.
5.10 Beispiel
Sei X ~Exp(A) mit A >0. Aus 4.11 bekannt: g(A\) = A #0,T(x) =z,
EA(T(X)) = § =7()
VAT(X)) = % >0
Z0<I0) =7 () ¢ () = 55

Aus 5.8 folgt, dass T' optimaler Schitzer fiir y(\) = %

5.11 Beispiel
Sei X ~ N(p,02) mit ueR (02 >0 bekannt),
~ 1 MZ 1'2 m
[ —

— T(z)
e(p) h(x) a(p)

also P = {N(u,02); 1 € R} ist 1-parametrige Exponentialfamilie in ¢ und 7.
Eu(T(X)) =Eu(X) = p=7(n)
V. (T(X))=05>0
1
q(n)=—5+#0
%0

Aus 5.7 folgt, dass 5.8 anwendbar.

5.12 Beispiel

Sei X ~ N(po,0?) mit o € R* (g bekannt).
1

1 2
V2ro? -eXp( 202 ﬁ_}(x o) )

2 T(x)
(o) q(a?)

fo'2(x) =

d.h. P = {N(ug,0?);0% >0} ist 1-parametrige Exponentialfamilie in ¢ und 7.
Eo2(T(X)) = Eq2((X = 10)?) = Vo2 (X) = 0® = 4(0?)
Vo2 (T(X)) = Voz (X = 110)?) = Eo2 (X = 10)*) = (Bo2 ((X = 10)*))?

=3.0%-0*=20%>0

rr 2\ _ 1
q(O' )_2_(0_2)2%0
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Mit 5.7 folgt, dass Satz 5.8 anwendbar ist.

Wie sieht das in Produktmodellen aus?

5.13 Satz

(X, Xx,F,P) erfiille (5.1)-(5.5). Dann erfiillt das zugehorige n-fache Produktmodell (X, X™, F", P™)
(n € N) ebenfalls die entsprechenden Voraussetzungen (5.1)-(5.5). Insbesondere gilt:

1,(8) = n- 1(0)

wobei I(#) die Fischer-Information in (X, X, F, P) und I,,(0) die Fischer-Information in (X,,, X", F",P")
bezeichne.

Beweis:
(5.1) Ist klar.
(5.2) Sei L(0,x) = fo(z) die Likelihood-Funktion in (X, X, F,P). L, (8, z,,) ist Likelihood-Funktion
in (X,,X",F",P"). Aus 4.5:
Ln,(0,z,)=]]L(0,z;) (0eO,2,€X™) (1)
i=1

Nach Voraussetzung (5.2) fiir das einfache Modell gilt:
{(6,2) eO@xX;L(A,2)>0}=Ox A (AeF)

Somit:
{(0,z,) e®x X" L(0,2,) =0}
) {(Q,xn) €@ x ™[] L(0,2)) :0}
O x A" -

(5.3) Folgt aus (1).
(5.4) Es gilt:

£(6,2,) = log L (0.,) = 3. €(6,,)
= ,0.2,) = 32 (0.22) @

= B0 (6,0.X,)) - (300,30 ) - S B 0.5)

(5.4) 0
(5.5) GeméB Definition:

1.(6) = Vo (£,(6.X,)) @ Vs (ie’(o,xo)

i=1

TS Ve (00, X:)) =n-1(0) >0
=] S———
=1(0)>0

Jetzt Formulierung von 5.8 fiir n-faches Produktmodell:
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5.14 Satz
Es gelten Voraussetzungen und Bezeichnungen von 5.8. Dann gilt fiir das zugehorige Produktmodell
(X, X", F*,P"):

(1) To(z,) =L -3, T(x;) ist erwartungstreuer Schitzer fiir v(0).

(2) Fiir alle erwartungstreuen Schiitzer 6, : X" > R fiir ~v(0) gilt:

(v'(9))?

= VG(Tn(Xn))

fiir alle 0 € ©.

Also ist T}, : X™ - R gleichmiiBig bester erwartungstreuer Schétzer fiir v(0).

Beweis:

(1) Es gilt:

Eo(To(X,)) = ~- iﬂag(ﬂxi)) — ()

————
=7(8)

3|

(2) Gemif 4.8 ist P™ eine 1-parametrige Exponentialfamilie in ¢ und Y1 ; T'(x;) und damit auch
inn-gund =¥, T(x;) = Tn(z,). Aus 1(8) > 0 folgt nach 5.13 auch

1,(8) =n-1(8) >0

Aus 5.8 und 5.13:

Vo(0u(X,)) 3 (Wzl(fe))) S;Yf(za()e))

558 V& (Tn (Kn ) )

5.15 Beispiel

Seien Xi,..., X, iid mit X; ~ 8, (i=1,...,n) und pe (0,1). Aus 5.9 und 5.14:

s

Yn = Xi

S

i=1

ist gleichméfig bester erwartungstreuer Schatzwert fiir p.

5.16 Beispiel

Seien X1, ..., X, iid mit X; ~ Exp(\) firi =1,...,n (A>0). Aus 5.10 und 5.14: X, ist gleichmiBig
bester erwartungstreuer Schétzer fiir % Beachte % (Maximum-Likelihood-Schétzer fiir ) ist nicht

n

1 !
E()@ B
X, n-1
N——
—)1(77,—><x>)

erwartungstreu fiir A, denn:

—1
aber X, ist asymptotisch erwartungstreu fiir A, d.h.

1
YA>0:E — | = A -
’\(X ) (n— o0)

n
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5.17 Beispiel

Seien Xi,..., X, iid mit X; ~ N(pu,08) fir i =1,...,n mit o5 > 0 bekannt. Aus 5.11 und 5.14: X,
ist optimal fiir p.

5.18 Beispiel

Seien X71,..., X, iid mit X; ~ N(ug,0?) fiir i = 1,...,n mit uo € R bekannt. Aus 5.12 und 5.14:

‘i(Xi—Mo)Z

i=1

SEES

optimal fiir o2.

5.19 Bemerkung

Die Schétzer in 5.15, 5.17 und 5.18 sind ML-Schétzer.
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Die Priifverteilungen

Ziel: Zusammenstellung wichtiger Verteilungen in der Statistik.

Konvention: Sei @) eine Verteilung. Bezeichne mit ) auch eine nach
also: @ ist Zufallsvariable mit Verteilung (). Beispiel:

E(N(0,1)%%)=1-3--(2k-1)

6.1 Definition

Q verteilte Zufallsvariable,

Seien X7i,...,X,, iid mit X; ~ N(0,1) fiir i = 1,...,m. Die Verteilung von ¥, X2 heifit x2-

Verteilung mit m Freiheitsgraden. Notation: x?2,.

6.2 Bemerkung

(1) Charakteristik:

=m-E(N(0,1)%) =m

NgE!

E(C) - E(

Xf)

i -v(8)

1

i

i=1

S V(X2) = m - V(N (0, 1)?

)

=m- (E(N(0,1)*) - (E(N(0,1)))*)=m-(3-1) =2m

(2) Es gilt:
X~ _ T (XP-E(X?) 1 ’Z": X2 -E(X2)
V2m Vm - V(X?) vm o=\ JV(X?)
—
V.
nach zentralem Grenzwertsatz.
6.3 Satz
X2, hat Lebesgue-Dichte
frz () =1 (x).;,x%—ye_g
()
Dabei ist N
I'(y) = f tvhetdt (y>0)
0

Beweis: MAST.
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6.4 Bemerkung
Setze m = 2. Dann
1 e
frz (@) = 10,00y (2) - 3¢’

d.h. fx% ist Dichte von Exp(
unabhéngig.

%) Damit: X2 +Y? ~ Exp(%

6.5 Definition

Seien x2, und x? unabhiingig. Dann heifit die Verteilung von
m X72n

1.2
EXn

F-Verteilung mit (m,n) Freiheitsgraden. Notation: Fy, ,

6.6 Satz

F,, n hat Lebesgue-Dichte

L") a s

fF’m.,'n. (‘T) = 1(0,00)(1') TN o mz2 -n2
I ()T (3)
Beweis:
e Esist

w X _ M X

xR moxG

——

=z

Da Z > 0 fast sicher sei 0.E. z > 0. Es bezeichne fx die Dichte einer Zufallsvariablen X. Dann

folgt:
MAST
12@) ™ [ g @ v.) - lyldy

2 [ D) fa () vy

), falls X ~ N(0,1) und Y ~ N(0,1)

m_q

€T 2

n+m

(n+mx) 2

min 1  _ 2
-t 2 1.6t.
l+x

dt

ST (3) 2 T (]
_._1
e
_ 1 x%—l./wy"gmq e 5@ gy
Crmn 0
=Y. (x 1 m ®  min +
=z lerl) o dF7 [T (L)
]_ m_q _m min _q t
= —rz - (l+a) 2 t 2 e dt
r(3)T(3 0
:F(m;»n
NGNS
r(z)-r(y) 1+
Wegen fo.z(x) = é - fz (%) (Ubung 4) folgt die Behauptung.
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6.7 Definition

N(0,1) und x? seien unabhingig. Die Verteilung von
N(0,1)
heilt T-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Notation: ¢,

Ziel: Herleitung der Dichte von ¢,

6.8 Definition/Satz

(i). Eine reelle Zufallsvariable X : (2, 4,P) - (R, B(R)) mit Po X' =Po (-X!) heiBit symme-
trisch um Null (verteilt). Notation: £(X) = L(-X)

(ii). Ist X Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F. Dann:

(a) X symmetrisch um Null < 1 - F(x) = F(-z) fiir alle z € R.
(b) X symmetrisch um Null < 1 - F(z) = F(-x) fiir alle > 0.

Beweis:

(ii). Px =P_x < Vo e R: P[X < z] = P[-X < z] nach MaBeindeutigkeitssatz. Nach Definition
folgt:

Px =P_x

 F(z)=P[X >-2]=1-P[X <-z]=1-F((-z)-0) " "&"®

< (a)

1-F(-z)

Aus (a) folgt offensichtlich (b). Noch zu zeigen: (b) = (a). Sei x < 0, dann -z > 0, also nach
(b):
1-F(-z) = F(-(-2)) = F(x)

Fiir x = 0 folgt die Behauptung aus der Stetigkeit von F' mit Grenziibergang x | 0.

6.9 Korollar

Sei X Zufallsvariable mit Lebesgue-Dichte f := fx und F' differenzierbar. Dann sind dquivalent:
(i). X symmetrisch um Null

(i)). Yz eR: f(z) = f(-x)

(iii). Y >0: f(x) = f(-x)

Beweis:

o (i) = (u1):
Nach 6.8 gilt 1 — F(z) = F(—z) fiir alle z € R. Differentiation ergibt mit F’ = f:

VeeR:-f(z) = -f(-z) = f(z) = f(-2)

e (ii) = (7i7): Klar.
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o (iii) = (i):
Sei « > 0. Beachte:
1:[:f(a;)dx:[if(x)dx+f0°°f(x)dx
:—Lof(—t)dt+/ooof(x)dx
:fooof(—t)dt+f0°of(x)dx
(i) fooof(t)dt+[0wf(x)dx
=2-f0°°f(t)dt:2-[if(t)dt

1

:F(O):[if(t)dt=§

Damit folgt fiir alle z > 0:
x 1 x
F(z) = f J(tydt =3 + f F(1)dt
—oo 0

i z w=—t 0
(:)%+/O F(=t)dt "= %+[wf(u)du

2 [ [ s
_1

1
2+§—F(—a:):1—F(—x)

Mit Satz 6.8 folgt die Behauptung.

6.10 Beispiel

N(0,0?) symmetrisch um 0 fiir alle o2 > 0.

Berechnung der Dichte einer symmetrisch um Null verteilten Zufallsvariablen:

6.11 Satz

Sei X symmetrisch um Null mit P[X = 0] = 0. Ferner existiere g > 0 mit

]P’[O<X£:c]=/0wg(u)du

Dann ist

Lebesgue-Dichte von X.

Beweis:
e Es gilt:
1=P[X <0]+P[X =0]+P[X > 0]

—_— Y
=P[-X<0] =0

VERP[X > 0]+P[X >0]=2-P[X >0]=2-P[X <0]

:%:P[X<O]:IP’[X>O]
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Also:

1 x
5° lim P[0 < X <z] = lim / g(u) du
Ir—> 00 0

~lim [ 10 g@du™ [T g(uw)du
oo v [0
fo Flu)du'= /_oof(t)dt

denn f(u) = f(-u) fiir alle v € R. Somit folgt fiir alle x > 0:

IP’[ng]:IP[X<O]+]P’[0<XS:U]:%+/0wf(u)du

:[:f(u)du+[0mf(u)du:[:f(u)du

Fiir x <0 geht man analog vor.

6.12 Satz

t,, hat die Dichte

oo L) ( )
ftn( )_F(%)\/ﬁ 1+

Beweis:
e Nach Definition ist ¢, = % mit X ~ N(0,1), Y ~ \/% -x2 und X, Y unabhingig. GemiB
6.10: Po X! =Po (-X)~!. Damit:
Po(X,Y) " £ PoX ' @PoY ' =Po(-X)'@Poy "
—X=J1Y Po (—X,Y)_l

dh. (X,Y) £ (-X,Y). Damit

_X
Y Y

-X
— =,

e

ln
also t,, symmetrisch um Null nach Definition. Weiterhin gilt
X
P[tn:O]:P[?:O]:P[XzO]zO

Somit sind Voraussetzungen von Satz 6.11 erfiillt.

smml
vz §~P[—xstngx]:

1 IP>[<N<o,1>>2 <]

1 2

1
P0<t, <] 5

1
)
1 2 1 o
:g.P[Fl)n <x ]25/0 fF1,n(u)du
=Vu [7
Y fr L )y dy
—
=:9(y)

Mit 6.11 folgt die Behauptung.
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Konfidenzintervalle

Sei (X, X, F,P) ein statistisches Modell mit
P={P:0e0} (OcR?

Sei v : © - R die zu schiitzende Funktion und © : X - R ein Schiitzer fiir 4(6). Bisher: Auswahl
von © nach bestimmten Giitekriterien (Erwartungstreue, Minimierung des mittleren quadratischen
Schétzfehlers). Dabei geleitet von der Vorstellung: Fiir gute Schétzer sollte mit groler Wahrschein-
lichkeit fiir den zufilligen Schétzwert é(X ) ~ v(6p) gelten, wobei 6y wahrer Parameter. Geméis
Hiufigkeitsinterpretation: Die meisten konkreten Schitzwerte é(ac) liegen nahe bei v(6p). Ziel:
Prézisierung unserer Forderungen.

7.1 Beispiel

Seien X1,...,X,, iid mit X; ~ N(u,0?), wobei p € R unbekannt und o2 > 0 bekannt. Gemsfl 5.19
ist

. 1 n

Xn =" Xz
MLS fiir g und gemé&f 5.17 iiberdies optimal. Trotzdem gilt:

Py [Yn # :u] =1

fiir alle € R. Mit Wahrscheinlichkeit 1 liefert X,, den falschen Wert. Kompromiss zwischen der
sogenannten Punktschétzung: Finde ein zufilliges Intervall I € R (méglichst klein) mit

Pulpel]>1l-a (7.1)

fiir alle u € R. Dabei ist 1 — « eine vorgegebene Schranke, die als ,,gro“ erachtet wird. Mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 -« enthélt das zuféllige I den wahren Parameter u. Typische
Konstruktion von I:

o nXi— oy o2
Xp-p=Y =L *N[0,—
e O

Damit folgt fiir alle peR, a<beR:

vn vn

Pu[aan—,usb]:]P’[agJ-N(O,l)gb]:P[wgN(O,1)§b~n
n g (o

@(b.{ﬁ_)q>(ﬁ.a)

g

mit ® Verteilungsfunktion von N(0,1). Wihle a* < b* so, dass

e R O R (72)

g g
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Dann

VueR:P,[a" <X, -pu<b]=1-a
S VueR:P,[X, - b <u<X,-a"]=1-a
< VpeR:Plue[X,-b"X,-a"]]=1-a

::In(gn)
dh. Plpel,(X,)] =1-a fir alle peR.

Klar: Fiir alle o € (0,1) existieren (sogar unendlich viele) a* < b* mit (7.2). Wiinschenswert:
I'=1(a*,b") mit minimaler Lange b* —a”. Losung spéter. Ebenfalls wiinschenswert: I symmetrisch
um X,, dann a* = —b* notwendig. Dann

(7.2)@@(\/ﬁb*)—@(—\/ﬁb*):l—a

g g

6'82;102«@(\/5-1)*)—1:1—04
g
@@(\/ﬁ-b*):l—j

g

g «
b*=—~¢>‘1(1——)
= vn 2

Man erhilt das um X,, symmetrische Intervall

~ g - g
In:[Xn—\/ﬁ'U]_g7Xn+\/ﬁ'U1_‘;:| (73)

mit ug := f-Quantil von N(0,1), d.h. ®(ug) = 3, d.h. ug = ().

7.2 Definition

Sei (X,X,F,P) mit P ={Pp;0e0}, OcR? ~:0 >R, ae(0,1).C: X - {I;I cR Intervall }
heifit Konfidenzintervall fiir v(0) zum Konfidenzniveau 1 - «v 1<

(i). Fp:={xeX;y(0)eC(x)} e F fiir alle 6 € ©
(ii). Po[v(0) eC(X)] 21 -« fur alle 0 €O
Fiir z € X heiit C(z) konkretes Konfidenzintervall zur Beobachtung = € X.

7.3 Bemerkung
(). [v(0) e C(X)] = X1 (Fy) € A, da X : (Q,A) > (X, F)-messbar und Fp € F gemiB 7.2(i).
Damit sind die Wahrscheinlichkeiten in 7.2(ii) wohldefiniert.
(ii). ,>“ in 7.2(ii), weil nicht alle Verteilungen Po X! stetig sind.

(iii). Klar: C(z) = R erfiillt 7.2(i) und (ii), enthélt aber keine Information iiber die Lage von ~(0).
In der Tat sind im Gegensatz moglichst kurze Konfidenzintervalle gesucht.

(iv). « in der Praxis ,klein“, konventionelle Werte: « € {0.1,0.01,0.05,0.001}
(v). Seien u,0: X — R F-messbar mit u <0, dann erfiillt
C(x) = [u(z), o(x)]
die Bedingung 7.2(i), denn
{zeX;7(0) eC(x)} = {w e X;u(x) <~(0) <o(x)}
=u (=00, 7(0)]) n o7 ([7(6), 00)) € F
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(vi). Wie in Beispiel 7.1 sind Konfidenzintervalle hiiufig vom Typ [©(z) - b,O(x) + a], wobei ©
ein (,guter”) Schétzer ist.

(vii). Haufigkeitsinterpretation von 7.2(ii): Wird das Konfidenzintervall C zum Niveau 1 -« in der
Praxis sehr oft zum Berechnen konkreter Konfidenzintervalle C(z) angewendet, so liegt in
mindestens 100-(1-a) % der Fille v(0) € C(z). Beachte: Im Einzelfall, d.h. fiir ein konkretes
Konfidenzintervall gilt, entweder v(6) € C(x) oder nicht. Insbesondere ist die Sprechweise
»Das konkrete Konfidenzintervall enthélt mit Wahrscheinlichkeit von 1 — o das unbekannte
~v(6).¢ ist falsch!

Hiufigkeitsinterpretation im Detail: Sei X : (2, 4,Py) — (X, F) und seien Xy, ..., Xy, ... iid
mit X; £ X. Sei C: X > {I; I <R Intervall } vorgegeben. Dies liefert C(X1),...,C(Xn),.. ..

1 N
¥ 2 @ ~ Py(0) eC(X)]21-a (N > )
i=1

7.4 Beispiel

Minimiere die Léinge des Konfidenzintervalls I = [X,, — b, X,, — a] aus Beispiel 7.1. Gem#fl Kon-
struktion erfiillen @ < b die Gleichung (7.2). Somit gesucht

ot a2 0)-o(2.0) 1)

U6,2
= : (yOaxO)

Sl

wobei
(Yo, xo) := argmin {z - y; ®(2) - (y) =1 -}
Setze y(z) = &1 (®(x) — 1 + @) mit z > d1(1-a) = us_o. Aus Ubung 6 folgt (yo,z0) = (y(F0), Zo),
wobei
Fo = argmin{z - y(z);2 > ® (1 -a)}
Sei £(x) ==z —y(z), dann ist £ stetig auf (u1-q,00) mit (z) - oo fiir & - uj_o und fiir z — oo.
Also existiert eine Minimalstelle, fiir die notwendigerweise gilt ¢'(z) = 0.

0=0(x)=1-y'(x)
1

U rEi@@ 1) o)

o(x)
- L (@)
T (@ (B(z) -1+ a)) L

= p(2) = (7 (2(2) -1 +a))
s r=201(d(z)-1+a)
=>z=-0Y(d(z)-1+a)
= -—r=0"Hd(z)-1+a)

< O(-z) =P(z) -1+«
—
1-@(z)

c»mszfl(l—%):ul_%

(Losung mit ,+“ entfillt, weil dann ®(z) = ®(z) - 1 + « folgen wiirde. Widerspruch zu « € (0,1))
Mit Einsetzen folgt: Das symmetrische Intervall aus (7.3) hat auch minimale Lénge und ist iiberdies
sogar eindeutig bestimmt.
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7.5 Beispiel: Normalverteilungsmodell bei unbekannter Varianz

Seien X71,...,X, iid mit X; ~ N(u,0?) mit g€ R, 0% > 0 beide unbekannt. Gesucht ist Konfidenz-
intervall zum Niveau 1 — « fiir u. Das Konfidenzintervall aus 7.1 ist von der Gestalt

— o J—

Xn_i' 7Xn_
Vi

und damit nicht berechenbar, da ¢ unbekannt.

o
N

Idee: Ersetze o2 durch einen Schiitzer, zum Beispiel durch den (erwartungstreuen) Schitzer

Man erhélt (durch Plug-In) das zufiillige Intervall

- Sn - Sn
Xn_i’ ,Xn_i'
[ N y]

B

Zur Wahl von y < x beachte, dass

N i (K- )
PN702|:'LL€|:X"_\/ﬁ’x’X”_\/ﬁ'y]]:PﬂaU2[ysSnS‘T (74)
=T,

Ist die Verteilung @y := L(T, [P, »2) =P, 52 0 T;! unabhiingig von (p,0?), so wihle y < x derart,
dass Qn([y,x]) = 1-«. Aus (7.4) folgt dann, dass dieses Intervall ein Konfidenzintervall von p zum
Konfidenzniveau 1 — « ist. Deshalb bestimme @,,.

Beachte zunéchst:

Loy (Xi-p)
\/ﬁ - Xie1 ((Xz —p) - % X1 (X _N))2
5T (F5H)
2
Vot (- o )
=g, (Y1,...,Yy)

Tn:\/ﬁ'

-V

itk (1 <i<n), dann Vi, ..., Y, iid mit Y; ~ N(0,1) unter P, ,2. Damit folgt:

o

mit Y; =

PH7O.2OT;1 :]Pu70'2(gno(Y1,...,Yn))71
= (]P)H,gz o (Yl,...,Yn)_l) og;1 = N(()’l)n oggl _ Qn

T,, ist sogenannte verteilungsfreie Statistik. Die Verteilung @Q,, kann ist durch Monte-Carlo-Simulation

approximierbar.

Einschub zur Monte-Carlo-Simulation: Sei XSLN) = (Xl(N), . .,X,(lN)). Erzeugte ij)7 e ,X,Sj) iid
mit X ~ N(0,1) fiir j = 1,...,N. Dann XV, ..., X™ ~ X = (Xy,..., X,.). Durch Einsetzen
erhélt man T,(Ll), e ,Tr(lN) iid mit T,(f) ~ Q. Starkes Gesetz der groflen Zahlen:

N
N1 o, ST Ply<Ty<a)=Qu(ly.x])  fast sicher
7.6 Satz
Seien X1, ..., X, iid mit X; ~ N(u,c?). Dann gilt:
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(i). X,,S2 unabhiingig
. (n-1)-S2 . 2 . . _ .
(ii). ~——z== ist x*-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

(iii). Es gilt: T, = /n- 2274 ~ f, 4
Beweis: lineare Modelle; (iii) folgt leicht aus (i),(il) mit Definition der ¢,-Verteilung)

Bemerkung;:

(i). Die Verteilungsfunktion Fy, der t,-Verteilung ist stetig und streng monoton wachsend, da
Dichte f, > 0.

(ii). Definiere t,q = Fj'(@) als a-Quantil von t,. Quantile sind bekannt (Tafel, Programm-
Pakete). Beachte: Wegen t,, symmetrisch um Null gilt ¢, 1_o = —t, o fiir alle a € (0,1), n e N.

7.7 Beispiel

Wenn man in (7.4) zum Beispiel x =t,,11-2,y = t,-1 o wihlt, folgt

~ _Sn Sn
Pu,(ﬂ |:/~L € [Xn - ﬁtn—l,l—%wxn + % 'tn—l,l—g]:l

X -
= PM7U2 |:tn_1,€2¥ < \/E g’ a

= Ftn_l (tn—l,l—%) _Ftn—l (tn_L%) = 1 —

< tn—1,1—g]

=

_a
2

N}

d.h. [Yn - %tn_m_%Xn + % ~tn_1,1_%] ist Konfidenzintervall fiir 4 zum Niveau 1 - .

Bemerkung;:

(i). Man kann zeigen, dass

F,(2)1®(x)  (n—o0) (7.5)
fiir alle z > 0, woraus folgt, dass
tno b Ua = <I>’1(04) (n — o0) (7.6)
fiir alle av € [1,1).
7.8 Lemma
Seien an Yo vXZm unabhéngig. Dann 7", Xij ~ X2 mit = Y7 n,.

Beweis:

e Seien N9 1<i<n;,1<j<miid~N(0,1). GeméB Definition gilt

n .
Xn, = (V) (A<jsm)
i=1
Daraus folgt:
S S50 )
ZXELJ = Z Z(Nlj )2 ~ XEL
j=1 j=li=1

mit n:= 37 n;.
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7.9 Beispiel

Seien X1,...,X,, iid mit X; ~ Exp()\)7 A > 0. Gesucht ist Konfidenzintervall fiir A zum Niveau

1 - . Der MLS fiir A ist \,, X (vgl. 3.6, nicht erwartungstreu). Es ist
20 T
]P))\[Q/\'XZ‘SJ)] = Py [X <ﬁ:|_1 eXp(—/\.ﬁ)
1
= 2\- X; ~ Exp (5) 6t X%
2n - )\ n
= A Z X2n

NXZ

Sei anﬁ = F;} (B) das 3-Quantil der x2 -Verteilung. Fiir alle A > 0 gilt dann:

2 2
m-\ . Xon. o Xon,1-2
1—04:PA|:X§n’g§ 7; SX%H,I—%]:PAlAElAn 22T;27)\n. 227; 2]]
n

2 2
Also ist [S\n . XZ”;;% 7j\n . XQ"Q’:% ] ein Konfidenzintervall fiir A zum Niveau 1 - a.
Allgemeines Prinzip in den Beispielen 7.1, 7.5, 7.7, 7.9 erkennbar: Transformiere Schiitzer (zum
Beispiel ,,gute“ Schitzer) unter Einbeziehung des Parameteranteils () derart, dass die Verteilung
der Transformierten nicht von 8 abhingt. Formal:

Sei ©: X — R ein Schiitzer fiir y(#) € R, § € © ¢ R?. Finde Transformation (messbare Abbildung)
H:RxRxQ - R so, dass

L(H(7(0),0(X),-)|Pg) = Py o H(7(6),0(X),)*

nicht von 6 abhingt (und idealerweise bekannt ist, sonst beliebig genaue Approximation durch
Monte-Carlo-Simulation).
Bisherige Beispiele:

(i). In Beispiel 7.1: 0 = p € © =R, O,,(z,) = T, X = R™, 4(0) = 0

H(3(6).0,(X,)) = Hy (1. %) = 221 N(0,1)

(ii). In Beispiel 7.5/7.7: 0 = (1,02) € © = R x (0, 0), A/((,u,JQ)) =1, On(z,) =T, X =R",

H(V(a)vén(gn)’) :H(Ha ns )_ HS (,uaX )Ntn 1

(iii). In Beispiel 7.9: 6 = A € © = (0, 00), v = id, ©,(z,) = % = A\p,
R “ 2n- A
H(0,0n(X,)) = HOW ) = == ~ X

n

Es sei im allgemeinen Fall F die Verteilungsfunktion von H(v(0),0(X),-), d.h.
F(x) =Pg[H(7(0),0(X), ) <z]  (¢¢R)

und bezeichne F~! die zugehorige Quantilfunktion. Damit:

Py [F‘1(2)<H(7(0) O(X),) < F~ ( )]

(-5 ()

>1-

<

wlR
wlR
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fiir alle 0 € ©. Falls F stetig gilt sogar ,,=“. Kann man die Ungleichungen

P (5) <0060 <F (1-5) )
nach () auflésen, so erhiilt man im Allgemeinen einen Konfidenzbereich fiir v(8) zum Niveau
1 - a. Fiir die praktische Umsetzung notwendig:

e Die Quantile F~! (%) ST (1 - %) miissen bekannt sein. Kein Problem, falls F' bekannt, sonst
Approximation durch Monte-Carlo-Simulation.

e (*) nach v(#) auflosbar. Sonst ist der Konfidenzbereich fiir v(6) nur implizit durch (*)
gegeben. Lisst aber bei konkreter Beobachtung X (w) = z € X mitunter numerische oder
graphische Verfahren zu:

Fixiere w und betrachte u — H(u, (X (w)),w), u € R. Gesucht sind u € R mit

qg < H(’LL, é(X(w)),w) < q1-¢

Die Transformation H : RxRx{ - R heifit Pivot (Drehpunkt) und obiges Prinzip heifit Pivotisieren
der Statistik ©.

Typischerweise betrachten wir Produktmodelle, d.h. X = X = (Xy,...,X,,) mit X; ~ Py iid (vgl.
1.6). Hierbei ist das exakte Pivotisieren bei festem n oft problematisch und -bis auf klassische
Modelle- eher die Ausnahme. Ausweg fiir grolen Stichprobenumfang n: Approximatives Pivotisie-
ren.

Approximatives Pivotisieren Sei O, : X" — R ein Schiitzer fiir v(#). Die Abbildung H :
R xR x 2 - R heifit approximatives Pivot, falls

Pgo Hu(7(0),04(X,), )" >Q  (n~ o) (7.7)
= Zn = Ho(7(0),0,.(X,),) Sz unter Py
< Po[Z, <x] > Py[Z <x] = F(x) (7.8)

wobei Pg o Z~! nicht von 6 abhingt und z ein Punkt, in dem F stetig ist.
Falls F' stetig ist, so gilt:

Py [F‘1 (%) < Ho(1(0),0,(X,),-) < F~! (1 _ %)]
=Pg[Zn <qi-g]-Po[Zn <qg] > Flqi-3) - F(qg) =1-a  (n—> o)

In diesem Sinne ist die Menge

B, = {u eR; P! (%) < H,(u,0(X,), ) <F! (1 _ %)}

ein asymptotischer Konfidenzbereich fiir () zum Niveau 1 - «, d.h.
lim Py (v(0) e B,)=1-«

Rest wie beim exakten Pivotisieren.

7.10 Beispiel: n-faches Bernoulli-Experiment

Seien X1, ..., X, iid mit X; ~ 3,, p€ (0,1). X,, ist optimaler Schiitzer fiir p. Zentraler Grenzwert-
satz liefert

Vi EaD Y vy (s eo)

Vvp-(1-p)
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unter P, fiir alle p € (0,1). Damit:

Pp |:'UJ°‘ < \/EM Sul_a] —>(I>(u1_g)—<1>(ug) =1l-«
’ p-(1-p) ’ : ?

Uj_a
12

fiir alle p € (0,1). Auflésen nach p mittels Lemma 7.11. Mit s := NG

n

— U%_g _ u%_g
1 Xnviz 7T+ Xn772
n n

ist ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 1 - a.

,x =X, folgt

7.11 Lemma

Fiir pe (0,1),s>0, 0 <z <1 sind dquivalent:
o z—p
(). —\/s< /g <\/s

(ii). T_(z,s) <p <Ti(z,s) wobei

x+§i\/§+s-x-(l—x)
1+s

T.(z,s) =

Beweis: Nachrechnen.

Die Vorgehensweise aus Beispiel 7.10 ist iibertragbar auf sogenannte nicht-parametrische Vertei-
lungsannahmen, zum Beispiel

P = {P; P W-Verteilung, foQ P(dx) < oo}

Ziel: Schiitzung des Parameteranteils v(P) := [ 2 P(dx) = EX fiir X ~ P.

7.12 Beispiel

Seien X1, ..., X, iid mit X; ~ P e P, d.h. E(X?) < o0, y(P) = EX;. Annahme:

0% = 0*(P) = V(X)) = [ * Pldn) - [ xP(dm>)2

Geméf zentralem Grenzwertsatz gilt:

R
:>PP|:’Y(P)€|:XTL—U,1\/_T—;;'UaXn+u\1/_T—;2x'U:|:|—>(1—a) (n - o0)

also ist dies ein asymptotisches Konfidenzintervall bei bekanntem o2.

Falls ¢ = 0?(P) unbekannt, ersetze es durch einen Schiitzer. o : P — R ist ein statistisches
Funktional. Setze

(empirische Verteilung). Dann

n 1 n
. ZdXz(F) = E Z 1[Xi€F]
3 1=1

~Pp[X1e F]=P(F)  (FeB(R))
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P,, - P fast sicher fiir alle F' € B(R). Plug-In-Methode: o2 := ¢*(P,). Dann:

oi:fx2pn(d:c)—(/xPn(dz))2

2
1 & 1 &
-2 5 (13
n o= no44
1 & —2 1 Z —
S Y XX == (X - X)?
n o= no=
o2 ist jedoch kein erwartungstreuer Schiitzer. Aber
B LI
n-1 47" " n-1 "

ist erwartungstreuer Schétzer. Einsetz-Methode liefert:

X, (P (X =
\/ﬁ' N ’Y( ):i\/ﬁ( n 7(p))
S, S, 7
——

=7 =v,'Y'N(0,1)

Auflerdem:

Daraus folgt insbesondere S2 L o2 Aus Stetigkeit erhélt man 7, L1 fiir n > oo und somit
Zy -V Y N(0,1). Auflosen liefert, dass

& .u @ Y + 7’”/ .u [e%
\/ﬁ 1-354n \/ﬁ 1-3
ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir v(P) zum Niveau 1 — a bei unbekanntem o2 > 0 ist

(Vergleich mit Konfidenzintervall aus Beispiel 7.7: tn-1,1-9 anstelle von ul-g hier).

X, -

7.13 Definition

Seien (X,F) ein Stichprobenraum, (X;);y ild Zufallsvariablen mit Werten in X (iiber einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (€2, 4,P)) mit Po X;' = P € P und v : P - R eine beliebige Funktion
(statistisches Funktional). Sei C,, : X™ — {I; I € R} mit

VPeP:{z, e X";v(P)eCy(z,)} e F"
Dann heifit (C),)nen eine Folge von Konfidenzbereichen fiir v(P) zum Niveau 1 — «, falls
VPeP: lim Pp(y(P)eCh(X,))=1-«a
n—oo

Bemerkung: Asymptotische Verfahren treten typischerweise in der nicht-parametrischen Statistik
auf.
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Statistische Tests

Erinnerung an Beispiel 1.2

¢ Qualitétskontrolle bei der Produktion einer bestimmten Ware: p € (0,1) ist der unbekannte
tatsdchlicher Ausschuflanteil, py € (0,1) sei zuldssiger AusschuBlanteil. Zu entscheiden ist
zwischen den Aussagen Hy : p > po und Hy : p < po. Dazu priife n Stiicke und erhalte
z, =(x1,...,2,) € {0,1}" mit x; = 1, falls i-tes Teil schlecht und z; = 0, falls i-tes Teil gut.

e Statisches Modell: z,, ist Realisierung von X, = (Xq,...,X,,) mit X; iid X; ~ 8,, p € (0,1)

unbekannt.

e Ziel: Entscheide zwischen Hy : p > pp und Hi : p < pg. Notwendig: Entscheidungsvorschrift,
die jedem z,, € {0,1}" genau eine von diesen zwei Entscheidungen zuordnet. Formal ist die
Entscheidungsvorschrift eine Abbildung ¢, : X" — {0,1} mit der Interpretation ¢,(z,) =
1 «— Entscheidung gegen Hy und t,(z,) = 0 «— Entscheidung fir Hy. Sei K, = {z,, €
X7ty (2,) = 1) = £, ({1}). Damit

tn(z,) =1+ z, € K, < Entscheidung gegen Hy
tn(z,) =0 <z, ¢ K, < Entscheidung fiir H

K, heiflt kritischer Bereich.

e Welche ¢, bzw. K, sind sinnvoll? Klar: Alle z,, € {0,1}" sind unter jedem p € (0,1) moglich,

denn
]P)P[ln = gn] = P(m[X’L = xz]) = H]P)P[Xl = .’Ez]
i=1 f=1 ———
pri-(1-p)'=Ti
— Zzll Ty, _ n*Z:L:1 23 n
p (1-p) >0 (pe(0,1),z, € X™)
Deshalb:

(i). Fehlentscheidungen sind bei jedem K, unvermeidbar.

(ii). Ziel: Mogliche Wahrscheinlichkeiten fiir Fehlentscheidungen minimieren.
e Mogliche Fehlentscheidungen:

(i). Ho gilt und z,, € K,, wird beobachtet (Fehler 1.Art).
(ii). Hy gilt und z,, ¢ K,, wird beobachtet (Fehler 2.Art).

Die Wahrscheinlichkeiten fiir den Fehler 1. Art sind P,([X,, € K,,]|p > po) und fiir den 2. Art
P,([X,, ¢ K, ]lp < po) und damit insbesondere von p abhéngig.

o Idealerweise sollte K, so beschaffen sein, dass

0 >
Pp[in € Kn] = { p=ro
N 1 < Ppo
1-P,[ X, ¢Kn]
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Dann wére in praktisch jedem Fall jeweils die Wahrscheinlichkeit fiir eine Fehlentscheidung
Null: Der Statistiker trdfe mit der Vorschrift ¢, = 1x,. Jedoch ist dies bereits in unserem
einfachen Beispiel nicht moglich, denn die Funktion

b= }P};D[Xn € K"] = Z IPP[Xn = gn]
gnéKn —
=p2?:1 Ti .(17p)"’z?:1 Ti

ist als Polynom in p stetig auf (0,1).

Typisches Dilemma: Es gibt grofie Wahrscheinlichkeiten fiir den Fehler 1.Art und 2.Art (vor
allem in der Nihe von pg). Die beiden Fehlerarten haben aber je nach Problemstellung
unterschiedliche Konsequenzen, die im Einzelfall hinsichtlich ihrer Tragweite bewertet werden
miissen. (Dies ist ein ,aufermathematischer” Vorgang.)

Im Beispiel 1.2:
(i). Fehler 1. Art heifit falsche Entscheidung gegen Hy (p > po), d.h. Entscheidung fiir p < pg
(,alles okay*). Konsequenz: unzufriedene Kunden.

(ii). Fehler 2. Art bedeutet falsche Entscheidung gegen p < pp, d.h. Entscheidung fiir p >
po (,schlechte Produktion,,). Konsequenz: Eingreifen in den Produktionsprozess, z.B.
Stoppen

Deshalb folgendes Prinzip: Die Wahrscheinlichkeiten desjenigen Fehlers, der als ,,schlimmer*
erachtet wird, werden -falls méglich- kontrolliert unterhalb einer vorgegebenen Schranke « €

(0,1) gehalten. Genauer:

(i). Auszeichnung einer Aussage als sogenannte Nullhypothese Hy und der zweiten Aussage
als sogenannte Alternative Hy. Im Beispiel etwa p > pg (Nullhypothese) und H; : p < pg
(Alternative). Sei ©q := (po,1) = {p € (0,1); Hy gilt } und ©1 = (0,po] = {p € (0,1); Hy
gilt }. Damit © = Oy & ©5.

(ii). Kontrolle der Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler 1.Art durch vorgegebene Schranke « €
(0,1), d.-h. Wahl von K, so, dass

Vp>po:PplX, e K] < *)

(iii). Zusétzlich zu (*) in (ii): Minimierung der Wahrscheinlichkeiten fiir den Fehler 2. Art,
d.h. K, mit (*) und

Vp<po:PplX, ¢ K,]=1-P,[X, € K,]
moglichst klein.

Frage: Ist das Programm (i)-(iii) machbar? Antwort in allgemeinem Rahmen...

8.1 Allgemeine Formulierung eines statistischen Testproblems

Gegeben seien
(i). statistisches Modell (X, X, F,P) mit Verteilungsannahme P = {Py;0 € © c R}

(ii). © = ©g ® ©; definiert das Testproblem

Hy:0€0 Nullhypothese vs Hy:0e€0, Alternative

(iii). € (0,1) heifit Signifikanzniveau.
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Jedes K € F mit der Eigenschaft
VOeO®y:Py[X e K]<a (8.1)

definiert dann einen Test zum Niveau « (Niveau-a-Test) fiir Hy gegen H; vermdoge der Entschei-
dungsregel

Entscheidung gegen Hy :<> x € K
Entscheidung gegen Hy <>z ¢ K

fiir x e X.

Gesucht (falls existent): K € F mit (8.1) und
VK’ e Fmit (8.1): Ve O1: Py[X € K'] <Py[X € K| (8.2)
Sprechweisen:
e Entscheidung gegen Hj, obwohl Hy gilt = Fehler 1.Art
e Entscheidung gegen H;, obwohl H; gilt = Fehler 2. Art
e K heif}t kritischer Bereich.

Interpretation:

(i). Angenommen 0 € Og, d.h. Hy gilt. Eine Beobachtung x € K, d.h. Hy wird verworfen (Fehler
1.Art), hat wegen (8.1) die Wahrscheinlichkeit von hochstens o, d.h. bei hochstens « - 100%
aller Anwendungen des Tests wird H filschlicherweise verworfen.

(ii). Angenommen 0 € ©1, d.h. H; gilt. Beobachtung [X ¢ K], d.h. H; wird verworfen (Fehler
2.Art), tritt mit Wahrscheinlichkeit 1 -Py[X € K] ein. Diese wird durch die Forderung (8.2)
moglichst klein, ist aber nicht kontrollierbar und kann nahe bei Eins liegen. Typischerweise
falls 8 ,,in der Ndhe* von 6 liegt.

Schlussfolgerung: Nur das Verwerfen von Hj ist eine statistisch gesicherte Entscheidung (in dem
Sinne, dass die Wahrscheinlichkeit fiir ein félschliches Verwerfen < « ist), nicht aber das Beibehalten
von Hy (da eben die Wahrscheinlichkeit fiir das filschliche Beibehalten von Hy mitunter sehr grof3
sein kann).
Sprechweisen:

e € K spricht signifikant (auf dem Niveau «) gegen Hy.

e Die Alternative H; ist zum Niveau « signifikant.
Ubersicht (unbekannte Realitiit-Testentscheidung):

Hy verwerfen Fehler 1. Art richtige Entscheidung
Hj beibehalten | richtige Entscheidung Fehler 2.Art

Fazit: Statistische Tests dienen zur Widerlegung von Nullhypothesen. Soll eine Aussage bestétigt
werden, muss sie als Alternative eines Testproblems formuliert werden. Konsequenz fiir die An-
wendungen:

(i). Wahl von Hy und H; ist wesentlich. Im Beispiel: Soll ,,p < po“ statistisch signifikant belegt
werden, so ist zu betrachten Hy : p > pg vs. Hy : p < pg. Soll dagegen eine Qualitétsverschlech-
terung im Produktionsprozess (,p > po“) aufgedeckt werden, so ist zu betrachten Hy : p < pg
vs. Hy :p 2> pg.

(ii). Beachte: K ist deterministisch und muss deshalb vor Durchfithrung des Zufallsexperiments
festgelegt werden, ansonsten gilt zum Beispiel (8.1) nicht.

Eine sinnvolle Konstruktion von Tests erfolgt hidufig durch heuristische Voriiberlegungen. Danach
Giiteuntersuchung durch Berechnung der Giitefunktion § — Pp[X € K] (6 € ©) mdoglich.
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8.2 Beispiel

Seien X1, ..., X, iid mit X; ~ 3,, p € (0,1) unbekannt. Sei py € (0,1). Testproblem Hy : p < pg
vs. Hy :p>po. Idee: X, » p (n — oo) P-fast sicher (SLLN). Zumindest fiir ,groBe “ n gilt daher

X, ~p. Grofle Werte von X,, sprechen somit fiir ein Vorliegen von H;. Also plausibel:

n
Hyverwerfen <= X,, > ¢, < S, = Zle > ka
i=1

wobei wegen (8.1) k,, derart bestimmt werden muss, dass
Vp<po:Pp[Sy > ko] <a (8.3)

und moglichst klein wegen (8.2). Bekanntlich gilt P, o S;' = Bin(n,p) fiir alle p € (0,1),n € N.
Damit fiir &, € Ng:

Bls. o kal= 2 (1) 4 0-p"F @)

k=kq+1

Diese Giitefunktion ist streng monoton wachsend in p (Ubung). Damit geeignet:

ko = min { i (Z) R (1-po)"F < a} (8.4)

0<j<n k=j+1
=>K:=K,o= {xn €{0,1}™ Y x; > ka}
i=1
Mit k, aus (8.4) ist K, o kritischer Bereich eines Niveau-a-Tests fiir Hy gegen Hj.

8.3 Beispiel

X1,..., X, iid mit X; ~ N(u,03) mit y € R unbekannt, o2 > 0 bekannt. Testproblem: Hy : p1 < jug
vs. Hy: > po mit po vorgegeben. Plausibler Test (mit gleicher Motivation wie in 8.2):

Hyverwerfen : <= X,, > ¢,

wobei ¢, moglichst klein mit o
V<o Pu[Xy >ca] < (8.5)

Da fiir pe R

P#[Xn>ca]:m[ﬁ-X"_2u > c"_f'\/ﬁ]:l—é(c"‘_“-\/ﬁ)
90 V90

——
~N(0,1)

und diese Funktion streng monoton wachsend in p ist, folgt

(8.5)@1—@(60‘_“0~\/ﬁ)£a©c(12uo+UO~u1_a

Minimales ¢, mit (8.5) ist gegeben durch ¢, = po + % “Ui_q. Damit ist
n 1 =
K=K,o,=43z,€R ;f-zgvlvca
n o1

kritischer Bereich eines Niveau-a-Tests fiir Hy vs. Hy. Der Test heifit (einseitiger) Gauf-Test.
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Tests in 8.2 und 8.3 von der Gestalt
K={xeX;T(z)>cua}

fiir eine bestimmte messbare Abbildung 7" : X — R. T heifit (Test-)Statistik und ¢, kritischer Wert.

Néchstes Ziel: Konstruktion optimaler Tests. Dazu:

8.4 Definition und Satz

(i). Sei (X,X,F,P) parametrisches statistisches Modell iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,A,Py) mit 0 € © c R% Jede messbare Abbildung ¢ : X — [0,1] heiit (randomisierter)
Test.

(ii). Es existiert eine Zufallsvariable Y: (Q, 4,Pp) - ({0,1};P({0,1})) mit Pp[Y € |X = z] =
Bin(1, ¢(z)), d.h.

PylY = 11X = 2] = p(2) PolY = 01X =] =1 - ¢(x) ()
(iii). Das Paar (¢,Y") legt Entscheidungsvorschrift fest durch:
Hyverwerfen <Y =1 (+)

Wird [X = 2] beobachtet, so fiihrt man anschlieBend ein Bernoulli-Experiment mit Treffer-
wahrscheinlichkeit p := p(x) durch (gekoppeltes Experiment). Das zufillige Ergebnis dieses
Bernoulli-Experiments (Hilfsexperiment) wird beschrieben durch die Zufallsvariable Y. Wird
Y =1 beobachtet, dann ist Hy zu verwerfen, sonst Hy beibehalten.

Beachte: Wegen (*), (+) gilt
() = Py[ Hyp verworfen durch p|X = z] (xek) (8.6)

Beachte: Linke Seite in (8.6) héngt nicht von 6 ab.

8.5 Beispiel

Sei pg = 0.02, n =30, a = 0.01. Aus (8.4) folgt wegen Monotonie

30 30 . .
ko.01 = min {0 <k<30; > ( ) -0.027.0.983077 < a}
j=k+1 k
J
=p(k)=Pp[Ss0>k]
Wegen
k |0 1 2 3

p(k) | 0.4545 0.0105 0.0214 0.0029

folgt hier ]{50_01 =3 mit

sup P[Sggo > 3] = PO’02[530 > 3] =0.0029 < 0.01

p<0.02
Signifikanz-Niveau « = 0.01 wird also nicht voll ausgeschopft (hier nur zu ca. 30%). Dadurch wird
Fehler 2.Art unnotig grofS. Ausschopfen des Niveaus durch Randomisierung moglich. Betrachte
zum Beispiel

1 Ss30 >4
P(x39) =70 Sz0<2 (8.7)
g S30 =3
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Gesucht v, um Signifikanz-Niveau moglichst gut auszuschopfen.

P,[Ho wird verworfen] = Z P,[@ verwirft Ho|X 0 = Z30] - Pp[ X530 = Z30]
£306{071}30
30

= Z Z P(x30) - Pp[X 30 = 23]

J=02,,€{0,1}30, 3 x;=j
=7 P,[S, = 3] + P,[S, > 4]

monoton wachsend fijrpe(O,%) monoton wachsend fiir pe(0,1)

Damit

sup P,[Hpablehnen] = -Pg.02[S30 = 3] + Po.02[S30 > 4] Lo

p<0.02
-P >4
oy = O PoalSn2d] g o7,
Po.02[S30 = 3]
Der zugehorige Test ¢ schopft das Niveau a voll aus.
Sei ¢ : X > [0,1] ein Test mit X beliebig. Dann
Po[ verwirft Hy] = L Py [ verwirft Ho|X = 2] (Pg o X ) (dx) (8.8)

- [ e(@) (PoXT)(dr) ~Eo(p(X))  (9€6)

8.6 Definition

Sei ¢ : X - [0,1] ein Test im statistischen Modell (X, X,F,P). Dann heiit 5, : © - [0,1],
B,(0) =Eg(p(X)) Giitefunktion von ¢. Gemis (8.8) gibt 3,(6) die Wahrscheinlichkeit an, dass ¢
die Nullhypothese Hy bei Vorliegen der Verteilung Py ablehnt.

8.7 Beispiel: Fortsetzung von 8.5

Betrachte den nichtrandomisierten Test fiir Hy : p < pg gegen Hi : p > pg. Hy ablehnen < S, > k,
(vel. 8.5) < (X)) = Irgn | x,5k,]- Damit

Beo(p) = Ep(p(X,,)) = P[Sn > ko]
_ S n k. _ n—k
:kZ (k) p"-(1-p)

k=kq+1

Fiir n =30, =0.01, pg = 0.02 erhélt man:

5.00= 3 (V) -0 e

A\ K
Vergleich mit randomisierten Test ¢ aus (8.7):
P(230) = [530, 024 + 7 L[530, 0,-3)
mit v =0.3772 (vgl. (8.4)). Es folgt

Bs(p) = By(p) +v - Pp[Ss0 = 3] = B,(p) + 1540.62 - p° - (1 - p)*" (8.9)
2 /Bcp(p)

Also ¢ besser als .
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8.8 Beispiel
Gitefunktion des Gauf3-Tests aus 8.2

o(z,) = 1[£n>#0+%'ul—a]

vn
X, _
=P, [\/ﬁ. no By m. ”OUO“ +u1_a:|

g

:1—@(ﬁ-w+u1_a):<b(—ﬁ~“°_“—ul_a)
9] go
:@(\/E.M_i_ua)

0o

e B (1) = Ep(0(X,.) = B, [Xn o+ 2L u]

Klar: Die Giitefunktion ist entscheidender Begriff zur Beurteilung der Qualitéit (Giite) von Tests.

8.9 Definition

(i). Sei ¢ ein Test mit Giitefunktion f,. Dann heifit ¢ Niveau-a-Test fir Hy < Fiir alle 6 € O:
Be(0) <.

(ii). Seien ¢, ® Niveau-a-Tests fiir Hy. Dann heifit ¢ gleichméflig besser als ¢ fiir H; :<> Fiir alle
0 €O1: By(0) > B5(0).

(ili). Ein Niveau-a-Test ¢ heifit gleichméfig bester Niveau-a-Test fiir Hy gegen Hy = 3,(6) >
B(0) fir alle § € ©1 mit ¢ Niveau-a-Test fir Hy. (Mit anderen Worten: ¢ ist gleichmé#Big
besser als jeder andere Niveau-a-Test .)

Also: Gleichmiilig beste Niveau-a-Tests halten auf Hy das Niveau a ein und minimieren unter
allen solchen Tests die Wahrscheinlichkeiten fiir den Fehler 2.Art (1 - 5,(0)) = P[¢ verwirft H,
nicht] fiir 6 € ©;. In Beispiel 8.7 sind ¢ Niveau-a-Tests und ¢ und wegen (8.9) ist ¢ gleichméBig
besser als .

Ziel: Konstruktion gleichméBig bester Niveau-a-Tests in (parametrischen) statistischen Modellen
(unter bestimmten Regularitétsannahmen)
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Das Neyman-Pearson-Lemma

Sei (X, X,F,P) mit P ={Py, P} mit Py # P;, X ~ P. Testproblem: Hy: P = Py gegen H, : P= P,
(sogenannte einfache Hypothese mit einfacher Alternative = einfachste Situation). Es wird sich
zeigen, dass hier gleichméflig beste Niveau-a-Tests konstruierbar sind. Sie bilden die Grundlage fiir
die Konstruktion optimaler Tests in komplexeren Modellen. Erinnere an:

9.1 Definition

Sei (X, F) ein Mefiraum, p und v Mafle auf (X,F). Dann heifit v absolut-stetig bzgl. u, falls
p(A) =0=v(A) =0 fiir alle A € F. Notation: v << p.

9.2 Satz von Radon-Nikodym

Seien (X, F) ein MeBraum und p, v o-endliche Mafie auf (X, F). Dann dquivalent:
(i). v<<p
(ii). v besitzt eine p-Dichte f mit Werten in [0, o0).

Gilt (ii), so sind zwei p-Dichten von v p-fast iiberall gleich.

Notation: f = j—;

Beweis: MAST

9.3 Folgerung
Zu Py und P; Wahrscheinlichkeitsmafle existieren stets p-Dichten zu z.B. pu= Py + P;.

Beweis:

e u(X) = Py(X)+ P (X) = 2, also ist u finit (insbesondere o-endlich). Klar: Py << p und
Py <<p,denn u(F)=0=0=Py(F)+ P (F)= Py(F) =P (F) =0 wegen P;(A) >0 fiir alle
AeF (i€{0,1}). Behauptung folgt mit Satz 9.2.

9.4 Satz: Neyman-Pearson-Lemma

Zu (X, X, F,P) mit P={Py, P} seien fy bzw. f; Dichten von Py bzw. P; bzgl. eines o-endlichen
MaBes p auf (X, F). Sei a € (0,1) und

Go(t) =Py ({x eX; ;;Eig < t}) =Py [;;E;; < t]

f1(X)
fo(X)

(d.h. Gy ist Verteilungsfunktion von unter Py). Fiir das Testproblem Hj : P = Py gegen

Hy: P =P gilt:
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(i). Jeder Test ¢ : X — [0,1] mit Eq(¢(X)) = o, zu dem ein k € [0, co0) existiert mit

oy Lttt
ist gleichm#fig bester Niveau-a-Test fiir Hy gegen H;.
(ii). Es existiert ein & € [0, 00) und v € [0,1] mit
Polfi>k- fol+v-Bolfi=k-fol=a (9.2)
némlich
E o= Gyl(l-a)
. m Go(k) > Go(k-)

beliebig € [0, 1] Go(k) = Go(k-)
(iii). Fiir jede Losung (k,7) € [0,00) x [0,1] von (9.2) ist

0= Lpiskpo] + 7 Lifahefol
gleichméflig bester Niveau-a-Test fiir Hy gegen H;.
Bemerkung;:
(i). Ist Gy nicht stetig, so ist Go(Gol(1-a)) #1-a.
Beweis:
(i). Nach Voraussetzung gilt Eq(¢(X)) = «, also ist ¢ ein Niveau-a-Test fiir Hy. Sei ¢ ein weiterer
Niveau-a-Test fiir Hy, d.h. Eo(@¢(X)) < a. Zu zeigen: Eq(p(X)) 2 E1(@(X)). Es gilt:

B(2) 0(2) = o(@)S = Fi(@)Tk fo(o)
Daher folgt:

Vo e X (9-@)(k-fo-f1)(x) 20

Man erhélt somit

0< [ (@=9)(k- fo- 1) dp (9.3)
:k-(fcﬁ-fodu—fso-fodu)—(f<ﬁ-f1du—f<p-f1du)
dPy dPy dP; dP;
= b (Eo($(X)) ~Eo((X)) ) - (E2(£(X)) - E1((X)))
ZO <o «

< By (3(X)) + Ea(o(X))
also E1(p(X)) 2 Ei (¢(X)).

(ii). Es gilt 0 < % < 0o Py-fast iiberall, also Go(t) = 0 fiir alle ¢ < 0 und somit k = G5 (1 - a) €
,00). Aus den Eigenschaften der Quantilfunktionen (— Witting, Mathematische Statisti
0 Aus den FEi haften der Q ilfunkti Witti Math ische Statistik

erhalt man
Go(k-) = Go(Gy'(1-a)-) <1-a<Go(Gy*(1-a)) = Go(k)

Somit folgt v € [0, 1] fiir Go(k) # Go(k-):

_ Go(k)-(1-0a) < Go(k) - Go(k-)

= Go(k) —Golh-) = Go(k)— Go(k)
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Auflerdem:

(9.2)@P0[§1 k] [%_k]

< 1=Go(k) +v-(Go(k) - Go(k-)) = (9.4)

Falls Go(k) > Go(k—) dann ist (9.4) eindeutig nach v auflgsbar. Falls Go(k) = Go(k—), dann
folgt Go(k) =1 - a und somit die Behauptung.

(iii). Aus der Definition von ¢ folgt
Eo(po(X)) = f wodPo=Polf1>Fk-fol +v-Polfi=Fk- fo]
(i1)
=«
und g erfilllt die Voraussetzungen in (i). Es folgt, dass ¢¢ gleichméBig bester Test ist.

Bemerkungen:

(i). Tests der Form (9.1) heilen Tests vom Neyman-Pearson-Typ.

(ii). Ist v € {0,1} wihlbar, so ist ¢ ein nichtrandomisierter Test. Dies ist zum Beispiel stets der
Fall, wenn G stetig ist.

9.5 Beispiel

Seien X1, ..., X, iid mit X; ~ P e {Py, P1}. Hy: P = Py :=Poi(1) vs. H; : P = P; := Poi(\) mit A > 1
bekannt. Statistisches Modell (X, Ni, P(Ng),P™) mit P" = {Fg’, P*} << p" mit p = ¥ ey, 0;. Satz
4.5: P]* hat u"-Dichte

L -n = 1 n
fon(z,) :H H*, (z, €Ng)
j=1 z;! j=1Lj-
- -\ A*I —n/\ >
Fin(@,) =T]e?™ = = AT H
j=1 Ly j= 125!

Es folgt:

Fun g ) 2 AT o0
0,n

Fiir alle £ >0 und z,, € Ny gilt:
fln > sl slogk+n-(A-1)

( W) kS =k
i KB log A
Ansatz fiir Neyman-Pearson-Test aus 9.4:
P(2) =111 okfo,] ¥V L rwefon] = Us, ook + Y s, o)=0] ()

fir alle z,, € Nij, k>0, €[0,1]. AuBerdem:

-1
o (Z;Xj) = Poi(n) (++)

gemif Faltungsgesetz fiir Poisson-Verteilung. Somit
Eo(p(X,,)) & )IP’O[ZX >k]+7 P, [Z :Tc] (9.5)
J

() doe "'—-t-'y e Ly
J! k!
1<J<k
| S —
=H, (k)
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Damit Losung (k,v) € [0,00) x [0,1] gegeben durch (vgl. Beweis von (ii) in 9.4, ersetze G durch
H,)

k:=H, (1-a)=min{keNo; H,(k) 21 -a}

O H () -(1-a) TS -(l-a)
© H,(k)-Ho(k-1) en-uk

Also ist ¢ ein exakter Niveau-a-Test fiir Hy und wegen (4) vom Neyman-Pearson-Typ (9.1). Aus
9.4(i) folgt, dass ¢ gleichméBig bester Niveau-a-Test fiir Hy gegen Hj ist.

Beachte: ¢ hingt nicht von A ab.

Zahlenbeispiel: n = 30, o = 0.05, dann % = 39 und ~ = 0.20154. Neyman-Pearson-Test:
30

1 Z z; > 39
i=1

30
o(z1,...,230) =4 0.20154 Sz =39
i=1

30
0 > ;<39

i=1
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Einseitige Testprobleme in Modellen mit
monotonen Likelihood-Quotienten

Ziel: Anwendung des Neyman-Pearson-Lemmas 9.4 zur Konstruktion gleichméfig bester Niveau-
a-Tests bei zusammengesetzten (d.h. nicht einelementigen) Hypothesen und Alternativen.

Fortsetzung Beispiel 8.2 Seien X1,...,X,, iid mit X; ~ N(p,08), Ho : pu < pio gegen Hy : pu >
pto mit po vorgegeben und o2 bekannt. Solche Probleme heifien einseitige Testprobleme. Ansatz:
Fixiere ein uy > po und betrachte das Testproblem H|, : pn = pg vs. Hy @ p = py. Geméf Neyman-
Pearson-Lemma 9.4 gilt fiir alle k >0, € [0,1] mit

P/Jo[fl > k’fo] +fY'PIJO[f1 = k/’fo] =«
wobei f; A"-Dichte von N (ju;,08)", dass

=1kl + 7 L fi=kso)
gleichméBig bester Niveau-a-Test fiir H|) gegen Hj. Idee: Zeige

(i). ¢ héngt nicht von gy ab. Dann ist ¢ gleichméBig bester Niveau-a-Test fiir Hf, gegen Hi,
denn:

Sei ¢ ein Niveau-a-Test fiir H)) gegen H; und sei p; > p19 beliebig. Dann ¢ gleichméBig besser
als @ fiir Hj gegen Hi, d.h. B,(p1) > Bs(p1). Da p > po beliebig gilt B, (1) > Bz(p) fiir alle
> po-

(ii). ¢ ist Niveau-a-Test fiir (sogar) ganz H.
Aus (i) und (ii) folgt, dass ¢ gleichméBig bester Niveau-a-Test fiir Hy gegen H; ist, denn sei ¢
ein Niveau-a-Test fiir Hy, dann ist ¢ insbesondere Niveau-a-Test fiir H). Aus (i) folgt, dass ¢
gleichméfig besser als ¢ auf H;.
Beweis:
(1). Geméa$ 3.7 gilt fiir ¢ =0, 1:
2\— 2 1 z 2 n
fin(z,) = (2mo5) ™% ~exp| -5 > (@; - pi) (z, eR")
204 j31

Damit folgt:

n\=n 1 Y
fln(gn)zk fon(z,) < ;;nginiik < exp (_%‘8 J;(SCJ - N1)2 - (z; - NO)Q) zk

1 n n >
< eXP(OQ : ((Nl - o) - Zlf”j Ty (N% —Ng))):k
j=

0

o /p. T Ho> o-log(k) /- (m - po) 7
oo =v/n- (11— po) 209
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Also
@@%):%¢ﬁﬁﬁﬂ%]+7lbmizﬁ=ﬂ

und dieses ¢ ist Niveau-a-Test fiir H| : i = 19 genau dann wenn (/%,&) Losung von

PMO[\/E-M>I;:|+7~P#O|:\/E~XM:Ig]:a (*)

g0 g0

0
Da die Bestimmungsgleichung (*) nicht von p; abhingt, folgt (i).
(ii). Es gilt:
()eol-dk)z=acok=01-a)=u_q
und « € [0, 1] beliebig, zum Beispiel v = 0. Somit
X )=1 %
L)0(fn) [\/E'XZ;HO >u1_a]
(einseitiger GauB-Test aus 8.2). Dieser hat geméf 8.8 die Giitefunktion
RO ¢(ﬁ“;—o“°+u) (neR)

Somit B, monoton wachsend, also B,(1) < B,(po) = o fur alle p < pg. Damit ist ¢ Niveau-
a-Test fir Hy.

Zusammenfassung: Im Normalverteilungsmodell 8.2 ist der einseitige Gau3-Test gleichméflig bester

Niveau-a-Test fiir Hg : 1 < pg gegen Hy : > .

Néchstes Ziel: Verallgemeinerung der obigen Vorgehensweise auf Verteilungsannahmen P, die ein
analoges Monotonie-Argument zulassen.

10.1 Definition

Sei (X, X,F,P) ein statistisches Modell mit P = {Py;0 € O} << p mit p o-finit, © € R und
Likelihood-Funktion L : © x X — [0,00). Sei T : X - R eine Statistik. Dann: P hat monotone
Likelihood-Quotienten in T :<> Fiir alle 6,6’ € © mit 6 < 6’ existiert eine monoton wachsende
Funktion A(-,6,60") : R - [0, co] mit
L0, x)
L(6,x)

=h(T(x),0,0")

fiir Py + Py fast alle x € X.
Nach Konvention ist dabei fiir a > 0 stets § := co und der nicht-definierte Ausdruck % hat Py + Py-
Maf3 Null und kann dort beliebig definiert werden.

Diese Forderung bedeutet also: Fiir alle 6 < 6" kénnen die Likelihood-Quotienten als Funktion in
T(x) geschrieben werden und sind in der Variablen T'(x) monoton wachsend.

10.2 Beispiel

P sei eine einparametrige Exponentialfamilie in ¢ und 7. Dann

L0, ) _ c(0") - h(x) -exp(q(0") - T(x))
L(0,x)  c(0)-h(x)-exp(q(0) - T(x))

c(0’
=) e (T(@) - (a(0") - a(0))
c(0)
Falls ¢ monoton wachsend ist, hat P monotone Likelihood-Quotienten in T,

A e (- @) = a(0))

h(u,0,0") =
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10.3 Beispiel
Seien X1,..., X, iid, X; ~ B, mit pe (0,1) =: ©. Aus 4.9 folgt, dass
P={(Bp)";pe(0,1)}

einparametrige Exponentialfamilie in ¢(p) = log %=, T(z,,) = Xi~; ;. Da ¢ streng monoton wach-
send ist, erhélt man aus 10.2, dass P monotone Liielihood—Quotienten hat.

Es lésst sich die Argumentation bei der Herleitung der Optimalitit des Gauf3-Tests iibertragen:

10.4 Satz

Es sei (X, X, F,P) ein statistisches Modell, wobei P = { Py; 6 € O} mit © ¢ R monotone Likelihood-

Quotienten in einer Statistik T besitze. Dann gilt fiir alle 6y € ©, o€ (0,1):

(i). Es existieren k € R,y € [0, 1] mit
PQO[T>]€:|+’7-P90|:T:]€] =Q (101)
niimlich, falls Gy Verteilungsfunktion von Py, o T
k= Gy'(l1-a)

Go(k) - (1-0a)
Go(k) - Go(k-)
€[0,1] sonst

Go(k) - (1-a)>0

2
I

(ii). Fiir jede Losung (k,v) €e R x [0,1] von (10.1) hat der Test

o(x) = 1ppspy(x) + v - Lpropy (2) (zeX)

die folgenden Eigenschaften:

Bo(00) = (10.2)
V6 < 0y : B,(0) < Bp(0) (10.3)
V60 > 0y : B,(0) = Bs(0) (10.4)

fiir alle Tests ¢ mit 85(0p) = o bzw. alle Tests @ mit Sz(6y) < a

(iil). o aus (ii) ist gleichmé&Big bester Niveau-a-Test fiir Hy : 0 < 6y gegen Hy : 0 > 6.

10.5 Bemerkung

Die Aussagen (10.2)-(10.4) besagen: ¢ minimiert die Wahrscheinlichkeiten fiir den Fehler 2.Art
und 1. Art gleichméBig in 6 unter allen Tests ¢ mit 55(6p) = a.

Beweis von 10.4:
(i). Es gilt geméB Definition von Gy:
(10.1) = 1= Go(k) +7- (Go(k) - Go(k-)) =
Die Behauptung folgt analog zum Beweis von (ii) in Satz 9.4 (% —T).
(ii). Sei (k,v) Losung von (10.1). Zu (10.2):

Be(bo) = oy (9(X)) = Py, [T(X) > k] + 7Py, [T(X) = k]
o)
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Zum Nachweis von (10.3) und (10.4) zeige: V0, > 093k, € [0,00),F = F(00,01) € F,(Py, +
Py, )(F°) =0:

1 xe Fn[L(61,-)> ke, - L(6o,-)]
p(z) = (10.5)
0 xe Fn[L(61,-) < ke, - L(6o,")]
Beweis von (10.5): Sei kg, := h(k,00,601). Angenommen kg, = co. Dann
(10.1),’YS1 h(-,00,91)T
« < Pgo [T > k] < PQO [h(T, 90,91) > h(k:,@o,@l)]
L(0y.) kg, =00
L(69,)
L(61,-)
_p —wo|<P Le,-:o:f L(60,)d
” [L(eow) oo] o £ (B0, ) = 0] [L(60.)]=0 (G-} dn
=0

Widerspruch zu a > 0. Also kg, € [0, c0).
Sei geméf Definition 10.1 F' = F(6y,01) € F mit (Pp, + Py, )(F¢) =0 und

L(el?x)

A4 F:
T T 00, @)

= h(T(l‘), 90, 91)

Sei nun x € F' mit L(01,x) > kg, - L(0p, ), dann

L(elax)

h(T(x),00,01) = L(09,2)

> kg, = h(k,00,61)

Da h(:,0p,61) monoton wachsend ist, folgt T'(x) > k. Also ¢(x) = 1 nach Definition von ¢.
Anderer Fall folgt analog.

Sei
1 L(01,z) > ko, - L(6p,x)

wo(z) ::{0 L(01,2) < kg, - L(0o, x)
Da [¢ # ¢] € F° nach (10.5) folgt
@ = o Py, , Py, — fast tiberall (*)

Beachte: ¢q ist Test vom Neyman-Pearson-Typ (9.1) fiir das Testproblem H{ : 6 = 6y gegen
Hj : 0 =0, fiir alle 6, > 0. Ferner:

Baa(60) =B, (0(X)) = [ wodPy,
= f @dPy, = 3,(60) 122 g

Gemif (9.4)(i) ist o gleichmiBig bester Niveau-a-Test fiir H) gegen H7, d.h. fiir alle Tests
@ mit B5(0y) < a gilt

V01> 001 B (01) = By (01) 2 B(61) (10.6)
Dies zeigt (10.4).

Zum Nachweis von (10.3) zeige: Fiir alle 6 < 0 existiert ko, € (0,00] und F = F(6y,0,) € F
mit (Py, + Py, )(F¢) = 0 derart, dass

1 xeF_'ﬂ[L(Ql,')>l—:'L(90a'):|

01

1-p(x) = (10.5(*))

0 man[L(917~)<k1'L(907')]

01
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(ii).

Beweis von (10.5(*)): Sei kg, = h(k,01,0p) € [0, 00]. Angenommen kg, = 0, dann

a"EY Py [T > k] + 5 Py [T = k] > Pa[T > k] =1 Py [T < k]

>0
h
= 0<1-a<Py[T<k]< Pyl[h(T,601,00) < h(k,61,60)]
| S —
kg, =0
L(6o.")

= Py, [h(T,01,0p) = 0] = Py, [ = O] = Py, [L(6o,-) = 0]

L(61,")
=0

Widerspruch! Damit kg, € (0, co].

GemiB Definition 10.1 gilt: Es existiert F = F(6y,0;) € F mit (Py, + Py, )(F°) =0 und

L(eo,.'l,‘)
L(Gl,x)

VrekF: :h(T(a:),Hl,HO)

Sei x € F' mit L(61,z) > k! - L(6p,z). Dann

L(eo,l‘) 7.

h(T(a:),Ol,HO) = L(91 :L’) < k‘al = ]’L(/{J,Ol,eo)

also T'(z) < k und somit ¢(x) = 0. Analog anderer Fall.
Sei

* 1 ze [L(Ol,') > % 'L(HOa')]

01

Po = 1
0 T [L(Gl,-) <= 'L(e()a'):l

01

Da [1-¢ # @] € F¢ nach (10.5(*)) folgt nochmals mit (10.5(*))
1- =i Po,, Py, — fast iiberall (+)

Ferner ist ¢ ein Test vom Neyman-Pearson-Typ (9.1) fiir Hj : 0 = 6y gegen Hj : 0 = 0; fiir
jedes 01 < 0y fest. AuBlerdem gilt

By (80) = Ea, (9(X)) = [ iy dPay

L [(-p) Py, =1-B,(00) = 1-a

also ist g ein exakter Niveau-(1-«)-Test fiir H) gegen Hi. Nach 9.4: ¢f ist gleichmifig bester
Niveau-(1 — «)-Test fiir H gegen Hj. Insbesondere folgt: Fiir jeden Test ¢ mit S5(0y) = «
gilt B1-¢(00) =1 - B5(0p) =1 - und somit
1-B,(01) = Br-p(b1) = Bz (01) 2 B1-p(01)
=1-85(61)
< By(01) < Ba(01)
fiir alle 01 < fp. Damit ist (10.3) gezeigt.

Sei o (x) = a fir alle z € X. Dann B, (0) = a. Nach (10.3) gilt 8,(8) < By, (8) = « fiir alle
0 < 6y. Also ist mit (10.2) ¢ Niveau-a-Test fiir Hy gegen H;. Wegen (10.4) ist ¢ optimal.
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10.6 Beispiel: Fortsetzung von 9.5

Seien Xi,..., X, iid mit X; ~ Poi(A), A > 0. Hy: X < Xg vs. Hy : A > A\g mit Ay vorgegeben. Man
zeigt leicht (unter Verwendung von Satz 4.8), dass die zugehorige Verteilungsannahme

P = {(Poi(\))"; A > 0}

eine einparametrige Exponentialfamilie in ¢(\) = logA und T'(z,,) = Yi-; z; ist. Nach 10.2: P hat
monotone Likelihood-Quotienten in 7. Geméfl Faltungsgesetz fiir die Poisson-Verteilung gilt

Py, o (T(X)) ™t =Py, o (ZX) = Poi(n- Ao)

Damit folgt, dass k = G5! (1 - ) = (1 - a)-Quantil von Poi(n - \g). Aus Diskretheit folgt:
14 . J
k= min{ﬁe Ng; e ™20 . > w > 1—a}
j=0 J:

_ Go(k') - (1 - OL) 3 6_”)\0 . Z?:O % - (1 - a)
" Go(k) - Go(k-) e @A)

10.4
= P(2n) = Y5t aok) + 7 sk, o)

Aus 10.4 folgt, dass ¢ optimal ist.

10.7 Beispiel

Sei X = [0, 00) und seien Xy, ..., X, iid mit X; ~U(0,0) mit 6 > 0. Hy:0 <6y vs. Hy : 0 > 6y mit
0y vorgegeben,
P={(U(0,0))";0>0}

Behauptung: P hat monotone Likelihood-Quotienten in T'(z,,) = max{xz;;i = ,n}. Dazu:

o Fiirz, e X™

n 1 ~ n
Ln(0,z,) = H i Lio,o1(2:) =07 - [ Lizi<oy
i=1

e Es folgt fiir alle # < 6':

(ﬂ) max < 0

1<i<n

L0z
n2,) = 00 6 < max < ¢’
L,(0,z,) i<i<n
nicht definiert max z; > 0’
1<i<n

o Sei F:=F(0"):={z, € X";maxicicn x; > 0'}. Es folgt Py(F) = Py (F) =0, denn

Py(F) = Pgr[maXX >9] IP’@:(LZLJX > 0] )

1<isn

Py [X; > 0] = i(l -Pp[X; <0']) =

1 i=1

s

<

(2

1

Analog: Py(F) =0.
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e Sei nun
(ﬁ)n <0
h(y,0,0') = { A
00 y>0
Dann

L, (0
Va, ¢ F: ( 1 Ln —h(maxml,OG)
L,(0,z ) 1<i<n

Klar: h(y,0,6") ist monoton wachsend in y.

Man erhélt fiir ¢ € R:

Go(t) = Po, [T(X,) <t] = Py, [{E%X X, < t]
P

P, (ﬁ[x <t]) 12{ 0. [X; < 1]

=1

n Ly
H((TO'1[o,oo](t)+1<eo,w>(t)) ) (%) 110,00 (1) + L80.0) (1)

i=1

Somit
k=G5l (1-a) < Go(k) = 1- a@(:o)nzl—a
ok=0p-(1-a)"
Da G stetig auf R, kann ~ beliebig gewiihlt werden, zum Beispiel v = 0. Wegen 10.4(iii) ist

W(gn) - 1{maxlsi5n mi>90‘(1*0‘)%}

optimal.
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