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Newtonsche Mechanik

1.1 Newtonsche Axiome
1.1.1 Wortlaut

1. Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichformigen Bewegung, wenn er nicht
durch einwirkende Kréfte gezwungen wird, seinen Bewegungszustand zu éndern.

2. Die Anderung der Bewegung ist der einwirkenden Kraft proportional und geschieht lings
jener geraden Linie, nach welcher die Kraft wirkt.

3. Die Reaktion auf eine Aktion ist immer entgegengesetzt gerichtet und gleich, d.h. die Aktio-
nen (Kraftwirkungen) zweier Korper aufeinander sind immer gleich grofi und entgegengesetzt
gerichtet.

1.1.2 Begriffe der Kinematik

e Kinematik: Beschreibung der Bewegung
o Korper:

1. Punktmechanik: Massepunkt ohne rdumliche Ausdehnung

2. spéter: starre Korper
e Bahnkurve: 7(t)
e Geschwindigkeit: Vektor (Betrag + Richtung)

_ar

ﬁ(t) — E (t) = lim w

At—0 At

=3y

— Richtung von ¢: parallel zu d7, d.h. in Tangentialrichtung
— Betrag von o: v = |0] = V2

e Beschleunigung:

e ,Zustand der Ruhe*:

e  gleichformige Bewegung®:

e , Anderung der Bewegung“: d@(t) # 0



1.1.3 Koordinatensysteme

In einem Koordinatensystem kann die Bahnkurve 7#(t) durch Koordinaten dargestellt werden.
1. Kartesische Koordinaten

e Basisvektoren €, €y, €, mit folgenden Eigenschaften:
(a) Normierung: |€;|> = |6 |> = €. =1
(b) orthogonal: €; - €, =0, €, -€.=0,€;-€.=0
(c) iiberall im Raum die gleiche Richtung (i.A. nicht so, z.B. Polarkoordinaten)
() = x(t) - €z +y(t) - €, + 2(t) - €2

e Die kartesischen Koordinaten x, y, z kann man als Spaltenvektor zusammenfassen. Aber:
7 ist nicht gleich dem Spaltenvektor, da der Spaltenvektor nur zusammen mit den Ba-
sisvektoren einen Punkt im Raum beschreibt.

7

o o
e In anderem kartesischen Koordinatensystem e/, e}, e’ hat 7 die Koordinaten x’,y’,z’.

—

() =a'(t) - e +y/ (1) - € + 2/ (t) - €L

o Geschwindigkeit:

. dr(t)
t =
u(t) 7
de(t) _  dy(t) .  dz(t) dé, de;, de;,
= =gy 2 € 1. —= 1) . ¥ 1) -
a Gt g et g e el gy ) g ) g
= z(t)er +y(t)-é, +2(t) - 2
pl = (@ 47+ 273
e Beschleunigung:
. du(t . L. S
0 =T _a0) e i) ¢ +20) €

2. Polarkoordinaten: (g, ¢) 2 Dimensionen

e Zusammenhang mit (x,y):
T =0 Cosp y=op-siny

o Basisvektoren €, €,
— €, zeigt in Richtung der Anderung von 7 fiir o — o+ dp
€, zeigt in Richtung der Anderung von 7 fiir ¢ — ¢ + dy
— Normierung: |€,| = |e,| =1
— orthogonal: é; - €, =0
— ortsabhiingig (genauer: -abhingig)

€, = €u(p)=cosp-é;+sing-é,

€, = ¢€u(p)=—singp- é;+cosp-é€,

— zeitliche Anderung entlang der Bahnkurve (o(t), o(t)):

de, de, d
= e;'sb
de, de, d
= —e_é'gb
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e Ort:
o Geschwindigkeit:

e Beschleunigung:
a(t) = 6(t) = 8() -G +2-0() ¢ —o(t) - 7 ¢+ ot) - B 6
= (6—0-¢) G+ (0-$+20-¢) €

e Bsp.: Bewegung auf Kreis mit Radius R, Winkelgeschwindigkeit w

kartesische Koordinaten Polarkoordinaten

x(t) R - coswt o(t) R
y(t) = R-sinwt pt) = wt
7(t) = R-coswt-é;+ R-sinwt- ¢, 7t) = R-é,
U(t) = R-w-(—sinwt-e; +coswt-€,) U(t) = R-w-é€
at) = R-w?-(—coswt-e, +sinwt-é,) at) = —-R-w?-é,
3. Zylinderkoordinaten: (o, ¢, 2)
e Zusammenhang mit (x,y,z)
x=p-cosp y=p-sing z=2z

Basisvektoren: rechtshéndiges Dreibein €,, €, €2

e Ort:
=0 -€,+2- €

Geschwindigkeit:
T=0€+o-pt+e,+z ¢,
e Beschleunigung;:
Q=00 ¢") eu+(e ¢+2p0) € +i ¢
4. Kugelkoordinaten: (r, ¥, )
e Zusammenhang mit (x,y,z):

r-sind - cosp

r-sind - sinp

z = r-cos?

Basisvektoren: rechtshéndiges Dreibein €;., €y, €,
e Ort:

—

F=r-e,

Geschwindigkeit: ) '
T=R-é,+R-(0-€y+sind-p-e€y)
e Beschleunigung:
@ = 6 -(R-—R-9*—R-sin®0-¢*) +6e)-2R- 94+ R-9—R-p?-sind - cos?)
+é, - (2R -sin? 4+ 2R -9 - - cos? + R- - sind)

Volumenelement:

dV = dxdydz = r* - cos ¥ dr dp dv
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1.1.4 Begleitendes Dreibein

Ist der Bahnkurve angepasst (natiirliche Koordinaten)
1. Tangentenvektor 7

e gleiche Richtung wie ¢, normiert:

LU
T = 15
|v]
2. Normalenvektor 7
e senkrecht zu 7
e Betrachte Beschleunigung mit v = |
N dv d (v 7)
a = _— = — (T
dt dt
= v-T + v-T
aT anN

ay ... Beschleunigung senkrecht zur Tangente (Normalbeschleunigung)
ar ... Beschleunigung entlang Bahnkurve (Tangentialbeschleunigung)

Beweis:
7—_»2 _
27-7 = 0
= 1 7
o Also: )
. T
n .= —
|7
e Man kann zeigen:
. v
T = —=
=7
3. Binomalenvektor b
b=7xn

1.1.5 Diskussion der Newtonschen Axiome

1. Es gibt Bezugssysteme, in denen sich eine kriiftefreie Punktmasse mit konstanter Geschwin-
digkeit bewegt, d.h. ¢ = const. (Galileisches Trégheitsgesetz)

Definition: Ein solches Bezugssystem heifit Inertialsystem.

Beispiele:

(a) Bezugssystem, dass sich mit Karussell dreht: Widerspruch!

(b) Bezugssystem im Horsaal: Dreht sich mit Erde, also wirken von Scheinkriften. Nur
ndherungsweise Inertialsystem.

(c) Bezugssystem rel. zu Fixstern: recht genau
Bemerkungen:

e Zu einem Inertialsystem gibt es unendlich viele andere Inertialsysteme, mit einer kon-
stanten Relativgeschwindigkeit.

e Keines davon ist ausgezeichnet. (Relativitidtsprinzip)
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o Vollstindige Kriftefreiheit ist nicht realisierbar, da Gravitationskraft langreichtweitig
(~ %) und nicht abschirmbar.
2. Im Inertialsystem gilt:
dp =
+r_F
dt

Hierbei ist p = m - ¥ der Impuls mit Proportionalitdtskonstante trige Masse m. Es gilt oft:
m zeitlich konstant.
s dp - .
F=—=m-v=m-da
dt
Bemerkungen:
e definiert triige Masse m
e Experiment: Masse ist positiv und extensiv
e definiert F
e Kraft hingt ab von
(a) Zeit t
(b) Ort # (Gravitation)
(c) Geschwindigkeit 7 (Reibung, Lorentz-Kraft)
(d) nicht von Beschleunigung 7 oder hihere Zeitableitung
3. Es gilt:
Fio=—-Fn

Fi5 ... Kraft, die aufgrund des Korpers 2 auf Korper 1 wirkt.

Beispiele:

(a) Erdanziehung
(b) Tauziehen
(¢) Coulomb-Kraft

Gegenbeispiel: Lorentz-Kraft

Zusétze in der Mechanik:

o Kriifte, die zwei Punktmassen aufeinander ausiiben, wirken in Richtung der Verbin-
dungslinie

o Kriafte addieren sich vektoriell.

1.2 Eindimensionale Bewegungen

e Bewegung entlang einer Geraden

e Aufgabenstellung:
— gegebenen x(t), gesucht F'(z, &,t)
— gegeben F(z,t,t), bestimme x(t)
1. DGL aufstellen und 16sen
2. Integrationskonstanten deuten

o Ziel:

— grundlegende physikalische Beispiele fiir Kraftgesetzte F(x), F (&), F(t)
— grundlegende DGL und ihre Losungen
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1.2.1 Kriftefreie Bewegung

F=0=>m2=0=2=0
Losung:

e DGL fiir v = #:

v = 0
/ o(t)dt' = 0
0
v(t) —v(0) 0
v(t) v(0)

e Bestimmung von x(t):

ﬁ
8
—
~
N
U
X
I
Nﬁ
[~
—
~
—
U
X

z(t) —x(0) = wvo-t

’Uo't+$0

¢
8
8
&
[

e Deutung der Integrationskonstanten:

— Anfangsort xg

— Anfangsgeschwindigkeit vg
e Andere Varianten:

1. Zeit to mit z(tg) = 0:
z(t) = vo - (t —to)

2. Anfangsort z, Endort z(T')

t
z(t) = xo + T (z(T) — o)
1.2.2 Bewegung im homogenen Schwerefeld
F=—-m-g=m-i=-m-g=>23=—g

e Charakterisierung: DGL 2. Ordnung, linear, inhomogen

e Allgemeine Losung einer linearen inhomogenen DGL = allg. der homogenen DGL z}, =0 +

spezielle Losung der inhomogenen DGL 75 = —g
rp, = Vg -t4+ xg
Ty = -9 t2
* 2
=) = zpt)+as(t) =% -t +vo-t+ a0

1.2.3 Reibung

Stokesche Reibung (v - 4, entgegen )

F = —-z
m-Z+v-x = 0
itL.i o= 0
m

Charakterisierung: DGL 2. Ordnung, linear, homogen
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1. Losungsweg;:

e DGL firv =2

e Trennung der Variablen:

Substitution mit z = v(¢¥'):

e Bestimmung von x(t)

t t
/ i) dt = / vo e mt dt
0 0

z(t) —xo = _m cvg - (emmt—1)
v
=z(t) = _n vo - (e m "t —1) 4z
v
2. Losungsweg: Exponentialansatz z = e
AQ.e)\-t_‘_l')\_e)vt _ O
m
M2+ Loy) = 0
m
A=0 A = -
m
allgemeine Losung durch Superposition:
z(t)=c1+cg-em?
1.2.4 Bewegung im homogenen Schwerefeld mit Reibung
F = —m-g—v-2
T+ i o= —g
m

Charakterisierung: DGL 2. Ordnung, linear, inhomogen

Allgemeine Losung:

rT=xp+ Tg

10
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Phyikalische Reibungskraft ist irgendwann = Schwerkraft, also keine Beschleunigung (25 = 0)

v
— Ty = —g
m
m-g
zs(t) —zs(0) = ——= -t
(t) — x5(0) 5
zs(t) = x5(0) — 9 4

Y
mit 24(0) = 0 (kann bei spezieller Losung beliebig gewihlt werden). Also gilt:

m9g

Jc(t):xh(t)—i-xs(t)zcl+02-e_%'t— 5 t
1.2.5 Harmonischer Oszillator
Kraft proportional zur Auslenkung:
F = —k-x (k> 0)
k
T+ —-z = 0
m
Charakterisierung: DGL 2. Ordnung, linear, homogen
Exponentialansatz: ¢ = e*?
k
MNP =) = 0
m
k
= Ay = T/ —=2F1-wp
m
2(t) = 1€t gy et ot (c1,¢0 € C)
xz(t) = by -sinwgt + by - coswpt (b1,b2 € R)
z(t) = A-sin(wot+ ) (A, ¢ €R)

Charakteristikum des Harmonischen Oszillators: Frequenz wg ist unabhéngig von Amplitude A;
losbar (auch in Quantenmechanik); untypisch, aber oft gute Néherung

1.2.6 Harmonischer Oszillator mit Reibung

F = -kz—~v-2
. v, k
2+ — 2+ —x = 0
m m
~— ~—
2r wg
F+2r-itwi-oz = 0

Charakterisierung: DGL 2. Ordnung, linear, homogen (r: Dampfungskonstante)

Exponentialansatz: z = e*:

M2 AWl = 0

A1/2 —r+y/r? —w?
Fallunterscheidung;:
1. r > wq: starke Dampfung
A/A2 < O

z(t) = ¢ -eMt

+ cg - et

max. 1 Nulldurchgang

11
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2. 7 < wp: schwache Dampfung

M = —rxun/wi—r?
z(t) = A-e " -cos(y/wE —12-t+p)

verkleinerte Frequenz /wg — r? < w

3. r = wq: aperiodischer Grenzfall

)\1/2 = -r
2(t) = (c1+co-t)-e ™

qualitativ dhnlich zu 1., max. 1 Nulldurchgang

1.2.7 Harmonischer Oszillator mit Reibung und Antrieb

F = k-x—v-2+k-Ag-sin(wg - t)
k k
i+ Loa &y = — - Ag - sin(wg - t)
m m m
~—~ S~~~
2r wg
FH2-i4twior = widAp-sin(wg-t)

Charakterisierung: DGL 2. Ordnung, linear, inhomogen

1. homogene Losung: siehe 1.2.6

2. spezielle Losung: Ansatz einer erzwungenen Schwingung mit Frequenz wg des Antriebs (A...

Amplitude, 7... Phasenverschiebung)
zs(t) = A-sin(wg -t — 1)

Einsetzen in DGL. (Ubung 3.4)

2r - wg
n = arctan m
0 E
2
w
A = 0 -Agp

V(Wf —wi)? +4r7 W}
3. allgemeine Losung:
z(t) = zp(t) + z5(t) = zp(t) + A - sin(wg -t — )

Bemerkungen:
e homogene Losung beschreibt Einschwingvorgang
e Amplitude A = A(Ag,wg,r,wo)

e maximale Amplitude bei wg:

wr = \Jwd — 2r? < wy

.. wg
fir r < 75

Grenzfall r < wp, dann wg &~ wy, also A — oo (Resonanzkatastrophe)

Getriebene 1D-Systeme i.A. nicht 16sbar

12
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1.2.8 Aligemeine zeitabhdngige Kraft

F(t
mei = F(t) =i = L)
m
Charakterisierung: DGL 2. Ordnung, linear, inhomogen
1. allgemeine Losung der homogenen DGL:
z = 0
xp(t) = xo+wvy-t

2. spezielle Losung der inhomogenen DGL:

t t’ "
Ty = / dt’ / F) )dt”
0 0 m

3. allgemeine Losung:

t t"’ 7
F(t
x(t) :x0+v0-t+/ dt’/ Mdt”
0 0 m

1.2.9 Aligemeine geschwindigkeitsabhingige Kraft

F = F() f(t)
m-i = F(&) f(t
L F@- S0

m

Charakterisierung: DGL 2. Ordnung, i.A. nicht linear, homogen

Losung;:
e DGL fiirv =12
. F)- @)
m
e Trennung der Variablen:
P f0)
F(v) m

/Ot dtlFl(}v) = /Ot fff;)dt’

v(t) dz B t ,f(t/)
/U(O) F(z) /odt m

Substitution: z = v(t’)

nach Integration: v(t) (zundchst implizit g(v(t)) = h(t))
Beispiel: F' = —v - & (Reibung 1.2.3)

1.2.10 Aligemeine ortsabhdngige Kraft

Charakterisierung: DGL 2. Ordnung, i.A. nicht-linear, homogen

Losung;:

13
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e Energiemethode (Multiplikation mit &)

m-i-& = F(x)-&
d m d
@(3%) = V@
mit
z(t)
U(z) = — F(z') da’

Bemerkung: Untere Grenze in Definition von U beliebig wihlbar.

Integration:

%qﬁz—ﬂ@+E

Bemerkung: E ist Integrationskonstante (enthilt Beliebigkeit in Definition von U(x))

2
p=44/ = (E-U
b=ty (B U@)
f(z)
Fall 1: © > 0, Trennung der Variablen:
T
A |
f(x)
d
e

z(t) / t
/ du / dt' =t —t,
v(to) /2 (B — U(x)) to

Durch Umkehrung erhélt man @ = x(¢).
Bemerkungen:
e Das Integral muss ggf. numerisch ausgewertet werden.
e Wahl der Integrationskonstanten FE, x(tg) beliebig

e spiter: U(x) Potential der Kraft F(x), E Energie der Punktmasse - bis auf additive Konstante
definiert

Definition: Phasenraum (p,x) mit Impuls p=m-v=m &
p==++2m-(E—U(x))
Qualitative Diskussion der Dynamik:
1. Harmonischer Oszillator (lineare Kraft)
F = —-k-z
Ulx)

Il
I
&

|
I
a\
QU
H\

Il

|
8

[\v]

_l’_
)
A%

mit ¢; = 0. Es folgt:

Charakterisierung der Bewegung:

14
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Bei gegebenen E = F; findet Bewegung im Bereich [—z1, 21] statt mit

k
5.’1}% = El

Umkehrpunkte: Orte mit £ = 0, hier x1, —z1

Differenz E — gac? bestimmt Geschwindigkeit

e Phasenraum: )
2 2
. — = F
om VT
(Ellipsengleichung)
e Periodendauer:

Substitution z = z(t')

_ 2./’”1 dx
—n /2 (B = U(z))
2 /xl dx
Ve B Jomo\[1—5p - a?

. . k .
Substitution z = /55 - & mit z(z1) =1

o 2 1 /1 dz
B 2.p k —1V1—22
m 1 2F,
- 2T 21
B [k B Wo
unabhéngig von Fy
2. harmonische Kraft
F = Fy-sinkx
Ulx) = - / (Fp - sin(k - 2')) da’
F
= ?O -coskx + 1 (c1 =0)

a) —Fnax < E < Ehax: gebundene Bewegung
E <FE<FE bund B

(b) E > Enax: ungebundene Bewegung

C = Emax: Deparatrix, 1" = oo

(¢c) E=F, S ix, T

Aquivalenz zum Pendel:

Fo = Fy-é,+F, ¢
F, = —m-g-sing (p=k -+ ¢)

1.2.11 Pendel mit Antrieb

F=—Fy-sinp+ A-sinwt

15
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1.3 Erhaltungssatze

m-7 = F(F,71)

em-i = Fp(z y,zxy,zt)
m-j = Fy(z,y,22,7,21)
m-2 = F,(x,y,2%,7,%1)

Bemerkung:
e 3 gekoppelte DGL 2. Ordnung, i.A. nicht analytisch 16sbar

e Fiir spezielle, aber hiufig vorkommende Kréfte gibt es Erhaltungssétze, die vollstdndig oder
teilweise analytische Losung der DGL ermoglichen.

1.3.1 Impuls

Impulssatz:
d -
S5 F
at”

Impulserhaltungssatz:

d
dtp 0,p = const. < F=0

Bahnkurve: Punktmasse bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit auf einer Geraden.

1.3.2 Drehimpuls

e Drehmoment:
M =7VxF

Bemerkungen:

— Auswirkung der Kraft F bei  auf Drehung um Ursprung
— Vektor senkrecht zu 7, F
— héngt von der Wahl des Ursprungs ab

Drehimpuls:

-

L=7xp

Bemerkungen:

— Betrag beschreibt Impuls am Ort 7 bzgl. Drehung um Ursprung
— Vektor senkrecht zu 7, p’
— héangt von der Wahl des Ursprungs ab

e Drehimpulssatz:
d - -
—L=M
dt
Beweis:

d - d

% = %(7’ X ﬁ)
X P47 X
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Drehimpulserhaltungssatz:

=

EzO,chonst. & M=0

S

& F|F
Zentralkraft: Kraft, fiir die F||7 gilt. Allgemeinste Zentralkraft: F = €;. - f(7,7,t)

Folgerung: In einem Zentralkraftfeld gilt immer Drehimpulserhaltung. (Bsp.: Coulomb-Kraft,
Gravitationskraft)

Bahnkurve:
L = 7xp |7
7L = 7 (Fxp)=0
Sx-Ly+y-Ly+z-L, = 0
(Ebenengleichung)

Folgerung: Drehimpulserhaltung < L = const. < L., Ly, L, konstant = Bewegung in einer
Ebene durch Ursprung L zu L

Gilt die Umkehrung auch? I.A. nicht!

Fléchensatz: L = const. < Der Fahrstrahl iiberstreicht in gleicher Zeit gleiche Flichen.

Beweis:
— Flachenstiick: )
|dA| = |7 x Fdt| - 5
zeitliche Anderung:
dA, 1 L1
‘E f§~|77xf’|:%~|77xﬁ]:const.

1.3.3 Energie

(Beschrénkung auf nicht explizit zeitabhédngige Kréfte F(7,7)
e Arbeit

T3
ri
abhéngig von:
Feld F(7,7)
— Anfangs-/Endpunkt 77,75

Weg C
Geschwindigkeit, mit der C durchlaufen wird

Beispiel:

sl
Il

Wyqs <
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Leistung;:

Folgerung:
Kinetische Energie:

Konservative Kraft : F(7,7) heift konservativ, falls ortsabhingige Funktion U(7) existiert
mit

LU =—F

—U(F)=—-F-7

dt
Dissipative Kraft: Anteil fDiss der Kraft F = ﬁkom + ﬁdiss, der nicht konservativ ist.

Potential oder potentielle Energie zu einer konservativen kraft: U(7) mit:

%mm:—F?

Folgerung;:
d 5o = o iR
—T = F'T:(FDiss+Fkons)'T
dt
= ﬁdiss'?'i_ﬁkons"’%
d - )
= _£U<F)+Fdzssf
Q(T +U) = Figs-7
di = diss
Energie:
E=T+U=2#+U()
Energiesatz:
d -
—F = Fiss P
dt diss T

zeitliche Anderung der Energie = Leistung der dissipativen Krifte

Energieerhaltungssatz:

d L.
aE =0;FE = const. & F = Fions

Energieerhaltung, falls nur konservative Kréfte wirken

Bemerkung: E beschreibt nur mechanische Energie. Dissipative Kréfte wandeln diese z.B. in
Wérmeenergie um.

Einschub: Gradient:

e gegeben: Skalarfeld ¢(7)

e gesucht: Stdrke und Richtung des steilsten Anstieges bei Punkt 7

grad(r) =

dp
% | = vt

2%

0z

ge”—l-ﬁ "+ e"
ox oy Y 0z °
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e Bemerkungen:

— grad ¢ steht senkrecht auf Linien mit ¢ = const.
— koordinatenunabhéngige Definition: Wihle beliebige Richtung dr"

dF o+ dF) — ()
—gradyp = 1
a8 T S 7]

Komponente in dr
Einschub: Rotation:
e gegeben: Vektorfeld E(7)
e gesucht: Wirbelstidrke und Wirbeldrehachse an Ort 7

} ) % B, (7)
rot E(7) :=V x E(7) = | 57 | x | E,(7)
)\

e koordinatenunabhéngige Definition: Wihle bel. kleine eben Flidche mit der Flidchennormale
7 mit ||77|| = 1, Randkurve C, Fldche A. (Rechtsschraubenregel liefert Orientierung von 7
und C)

. 1 .
i - rot E(F) := lim — - ]{dF~ E(7)
A—0
| S —

Zirkulation

Wirbelstarke

Komponente in Richtung 7

//M.rotﬁ(m :fcdﬂﬁ(m

fiir C'-einfach geschlossene Wege.

Satz von Stokes:

Bemerkung:
e Flichenintegral der Rotation = Zirkulation von E entlang Rand C

e ¢ilt fiir beliebige orientierbare Flichen A

1.3.4 Aligemeine konservative Kraft

ﬁkons'? = _*U(F)

~ SU(),y(0), 2(1)
(U de U 4y U d:
Or dt 0Oy dt 0Jz dt

:—gradU%'?

I
|
Q|

fiir alle 7, 7, ¢ B , . ,
<~ Fkons(Fyﬁt) = —grad U(fj + 7 X (Fvﬁt)

—

mit beliebigem Vektorfeld f(7,7,t).

Bemerkung;:
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e Konservative Kraft ist i.A. orts-, geschwindigkeits- und zeitabhingig. Bsp.: Lorentzkraft

—

F(F,7,t) = q- (F x B(7.1))
e Spezialfall: ortsabhéngige konservative Kraft
F(f) = —grad U(7)
1.3.5 Ortsabhdngige konservative Krafte
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. F ist konservativ, d.h. 3U(7) mit 4y () = —F.7
2. U(F) mit F = —grad U(7)
3. Tot F =0
4. fc FdF = 0 fiir alle geschlossenen Wege C
5 [ FdF ist unabhéingig vom Weg C
Beweis:
e 1) & 2): siche Abschnitt 1.3.4
° 2)=3):

— U(x,y,z) ist Funktion mehrere Veréinderlicher

— 2. gemischte Ableitungen vertauschen:

o*U U
oxdy  Oyox
- oF, _ 0F,
oy ox
& (otF), = 0

— gleiche Methode auf andere gemischte Ableitungen ergibt:
(rot F) =0

e 3)=4)

fiir beliebige C
e 4) = 3)

- fc FdF = 0 fiir beliebige Wege C. Wiihle beliebig kleine ebene Flichen mit Normale 7
bei Ort 7. Dann nach Definition: 7 - rot F' = 0 mit 7,7 beliebig. Also rot F=0.

04):>5)

— Wihle Punkte 71,73 und beliebige Wege C7,C5. Dann existiert ein geschlossener Weg
cC=C1uU (—02)

0 = fﬁdﬁ:/ Fdi + Far
C Cy —C2

Fdr — | Far
Cl Cz
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e 5)=4)

— Wihle beliebige geschlossene Kurve C. Es existierten r1, 73 auf C, zwei Wege C7, Cy mit
01 U (—02) =C. A]SO:

ﬁdF:/ Fdr :fﬁdF:O
Cl CQ

e 5) = 2): siche Analysis 3, Jiirgen Voigt (Satz 3.1)
1.3.6 \Virialsatz

e Ziel: Aussage zu zeitlichem Mittelwert von T und U

e Betrachtung der kinetischen Energie:

T = %'m'#:%'ﬁ"?
= e T
- el
e zeitliche Mittelung:
F=tim L[ gy

2k
Annahme: |p(t)| und |7(¢)| beschrinkt:
Jim {775 =0
e Virialsatz: B 1=
T = —3 7

e Fiir eine homogene Funktion vom Grad k gilt:
fla-z)=a"- f(z)

Eulersche Gleichung:

Beweis:
d B df  d(ax)
af(ax) ~ d(ax) Cda
d

2 @H@) = kot f(a)
a=1: f"-2 = k- f(z)

e Annahme:

1. ortsabhéngige konservative Kraft F=— grad U (7)
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2. Potential U(7) sei eine homogene Funktion vom Grad k, d.h. U(a - 7) = of - U(7)

Dann gilt:
—F.7 = F.-gradU(@) =k-U(7P)

— k
T = 3 U7

e Beispiele:

1. Harmonischer Oszillator:
Ul) = c-a? (k=2)
=T U
E = T+U=2-T=2.U

2. Gravitation, Coulomb

C
- _° E—_1
Uw) = -5 (h=-1)
_ 1
T = —3U
E = T+U:%-U:—T<O

1.4 Planetenbewegung

Masse M sei fixiert im Ursprung. Masse m bewegt sich unter Gravitationskraft

- M
Lm — 6 =—y-m-M-

ﬁw‘ =

Fey

Allgemeiner: Kugelsymmetrische Zentralkraft:

sl
Il
~
—
=
SN~—
=

1.4.1 Kugelsymmetrische Zentralkraft

gl
Il
~
—
=
N~—
!

e Erhaltungssitze:

— Impuls: -
— Drehimpuls: v/
— Energie: v/, da rot F = 0

also konservatives Zentralkraftfeld

e Potential:

U@ = —/Tﬁ(r)dﬁ

Es gilt:

¢ edr’ i de ||
0 fiirdr'Lo!
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Also:

speziell Gravitation:

e Ziel: Bahnkurve

— Drehimpulserhaltung, Richtung: Wihle 0.B.d.A. L = L-é2, also Bahnkurve in x-y-Ebene
durch Ursprung. Wihle Polarkoordinaten (g, )

d 0 €,
U = p-€+¢-0-€
— Energieerhaltung;:
1
E = T+U:5.m.z72+U
m . .
= 5@+ ") +U(e)
— Drehimpulserhaltung, Betrag:
L] = |[Fxpl=m-|Fxd|
= m-0® @ x &
——
lez|=1
.o
=¢ = 5
m- o

— Betrachte o(t): Eliminiere ¢ in Gleichung fiir Energie

m L?
E=—.0"+—" _+U
s Ot (0)
—_—
Ueys

Effektives 1D-Potential U.¢ (o) fiir 3D-Problem.

Integration der DGL mit Trennung der Variablen:

2
.2
0 m (E Ueff(@))
o(t) dr
=>t—ty = /
e(to) \/l (B —Uess(0)

= t(0) = o(t)
— Betrachte ¢(¢): Trennung der Variablen:

t -
L

QD—SD():/ | ‘thl
t0m~g

o(t) dr - .
©— o= / —
o(to) %-(E—Ueff)

Substitution ¢ = o(t)
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1.4.2 Qualitative Diskussion der Bewegung im effektiven Potential

Beispiel Gravitation

-m - M
U = -1
L? y-m-M
Ueff(g) 2~m-g2 - 0

Betrachte 1D-Radialbewegung bei Energieerhaltung T'+ Uepr = E

L=0 L=L;>0 L=1ILy>1I,

EZ/ 1> E2

e Charakterisierung der Bewegung:

1. E > 0: ungebunden:

— Fiir L > 0 kann das Teilchen nicht zum Ursprung gelangen (Drehimpulsbarriere).
— Fiir grofleres L weiter weg vom Ursprung

2. E < 0: gebunden:

— Fiir L > 0 Schwingung in ¢ zwischen den Umkehrpunkten 9., und 0maz-

— Fiir grofleres L: Schwingung weiter vom Ursprung entfernt und kleinerer Bereich
E<0

3. E=FEpn:nur bei L >0
— o = const., also Kreisbahn (stabil)

e Konsequenzen fiir Satellit:

— sollte niemals Erde treffen, also gmin > Rprde- Mindestgeschwindigkeit: 1. kosmische
Geschwindigkeit (7,9km/s)

— Mindestgeschwindigkeit an Erdoberfliche um ¢ = 0o zu erreichen:
E=0=T+ Ueff(RErde)
2. kosmische Geschwindigkeit (11,2km/s)

e Bahnkurve g, ¢:

E > 0: Hyperbel
E = 0: Parabel
FE < 0: Ellipse
E = FE,;»: Kreis
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1.4.3 Gravitation: Bahnkurven sind Kegelschnitte

em-M
Ulr) = -1
r
einsetzen und berechnen der Integrale von 1.4.1
Alternativweg: Energieerhaltung
m L? -m-M
=00+ 5~ 2 =F
2 2-m-p 0
e neue Variable s = p7!
i (5) - ()
o = — == 2
dt \s(p))  de \s(¥)
= —5/ . ‘QQ . 90
L
— —_— 5/
m

e Kinsetzen liefert nichtlineare DGL 1. Ordnung

L? L?
T-s’2+7~s2—7-m-M-s = E
m m
2
§? 42 — Zl,(E+7.m.M.5)
e Anwenden von %-di:
s’ dy
2
" _y-m - M
s'+s= 2

lineare inhomogene DGL 2. Ordnung
e Allgemeine Losung:

m2.- M
s(gp):A~sinap+B~cosg0+7T

o Wihle (¢ = 0) = gmin. Also s(¢ = 0) ist maximal. Dann: A =0, B > 0.

e Definiere
L2
k =
V.quQ
e = B-k
e Dann:
() = —
e  l+e-cosp

(Polargleichung der Kegelschnitte bzgl. der Brennpunkte)
o Exzentritit
— ¢ = 0: Kreis
— 0 < e < 1: Ellipse

— ¢ = 1: Parabel
€ > 1: Hyperbel
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1.4.4 Keplersche Gesetze

1. Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht. (Beweis:

1.4.3)
2. In gleichen Zeiten iiberstreicht der Fahrstrahl Sonne-Planet die gleiche Flidche. (Beweis:
Flichensatz)
3. Fiir alle Planeten:
T? ¢ 472
— = const. =
a® v M

(T... Umlaufzeit a... grofie Halbachse)

Beweis: Flachensatz:

L t
— = — = const.
2m dt
o AEllipse T ab
a T T
2w - ab-m
=T =
L
k k
a = b = ——
1—¢2 V1—¢2
N T2 - 472
a® v M

Bemerkungen:
e Aus KEPLERschen Gesetzen lisst sich das Kraftgesetz F x —T%e_,'.
e Bisher nur ein Korper, da Masse M fest. Zweikorperproblem:
T2 4r?

a3 v-(m+ M)
1.5 Galilei-Transformation

e Gegeben sei ein Inertialsystem, d.h. nach 1. NEwWTONschen Axiom gilt bei Kriftefreiheit
7 =0, und kartesisches Koordinatensystem KS.

e Ereignis (21, z2,23,t)
Gleiches Ereignis hat in IS’ die Koordinaten /), 2/, 2%, ¢’

e GALILEI-Transformation beschreibt den Zusammenhang der Koordinaten des gleichen Ereig-
nisses in IS und IS’.

e Spezielle GALILEI-Transformation:

r = x—wv-t
y o=y
2 = z
o=t

e Allgemeine GALILEI-Transformation:

T, o= oajexy—v; -t —Toy
—_——

= t—t
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1: Drehung der KS  2: rdumliche Verschiebung 3: zeitliche Verschiebung

orthogonale Matrizen a mit a-a’ = E
e Bemerkungen:

— Dies ist die allgemeinste Transformation zwischen zwei Inertialsystemen.

— Hintereinanderausfiithrung ergibt wieder GALILEI-Transformation (GALILEI-Gruppe)
e Herleitung 2. Axiom in IS’

IS: m-7¥ = F

mxz = Fi(x17m2,x3,f1,:v'2,ac'37t)
IS":m-2 = m- d*z;
‘ dt’?
. d*r! (dl,/ B 1>
dt? dt
d*z;
=
dt?
Fy
= Fl(a),xh, ab, 2}, xly, 1)
=>m- 17 = F

e Bemerkungen:

— NEwTONsche Axiome sind unter GALILEI-Transformation kovariant. (forminvariant)

dr’
dt

=1 = Uhren gehen in verschiedenen IS gleich schnell fiir v < ¢

1.6 Beschleunigte Bezugssysteme

1.6.1 Linear beschleunige Bezugssysteme

e Gegeben sei ein Inertialsystem IS mit Koordinatensystem KS sowie beschleunigtes Koordi-

natensystem K5’ mit t'=t.

-

() = d(t) + /(1)
cf(t) Abstandsvektor von Ursprung zu Ursprung

o IS sei kriftefrei:

<Ly
I
(an)

m.
=m-r = —-m-d=-m-a

- 2

fir z.B. d(t) =% -a

Tragheitskraft in KS’, also Bewegung in KS’ nicht kréftefrei, daher kein IS
1.6.2 Rotierendes Bezugssystem
e Inertialsystem und Koordinatensystem KS’ haben den gleichen Ursprung.

=7 =t

e K5’ drehe sich um z-Achse mit Winkelgeschwindigkeit w(t)

2=z
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e Ortsvektor:

e Geschwindigkeit:

=y
—
~~
=
I
.8
<0
—
~~
=
D

é(t) éi(t)

+ai(t) -
el (t) + WX

S S

= Zj(t)-e
(Geschwindigkeit IS = Geschwindigkeit KS” + Korrektur wegen Winkelgeschwindigkeit w)

Beweis:
del, = A do = e x cldp
(1(‘7/ = dp = é; x ¢, dp
del = 0=¢é;xcldp
5 d -
=z = x—€
i T
d -
I;?fe; x e
& x (2] :f)
= WJdxr
Schreibweise:
(dF) (dF) L OxF
— =(— WX T
dt ) ;s t) ks
Operatorgleichung;:

a4y _
dt) ;s
anwendbar auf beliebige Vektoren

e Beschleunigung: Operatorgleichung auf Geschwindigkeit anwenden

ﬁ = d +dx ar +dx|T
dt? a dt KS’ dt KS’

_ (4 + io‘i X 74 W X dr +d x (JxT)
a dt? KS’ dt KS’ dt KS’

Es gilt:
(2), o (5), eron(4)
— WXT=|— 7+ —
dt) i dt ) s dt ) s
Damit:
(5, ~(5), voereson(£) e
— =|— WX T4 20 — WX (JxT
dt* ) 1 dt* ) s dt ) s
Abkiirzung:
. dr .
v = ( *r :F
dt KS’
. A2
a = ( r) ;él =7
KS’
=7 = dHDIXTFHAIXV 4D X (G XF)
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1.7

1.7.1

Bewegungsgleichung:

IS: m-¥ = F
KS:m-a = F-m-Gx@x7)—2m-dxv —m-&x7
—_——
1 2 3

Tragheitskréfte:
1. Zentrifugalkraft (1): o |&|?, Ld, auBen
2. Corioliskraft (2): o |@], o< [o/], L&, Lo
3. namenslos (3): L&

Beispiele: Karussell, Wetter, Foucaultsches Pendel

Bemerkung: Newtonsche Axiome gelten nicht im beschleunigten Koordinatensystem KS’, da
Tragheitskrifte wirken.

System von Punktmassen

N Punktmassen: Masse m; (zeitunabhiingig), Ort 7;, Kriifte F; und m; - 7"_; = F;
AuBere Kraft F;(a): Kraft, die von auflen auf das i-te Teilchen wirkt
Abgeschlossenes System: ﬁi(a) = 0 fiir alle i

)

Innere Kraft P_’;(i : Kraft, die durch andere Punktmassen auf i-tes Teilchen wirkt.

Zweikorperkraft F_i'j: Kraft, die durch Punktmasse j auf Punktmasse i wirkt.

Nach 3. NEWTONschen Axiom:

Damit:

3N gekoppelte DGL 2. Ordnung, i.A. nicht analytisch lésbar = numerische Integration,
allgemeine Erhaltungsséitze

Impuls

g
E
3
I

SEV T Y R

i g g

I
(]
L
&

Gesamtmasse: M = >, m;

Schwerpunkt:
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Gesamtimpuls:

P o= Sp=m-ii=M-F
Y~ M E=F"

(Impuls-/Schwerpunktsatz)
e Bemerkungen:

— Schwerpunkt bewegt sich, als ob in ihm die gesamte Masse vereint wére und alle &ufleren
Krafte auf den Schwerpunkt einwirken. = Rechtfertigung des Begriffs Punktmasse

— Innere Kréfte haben keinen Einfluss auf die Bewegung des Schwerpunktes.

= (a)

— Erhaltung des Gesamtimpuls < > F; ~ = 0, z.B. abgeschlossenes System.

1.7.2 Drehimpuls

Srixmid o= YoaxEY Y nx YR,
% 7

i j#i
d— . . L pla) Y
%ZTZ‘X’/TLZ"TZ' = ZriXFi + ZriXFij+TjXFji
i i i,5,i<j
= ) Lo -
= ZriXFi + Z(’/‘i—’l”j)XFi'
i i,5,i<j
0
Gesamtdrehimpuls:
[~y
i
d - I )
(Drehimpulssatz)
Bemerkungen:

e Anderung des Gesamtdrehimpulses = Summe der Drehmomente der #uleren Kriifte

e Innere Kriifte haben keinen Einfluss auf L.

(a)

e Erhaltung des Gesamtdrehimpulses < > 77 x EY = 0, z.B. abgeschlossenes System oder

nur Zentralkrafte.

1.7.3 Energie

30

Vorlesung: “Theoretische Mechanik” von Roland Ketzmerick, Technische Universitat Dresden, Sommersemester 2009



Aufteilung in konservative und dissipative Krifte:

. d
; Fi,k:ons o = _aU
= i(T+U) = > Fidiss 7
dt = - i,diss 7
(Energiesatz)
Bemerkung;:
dU oU dxy 90U dy;  0U dz oU  dz,
— = b
dt Ox1 dt Oy1 dt O0z1 dt Oz, dt
(V1U)-(r7)
= > (ViU) -7
e oftmals:

U(ri,....m) = > Ui + Y Usj- (175 = 75))

i 1,J,17]
1.7.4 Schwerpunktsystem

e Schwerpunkt R:

Koordinate im Schwerpunktsystem:

Slz’l“_;—R

Bemerkung: i.A. ist Schwerpunktsystem kein Inertialsystem

Schwerpunkt im Schwerpunktsystem:

m; mi, s
i J.Si — EZ —z(ri—R)

mi; m; =

= AT R Ny

Impuls im Schwerpunktsystem:

Gesamtimpuls:
P = Ps + Pss
~—
M-R 0

e Drehimpuls im Schwerpunktsystem:

Lss:§ S_QszS_{
7

Behauptung: Drehimpulssatz gilt auch fiir Koordinaten im Schwerpunktsystem
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Beweis:

m-7;
E Ti X my - 75
i

D (B+8) xm;- (R+5)

ﬁxﬁ2m1+ﬁxzmz£+

EY 4 F,
> x A
SR+ ) x B

Exzﬁi(a)'f‘zs_% XF;Z_(G)

(@)

<E m; - S; ><R+E $; X my - S;
i

g

ZS_EXmi'SZE = 5; X Fj
i i
d . = (a
C”<Z§i><mi~s'§> = s_;-xFi()
d - S (a
%Lss = ‘S_;XFZ()

e Bemerkung: Drehimpuls ist immer auf bel. Ursprung bezogen, aber: Schwerpunktsystem kein
Inertialsystem.

e Gesamtdrehimpuls: . B -
L=1Ls+ L

mit Lg =R x M- R

e kinetische Energie:
T="Ts+ Tss
mit Tg = %Mﬁz und T,, = %Zml .82,

3

1.7.5 Zweik6rperproblem

e Das System sei abgeschlossen < keine dufleren Krifte. Innere Kréfte:

Fly = —Fy
- T — 75 -
Fip = %'f(ﬁﬂb)
71 — 73]

e Schwerpunkt- und Relativkoordinaten:

3 my - 71 + Mg - 73
R p— —_—
mi + mo
o= =73
e Bewegungsgleichung:
my -1 = I
mg -T2 = Iy = —Fp

DGL 2. Ordnung, gekoppelt
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Addition:

my - +mg-ry; = 0
M-E = 0
R = Ro+u-t

Subtraktion:

Reduzierte Masse
mq - Mmoo 1
= - m .
a mi + mo 2 14 22

= N

e Bemerkung: Zweikérperproblem exakt durch Einkérperproblem mit reduzierter Masse p im
Zentralkraftfeld beschrieben

1.7.6 N-Korper-Problem

e System sei abgeschlossen (3D)

Impulserhaltung: 3 Konstanten der Bewegung

Drehimpulserhaltung: 3 Konstanten der Bewegung

Energieerhaltung: 1 Konstante der Bewegung

1. N=1 3 Freiheitsgrade = integrabel (regulér)
2. N=2 6 Freiheitsgrade = integrabel (regulir)
3. N=3 9 Freiheitsgrade = i.A. nicht integrabel (chaotisch/regulér)

N=1 Teilchen, nicht abgeschlossenes System, z.B. Potential U(7) in d-dimensionalen Raum

1. d=1 1 Freiheitsgrad

— keine Impulserhaltung, falls F #0

— Drehimpuls nicht definiert

— Energieerhaltung

— also 1 Konstante der Bewegung, integrabel
2. d=2 2 Freiheitsgrade

— Energieerhaltung

— keine Impulserhaltung, falls F #0

— i.A. keine Drehimpulserhaltung

Also 1 Konstante der Bewegung, damit nicht integrabel (chaotische + regulire
Dynamik)
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Lagrangesche Formulierung der Mechanik

2.1 Einfithrung am Beispiel ebenes Pendel
Es gibt eine unbekannte Zwangskraft Z(t), die dafiir sorgt, dass die Zwangsbedingung
4+ 22 —17=0

eingehalten wird. L
m-7=F+ Z(t)
Beobachtung: Z(t) steht hier senkrecht auf der Linie der Bewegung

2 Moglichkeiten:

1. Explizite Beriicksichtigung der Zwangskraft:
Es gilt Z(¢)]|7(t). Also
Bewegungsgleichung in 2D:
Zwangsbedingung 2D:

3 Gleichungen, 3 Unbekannte

(LAGRANGE-Methode 1.Art)

2. Eliminierung der Zwangskrifte: Projektion der Bewegungsgleichung auf Linie der erlaubten
Bewegung

(a) Parametrisierung der Bewegung durch Winkel ¢ (generalisierte Koordinaten)

N ( sin ¢ )
—cosp
dar 1. (cose
dp sin

Richtung der erlaubten Bewegung

(b) Projektion: Bewegungsgleichung -j—g
- dr _ dr _ dr
MT@ = m~g-@+)\~r @
m-1>¢ = —m-g-l-sing
p = —% sin
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1 Gleichung, 1 Unbekannte
(LAGRANGE-Methode 2. Art)

Bemerkung: Zwangskraft eliminiert, kann nachtriglich berechnet werden
Zt)y=m-7—F
Die Lagrange-Methoden 1. und 2. Art erlauben das elegante Aufstellen von Differentialgleichungen,

auch in komplizierteren Fallen.

2.2 Zwangsbedingungen

Beispiele in 3D:
e Bewegungseinschrinkung auf Fliche:

— Tisch: z—h =0
— sphérisches Pendel (Kugelpendel) mit zeitabhingiger Linge £(t)

Py 42 —12=0
— schiefe Ebene mit Winkel «/(t)
z
tana = - = y-tana—2=0
Y

e Bewegungseinschrankung auf Kurve:

— Ebenes Pendel

o

22422 =2

— Perle auf Draht, Sandburg,...
Klassifizierung der Zwangsbedingungen:

1. Holonome Zwangsbedingung:

Ja (7?; t) =0
(a) Sklerononome Zwangsbedingung:
ga(7) =0
(b) rheonome Zwangsbedingung;:
9a(Ft) =0

2. Anholonome Zwangsbedingung;:

Nicht in Form g (7,t) = 0 schreibbar, z.B.

e geschwindigkeitsabhéngige Zwangsbedingung g, (7, 7, t)

e Ungleichung:
9a(r,1) <0

Zahl der Freiheitsgrade:
f=3N-R

(N... Zahl Massepunkte R...Zahl der holonomen Zwangsbedingungen)
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2.3 Zwangskraft, D’Alembert-Prinzip

e Zwangskraft Z(t) sorgt fiir die Erfiilllung des Zwangsbedingung und tritt auf im 2. NEw-
TONschen Axiome ;
m-7=F+Z(t)

Problem: Z(t) unbekannt

Strategie: Was kann iiber die Richtung von Z(t) ausgesagt werden? Ist sie durch Zwangsbe-
dingungen eindeutig festgelegt?

e virtuelle Verriickung: Bei festgehaltener Zeit (dt=0) gedachte infinitesimale Verschiebung §7
der Punktmasse unter Beachtung der Zwangsbedingung

e D’ALEMBERT-Prinzip: Bei virtuellen Verriickungen 7 leistet die Zwangskraft Z(t) keine Ar-
beit:

Bemerkung:

1. Nicht beweisbar (Axiom).

2. Bei mehreren Punktmassen gilt die Aussage fiir die Summe:

n
Y "G = 0
i=1
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e Einfache Anwendungen:
1. Punktmasse in 3D ohne Zwangsbedingung (f=3):
(m-2—F,)0z+ (m-§j—Fy)oy+(m-&—F,)dz=0

dx, 6y, 6z konnen beliebig und unabhéingig gewihlt werden, da keine Zwangsbedingungen
vorliegen.

(a) 6z #£0,0y=0,02=0

ox - (m-&— Fy) 0
m-&—F, = 0

(b) 0x =0,0y #0,6z2=0

oy - (m-ij — Fy) 0
m-y—F, = 0
m-j = Iy
(¢) =0,y =0,6z#0
0z-(m-2—F,) = 0
m-2—F, = 0
m-z2 = F,
Also: m -7 = F
2. Punktmasse auf Tischplatte (f=2)
— Zwangsbedingung;:
z—h=0
Also 6z = 0, 0x und Jy beliebig
F=-m- g€
— D’ALEMBERT:
(m-2—F,)0z+ (m-§j—Fy)oy+ (m-&—F,)dz = 0
m--dx+m-4-0y = 0
z.B. §z # 0,0y = 0:
m-2 =0
ox = 0,0y #0:
m-y=20
— Zwangskraft:

2.4 Lagrange-Gleichung 1.Art

Unterscheidung reale zu virtuelle Verriickung:

e Zwangsbedingung: ¢g(z,y,z,t) =0

totales Differenzial:

dg dg dg dg
dg = 99 gz+9 ay 199 4y 99y
g R VR R Y
- Vg~df+%~dt:0
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e reale Verriickung: dr' £ 0, dt

£0

. 09 .
Vg-dr—i-gwlt—o

e virtuelle Verriickung: 67 # 0,dt =0

identisch nur fiir skleronome

e Bemerkung: Bei 2 Zwangsbe

Vg-or=0
Zwangsbedingung!
dingungen g1, g2:

Vg 0F = 0
Vgo 0F = 0

1. 1 Punktmasse in 3D, 1 Zwangsbedingung:

e Bewegung auf Fldche (f=2)

e Zwangsbedingung:

e D’ALEMBERT:

g(F,t) =0 = Vg-6F =0 = VgLoF

Z.0r = 0= ZLoF = Z||Vyg
= Z(t) = At)- V(7 t)

o LLAGRANGE-Gleichungen 1.Art:

—

m-7 = F+\t)-Vg(7,t)
g(rit) = 0

4 Gleichungen, 4 Unbekannte

2. 1 Punktmasse in 3D, 2 Zwangsbedingungen:

e Bewegung auf Kurve (f=1)

e Zwangsbedingungen:
q1(7t) = 0= Vg -6F=0 = Vg LLinie
g2(7,t) = 0 = Vgo-0Ff=0 = VgolLinie
e D’ALEMBERT:
Z-0r= = 0 = ZlLinie

=7 = M) Va(Ft) + Aa(t) - Vo (7' 1)

3. Allgemeiner Fall: N Punktmassen in 3D, R Zwangsbedingungen (f=3N-R)

e Zwangsbedingungen:

LAGRANGE-Gleichung 1. Art:

2
mer = F+Y) Aa(t): Vga(it)

—1
ga(Ft) = 0 (a=1,2)

o

ga(T_i,...,T_,;,t) - CY:l,...7R

= Vo 67 =

o
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e D’ALEMBERT:
Z-or = 0

R
=7 = > X(t) Voo
a=1

e Notation:
= (min Zl)T

\E
=
|

ebenso Fi,..., F3n

myp — 1Mi1Mmoms

— (.Tl T2 $3)T

Tn = (Tnyn Zn)T — (TaN—2 T3N_1 JJsN)T

mNy — M3N-—2M3N—1M3N

e LAGRANGE-Gleichungen 1.Art:

R 99
n n = Fn )\a E
i D dag,
%
Jo(x1,...,x3N,t) = 0 a=1,...,R

3N+R Gleichungen, 3N+R, Unbekannte

e Zwangskrifte:
R

99a

2.5 Loésungsmethode der Lagrange-Gleichung 1.Art
2.5.1 Allgemeine Formulierung

1. Formulierung der Zwangsbedingungen

ga(.’lﬁl,...,l‘g,]\[,t)zo a:l,...,R
2. Aufstellen der Lagrange-Gleichungen 1. Art
R dg
n o =Fy Ao 70 =1,...,3N
My - T + o; or,, n
3. Elimination von A\,
(a) Zwangsbedingungen zweimal nach Zeit differenzieren
dga  0ga . 990 ., 090 _
dt o 8$1 x1++8$31\[ TsN + ot n
d290¢ d 890( . aga . d
99a + i %
dray N T dt ot
3N 3N
890( d 890( d aga
:> a_ n = - . a_ n - 5, A,
Sogmen = -2 g (o) w5 (%
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(b) Einsetzen LAGRANGE-Gleichungen 1.Art:

8g5 1
Z Oz, min

+Z/\ 89“ = Ks(x,#,t) B=1,....R

&Tn

Gleichungssystem fiir A,: linear, homogen

= Ao = Ao(z, 2, 1)

(c) Einsetzen von A, in LAGRANGE-Gleichungen 1.Art:

R
My, - Zp = Fy, —1—2)\ (z,@,t) - gia n=1,...,3N
n

a=1

3N DGL 2. Ordnung fiir 3N Koordinaten x,,(t), Zwangskréifte eliminiert
4. Losen der Bewegungsgleichung

(a) analytisch oder numerisch
(b) Einfiihrung geeigneter Variablen

Beachtung der Anfangs- und Zwangsbedingungen

5. Bestimmung der Zwangskrifte

L 99a
2(t) = &(t) = Aa(t) = £= ) Aa ) o=

a=1

2.5.2 Beispiel: Ebenes Pendel
1. Zwangsbedingung (2D):
glz,y.t) =2 +y* =1 =0
2. LAGRANGE-Gleichungen 1. Art:
99

m-& = )\(t)~%:)\(t)~2x
T = ZAWL‘
m
. Jg
m-§ = —m-G+)\(t)-a—y:—m-G+2y-)\(t)
=4 = —G—&—Qi-y
m

3. Elimination der Zwangskraft

(a) Zwangsbedingung zweimal ableiten:

d
== weit2yy=0
d? . . .
ES = 2@ +z-i+9’+y-§) =0
roi+y-§ = —i?—g?

(b) LAGRANGE-Gleichungen 1. Art einsetzen

x~<2/\-x>+y-(—G+2)\-y> = —i?—q?
m m
21(332—1—@/2) = G- y—i*—7?
m——
12
A 1 2 .2
2% = ﬁ(G'y*$ -v)

40

Vorlesung: “Theoretische Mechanik” von Roland Ketzmerick, Technische Universitat Dresden, Sommersemester 2009



(c¢) Einsetzen von A in LAGRANGE-Gleichungen 1. Art

. 1 . .
T = ﬁ(G_y_xz_yz)

. 1 . .
i ~G+5(Gy—i" =)y

4. Vereinfachung durch Polarkoordinaten (g, ¢) mit o =1

. G .
p=—7 sing

Kleine Schwingungen: sinp ~ ¢

p=A-sin(wt +n) w= %
Polarkoordinaten (von Anfang an):
1. Zwangsbedingung:
g(opit) =0—1=0
2. Lagrange-Gleichungen 1.Art: .
m-T=m-G+ A(t)- Vg
in Komponenten:
0
€pim-(6—0-9%) = m-G-cosgo—i—)\-—g
do
- (0 3126 0) Gosinotr. 29
e tm - . . . — —_m - . Sin -
" 0 P+2¢0 ¢ 5 00
3. Elimination von A
(a) Ableiten der Zwangsbedingung:
dg d*q .
it ¢ a ~ ¢
(b) Einsetzen der Lagrange-Gleichung:
A
—0-9? = G-cosp+ —
m
A .9
= — = —0-9p°—G-cosyp
m
09 = —G-singp
(c) Einsetzen in Lagrange-Gleichung:
o6 = 0
G .
% — -sing
4. Zwangskraft:
0
Z, = /\.79:)\:7m~(G~cos<p+l'gb2)
do
99
Zp = A-———=0
v 0-0p
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2.5.3 Beispiel: Perle auf rotierender Stange

1. Zwangsbedingung (rheonom), Zylinderkoordinaten:

gl(ga¢727t) = z=0
g2(0,,2,t) = p—wt=0

2. Lagrange-Gleichung 1.Art:

in Komponenten:

~ . ; 0 13}
€pim-(6—0-9?) = )\1~8i;+)\2+3i;:0
o . . g1 992
cm-(o- 2.5- = M- Ao - Y
Coim-(e-$+2-¢-0) N PR R i
- . g1 992
imeE o= Ao, SR o)
€,:m-z 1 8z+ 2775 1

3. Elimination von A:
(a) Ableiten der Zwangsbedingungen:
g : z=0 z=0
@ o p=w  $=0

(b) Einsetzen der Lagrange-Gleichungen:

)\1 = 0
A
m-p-o = 2
0
(c) Einsetzen in Lagrange-Gleichungen:
i—0-¢* = 0
=06 = wo
. . 1
me(ep+2:4:-0) = ho-o
=0 =
5
4. Losen der Differentialgleichung:
z(t) = C+D-t=0(D=C=0)
plt) = wi
ot) = A-e'+B-e

Fir t — oo:

(a) A>0: 90— 0
(b) A =0: o0 — 0 fiir Anfangsbedingung o¢, gy = —w - 0o

5. Zwangskraft:

7 = )\1~Vg1+>\2-Vgg
Zo = 0
2 .
Z, = —=2m-9p-w
v 0
z, = 0
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2.5.4 ErhaltungsgroBen

e Impuls:

Z(m H=F+7=0& F=—-7%

Beispiel: Bewegung auf Tisch

e Drehimpuls:

d - .
falls F + 2 Zentralkraft ist.
Beispiel: Rotor
e Energie:
d d -, .
—F = —(T - Fiss Z) - T
i dt( +U) (\d’_/—kz) T
sei 0
3N
n=1
3N R
0
= 23 e g
n=1a=1 n
R 3N
dg
- Sy,
a=1 n=1 ail’n
= 99a
= D gy
a=1

Also: d ;B =0, falls %Lt“ = 0 fiir alle « (skleronome Zwangsbedingung)

e Bemerkung: Zwangskraft leistet keine Arbeit bei virtuellen Verriickungen (d’Alembert Z-07 =
0), aber Arbeit bei realen Verriickungen, da 2’ - di # 0, falls di f|o7.

2.6 Lagrange-Gleichungen 2.Art

e Idee: Wechsel zu Koordinaten, die die Zwangsbedingung automatisch erfiillen
e Verallgemeinerte (generalisierte) Koordinaten gz, ..., ¢y:

1. Legen die Lage aller Punkte eindeutig fest
Tp =Tn(q1,...,qpt) n=1,...,3N
2. Zwangsbedingung sind fiir beliebige gy erfiillt:
ga(x1(q1, .-, q5,t), ..., xan(q1, ..., q5,1),t) =0

fiir alle «, g

_ dga 090 Oxp
= o nZ Prn O

fiir alle «, gi.

Bemerkung: Wahl der verallgemeinerten Koordinaten nicht eindeutig
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e Beispiele:

1. Ebenes Pendel: Verallgemeinerte Koordinate ¢
(a) x=1-sinp y=—l-cosp
(b) 2% +y? = I? fiir alle ¢
verallgemeinerte Koordinate x:
(a) x =x y =412 — 22 nicht eindeutig
2. Doppelpendel: verallgemeinerte Koordinaten o1, o

(a) Lage der Punktmassen

r1 = li-sin¢py

y1. = —lj-cospy

To = lg-sings + 1
Yo = —la-cospa+yr

(b) Erfiilllung der Zwangsbedingung fiir alle o1, o
(w2 —21)*+ (Y2 —)* =15
2.6.1 Herleitung

e Elimination der Zwangskrifte

3N oz R ag

Projektion der Bewegungsgleichung auf die erlaubte Bewegung bei Variation von g

3N 3N R 3N
ox, oxy, G, Oxy,
My - Xy + —— = F, - + Aot = —
N TP PR T D TS
0
3N 3N
mn . xn PR — Fn - _
TR R
f DGL fiir g, keine Zwangskréfte
e 2. Ziel: Umformung der Gleichung, um z,, zu eliminieren
1. Geschwindigkeit:
. dzn(q1,---,4f,t) ! 0T, . 0z,
™= dt " Lo T o
o Yk
= xﬁ(‘]v qs t)
8 .TL ) .7 n
Lo (q. g,t) _ ox
i Oqr

verallgemeinerte (generalisierte) Geschwindigkeit g,
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2. kinetische Energie:

3N
n=1
0T(q.4.t) _ N~mw , . O
oqs, ot 2 " oqx
O(q.4.1) o~ 0an N~ O,
Aqp. nz::l A nzz‘: Aqp,
dOT(q,4.1) _ o= Omy N d (0,
dt  Ogi B nz::lmn o g +nz::1mn It Oqy
_ 9o
=2
n=1 "’ ! an 8(]k
n=1 " an an
Behauptung;:
4 (Own) _ Otn
Beweis:
d<3xn) _ i(a 8xn>..+3(3xn>
dt \ Oqx — \ 9q Oqp. ot \ Oqx,
0 3xn . 8xn
o 4y _ o5,
Oqe \ dt™" N Aqp
zusammengefasst:
doT oT & o,
~ - = =N"F, =
Tog g 2= g O

verallgemeinerte Kraft Qy

3. potentielle Energie:

n=1

— Beschrankung auf konservative ortsabhingige Krifte F),
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7, _%9:” mit Uz, £) = U(q, 1)
3% ko Z 0r, Oqe O
5%
Damit:
i@(T—U) B T -U) _0
dt g oq
— Bemerkung: Geschwindigkeitsabhéngige Potentiale U(q, ¢,t) okay, falls
ou doU
O =5 T @t og.
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e Lagrange-Funktion (der nichtrelativistischen Mechanik):

Lagrange-Gleichungen 2. Art:

d oL oL
—— = k=1,...,f
dt 0qy,  Oqy
2.6.2 Beispiele
1. Ebenes Pendel: f=1
e skleronome Zwangsbedingung
e verallgemeinerte Koordinate ¢
x = l-singp T=10-¢p-cosp

= -

Damit:

T =
U =
= L:((Pﬂb) =

oL
¢
d oL
dt 9
oL
D
Lagrange-Gleichung 2.Art:

m-1>-¢$4+m-g-1-sinp =

2. Perle auf rotierender Stange:

e =1, rheonom

e verallgemeinerte Koordinate o

r = Q-coswt

o - sinwt
z =0

Dann gilt:

=L =
0L(0,0)

D0

d(oLy
dt\oo)

>m-0—m-w -p =

- COS y=1-¢-sinp

l2.¢2

.g.y:—m.g.l.cos@
2P+ meg-l-cose

(@457 = 5

SIEEENE

2

3

m-1%-¢

—m-g-l-sinp

|
o

¢+%~singa =0

T=0-coswt—w-p-sinwt

Yy =0 -sinwt+w-p-coswt
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2.6.3 Zyklische Koordinaten

o ¢;, heilt zyklische Koordinate, falls
oL

= =0
Oqx

e Behauptung: Zu jeder zyklischen Koordinate gibt es eine Erhaltungsgrofe.

e Beweis: Sei gy, zyklisch. Also % = 0. Nach Lagrange 2. Art:

i % —Oﬁﬁ—const
dt \Ogy ) o4 '

e Beispiel: Freies Teilchen

L= T=56+i+2)
oL
:>a—x =0
oL )
= —— = m-x = const.
0%

Impulserhaltung in x-Richtung (ebenso fiir y,z)

® pi = % heifit verallgemeinerter Impuls.
2.6.4 Elektromagnetische Krifte

e Lorentz-Kraft auf eine Ladung Q:
F(7,7t) = Q (E(F,t) + 7 x B(F,t))
Behauptung: zugehoriges geschwindigkeitsabhéngiges Potential
U(F,7t) = Q  ®(F,t) — Q-7+ A(F,¢)
Hierbei gilt:

—VO(F, ) — %‘f

o
Il

VxA

ool
I

e Lagrange-Funktion eines Teilchens im elektromagnetischen Feld:

LEFY = 22— Q86 +Q 7 A(R1)
SmF o= B

2.7 Hamilton-Prinzip
2.7.1 Variationsrechnung

e Funktion y(x): ordnet Zahl x eine Zahl y zu, Suche nach Extrema: ¢y’ =0

e Funktional J[y]: ordnet Funktion y(x) eine Zahl J zu, z.B. Bogenlénge einer Kurve von

bis z»
T2
J[y]:/ dr /1 + 52

1

Extrema:
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1. Fiir welche Funktion y(x) ist das Funktional

= [ " e Fly.y o)

1

extremal bei vorgegebenen Randwerten y; = y(x1), y2 = y(x2)?
0J =0

Euler-Lagrange-Gleichungen:
dor oF
dx Oy’ Oy
Spezialfall: Lagrange-Gleichungen 2.Art
2. Fiir welche Funktionen yq(x),...,yn(x) ist das Funktional

T2
J[yu---,yzv]:/ dz F(y1, ... YN Y- Un)
z1

extremal bei zusiitzlichen Nebenbedingungen g, (y1,...,yn,2) = 0 mit « = 1,..., R
(R<N)?
Losung:
R
F—F+Y Ao
a=1

mit Lagrange-Multiplikatoren A,

d OF OF & 990

—— = Ao - i=1,...,N
dz dy; Iy +a§::1 oy,

go(-.) = 0

Spezialfall: Lagrange-Gleichungen 1.Art

Welches Funktional gehort zur Mechanik?
2.7.2 Wirkungsfunktional

e Wirkungsfunktional (Wirkung) einer Bahnkurve q(t)

Slql = /:2 L(q,q,t)dt

1

Bemerkung: Hat keine anschauliche Bedeutung, wie auch L.
e Hamilton-Prinzip: Prinzip der kleinsten Wirkung
6Slg) =0

Die vom System durchlaufene Bahnkurve ist gegeniiber anderen denkbaren Bahnkurven da-
durch ausgezeichnet, dass die Wirkung extremal ist.

e Behauptung: Hamilton-Prinzip = Lagrange-Gleichungen 2.Art
e Behauptung: Hamilton-Prinzip < d’Alembert-Prinzip
e Figenschaften der Vergleichsbahnen:
1. gleiche Anfangs-und Endpunkte
q"(t1y2) = q(t1y2) < 0q(t12) =0

2. kleine Variationen:

3. Vergleich bei fester Zeit t: dt =0
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2.7.3 Herleitung der Lagrange-Gleichungen 2.Art (Hamilton-Prinzip)

1. f=1
0 = 05[q
ta
- 5/ L dt
t1
to
_ /( L(g*, 1) “L(g,d, 1)) dt
t1 N——

L£(a,4:6)+ 35 60+ %5 34+ % 94 (39)°+...

oL oL
~/tl (361 1 94 1 )
——
8_ t@q
t2 oL t2 oL d oL
- /m dtdt<a 5) /m dt(athaq-)‘;q

oL t2 d oL 0L
- [a‘SL‘/tl o (M_aq)aq

——
0

Integral = 0, fiir alle dq(t) = Integrand = 0 fiir alle t

2. f>1:

Wahle fiir alle k # [ g, = 0, dann Fall f=1.

d oL oL
—_——— —— = =1,...
1106 0g oo d
2.7.4 Eindeutigkeit der Lagrange-Funktion
1. additive Konstante: y
L=L+c
Beweis:
R AN
dt Oy, Oqy, dt \0qr ~ O Oqr,  Oqy
= 0
alternativ:

to _ to
55*:5/ dt£:65+5/ dtc=6S=0
t1 ty
2. multiplikative Konstante:

Beweis:
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3. Addition von % f(g,t) mit beliebiger Funktion f(q,t) (Eichtransformation)

5 d
L=L+2fa)

Beweis:

ta
5§ = 8540 dtjtf( 1)

ty

0S8 + 6(f(Q27t2) - f(Q17t1)) =0

Beispiel: Freies Teilchen unter Galilei-Transformation:

— P47
%(ﬂﬁ)?:,um-?-m

- /:+d£( T

o =y
Il

2.8 Symmetrien und Erhaltungssatze

e Symmetrie bedeutet Invarianz unter einer Operation

1. diskrete Symmetrie: Spiegelung, Drehung um Winkel «, Verschiebung um Vektor

2. kontinuierliche Symmetrie: Drehung um bel. Winkel (isotroper Raum), Verschiebung
um bel. Vektor (homogener Raum)

e Noether-Theorem: Jede kontinuierliche Symmetrie, die die Wirkung invariant lésst, fithrt zu
einer Erhaltungsgrofle.

e Beispiele:

1. Homogenitét der Zeit = Energieerhaltung
2. Homogenitét des Raumes = Impulserhaltung

3. Isotropie des Raumes = Drehimpulserhaltung
e Beweise:

1. Homogenitét der Zeit:

— Betrachte zeitliche Verschiebung t +— ¢ 4 ¢, ﬁ(r’i,...,r}’v,rli,...,r?\z,t+s)
de| _oC dit+e) oL _d (. S~OL .
de |._, Ot de ot dt o7
mit
N N
d oL . oL qu oL dgy
el T = . dad
dt( ;8@’ ’I“) ;(8% 6qk dt
oL N[fdoLy . oL .
+ar 2 | ) ot o
o
S dt

— Annahme: Homogenitét der Zeit, d.h. eine zeitliche Verschiebung lésst £ unverédndert.

N
%:0:> a—4-7%;—£:cons‘c.
de = O
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—Sei L=T-U.

N
m
L = T-U=)Y — - -U(n A
; 9 T (Tla ’TN)
N
oL -
2o
=T+4+U = FE = const.
2. Homogenitét des Raumes:
— Betrachte rdumliche Verschiebung:
Ty be R T
Dann:Ezﬁ(ﬁ+€-ﬁ,...,r?v+5~ﬁ,r;1,...,ﬁv,t)
aw ia.c d(7 + ¢ - 77)
de or; de
=1 o N———
d oL n
dtaji
N
d oL
=
Di
d =
= _— P~ n
prCaD)
— Fﬁr%:O:ﬁ'ﬁ:const., also P = const.
3. Isotropie des Raumes:
— Drehung um Achse 77 um Winkel
7= T4 (x 1) + O(?)
o= e (A xT) +O0(?)
L = LI +e- ABXF)eees. i +e- (AXTR),1)
Damit:
ac B ZN:ac d(ri +e (it x 7)) | OL d(Fi+e- (i x 7))
de |._g “— Or; de or, de
AXT} AT
N
oL .. oc . -
= Zarz ( xrl)Jra—ﬁ-(nxn)
=~ N
< p; Di
N N
d . . d R
= — (D XTi)) = 1 X Di
;dt(p (71 x 7)) dt;n(r )
— — W—LZ
d , -
= —(L-&
(L)
— Fiir %EZO:O:E-ﬁ:cons‘c., also L = const.

Allgemeine Form:
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— kontinuierliche Transformation:

t = t"=(q,q,1)
)

mit Invarianzbedingung (aus S[q(t)] = S[¢*(¢*)]
d dg* dt*
. * 74 t* —
de (’C<q dtr ) dt) 0

~oc dvi (. §~oL ) de
8q2 de =1 aqz e de

i=1

Erhaltungsgrofie:

e crweitertes Noethertheorem: Invarianz von §S = Erhaltungsgrofie

e FErraten von £ aus Symmetrien:

Beispiel: freies Teilchen

— Symmetrien:
1. Homogenitét der Zeit (keine Zeitabhingigkeit)
2. Homogenitét des Raumes (keine Ortsabhéingigkeit)

3. Isotropie des Raues, nur Abhéingigkeit von |||

— Also: £ = f(2). Einfachste Wahl:

L=
2.9 Reibungskrafte
e Reibungskraft oftmals
Fdiss = —qp - Tp
(kein Potential: F,, = —(S)TU)
e Rayleighsche Dissipationsfunktion:
3N
D(z) = Z In T2
n=1
mit Fliss = —2D(0)

e verallgemeinerte dissipative Kréfte (2.6.1)

3N 3N .

; ss OT oD 0z oD
diss E Fdzss . no_ _ § — . '” ==
@i =" Oqy = Oy O g

modifizierte Lagrange-Gleichungen 2. Art:

4oL OL 0D

dt dg;  dg; * 94; =0
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Hamiltonsche Formulierung der Mechanik

3.1 Hamilton-Funktion, kanonische Gleichungen

e Motivation: alternative Formulierung der Mechanik

e verallgemeinerter (generalisierter) Impuls:

~ 0L(q,4,t)
Pk = —F(F.
O

Definition sinnvoll, da: 2. Newtonsches Axiom:

d
o = F
dtpk k
Lagrange-Gleichungen 2.Art
doc_oc
dt g, Oy,

pr sei auflésbar nach g, = gi(q,t,p)

e kanonisch konjugierte Variablen g, px

Beispiele: ¢ Ort und p Impuls; ¢ Winkel und p Drehimpuls

e Hamilton-Funktion:
f
H(va7t) = ZQkpk—C
k=1
f
= > dGuapt) e — £(g,4(q,p, 1), 1)
k=1

e Einschub: Legrendre-Transformation:

Sei f(x) eine konvexe Funktion. Sei die Steigung s = %. Gesucht ist die Funktion g(s) der
Variable s mit gleicher Information wie f(x). Legendre-Transformation:

g(s) =x-s—flx)  x=u(s)
Existenz von x(s) folgt aus Konvexitit. Inverse Legendre-Transformation:

_dg

@) =ws—gls) a="
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e Eigenschaften von H(q,p,t):

oH
oq

oH
op

e Bemerkungen:

— @ f 3% oq
Pk

o d (oL

O dt <<9q'z> -

f .
g . Opg oL 8qk
—_ . + -

Z PE 0 Z 5% op

:Dk

f e f
Gk 5— = gk - Okt = G
> a5 ’;

Lom o
Op Pr Oqx

— 2f DGL 1. Ordnung (Lagrange 2: f DGL 2. Ordnung)

— Symmetrie der Gleichungen

— beschreibt Dynamik im Phasenraum (q,p) mit 2f Dimensionen

— zyklische Koordinate ¢, < gq =0«

aH_O

o Zeitentwicklung der Hamilton-Funktion:

oH
ot

ar
dt

Also %—I; = 0 < H const.

e Welche Bedeutung hat diese Erhaltungsgréfie H? Betrachte folgende Systemklasse:

3o, Zaﬁ 04 0L _ 0L
= Ot 5‘qk ot ot ot

(end
(e )

o _oH
ot ot

1. kinetische Energie sei quadratisch in gy,

z.B. Doppelpendel

T:kal g1 gk
Kl
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2. Potential sei nicht von der Geschwindigkeit abhéingig: U = U(g,t). Dann:

L= Y mu-d-ge—Ulgt)
ol

. oL
i ~—
oT
a4,
. oqr . .04
= szkl'Qi'<ﬁ'QZ+Qk'aq.l_>_£
ikl di i
= szkl'dz‘(di'5m+5il'q'k)—£
ikl
= 2T—-L=F

H ist die Gesamtenergie.

Beispiel aulerhalb dieser Systemklasse: Perle auf rotierender Stange (2.6.2)

m., .
T=5(+o" o)

3.2 Grundlegende Beispielsysteme

1. Massepunkt in 1D-Potential U(x,t)

o verallgemeinerte Koordinate: q = x

. 1 .
Lg,qt) = Fm-¢" = Ulg,t)
o
p = g = q
=q = b
m
Hamilton-Funktion:
H(g,p,t) = ¢-p—L
2 2
p- 1 p
= ———--—+U(q,t
m 2 m +Ulg?)
2
p
= —+4+U(gt
o T U@:1)
Hamilton-Gleichungen:
_r 50U
=m P dq
Lagrange-Gleichung 2.Art:
- ou 0
m _—=
it 5
2. Massepunkt im 3D-Potential U(7, t)
e Hamilton-Funktion:
P
H(r,p,t) = — 7t
(7, P, t) 5, T UT1)
- p
Fo=
m
p = —-VU
Lagrange-Gleichung 2.Art:
m-7=-VU
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3. Ladung Q im elektromagnetischen Feld

e Lagrange-Funktion:

konjugierter Impuls:

5= 28 Q- Ay
or
Auflésen nach 7 .
. §-Q-A
r=
m
Hamilton-Funktion:
H(F,pt) = 7-p—L
O S o\ 2 N
p— A . m(p—Q-A - P—Q-A
_ (p Q ) 7o (p Q ) Q- p+Q AP Q
m 2 m m
> ~ . ™2
_ f )+Qw
m
3.3 Kanonische Transformation
im Folgenden: f=1
1. Lagrangesche Formulierung:
g = Qg1
L(q,4,t) = L(Q, Q1) =L(q(Q,1),4(Q,Q,1),)
atog 0Q

unverianderte Form

2. Hamiltonsche Formulierung:

q— Qgp,t)  pr Plg,p.t)
Also groere Vielzahl an Transformationen méglich. Bei einer kanonischen Transformation
gilt:
. OK . 0K
VH t)AK(Q,Pt): Q = — P=——
(0,0, 1)3K(Q, P 1) : Q= 55 20
d.h. die Hamilton-Gleichungen bleiben forminvariant.
e Finde durch kanonische Transformation eine neue Hamilton-Funktion K(P,Q,t)
— mit zyklischer Koordinate Q, d.h. g—g =0=P=0
— ohne explizite Zeitabhingigkeit, d.h. %—It( =0= % =0

e Finden von K(Q,P,t) bei gegebener Variablentransformation:
. . d
p-q—- H(Q7p7t) = PQ - K(Q7P7t) + %G(q7Q7t)

e Erzeugende einer kanonischen Transformation sind die Funktionen:

Gl(q7Q7t) GZ((LP7 t) GS(quvt) G4(pv P7 t)
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1. G =G1(g,Q,t) mit den unabhingigen Variablen q,Q,t
oG oG . 0@

p-¢g—H = P~Q—K+8—q‘q+%'Q+a
oG 0G 0G .
H-K+-—) = - ) g-(P+=)-
S AR O AREI GRS
da q,Q,t unabhéngig, miissen Koeffizienten 0 sein.
0G
p = 8_q (3.1)
oG
P = ~30 (3.2)
K = H+% (3.3)

ot
Aus 3.1,3.2 folgt die Transformation ¢,p — @, P.
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Praktisches Vorgehen:

(a) H(q,p,t) — Wihle Erzeugende G — Bestimme Transformation aus 3.1,3.2 —
K(q,p.t)

(b) H(q,p,t) — Wihle Transformation Q(q,p,t), P(¢,p,t), fraglich ob kanonisch. —
Suche Erzeugende durch Integration von 3.1,3.2 — Existiert G < Transformation
kanonisch — K(Q,P;t)

2. G = G2(q, P,t) mit den unabhéngigen Variablen g, P, t

Gl(q7Qut) = GQ(q7P7t) -P-Q

o 9Gs _ )
mit 57 = (. Dann:

. B . 0Gy . 0Gy .  0Gy :
p¢g—H = P-Q-K+ 34 g+ 8P-P+ 5 P-Q-Q-P
0G> oGy . 0G> :
H-K+2%) = (p-222). _e2)p
K+ %) = (v-52) i+ (- 52)
Damit:
_ 06
P = 5
0G»
= op
0G>
K = H+W
e Beispiele:
1. Sei G1(¢,Q,t) = ¢ - Q. Dann:
oG
p = 54=Q =Q=p
q
oGy _
(Drehung im Phasenraum)

neue Hamilton-Funktion

2. Go(q, P, t) = P - f(q,t). Bestimmung der Transformation:

% _p % py (2)

= o T o dq
— 8G2 —
Q = 9P f(g,t)
neue Hamilton-Funktion:
0G5 of

58

Vorlesung: “Theoretische Mechanik” von Roland Ketzmerick, Technische Universitat Dresden, Sommersemester 2009



Spezialfall:
(a) flg,t) =«

(b) f(Qat):a'q:

e Bemerkungen:

— Integrable Systeme: Wirkungswinkelvariablen

— Chaotische Dynamik bleibt , erhalten“ unter kanonischer Transformation.

3.4 Poisson-Klammer

e Poisson-Klammer:

oF 0G oF 0G
F — PR —
{16} = Z « Oqi Opx Opr O

fiir zwei beliebige physikalische Grofien F'(q,p,t), G(q,p,t)
e Motivation:

— prignante Formulierung von Bewegungsgleichungen
— Analogie zum Kommutator der Quantentheorie

— schneller Test, ob Phasenraumtransformation kanonisch ist

o Zeitentwicklung:

(9F ('“)F 8F
' i+ = (P H) + S
OP)C _gTIz

Zeitentwicklung wird durch H gesteuert.
e Erhaltungsgrofien:

— F ist Erhaltungsegroe < {F, H} + %—f =0
— Ist H eine Erhaltungsgrofie?

OH dH
HH}=0= =
{ } ot dt
Also: SH
T 0 < H Erhaltungsgrofie
e Kanonische Gleichungen: Wihle F' = g in Zeitentwicklung:
q.k: = {Qky H}
Wihle F = py:

pr = {pk, H}

e Algebraische Eigenschaften:

1. Linearitét
{61 A+ co B,C} =cCyp- {A,C}+CQ . {B,C}

2. Antisymmetrie:

{AvB} = —{B,A}
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3. Produktregel
{A-B,C}=A-{B,C}+B-{A,C}

e Fundamentale Relationen:

{¢i,q;7 = 0
{pi,pj} =
{%'7]93‘} = 5ij

Beweis zur letzten Gleichung:

9% 9p; Oqi Opi _ o
{0} = Z 3% 5’pk  Opr. Oq %
—_——

6ik' 6jk 0
o Weitere Eigenschaften:
oG
{Qk;G} = Tm
0G
{r, G} = _qu
f
0A Of(a) 0A JIf(A)
147 A - —_ —_——_ = O
4. 7(4) ; dqr, Op  Opr _ Opy
- S~—— ~——
of oA o 04
A Dpy 94" Dqy

e Behauptung: Invarianz der Poisson-Klammer unter kanonischen Transformationen, d.h. Trans-
formationen kanonisch

< {Qi,Q;} =0 {P,P}=0 {Q:i P} =0y
speziell fiir f =1:
{Q,rP}=1
Beweis: fiir =1

Nutze Existenz einer Erzeugenden G(q, @, t) mit p = %S,P BQ Dann:

oQ oOP 0Q OP

Q8= % % e
_ 9@ op
= 36"
mit
op _ G(e.Q.1) _,
o opoQ
op G o
¢ 990Q  0Q

Einfaches Verfahren, um zu testen, ob gegebene Transformation kanonisch ist.

3.5 Satz von Liouville

e Was passiert mit Phasenraumgebiet unter Zeitentwicklung?
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e Behauptung: Invarianz des Phasenraumvolumens unter einer kanonischen Transformation,

d.h.

/r/dqdp:/rf/deP

I geht aus I' hervor (i.a. andere Form).

[ [dqar= [ [Dazay

mit D als Funktionaldeterminante.

Beweis: Analysis:

9Q  9Q oQ oP 0Q OP
D = 9 9 = — = — = ,P = 1
T% % a0 o o g O

Behauptung: Zeitentwicklung ist eine kanonische Transformation:

q(to) — Q=q(t)=Q(q(to, p(to), o, )
p(to) — P =p(t) = P(q(to),p(to), to, )

Beweis: Betrachte infinitesimal kleine Zeittranslation dt

Q = qlto+dt)=q+ ¢ dt+O(dt?)

{Q.

a

T

P

P = p(to+dt)=p-— 8—th + O(dt?)

02H 02H 02H 02H
QP = (1 - Jdq0p dt) . (1  Opdq dt) - (5217 dt) ' <_ 0¢* dt)

= 1+0(dt?

S
T

Satz von Liouville: Invarianz des Phasenraumvolumens unter Zeitentwicklung
Beispiel: Phasenraum des Pendels
Behauptung: Invarianz der Phasenraumdichte unter Zeitentwicklung (Satz von Liouville)

do
—= ={o,H

0

% _
ot

Beweis: Phasenraumbahnen kénnen Einhiillende nicht kreuzen, also Anzahl der Bahnen in-
variant. Aus Volumeninvarianz folgt damit Dichte invariant.

Bedeutung z.B. fiir statistische Physik: Wie sind 10%? Teilchen im Phasenraum verteilt?
Gleichgewicht:
do
5=
erfiillt fiir o = o(H), d.h. Gleichverteilung auf jeder Energieschale H = const.

0={0,H} =0
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Starre Korper

e starrer Korper: System von Punktmassen m;, deren paarweise Absténde |r; — 7;| konstant
sind.

e Zahl der Freiheitsgrade:

N kart. Koordinaten Zwangsbedingungen Freiheitsgrade
1 3 0 3
2 6 1 5
3 9 3 6
4 12 3+3=6 6
N 3N 3+ (N—-3)-3 6

e Also f =6 =3+ 3 (Lage des Schwerpunktes + Orientierung)

4.1 Kinematik
1. Raumfestes Inertialsystem IS
2. Korperfestes Koordinatensystem KS (Ursprung 0 und Orientierung der Achsen beliebig)

e Bemerkung: In 1.6.2 Rotierendes Bezugssystem waren die beiden Urspriinge identisch.

e Drehung von KS relativ zum IS mit Winkelgeschwindigkeit & = ili—f. Hierbei ist dg eine
Drehung um den Winkel |dg| um Achse in Richtung des Vektors d.

e Geschwindigkeit des Punktes i aus Sicht von IS:

. d d(ﬂ +r)
; = 7T, = — T T0s
V; dtrl s dt 0 0i I
Nutze aus 1.6.2:

Damit:
0; =00 + W X 1

e Bemerkung: Anschaulich klar, falls Drehachse durch 0 geht.
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e Gibt es bei anderer Wahl des Ursprungs von KS eine andere Winkelgeschwindigkeit &'?

roy = roi—a
. V) + & X 10;
Ui = — -, - — -, — —
vgr + W X oy = vgr +w' X (rg; — @)

=vy = U)+w xd+ (d—w) xry

Dies gilt fiir beliebige Punkt i, also fiir beliebige Vektoren rg;, also & = S Winkelgeschwin-
digkeit unabhéngig von Wahl des Ursprungs von KS

vy =0)+ W X d
Translationsgeschwindigkeit ist abhéingig von Wahl des Ursprungs von KS

e Impuls:

o
Il

N
> mi v
1=1
N

= Zmi (v + & X 7r0;)
i=1

= (Zm,) 'U_E) +d x <Zml "’“61’))

i=1
——
M M-S

= M-(0p+3x0S)

e Drehimpuls:

1. bezogen auf Ursprung von IS
L = Y mi7ixuv

(70 +7roi) X (V) + P x1g;) = ..

I
™
E

2. bezogen auf Ursprung von KS
N
L = Zml ~7"6¢ X 1}61'
i=1

N
= Zml . 7'67; X ((I} X 7’61)
=1

d d
voi = | —70i = | - 70i +d X 155
dt =) s dt =) s
—_——
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e Kinetische Energie:
1
Thin = 52 m; - ;

| X
= iz:mi-(v?)—kcﬁxr&f
i=1

1 N N 1 N
= 3 (Zrm) W+ (@ X D 15 g Y mi s (@ X )
i=1

i=1 i=1
—— ——
M M-S

Spezialfille:
1. 0 in Schwerpunkt S:§5=0

P = M-v
1 1 &
Tkzn - §M 02+§;m1(d}’xr6})
Tirans
Trot
2. 0 festgehalten im IS: vy = 0O:
P = M-(&x85)
| N
Thin = 3 Zlmi (@ % rg;)?

4.2 Rotationsenergie und Tragheitstensor

e Rotationsenergie: (& = (wiwows)T, 75; = (P2 xIH)T)
L N
T = 3 > mie (@ x i)
———
=1

mit
N
— 2 01 01
emn - § mi'(TOi 5mn_xmxn)

(Komponenten des Triigheitstensors)

e Bemerkungen:
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— Wortwahl: ,, Triigheit® wie ,trige Masse“ m in T' = 1m -2,  Tensor“ wegen Matrixform,

Transformationsverhalten

1

2
O = (Omn) m,n € {1,2,3}

— Komponenten des Trigheitstensors beziehen sich auf das gewéhlte korperfeste Bezugs-

system

4.3 Steinerscher Satz
O =Opn+ M- (4 6n — Q- ap)
mit
® O,,,: Tragheitstensor fiir Ursprung 0 im Schwerpunkt
e O/ . Trigheitstensor fiir Ursprung 0’ um @ von Schwerpunkt entfernt

o M- (a%5,n — am - ap): Trigheitstensor einer Masse M am Punkt @

Beweis:
N
O = Y i (155 — @)% — (2 — a) - () — an))
i=1
N N
= Opn + Zmi (@ - S — A - Q) + Zmi(—Qd* 70i0mn + 2% a, + 29 - a,,)
i=1 i=1
M
mit

N N
Zmi'TBiZM-;S_;:O Zmi-x%/n:M~Sm/n:O
i=1 i=1

da S = 0 nach Voraussetzung

4.4 Tragheitsmoment

3
Trot = %Zzemn'wn'wm

mit
3 3 o w

n

RS ) ICIE L

m

(Triagheitsmoment bezogen auf Achse & )

Bemerkungen:
e Trigheitstensor beschreibt starren Korper fiir beliebige Rotationsachsen.

e Trigheitsmoment bezieht sich immer auf eine bestimmte gewihlte Achse.
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4.5

4.6

4.7

Drehimpuls und Tragheitstensor
e Drehimpuls bezogen auf Ursprung von kérperfesten Koordinatensystem:

=

N
L = Zmi"/‘&'X(QX’/‘&)
=1
N
= Zmi'(@'TﬁiZ—TEi'(Tgi'Q))
i=1

3 3 N
2 0i _, 0i -
= E E Emi-(rm-émn—xm-xn)-wn~em

m=1n=11i=1

3 3
= § E emn'wn’e_r;L

m=1n=1
3
= S Ly
m=1

3
=L, = Z@mn Wy
n=1

0.

il
I

e Bemerkung: Im Allgemeinen L J|&

Hauptachsentransformation

e Bestimme Eigenwerte A, Eigenvektoren & von ©

O-\E)-&=0

e Lineare Algebra: 6 symmetrisch, also A € R und «j - & = 0 fiir A; # A;, also 3 orthogonale
Eigenvektoren (Haupttrigheitsachsen) w; und 3 Haupttrigheitsmomente \;

e im Koordinatensystem der Haupttragheitsachsen:

/00
6=(0 x o0
0 0 X

e Bemerkung: Fiir & = wj gilt: A
L=6 &= g

Kontinuierliche Masseverteilung

e Masse:

sz;mi st [[[ i av

@mn:///g(f)~(r2~5mnfa:m~xn)dV

e Trigheitstensor:
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e Beispiel: homogener Zylinder (o =const.)

d(a

e Zusammenfassung:

P, 2)

dv

M

O33

O13

a-cosp 1
a-sing | = |z
z T3
' (a, fadadgodz
27
Z ///dV—Q/ dz/ dnp/ ada
o-H-2m 7:7r~g R®*- H
% 27 R
g/ dz/ d<p/a(7“2 —x3-23)da
-4 0 0 e
+z 22
H .25 R
1 m 1
g'W'H'R4
1
Z. M- R?
2 R
Sl o e
acoqap z
% 27 R
—Q/ zdz/ cos<pd<p/ a-ada
-4 0 0
0
1R* + 5 H? 0 0
M 0 iR*+ LH? 0
0 0 iR?

— Tréagheitstensor bzgl. des korperfesten Bezugssystems KS

Eigenschaften:

mn

:///Q(F)~(5mn-r2—xm~wn)dv

* abh#ngig von Ursprung und Orientierung von KS

* diagonal, falls KS entlang Haupttrigheitsachsen

* zeitunabhéngig

— Tragheitsmoment bzgl. Achse &J:

3 3

L= Q,,, . Lm. “n
Ja= 202 Omn 01

m=1n=1

— Drehimpuls bzgl. Ursprung von KS

— kinetische Energie:

falls

Lm = @mn *Wn

© £ M

&l

I_::

T = TTrans + TRot
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1. Ursprung 0 von KS in Schwerpunkt S
2. Ursprung 0 von KS festgehalten in IS (Tryqns = 0)

mit
3

3
TRot:%ZZ@mn'wm'wn:%J&}'w2

m=1n=1
e Beispiel: Physikalisches Pendel
— Sei
T = TT'rans + TRot
1 13,3
= §M~1702—|—§ Z Z@mn-wm-wn
m=1n=1
mit & = ¢ - €, (also nur O33 wichtig)

1. Ursprung 0 von KS in Schwerpunkt

o] = a-¢

1 1
Ts = §M'02'¢2+§@§3'¢2

2. Ursprung 0 von KS in Achse A

loog] = 0
O = O5+M-d
L,
Ta = 3¢ (0% +Ma?) =Ty

— Bemerkung: Fiir jede andere Wahl von Ursprung von KS ist die kinetische Energie nicht
mehr gleich Trrrqns + TRot

— Lagrange-Funktion:
1.
Lip,p)=T-U= 59?3'¢2+M-9-a00w

Lagrange-Gleichung:

doL oL 0
dtop 0Op
@?3'¢+M~g'a~sin<p =0
. M i
$ = ——x-g-a-sing
O3
_ 9
= ——— -.siny
eff
mit effektiver Pendelldnge
O3 O3
ge = =
=M a @t M-a

Spezialfall: mathematisches Pendel (©5; = 0)

Zeff:a
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4.8 Eulersche Gleichungen

e Drehimpulssatz:
aL o .
— =MmitL=0-&
dt
bezogen auf Ursprung 0 von KS. Wihle rotierendes kérperfestes Bezugssystem (damit ©,,,,

zeitlich konstant)

d A _
<(@ : GJ’)) = M
dt IS
d ~ | . N -
—(©-d) +dx(O©-&) = M
dt KS
Wihle als korperfestes KS das Hauptachsensystem
) e, 0 0 wi\ M,
0= 0 6, 0 d=|wy | M= | M,
0 0 O3 ws M;
Eulersche Gleichungen:
@1'@14’(@3*@2)'&)3'&)2 = M1
@2'@2+(®1—@3)'W1~W3 = M,
O3 W3+ (02 —01) -wr-wi = Ms

e Bemerkung: Drehmomentkomponenten My, Mo, M3 beziehen sich auf kérperfestes Bezussys-
tem
= komplizierte Zeitabhingigkeit, da von Bewegung des Korpers abhingig

e Eulersche Winkel beschreiben Lage des korperfesten Koordinatensystems (z1, 22, x3) zu In-
ertialsystem (z,y, z)

p:=L(x,K) V= L(K,x1) 9= L(z,x3)
Ebene x1, x5 schneidet Ebene x,y in Linie K

e Zusammenhang Winkelgeschwindigkeit in KS zu Anderung der Eulerschen Winkel ¢, z/}, 0

w = @-sinﬂ-sinw+?9-cosw
wy = ¢-sind-cosyy — V- cos
wg = ¢-costd+

Herleitung:

1. Drehungen vertauschen i.A. nicht moglich
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4.9

2. Infinitesimale Drehungen kénnen vertauscht werden

dr = dry +dry
= d, X T+ dgp x (F+ drg)
= (dgo +dgy) x 7

Winkelgeschwindigkeiten addieren sich also
dpy = we dt
3. Es muss gelten:
6219~e7;—|—<p-e';+@[}-e_§,éwl-e_i—i—ng-e_é—i—wg-e_é
mit

€, = Cosp-€1 —siny - e

€, = cost-e€3+sinb- (siney - €] + cosp - €3)

Einsetzen dieses Zusammenhangs in eulersche Gleichungen sowie M1 (p, 1, %), Ma(p, 1, 1),
Ms(p,1p,9) liefert 3 DGL 2. Ordnung fiir ¢(t),¢¥(t), 9(t)

Rotation um freie Achse

freie Achse: Korper rotiert um feste Achse im korperfesten KS bei M = 0. Gibt es das?

Betrachte Fulersche Gleichungen fiir w; = 0 fiir ¢ = 1,2,3 und M = 0, allgemeiner Fall
(O, # 6 fiir i # )

(O3 —02) wy-ws

(©1-63) w w3 =

(©2 —01) wi-wy

erfiillt fiir
1. wo = w3 =0, wy beliebig
2. w1 = w3 = 0, wy beliebig
3. w1 = wy = 0, ws beliebig
freie Rotation entspricht gleichférmige Rotation um eine der Haupttrigheitsachsen von KS

Wie éndert sich dabei die Lage von KS in IS?

. d - .
M=0 :%Lzo = L = const. in IS
Damit:
3
L:@-@’:Zwi~®i~5¢:cons‘c
i=1

d.h. freie Rotation entspricht gleichférmige Rotation um Achse konstanter Richtung in IS

Stabilitdt der Losungen wichtig
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4.10 Kraftefreier symmetrischer Kreisel

Kreisel: starrer Korper mit einem festgehaltenen Punkt — 3 Freiheitsgrade der Rotation

symmetrischer Kreisel: 3i, j,i # j : 6; = 6;. Im Folgenden sei 0.B.d.A. 6; = 65 # 05 (insbe-
sondere rotationssymmetrischer Korper bzgl. x3-Achse)

Sei M = 0. Euler-Gleichungen:

91'0.}1-1-(93—91)-&)2-&)3
02-u}2+(01702)-w1~w3

03 * (st -
Damit:
— 0 _
w3 = w3 = const.
wo = a-cos(Q-t+ 1)
w1 = a-sin(Q-t+ o)
mit 9 _ g
1— U3
Q= o w
Damit:

&% = wi +wi +w?=a®+ (w9)? = const.

d.h. & hat konstante Lénge und rotiert mit Frequenz € auf Kreiskegel um die Figurenachse
zs3

Ws

C a

w2

uh

Bemerkung: (w; waws) ist die Lage der momentanen Rotationsachse in KS, falls a=0 ist
Rotationsachse = Figurenachse

Wie sieht die Bewegung in IS aus?

L- €1 , 91 w1
L - e_é = 92 w2
L-é3 O3 - w3

Polkegel (dies konnte der starre Koérper sein) rollt auf Spurkegel ab, sodass Figurenachse
prazediert
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Relativitatstheorie

5.1 Relativitatsprinzip

e 1. Axiom: Es existieren Inertialsysteme (Mafstébe, Uhren).

e 2. Axiom: Inertialsysteme sind mit physikalischen Mitteln & priori nicht unterscheidbar, also
keine Messung von Absolutgeschwindigkeiten méglich (spezielles Relativitéitsprinzip)

e Newton:

—

m-r=F

forminvariant (kovariant) unter Galilei-Transformation
m-r=F am-r =F

mit t = ¢ und ¥ = ¥ — v, - t, also Beschleunigung absolut messbar

4
dt’

— — — — — — — —
r=v T =vU— U, =>U=vU +Up

=

e Elektrodynamik:

1. in IS:
=¢é-c & =1

o

2. in IS’ mit Relativgeschwindigkeit, dann mit Galileo-Transformation:

- —
¢ = — Uy
= F 2.0, -+

A+ 0220, - c-cos Z(v, c)

NS
o

—y
C

also &? richtungsabhéngig, also Absolutgeschwindigkeit messbar
— Verletzung des speziellen Relativitétsprinzips

e Experiment von Michelson-Morley

1. Lichtgeschwindigkeit ist isotrop
2. héngt nicht vom Bewegungszustand der Lichtquelle ab

e 3.Axiom: Universalitit der Lichtgeschwindigkeit, also |c¢| = const. in allen Inertialsystemen,
damit unabhéingig von Betrag und Richtung der Quelle.

dr o, AN
(@) =+ (&)=
A (dt)? — (dr)? 0 A(dt')? — (di)? =0
N—————

(d)? (ds1)?
= (ds)> = (ds')?=0

e Damit gilt fiir Licht:



e ds heifit der Abstand zweier Ereignisse. Fiir zwei Ereignisse, die durch Lichtgeschwindigkeit
verbunden sind, ist der Ereignisabstand 0.

e Satz: Fiir zwei Ereignisse ist der Ereignisabstand invariant.
(ds)* = (0,7 t) - (ds')?

— Homogenitdt von Raum und Zeit:

Isotropie des Raumes:

f(v) = f(vr)

— Betrachte 3 Inertialsysteme 3, 31, ¥o. 37 bewege sich relativ zu X mit ¢; und X5 bewege
sich relativ zu ¥ mit v3, damit auch Yo relativ zu X, bewegt

(ds)> = f(v1)-(ds1)?
(ds)? f(va) - (dsz)?
(ds2)? = f(va1) - (dsy)?

Eliminieren der Ereignisabstéinde

f(v1)
(v2)

dabei f(vq1) winkelabhéngige Grofle und f(vy)- f(v2) winkelunabhingig, also folgt wegen
f? = f und f =const, dass f € {0, 1}, somit

f(U21) =

~

f(v) = const. =1
(@s? = ()

fiir alle Ereignisse.

5.2 Herleitung der Lorentz-Transformation

e Sei ¥ = v, die Relativgeschwindigkeit.

e Ansatz:
7= <a~E—|—ﬁ-UoU>-F—|—bUt
v
c

e Homogenitdt von Raum und Zeit:

— Linearitat der Transformation

— Funktionen nur abhiingig von ¢

e Isotropie des Raumes: Transformation kann nicht von Richtung abhidngen

e fiir ¥ = 0: identische Transformation, ¥ und ¥’ fallen bei ¢ = 0 iibereinander und haben
parallele Achsen
=a=1v=1
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o fiir ¥=0:

7= —u-t
= b-v-t t=y-t
b
=- = -1
Y
=b = —v
e fiir ¥ =0:
7= U-t
(a+pf—v)-v-t = 7
Sa+p = v
e Aus Invarianz des Ereignisabstandes folgt:
i = (a-E-i-ﬁ'% %)-dﬂﬁ-ﬁdt
vdr
o
= A(dt)? —d(r)? = (.)1-(A(dD)? - (dP)?) (ds)’
—_—— ~—~—
(ds")?
S = v=+
1-4 1-%
o = v
g = v-1
e allgemeine Losung:
7= F+(y=-1) vov>-f'—’y Uy -t
v

o fir v, < c:

(Galilei-Transformation)

t/

_ 1
=TT
v = 1
o= F—0, -t
t =

e spezielle Lorentz-Transformation: o, = v, - €,:

—y
r

tl

(7_1).<W>.;_7.W.gz.t

2
Uy

- Up
.t_i.r.em):fy.(t_ﬁ.x)
N——~ C

T

(0]
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in Komponenten:

~

~+~ N e 8
I
B R S |

~

5.3 Konsequenzen aus Lorentz-Transformation

5.3.1 Geschwindigkeitsaddition

e in X:
L dar
7= —
dt

e in X:
_, dar
7 = —
dt’

e Lorentztransformation:

_’/_v-i-(v—l) (g—:o%)z?—v-ﬁ,,
o 1 (1)
speziell fiir % = €,:
7o T+ (y—1) v Cp— 7y U €y
v (- )
o = Vg — Up
z 7.(1 M)
/ _ Uy
Yy = 7.(1 M)
v, = Yz
z 7.(1 M)

5.3.2 Langenkontraktion

e MefBprozess bei bewegten Mafistab: Lage der Endpunkte eines Maflstabs zu gleichen Zeiten
nehmen

e Mafistab ruht in X, hat Lange Al
e in X
A = v (Alg — v, - At)
!

N 7~(At—%~&l0)i0

02
Al = ANlg-14/1— % < Al
c
bewegte Mafstiabe erscheinen kiirzer (Lingenkontraktion)
5.3.3 Zeitdilatation
e Beobachter in 3 sendet zu 2 Zeiten Blitze aus, in X :

AT:tQ_tl

76

Vorlesung: “Theoretische Mechanik” von Roland Ketzmerick, Technische Universitat Dresden, Sommersemester 2009



e in X'

v
= 7'(151—;;'$o>
v
ty = 7'(t2—c%'$o)
=ty—ty = - (2—t)
At = - AT > A1 =: Eigenzeit

Zeitdehnung in bewegten Bezugssystemen

e Die gleiche Aussage wiirde Beobachter S, der eine mit v, bewegte Uhr beobachtet, an der
AT vergeht, treffen. Eigenzeit in X':

AT
’U2
Ji-%

ds® = ¢ - dr?

At =

Da in X die Uhr ruht: di = 0,

5.3.4 Relativitdt der Gleichzeitigkeit

e in X: Ereignis Fq bei t1, 1, Ereignis Fy bei to = t1, 22

e in X' E bei

Ereignis F5 bei

v
th = (t—i m)
2 =7\l 2 T2
Damit: v
ty—th=—— v (w2 —21) #0
C N——
#0

5.3.5 Kausalitit

e in X:  Ursache“ Fy bei z1,t; und ,Wirkung®“ E5 bei xo,t5
e Liisst sich ein Inertialsystem finden, in dem Ursache und Wirkung vertauscht sind?

e Satz: Falls zwei Ereignisse in 3 kausal verbunden sind, bleiben sie es auch in jedem anderen
Inertialsystem.

Beweis:

— indirekter Beweis: Sei t§ — ¢} < 0.

v
tll = "y(tl*cf;l’l)
v
th = 7 (tz— ; 552)
Damit:
v
tlz—tll = 7'(t2—t1)—7~:;'($2—$1)<0
v
ta—t; < C—;~(:vz—x1)
Lo U mmm
02 tg—tl
—
Vw
Vp - U . .
1 < rc2w - sign (v,.) - sign (z2 — x1)

a

7
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1. a < 0: Widerspruch
2. a>0:

e gleiche Argumentation mit umgekehrten Relationszeichen (t;,—t} > 0): Kausalitdtsbedingung

5.4 Minkowski-Diagramm

e Licht:

e Suche nach Zeitachse fiir 3':

e Raumachse fiir X'

e Unterteilung:
— (ds)? = 0: lichtartig
— (ds)? > 0: zeitartig
— (ds)? < 0: raumartig

= Uy

< |
> ¢

Uy
C

‘Uw
C

U
C

R N
la =t
(ds)> = 0
=lc-dt| = |dz|
o = |=
|t
B dx
d(ct)
=0 = ~-(x—v-t)
>xr = —-c
=0 éct:v—rﬁc
c

ct’

Es
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5.5 Formulierung der Mechanik in kovarianter Form
5.5.1 Minkowski-Raum, Vierervektoren

e Festlegung: p,v € {0,...,3} und 4,5,k € {1,2,3}

e 4-dimensionaler Raum z*:
ct

kontravarianter Vektor

e Linienelement:

e kovianter Vektor:

Damit:
z, -t = (ct)? -7 =
1 0 0 O
0 -1 0 O
T _ eV
o= o oo -1 0|
0o o 0 -1
Sy
e spezielle Lorentz-Transformation:
ct’ 0 ==y 0 0 ct
z/ - — .y 5 0 0 z
Y o 0 0 10 y
2! 0 0 0 1 z
Ly
ct ~ e.y 00 ct
T _ Ly oy 00| 2
Y o 0 0 1 0 y'
z 0 0 0 1 2!
Ly
Kurz:
= LE-a¥
r, = L -z,
Es gilt:
Ly, - Ly =9,
e kontravarianter Vektor transformiert sich wie dz*, kovariante Vektoren transformieren sich
wie dx,,, d.h.
at = LF'-a”
/ — v
a, = Lu - a,

79

Vorlesung: “Theoretische Mechanik” von Roland Ketzmerick, Technische Universitat Dresden, Sommersemester 2009



5.5.2 Vierergeschwindigkeit

e invariant mit Zeitdimension: Eigenzeit

e Vierervektor der Geschwindigkeit

Es gilt:

_ A2, AL (€
vt =y (c U) (ﬁ)

I
Q
(V)
2
()
N
—
|
m‘c
V] (V)
N———
I
Q
(V]

5.5.3 Relativistische Dynamik

e Viererbeschleunigung:
d

— P

dr

e Definition von Kraft mit Ruhemasse mg (Invariante)

0
mmiv"::K” K:(K;>
dr

e Raumkomponente:

~ d
K = C— 1)
0 dT(’Y v)
d,
= 0’7'%(’7 )
o Ly = LR
i 07 -y
fir c » o0 vy — 1:
d_ -
m()'%’U:

Definiere p' = myg - v - U als relativistischen Impuls.

e Zeitkomponente: Da die Norm von v konstant ist, gilt a_lv, daher folgt wegen a|| K, dass

~ KO
fy~(c —v)<l—(»> =0
¢ K = §-K=0-~-F
=K = 7~E-ﬁ
c
Damit: oL
i F
Kt =~.[c
()
Es gilt:
d

Vorlesung: “Theoretische Mechanik” von Roland Ketzmerick, Technische Universitat Dresden, Sommersemester 2009



5.5.4 Zuammenfassung

e Vierer-Skalar: invariant unter Lorentz-Transformation

— Lichtgeschwindigkeit c
— Ruhemasse mg

— Abstandsquadrat vom Ursprung im Minkowski-Raum
. t
T2 = (ct)? — 7 mitz® = (;)

— Wegelement im Minkowski-Raum

ds = +/dz,-dx®

2
— codt-\J1-2 =Sar
Ay
——
1

5

— Eigenzeitdifferential
ds dt
dr = — = —
c Y
e Vierervektoren: transformieren sich unter Lorentz-Transformation wie Raumzeit-Punkt

— Raumzeit-Punkt z,, =%

— Vierergeschwindigkeit

Yy dz® dz® c
dr a 1\
Bilde Vierer-Skalar:
2 2
Ugy - US = 2 <C2_172)_0173}2_c2

— Vierer-Impuls:

— relative Bewegungsgleichung:

d d c
K‘Oz = RS R— . . IR
=g (o (5)
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zeitliche Komponente:

d 9 E—

—_— . m . C P F . ’l}

glme )= E:8
Energie Leistung

relativistische Energie:

2

mg - C

E=vy-my 2= —2

2
1-=

Firv < e

Ruhemasse mqg > 0:

Ruhemasse mg = 0:

Relativistische kinetische Energie:

T=E—-my-*=mg-c*-(y—1)

Damit Vierer-Impuls (auch Energie-Impuls-Vierervektor)

= -mo - S = <
r=rme(5)= ()

= Energieerhalt und und Impulserhaltung sind gekoppelt

2
E
pa'pa = <C) —p{ﬁ:m%-ua.uo‘_
= E? = mg'c4+cz';bf

Fiir |p,| < mg - ¢

E = /(mo-c*)?+ (p,)?
) =2
= mp-c®- ]_+ r
0 m3 - c*
)
2 pr
= 1+
moe < 2 md-c?
)
= mO'C2+ pT
2m0
Fiir |p,| >> mo -
E%C-‘ﬁ”
Fiir mg = 0:
E:C"ﬁr|
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Nichtlineare Dynamik

Dynamisches System:

Beispiel: Hamiltonsche Gleichung

() () en ()

Autonomes System:

Losung: Trajektorie Z(Zp,t) mit Anfangsbedingung
#(Zo,t = to) = Tp

Existenz und Eindeutigkeit, falls f stetig differenzierbar ist. Trajektorien schneiden sich also
nicht.
= Determiniertheit (— deterministisches Chaos)

Gleichgewichtslage Z:

- d
f(.’IJS) =0= ECE e =0
Beispiel: Teilchen in einem periodischen Potential
P’ 21 - q
H(g,p) = S—+Vo-cos|——
2m a
q P
() = (e Bz
Gleichgewichtslage:
pg =0 q= g -z z €L
Dynamik nahe Gleichgewichtslage:
fo oy OF L
f@) = fi)+ 55| (@ -7o)+
N—— T, .
0 I=Tq
=:A

Verschiebe Ursprung in Gleichgewichtslage: ¥ — ¥ — &

F=A-F+...
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6.1 Linearisierte Dynamik

8
I

b
8

e Wie sieht die Dynamik aus?

e Superpositionsprinzip (wegen Linearitit): &1, Z5 seien Losungen, dann sind auch ¢ -7y +c¢o- To

Losungen
e Figenwerte und Eigenvektoren von A:

A; seien nicht entartet. Dann allgemeine Losung:

H) = cu- M-,

Bemerkung;: )\n,gm ¢n 1.A. komplex, aber ¥ € R"

e A reell, also

e Fallunterscheidung:

1. A\p, &, reell:

An > 0: exponentielle Expansion
An < 0: exponentielle Kontraktion

2. Paare Ay, Ay, = A\, und En,fm:?n, An=a+1-w

=

*fn(t) =Cn - eAn.t : gn +cm - eAth : gn
Es ist ¢, = ¢,, damit Z,, € R"

Tn(t) = e (2R(cp - &) - cos(w - t) — 25 (cn - &) - sin(w - 1))

e allgemein: Kombination aus beiden Fiéllen

o fiir n = 2: 2 Eigenwerte

1. beide reell
MA2>0

) instabiler Knoten
0

M, A2<0

stabiler Knoten
~—-—)0 /

A

M>0,\2<0

) j Y Sattel
0 A [

2. komplex konjugiertes Paar

84

“Theoretische Mechanik” von Roland Ketzmerick, Technische Universitat Dresden, Sommersemester 2009

Vorlesung:



instabiler Fokus
Re

Im l
]
L]
Im
L]
stabiler Fokus
Re
[ ]
Im

Zentrum
Re

6.2 Hamiltonsche Systeme
6.2.1 Linearisierte Dynamik nahe bei Gleichgewichtslage

e f=1,dh n=2

8]
1
T~
b RES)
=y
1
\

Q|
S
N——
8]

1
hy

of
A = 2L
ox|_ _
I=Zq
9°H o*H
_ 9q9p |z, 7% |z,
B _ 9’H _ 9’H
0q2 Fo Oq Op i
_ fa b
— \c —a
e Eigenwert:
det(A—X-E) = 0
(a—A)-(—a—A)—b-c 0
M—a—-b-c = 0
(a+A)-(—a+A)—=b-c = 0

Also Eigenwertpaare A und —A\
o fiir f=1:
1. beide reell: )\ (Sattel)

2. beide imaginér: - w (Zentrum)
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6.2.2 Integrable Systeme

e Ein System mit { Freiheitsgraden heifit integrabel, wenn es f unabhéngige Integrale (Kon-
stanten) der Bewegung gibt.

o Esexistiert Transformation ¢1,...,qr,p1,---,0f = @1,-- 95, L1, ..., Iy mit H=H(I,...,Is),
d.h. ¢; sind zyklische Koordinaten.

. H
I; = —8—:0 = I; = const.
0p;
p; = 8—H—const = wj
QDJ = aIJ = .= j
=@ = wit+yf

i.A. quasiperiodische Bewegung
e Beispiele:

1. f=1:I; = H, also integrabel
2. f = 2: Kugelpendel (Energie- und Drehimpulserhaltung)
3. f = 2: separables System, d.h.

H(q1,q2,p1,p2) = Hi(q1,p1) + H2(q2, p2)
4. f = 6: Kepler-Problem (Schwerpunktsystem + Relativsystem)
6.2.3 Nichtintegrable Systeme

allgemein der Fall ab f=2 autonom und ab f=1 zeitperiodisch
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Anhang: Herleitung Lorentz-Transformation

Bemerkung: Die Inhalte dieses Anhangs waren nicht Teil der Vorlesung, sondern dienen der Ergénzung.
Vielen Dank an Tobias H. fiir die entsprechende Ausformulierung!

Durch Rotation in den Ortskoordinaten, lisst sich erreichen, dass v parallel zu €, ist (Transfor-
mation aus SO(3)). Es gilt (ct')? — (z)? — (v/)? — (2/)% = (ct)? — 2? — y? — 22. Wegen v||e, folgt
y =y und 2’ = 2, also

(ct')2 — (') = (ct)? — a”
Definiere ty :=ct +x, t_ :=ct —x, t/, :=ct' +2', t' :=ct’ —2', dann gilt
tpto =t t"
Wegen Homogenitiat von Raum und Zeit muss die Transformation linear sein, d.h.
to=aty +bt_ At =cty+di_
und somit folgt
tit_ = (aty +bt_)(cty +dt_) = ac=bd=0 A ad+bc=1

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei b = ¢ = 0 (Angenommen a = d = 0: Dies fiihrt dazu,
dass das transformierte Koordinatensystem ,,andersherum® orientiert ist. Das ist nicht physikalisch
sinnvoll, da eine stetige Abhéngigkeit des Koordinatensystems bzgl. v vorausgesetzt wird und somit
die Transformation nicht stetig in Null wére.). Dann gilt mit k := é =d:

ty

ANt =kt_
A ~

/
t, =

sowie
1 1 1 1/1
gt N - =
ct —2(t+—|—t,) 2(k+k)6t+2<k k)x

rt 2 (L Llesd
96—2(7SJr tf)—2 - k ct—i—2 k—l—k x

Berechnung von k: Wegen Homogenitdt von Raum und Zeit, sowie der Isotropie des Raumes, darf
k nur von |[v|| abhéingen. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit sei 2/ = 0, dann 1t =/, =t =
kt_, also
kgzti: ctt+x 1+ 4 _ 1+
t_ cd—z 1-—Z% 1-—
1+

w2
c2

oleole

= k=

Damit sieht man auch leicht
1

N0
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also

Mit g := 2% und v := 11—62 ist
v =By 0 0
By v 00
o= 0 1 0
0 0 0 1

die gesuchte Transformation und heifit spezielle Lorentz-Transformation. Eine allgemeine Lorentz-
Transformation (d.h. v in beliebiger Richtung) erhélt man durch

1 0 1 0
o w26 5
mit R € SO(3).

7.1 Geschwindigkeitsaddition

Y bewege sich mit ¢fye, bzgl. ¥ (aus Sicht von ) und Objekt in ¥’ bewege sich mit Geschwin-
digkeit 8’ (aus Sicht von X'); allgemeine Transformation wieder durch R € SO(3) produzierbar.
Invertiert man die Lorentz-Transformation, so erhélt man

ct =vyct' + Boryx’

x =Bovyet’ + ya'
y =y
z =2

und somit auch

d(ct) =d(et!) + fyds’
dx =Boyd(ct') + vda'

dy =dy’
dz =d?’
Es folgt
3 _ dx :50’Y+’Yﬂézﬁo+5;
Cod(ct) v+ BovBy 1+ Bofb,
dy 1B
ﬂy = = — ;
d(et) v 1+ BBl
dz 1 !
Bz = = Bz

d(ct) v 1+ BoB,
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