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Initialtopologie, topologische Vektorraume,
schwache Topologie

Definition  (i). Sei X eine Menge. 7 € P(X) heifit Topologie :<
ScT=SeT
FcTendlich=FeT
(X, T) heiit topologischer Raum.

(ii). Sei (X, T) ein topologischer Raum. U € X heifit offen :<> U € T. A € X heifit abgeschlossen
<> X\AeT.
(iii). Sei (X, T) ein topologischer Raum. Fiir B ¢ X heift

B:=int B:=| J{U ¢ T;U ¢ B}

Inneres von B und -
B:=clB:=({A2B;X\AeT}

Abschluss von B.
(iv). Sei (X, T) ein topologischer Raum. Fiir z € X heifit U ¢ X Umgebung von z < x € U.
U, (T) :={U < X;U Umgebung vonzx}
heifit Umgebungsfilter von x. (U, V e, = UnV elU,)

Definition Seien (X,7) und (Y,S) topologische Riume, f: X > Y xe X. f stetig in x :<> VV €
Up)(S): fTH(V) €U (T). f stetig i< f in x stetig fir allez e X < YV eS: f1(V)eT.

Bemerkung Sei X eine Menge, I' ¢ P(P(X)) eine Menge von Topologien. Dann ist

AT=NT

Tel
eine Topologie.
Definition  (i). Sei X eine Menge, S € P(X). Dann
T(S) :=({T"; T' Topologie auf X, 7' 2 S}

die grobste Topologie, die S enthélt, die von S erzeugte Topologie. S heifit Subbasis von
T=T(S).

(ii). Ist T € P(X) eine Topologie, B < T und fiir alle U € T gelte
U=\ N[{VeB;VcU}

dann heifit B Basis von 7.
(Ist S eine Subbasis, dann ist

B:={F;F c Sendlich}

eine Basis von 7.)



Definition  (i). Sei X eine Menge, I Indexmenge und fiir ¢ € I sei (X,,7,) topologischer Raum,
f,: X —» X, eine Abbildung. Die Topologie

TN U U €T, e l})

ist die grobste Topologie auf X fiir die alle Abbildungen f, stetig sind (Initialtopologie auf
X bzgl. (f.).er-)

(ii). Die Produkttopologie auf [T,.; X, ist die Initialtopologie bzgl. (pr,;¢ € I).
Fiir U, € T, ist pr; Y (U,) = U, x [1,.4, X,, daher
2 K#L

HULX H X.; F clendlich,U, €T, (teF)
eF rel\F

Basis der Produkttopologie.)

1.1 Satz

Seien (X,,T,).er, (X, T), (Xo,7To) topologische Rédume, g: X > Xg, f,: X > X, (teI) und T die
Initaltopologie bzgl. f,. Sei z¢ € Xj.

(i). g stetig in mg <> Ve e I: f, o g stetig in xg
(ii). g stetig <> Ve e I: f, o g stetig

(iii). Die Initialtopologie auf Xy bzgl. ¢ ist Initialtopologie bzgl. (f, © g).er-

Beweis:  (i). ,,=¢: Klar.

»<“: Sei U Umgebung von g(x¢). Dann existiert F' ¢ I endlich, U, € 7, (1 € F'):

g(zo) e N f7H(U) €U

LeF

Dann

Ng ' (71 U)) =N (fog)™ (U
LeF e

ist Umgebung von z( (da f, o g stetig) und

N(fieg) " (U)=g"" (ﬂ f[l(UL)) cg (V)
LeF LeF

(ii). Klar.

(iii). Leicht mit (ii). (Siehe Funktionalanalysis I, Satz 11.1)
O

Definition Sei E ein Vektorraum iiber K, 7 Topologie auf E. Dann heifit 7 lineare Topologie,
E = (E,T) topologischer Vektorraum, wenn die Abbildungen

KxE>(\z)>N-zeE
ExE>(z,y)sz+ycE
stetig sind.
Beispiel (i). E=K

(ii). (halb-)normierte Rdume
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Definition Sei (X, T) topologischer Raum und z € X. Dann heifit B ¢ P(X) Umgebungsbasis von
x> BCU,, VUeU,AV eB: VU < {UcX;3VeB:U2V}=U,.

1.2 Satz
Sei (E,T) ein topologischer Vektorraum. Dann
(i). Fir A e K\{0} ist [A]: E - E,x — A- 2z ein Homéomorphismus.

(ii). Fir x € F ist [z] : E - E,y » x +y ein Homdomorphismus. T ist durch die Angabe einer
Nullumgebungsbasis vollstandig bestimmt.

(iii). Ist U € Uy, so ist U absorbierend, d.h.

Vze Eda>0VAeK |\ >2a:xeX-U
Beweis: (i). Es geniigt: [A] stetig ([\]™' = [A™']). Die Abbildung

Eszd (\z)eKxE
ist stetig nach Satz 1.1. Daher [A] = m o j stetig.
(ii). Analog zu (ii).

(iii). Die Abbildung K3 A » \-x € E ist stetig (wie in (i)). Daher gibt es ag > 0, sodass fiir alle
AeK, |\ < ap gilt -z €U (Stetigkeit in 0). Dann Behauptung mit o = .

ap

O
Definition  (i). ( E,F') duales Paar :<> E, F K-Vektorrdume und b= (-,-) : E x F - K bilinear.
(ii). Sei ( E,F') ein duales Paar. Gilt

zeE (z,y)=0(yeF)=2=0
yeF (z,y)=0(zeE)=y=0

so heifit das Paar trennend in E bzw. F'.

(iii). Sei (E,F') ein duales Paar, dann ist o(E,F) die Initialtopologie auf E bzgl. ((-,y))yer
(schwache Topologie). Entsprechend o(F, E).

Bemerkung  (i). Ist B ¢ F' endlich, so ist
Up={zeE;|(z,y)=1(y e B)}
eine o(E, F')-Nullumgebung. Folglich Nullumgebungsbasis {Ug; B € F endlich}.

(ii). Ist ( E,F trennend in F, dann F' ¢ E* mittels F' 5 y — (-, y) (E*: algebraischer Dual).
(E,E*) ist trennend.

Frage: Ist o(FE, F') lineare Topologie?

1.3 Satz

Sei E ein Vektorraum, (E,, 7,),e; Familie von topologischen Vektorrdumen, f, : E — E, linear (v € I)
und 7 die Initialtopologie auf E bzgl. (f,).,c;. Dann ist (E,7) ein topologischer Vektorraum.

Beweis:  (i). Stetigkeit von m: Nach Satz 1.1 geniigt es zu zeigen, dass f, om stetig fiir alle ¢ € I.
Fir NeK,ze E:

(fL om)()\,x) = fL()\.’L‘) = A fb(l‘) = mb()‘?fb(x))

also f, om =m, o (idg x f,) stetig (idg x f, ist stetig nach Satz 1.1).
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(ii). Stetigkeit von a: Entsprechend f,oa=a, o (f, x f,).

Beispiel  (i). o(FE,F) ist Vektorraumtopologie auf F (E, = K).

(ii). Sei E ein Vektorraum P Menge von Halbnormen. Die Initialtopologie Tp bzgl. E < (E,p)
(p € P) ist Vektorraumtopologie.

(iii). Sei Q ein lokalkompakter Raum, E := C (). Fir K ¢ Q kompakt definiere
pic(f)=suplf(@)] (e C(K))

pr ist Halbnorm. Mit P := {pg; K < Q kompakt} ist Tp auf C(§) die Topologie der kom-
pakten Konvergenz.

1.4 Satz

Sei ( E, F') ein duales Paar und ¢ € E* stetig bzgl. o(E, F'). Dann gibt es y € F mit p(x) = (z,y).
Kurz, falls ( E, F') trennend in F: (E,0(E,F)) =F.

1.5 Lemma

Seien E Vektorraum, ¥1,...,%,,¢ € E* mit

Dann gibt es c1,...,c, € K, sodass

Beweis: Funktionalanalysis I, Lemma 11.5 O

Beweis: (von Satz 1.4) Da ¢ o(E, F) stetig ist, gibt es yi1,...,y, € F, sodass fiir

Utgr ooy =z € Bs[{2,95) [<1( = 1,...,n)}
gilt ©(Ugy,,....y.3) € Bx[0,1]. Mit anderen Worten:

VreE:|p(z) < max [{z,y;)]
j=1,...,n

Daher N}, ker({-,y;)) € ker p. Nach Lemma 1.5: Es gibt cy,...,c, € K, sodass

so(x)=ilcj-<x,yj>=<x,§1cj'yj> (¢ E) 0
eF

Bemerkung Satz 1.4 besagt: o(E, F') ist die grobste (lineare) Topologie auf F, sodass E’ = F. Ziel:
Feinste Topologie?
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Konvexitat und Trennungsséatze

2.1 Proposition

Sei E ein Vektorraum. Dann

(i). Ist p: E » [0,00) sublinear, d.h. p(A-z) = A - p(x) fir alle A >0 und p(z +y) < p(z) + p(y),
dann

A, ={zeE;p(z) <1} A ={x e E;p(x) <1}
konvex und absorbierend.
(ii). Ist A ¢ E konvex und absorbierend, so ist
pa:E —>[0,00),2~pa(z):=inf{A e (0,00);x € X- A}
sublinear und A,, c Ac A; .+ pa heifit Minkowski-Funktional (oder Eichfunktional).

Beweis: Funktionalanalysis I, Satz 13.1 O

2.2 Satz (Trennungssatz)

Sei E ein topologischer Vektorraum, A, B € E konvex, nichtleer, A offen und An B = @. Dann gibt
es x' € E’, sodass
Ve A:Rea'(z) <v:=inf{Rex'(y);y € B} (*)

(Die ,,affine reelle Hyperebene“ (Rez’)™!(v) ,trennt“ A und B.)

2.3 Lemma

Sei E ein topologischer Vektorraum, A ¢ E offen, 2* € E*\{0}. Dann z*(A) offen.

Beweis: Es gibt x¢ € E mit 2'(zg) # 0. Fiir z € A ist A — 2 Nullumgebung, also absorbierend (Satz
1.2(iii)). Daher gibt es € > 0:
x + BK(O,E)xQ cA

Somit:
z*(z) + B(0,2)xo C ¥ (A)

By (z*(z),e|z* (z0)])

d.h. 2*(A) ist offen. O

Beweis: (von Satz 2.2) Es geniigt (*) mit < zu zeigen, wegen Lemma 2.3. Ohne Einschrinkung
K=R.



(i). B ={xo}:
Ohne Einschrinkung 0 € A (sonst wilhle ;1 € A und betrachte A - 21,29 — 7). Dann A
absorbierend und somit existiert nach Proposition 2.1 das Minkowski-Funktional p4. Sei
f:lin{xo} > R linear mit f(xo) = 1. Dann f(xp) =1 < pa(xo), daher

VA20: f(A-20) =A< A-pa(mo) =pa(A-z0)
YA<O: f(A-20) =A<0<pa(A-)

Nach Satz von Hahn-Banach: Es existiert ' € E* mit
x'(zg) =1 VzeE:a2'(x) <pa(z)

insbesondere z'(x) < 1 = 2'(x¢) fiir alle x € A.

Noch zu zeigen: a’ stetig. Dazu geniigt Stetigkeit in 0. Fiir e > 0,z e e-(An(-A)) ist d:% ‘T €A,
damit

1 1
i$,($)=€-x/(:|:f-$)SE'})A(:I:f%E)S&
€ €

———— —————
€A <1

(ii). Allgemeiner Fall: A; := A- B = U,.p A - B offen und konvex, 0 ¢ A;. Nach (i) gibt es 2’ € E’,
x' 40, sodass
VeeAyeB:a2'(z-y)<2'(0)=0 0O

Beispiel (i). Beispiel fiir einen topologischen Vektorraum E, wo E und @ die einzigen offenen
konvexen Mengen sind:

Sei pe (0,1), (2, n) Mairaum und

LP() = {f Q> Kmb; [ |1 dp)

LP(p) ist Vektorraum. Definiere

a(f.9)= [ 1f =gl dy

dann d Metrik. (LP(u),d) ist ein topologischer Vektorraum.

Weiter mit ((0,1),A|¢o,1))- Ist U € LP(0,1) offen, konvex, nichtleer, dann UL = LP(0,1): Sei
e > 0. Wir zeigen, dass co B(0,¢) = LP(0,1). Sei f € LP(0,1). Fiir n e N gibt es f1,..., f, € LP:

P30 [ipae=2. [ipa

n

also insbesondere f = % Yig fj-m und

d©n-f;) = [ In- gl de =t [1fipde=nr s [ 1fPde
-0 (n — o0)
Fiir P~ [|flPdz <eist n- fi,...,n- f, € B(0,e), also f € co B(0,¢).

Definition Sei E ein topologischer Vektorraum. Dann heif3t E lokalkonvexer Raum :< FE besitzt
eine Nullumgebungsbasis aus konvexen Mengen.

Beispiel  (i). Sei (E,p) halbnormierter Raum, dann ist E lokalkonvex.

(ii). Sei (E,),er eine Familie lokalkonvexer Rdume, F Vektorraum, f, : E — E, linear (¢ € I). Dann
ist T((f.).er) lokalkonvex.
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Beweis: Sei U, eine Nullumgebungsbasis von E, fiir ¢ € I. Dann ist

U:= {ﬂ f7H(U,); F ¢ Tendlich, U, e U, (v € F)}
e

eine Nullumgebungsbasis in E. Fiir Nullumgebungsbasis aus konvexen Mengen sind N, ;1 (U,)

ebenfalls konvex. O

(iii). Sei ( E, F') ein duales Paar. Dann ist o(F, F') lokalkonvex nach (ii).

(iv). Sei E ein Vektorraum und P eine Menge aus Halbnormen. Dann ist 7p lokalkonvex. (Um-
kehrung gilt auch, Folgerung 3.7)

2.4 Satz
Sei E ein lokalkonvexer Raum. Sei B ¢ E abgeschlossen und konvex sowie zp € E\B. Dann gibt es
x' € B’ mit
Re (o, ") < inf Re(x,z")
zeB

2.5 Lemma
Sei E ein topologischer Vektorraum, A € E konvex. Dann sind int A, ¢l A konvex.
Beweis: (i). Seiz € A, yeint A, ¢t € (0,1]. Dann ist

(1-t)-x+t-ye(l-t)-x+t-intAcA

offen

(ii). Sei f:Rx Ex E - E,(\,z,y) = (1-X)-2+ \-y. Dann ist f stetig, daher ist f~*(cl A)
abgeschlossen. Auflerdem gilt

[0,1]x Ax Ac fH(A)c f(clA)
da A konvex. Daher ist
[0,1]xclAxclA L [0,1] x Ax Ac f1(clA)
= f([0,1] xclAxclA)c f(f'(clA))cclA O

Beweis: (von Theorem 2.4) Da x¢ ¢ B ist, gibt es U € Uy mit (x9+U)nB = @. Ohne Einschrinkung
sei U konvex und offen (Lemma 2.5). Nach Satz 2.2 gibt es 2’ € E/ mit

Vxe(x0+U):Re(w,x')<ingRe(y,x') O
ye

2.6 Folgerung

Sei E ein lokalkonvexer Raum. Dann sind dquivalent:
(i). E separiert
(ii). (E,E’) trennend in E
Beweis: e (i) = (i1): {0} ist abgeschlossen, da F separiert ist. Sei 29 € E\{0}. Nach Satz 2.4
gibt es ein =’ € E' mit (xg,z") #0.

e (ii) = (i): o(E, E") ist separiert, da ( E, E") trennend in F ist. Daher ist auch die feinere
Topologie von E separiert. O

Bemerkung Es gilt LP(0,1)" = {0} fiir p € (0,1). Fiir % mit p € (0,1) ist (¢7)’ trennend.
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2.7 Folgerung

Sei (E,T) lokalkonvexer Raum, B ¢ E konvex.
(i). Dann sind #quivalent:
(1) B ist T-abgeschlossen
(2) Bist o(E,E")-abgeschlossen
(ii). clr B =cly(g,py B
Beweis: (i). o (2) = (1): Klar, wegen o(E,E')cT.
e (1) = (2): Sei xg € E\B € T. Nach Satz 2.4 gibt es 2’ € E' mit

Re(wo,2") < inf Re(x,z")

Dann gibt es £ > 0 mit
B({wo,a"),e)n{(w,2");x e B} =&

also ist
(z) ' (B({(z0,2"),€))nB =2
Uz, (c(E,E"))

Damit ist ¢ € inty (g, gy (E\B). Folglich ist E\B € o(E, E"), also B o(E, E")-abgeschlossen.

(ii). ,c“: Klar, da o(FE,E") € T. ,2“: cly B konvex (nach Lemma 2.5), nach (i) gilt cly € o(E, E').
O
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Polaren, Bipolarensatz & polare Topologien

Definition Sei (E, F') ein duales Paar.

(). Sei A ¢ E. Dann heifit
A°={yeF;VzeA:|{x,y)|<1}

die (absolute) Polare von A.

(ii). Sei B ¢ F. Dann heift
B°:={zxeFE;VyeB:|{x,y)| <1}

die Polare von B.

3.1 Satz

Sei E ein topologischer Vektorraum, U eine Nullumgebungsbasis in E. Dann gilt

E':{x'eE*;EIUeZ/{:supHa:,a:'Hs1}
zeU

= U {x'eE*;sup|(x7x')|Sl}: ORA
zeU

Ueld Ueld

(Polarbildung bzgl. ( E, E*))

Beweis: Klar. O

Bemerkung Sei ( F,F') ein trennendes duales Paar und 7 eine lokalkonvexe Topologie auf E.
Dann kann ,,E’ = F“ in E* entschieden werden.

Definition Sei E ein Vektorraum, A ¢ E. Dann heifit
(i). A kreisformig <> VA e Bg:A-Ac A

(ii). A absolutkonvex :<> A konvex und kreisformig

Bemerkung  (i). Es sind dquivalent:

(1) A absolutkonvex
(2) VneNVay,..., 2, € AVA,..., \p € Bx: Y4 Mg -ap €A

(ii). Sei S € P(F) bestehend aus kreisformigen (absolutkonvexen) Mengen. Dann ist NS kreisférmig
(absolutkonvex).

Definition  (i). Sei F ein Vektorraum, A ¢ E. Dann heif}t
aco A := {B ¢ P(E); A ¢ B, Babsolutkonvex}
die absolutkonvexe Hiille von A.

(ii). Sei (E,T) ein topologischer Vektorraum, A € E. Dann heifit A beschrénkt i< VU € Up(T ) I\ €
(0,00): ACA-U

11



3.2 Lemma

Sei ( E, F') ein duales Paar, AC E.
(i). A° ist absolutkonvex und o(F, E')-abgeschlossen.
(ii). Aquivalent:
(1) A o(E, F)-beschrinkt
(2) A° absorbierend

Beweis:  (i). Wegen

A® = m (x">_1(BK[Ov 1])

reA

absolutkonvex,o (F, E)—abgeschlossen

folgt die Behauptung.

(ii). ,=“: Sei y € F. Dann Uy, = {x € E;(x,y) < 1} eine o(F, F)-Nullumgebung, also gibt es
A>0mit Ac /\'U{y}, d.h.

VeeA:|(z,y)] <\

also ; -y € A°. Da A° kreisformig ist, folgt 1y € A° fiir alle 1 € K mit |p < %

,<=%: Selen y1,...,Yn € F. Dann gibt es A >0 mit {y1,...,yn} S A- A%, d.h. [(z,y; )| < A fiir
allexe A, j=1,...,n. Es folgt

DL

Ac (e Ei[{@y; ) <A} =X Upyy,y o
j=1 —_—
o(E,F)-NUB

Bemerkung Seien ( E, F') ein duales Paar und A, B ¢ E. Dann gilt

AcB= A°2B°
1

A-A)=—-A°
(- 4)" =

(AuB)°=A°nB°
3.3 Satz (Bipolarensatz)

Sei ( E, F') ein duales Paar und A ¢ E. Dann

Aoo = (Ao)o - a,COAO-(E’F)

Beweis: Offenbar A € A°°. Aus Lemma 3.2(i):

AOO

0 (BF)

coA

Sei xy € F\aco A7

sodass

. Nach Satz 2.4 gibt es o’ € (E,o(E, F))" (und daher y € F mit 2’ = (-, y)),

sup{|(a:,y)\;meA}Ssup{Re(x,y);xeacvo}<Re(x0,y)
<[{z0,y)]

Ohne Einschrénkung sei linke Seite = 1 (Skalieren von y). Damit y € A° und wegen 1 < |{zo,y)]
gilt 2o ¢ (A°)°. O

12

Vorlesung: “Topologische Vektorrdume” von Jiirgen Voigt, Technische Universitat Dresden, Sommersemester 2012



Bemerkung  (i). Bipolarensatz verallgemeinert Satz von Goldstine:
Sei E ein normierter Raum. Dann gilt

BE” _ FEJ(E ,E")

Niamlich: Es gilt im dualen Raum ( E”, E")
BE,, BOE::BE/ Bg} 3i3 ?EU(E,I’E,)
(ii). Andere Version (z.B. von Meise-Vogt):
Sei E ein lokalkonvex und A ¢ E. Dann
A% =aco A
(Polarenbildung in ( E, E")) Folgt aus Bipolarensatz wegen aco A = aco A7) Lach Folge-
rung 2.7. Umkehrung klar, falls ( E, F') trennend in F' ist (mit Anwendung auf lokalkonvexen
Raum (E,0(E, F))).
(iii). Es folgt aus dem Bipolarensatz, dass

(WJ(EVF))O 353 (AOO)O — (AO)OO 3£3 A°

wegen A° absolutkonvex und o(FE, F')-abgeschlossen (Lemma 3.2). Beweis geht aber auch
direkt!

Bemerkung (Vorbetrachtung fiir ,polare Topologien") Sei ( E,F') ein duales Paar und B € F. Dann

B° absorbierend £ B o(F, E)-beschriinkt. B® kommt also als Nullumgebung nur in Frage, falls B
o(F, E)-beschrinkt ist.

Definition Sei ( F, F') ein duales Paar und
B,(F):={Bc F;Bo(F,FE) -beschriankt}
Fiir B € B, (F) definieren wir

qp: E —[0,00), 2~ qp(x) ::Sugl(xyy)l
ye

(Dann ¢p Halbnorm, leicht! Da {y € F;|{z,y)| < 1} eine Nullumgebung ist, folgt insbesondere
qp(z) < 00.) Es gilt
{veEqp(x) <1} =B°

Sei M ¢ B,(F). Dann erzeugt {gp; B € M} eine lokalkonvexe Topologie Ty, auf E, die Topologie
der gleichméfligen Konvergenz auf den Mengen von M. Die so entstehenden Topologien heiflen
polare Topologien. Die fiir M = B, (F) entstehende Topologie heifit starke Topologie. Notation:

B(E, F).
Bemerkung (i). TiyyiyeF) = o(E,F)
(ii). inUM=F =Ty 20(E,F)
Beweis: Sei y € B € M. Dann qg,y < qp, daher (E,T) b (E,qqyy) stetig, also (-, y) €

(E,Tm)'. Da jedes y € F Linearkombination von Elementen aus UM ist, folgt (-,y) €
(B, Tm)" O

(iii). In (ii) gilt nicht die Umkehrung: Betrachte ({1, ¢ ), B = {z € ¢¢; |2] o0 < 1} und M = {B}.
Dann B° = By, und somit Tyq Normtopologie auf ¢; 2 0(¢1, £ ). Aber:

linB=c. # oo

(Jedoch: B =B =B, | B°= (acoB")°)
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(iv). Sei M € B,(F). Bilde )
M = {aco| JF; F € Mendlich}

Dann gilt Ty = Tm.

Beweis: o Ist B € M, dann ¢ = gaco . Damit {gp; B € M} ¢ {¢z; Be M}, also Ty € Tr-
e Fiir B,C e M gilt qpuc = max{qp,qc}. Daraus folgt T4, 03 = Tgsuc - Endliche Iteration
liefert dann Ty, = T O
Vorteil von M ist, dass o
{{reE;qp(x) <e};e>0,Be M}

eine Nullumgebungsbasis ist.
(v). Sei BeB,(F), dann gp = ppe.
Beweis: Es gilt
ppe(x) =inf{\>0;x € \- B°}

1
:inf{)\>0;-sup|($7y>|31}
)\ yeB

=inf{A > 0;¢p(z) <A} = gp(2) O
Beispiel (zu 8(E,F)) Sei E ein Banachraum. Dann sind 3(E, E') und S(E’, F) die Normtopologie.
Beweis: (i). 8(E,E’): Bc E' o(E’, E)-beschriinkt, d.h.
Vo e E:suplr'(z)|< oo
z'eB

Mit Satz von der gleichméfiigen Konvergenz: B norm-beschrankt, d.h. B ¢ ¢ Bgs fiir ein
¢ > 0. Damit folgt B° 2 (¢- Bg/)° = % - Bg, also B(E,E’") ¢ Norm-Topologie. Aber auch
Bg = (Bg)° € B(E,E"), also ist 3(E,E") die Normtopologie.

(ii). B(E',E):Ist Ac E o(E, E")-beschrinkt, dann auch o(E", E’)-beschriankt in E”, also || || -
beschrénkt nach Satz von gleichméBiger Beschriinktheit. Wegen | - ||g = | - | g~ ist A norm-
beschrénkt. Dann weiter wie in (i).

0

Wihrend (E,8(E,E")) = E’ gilt, gilt (E',8(E’,F)) = F < FE reflexiv.

Definition  (i). Sei ( E, F') ein trennendes duales Paar. Eine lokalkonvexe Topologie T auf F heifit
vertréglich mit ( £, F) = (E,T) =F.

(ii). Sei (F,T) ein lokalkonvexer Raum. Dann ist E” := (E’, 8(E’, E'))’ der Bidual von E. Offenbar
gilt £ ¢ E”, falls F separiert ist, da S(E',FE) 2 o(E', F). E heifit halbreflexiv, wenn F
separiert ist und E” = E. F heifit reflexiv, falls F halbreflexiv und 7 2 §(E, E’). (Dann
B(E, E,) = T)

3.4 Lemma (i). Seien E, F topologische Vektorrdume und f : E — F linear, stetig. Sei A ¢ E
beschriankt, dann ist f(A) beschriankt.

(ii). Seien (E,T), (E,,T,).r topologische Vektorriume und A € E. Seien f, : E - E, linear und
T die Initialtopologie bzgl. (f,).,er. Dann

Abeschriinkt < Vi e I: f,(A)beschrinkt
Beweis: (i). Sei V € Uyp(F). Dann ist f~1(V) eine Nullumgebung in E. Es existiert A > 0 mit

Ac - fH(V), also
FAAYEX-F(FIV)) eAV
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(ii). ,=“: Klar nach (i).
,<=“Fiir F ¢ I endlich, U, € Uy(E,) fiir ¢ € F' (ohne Einschrinkung: kreisférmig, siche Lemma

3.5):
IA>0VeeF: f(A)c AT,
Daher
VieF:AcC f;l(fL(A)) c )\'ffl(UL)
=Ac)-NHU) O
LeF
[ —
NUB
3.5 Lemma

Sei E ein topologischer Vektorraum und A € E.
(i). A=Nva,(A+0)
(ii). Ist A kreisformig, 0 € int A, dann sind int A, A kreisférmig.
Beweis: (i). 1€ A= VUely: (z-U)nA+B=VUely:ze A+U
(ii). Ist x eint A, [\ < 1, dann A -2 € X -int A, also folgt fiir A # 0:

A kf
Arzed-intA=int(A-A) € intA

Ist € A, dann fiir |\ < 1:

Azed-A=X-Ac) O
3.6 Satz

Sei E ein topologischer Vektorraum.

(i). Die kreisféormigen abgeschlossenen (bzw. offenen) Nullumgebungen bilden eine Nullumge-
bungsbasis.

(ii). Ist E lokalkonvex, so bilden die absolutkonvexen abgeschlossenen (bzw. offenen) Nullumge-
bungen eine Nullumgebungsbasis.

Beweis: (i). Sei U € Uy. Es gibt Uy € Uy mit Uy + Uy € U (Stetigkeit der Addition), somit U; ¢ U
(Lemma 3.5(i)). Auflerdem

Fe>0,UseUp VN <e: AUy cUy
Damit ist V' := Ujj<c A+ Uz eine kreisférmige Nullumgebung und int V' ¢ Vel cU.
(ii). Wie in (i). Zusétzlich: Wihle Uy konvex,

V::CO(U )\-Ug)

|A|l<e

ist absolutkonvex. O

3.7 Folgerung

Sei (E,T) ein lokalkonvexer Raum. Dann gibt es eine Menge P von Halbnormen, sodass 7 = Tp.

Beweis: U sei eine Nullumgebungsbasis aus absolutkonvexen Mengen und P := {py;U € U} (dann
gilt U ={x e E;py(z) <1}).
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Bemerkung Sei E ein lokalkonvexer Raum, B ¢ E’. Dann B gleichgradig stetig in 0 (1< Ve >
03U e UpVa' € Bx € U : |{x,2')| <€) < U € Uy : B ¢ U° (< B gleichgradig stetig < B
»gleichméfig gleichgradig stetig®).

3.8 Folgerung
Sei (E,T) lokalkonvex und F ¢ E Teilraum, y' € F'. Dann gibt es 2’ € B/ mit 2'|p =y’

Beweis: Sei P die Menge der Halbnormen auf F, die T erzeugt (Folgerung 3.7). Ohne Ein-
schrankung sei P nach oben gerichtet. Dann gibt es p € P, ¢ > 0 mit

Vye F:ly'(y)l < e p(y)
Nach Satz von Hahn-Banach (fiir Halbnormen) gibt es ' : E - K linear mit 2'|p = ¢/,
VreE: |2/ (x) <c p(x)

und folglich 2’ € E'). O
( g
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Satze von Tychonoff und Alaoglu-Bourbaki

4.1 Satz (Tychonoff)

Sei (X,).er eine Familie von kompakten Réumen. Dann ist [],.; X, kompakt in der Produkttopo-
logie.

Definition Sei X eine Menge.

(). Ein Filter F auf X ist eine Menge F € P(X)\{@} mit

(1) AeF,AcBcX=DBeF
(2) ABeF=AnBeF

(ii). Eine Filterbasis Fy auf X ist Fp € P(X)\{@} mit
A BeFy=3CeFy:CcAnB
(Dann ist F:={Ac X;3B e Fy: B c A} ein Filter, der von Fy erzeugte Filter.)

(iii). Sei F ein Filter auf X. F heifit Ultrafilter :<= Es gibt keinen feineren Filter, der F enthilt,
d.h. G Filter, G2 F =G =F.

(iv). Sei (X,T) ein topologischer Raum und F ein Filter auf X, 2 € X. Dann heifit F konvergent
gegen x (F — x) <> U, € F (< Fiir alle Umgebungen von x existiert Ae F: AcU.)

Beispiel  (i). Sei z € X und F:={Ac X;xz e A}. F heifit fixierter Filter.

(ii). Sei (2n)new € X und Fo := {{z;;j > n};n € N}. Dann ist Fy eine Filterbasis und z,, > = <
F -

Bemerkung  (i). Zu jedem Filter gibt es einen feineren Ultrafilter (Zorn’sches Lemma). Dabei

wesentlich:
FUltrafilter & {AcX =>AecFvX\AeF}

(ii). Ist F ein Filter auf X, A ¢ X mit An B # @ fiir alle B € F, so ist {An B; B € F} Filterbasis.
Der erzeugte Filter ist feiner als F.

4.2 Proposition
Sei X ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:
(i). X kompakt

(ii). Jeder Ultrafilter auf X ist konvergent.

Beweis: (i). (i) = (4i): Sei F ein Ultrafilter. Dann hat {4; A € F} die endliche Durchschnittsei-
genschaft, also -
N Ate

AeF
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Sei 2 € Naer A und U € U,.. Dann
VAe F:UnA#+ g
Da F ein Ultrafilter ist, folgt U € F. Also F — .

(ii). (4¢) = (): Sei C ein Mengensystem abgeschlossener Mengen mit der endlichen Durchschnitts-
eigenschaft. Dann ist

Fo = { N A;Ac C,.Aendlich}
AeA

eine Filterbasis. Feinerer Ultrafilter zu von Fy erzeugten Filter hat Grenzwert; dieser liegt in
A fiir alle A €C (da A abgeschlossen ist und A € Fp), somit in NC, also NC # @.
O

Bemerkung Weitere Aquivalenz in 4.2: Jeder Filter auf X besitzt einen Haufungswert.

Definition Seien X,Y Mengen, f: X — Y und F ein Filter auf X. Dann ist {f(A); A € F} eine
Filterbasis auf Y und f(F) bezeichne den zugehérigen Filter, Bildfilter.

Bemerkung Ist F ein Ultrafilter, dann auch f(F): Fiir Bc Y gilt f~1(B) € F oder f71(Y\B) ¢ F.
Im ersten Fall folgt f(F > f(f~1(B)) ¢ B € und im zweiten Fall f(F > f(f(Y\B)) c Y\B.

4.3 Proposition (i). Seien X,Y topologische Riume, z € X und F Filter auf X mit F — z. Sei
f:X > Y stetig. Dann f(F) — f(x).

(ii). Seien X, (X,).s topologische Raume, f, : X - X, (v € I), X trage Initialtopologie bzgl.
(f.)ier- Sei F ein Filter auf X und x € X. Dann

ferVLEI:fL(f)_)fb(x)

Beweis: (i). Sei V eine Umgebung von f(z). Dann ist f~!(V) eine Umgebung von z (f stetig),
also f7H(V)eF. Aus f(F) > f(f1(V)) cV folgt V e f(F).

(ii). ,=“: Klar mit (i).
»<": Sei U eine Umgebung von z. Es gibt I’ ¢ I endlich, U, € Uy, (5 (¢ € F') mit

N U)cU

LeF

Es existiert A € F mit f,(A) cU, (v€ F) wegen f,(F) — f,(x). Daher

Ac fTH(f(A)) 71 (U)  (LeF)

=Acf'(U)cU
LeF

also U € F, d.h. F — . O

Beweis: (von Satz 4.1)

O.E.: X, # @ (tel). Sei F ein Ultrafilter auf [],.; X,. Dann F, := pr,(F) Ultrafilter auf X,, also
konvergent nach Satz 4.2, d.h. es existiert z, € X, : F, - z, (¢ € I). Proposition 4.3(ii): F — (x,)c1-
Satz 4.2 gibt Behauptung. O

4.4 Folgerung (Alaoglu-Bourbaki)

Sei E ein lokalkonvexer Raum und U eine Nullumgebung. Dann ist U°c(E’, E))-kompakt. (Pola-
renbildung in (E, E"))

4.5 Lemma

Sei E ein Vektorraum. Dann ist E* abgeschlossen in K¥ bzgl. der Produkttopologie.

18

Vorlesung: “Topologische Vektorrdume” von Jiirgen Voigt, Technische Universitat Dresden, Sommersemester 2012



Beweis: Fiir A e K, z,y € F ist

Prey KPS K f o (f(A-z-y) = A f(2) - f())

stetig, daher
M Priy({0}) = E*
AeK
z,yeE

abgeschlossen. O
Beweis: (von Folgerung 4.4) Ohne Einschrinkung ist U absolutkonvex. Dann
U={2' e B';VeeU:|{z,2")| <1} 2 {2’ e B* ;Yo e B:|{x, 2" )| <py(x)}

(KB |(@)] < pu (@)} n B = (n BK[o,pr)]) nE"

zeE

4.1 kompakt
also U° abgeschlossen. (Beachte: o(E’, E) = Produkttopologie nE’ fiir E' ¢ KE.) Zu (»):
(i). ,2%: Fiir x € U gilt py(x) < 1.
(ii). ,c“ Ist z € E, A>py(x), dann % -x €U, also
1 ! !
‘(Xa:,x M<le [{z2' )] <A

Damit | {z,z")| < py (). O

Bemerkung In Robertson-R. wird Satz von Alaoglu-Bourbaki ohne (sichtbare) Benutzung von
Satz von Tychonoff bewiesen: Prakompaktheit, Vollstandigkeit.
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Satz von Mackey-Arens

Definition Sei (E, F') ein duales Paar. Sei
My :={Bc F; Bo(F, E) - kompakt, B absolut-konvex}
dann M7 € B, (F'). Dann heifit T(E, F) := Tapx Mackey-Topologie. Entsprechend T (F, E).

Bemerkung  (i). Sei (E,7T) lokalkonvex und U eine Nullumgebungsbasis aus abgeschlossenen
konvexen Mengen. Sei M := {U°;U e U}. Dann gilt T = Tpr. Siehe Proposition 6.4.

(ii). Ziel: (E, F') trennend, T lokalkonvexe Topologie auf E. Dann T vertriglich mit ( B, F') <
o(E,F)cTc<T(EF).

Schon klar ist ,=“: o(E,F) ¢ T ist bekannt. Aus der ersten Bemerkung folgt 7 = Tr¢ mit
MMy, also T =Tm S Tm, = T(E,F).

Beispiel (7 (£, 1))  (i). 0(f1,l)-kompakte Mengen? Bekannt aus Funktionalanalysis I: A ¢ ¢4
kompakt <> A beschrénkt, abgeschlossen und sup,c4 ¥, |75 = 0 fiir n — co. Offenbar folgt
A (¢, )-kompakt. Behauptung: Es sind fquivalent:
(1) A c¥; relativ kompakt
(2) 3(an)nen € (0,00) monoton fallend: A ¢ {zely,¥ ., |z, < an} = A
(3) A relativ o(#1, s )-kompakt

Dazu benétigt:

(1) Satz von Eberlein-Smulian (siehe Satz 5.4): A € X rel. schwach kompakt < A bedingt
schwach folgenkompakt, d.h. jede Folge besitzt eine schwach konvergente Teilfolge im
Raum X.

(2) Sei (2")peny €41 und z € ¢1. Dann 2™ - x < 2™ — x schwach.

Beweis: e = Klar.

e ,<": Ohne Einschriankung z = 0. Dann z} — 0 fiir n — oo fiir alle j € N (Projektio-
nen stetig, linear). Zeige:
lim sup > |z7]=0 *)

J
M=% neN jom

(Dann folgt, dass A := {z";n € N} kompakt, daher existiert (norm-)konvergente
Teilfolge und damit wegen schwacher Konvergenz die Behauptung.)
Annahme () gilt nicht. Dann existiert ein r > 0 mit

oo
lim sup ) [z} >7r >0
m—oo N =
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Daher gibt es eine Teilfolge (2™* )y und eine monoton wachsende Folge (my)gen,
so dass fiir alle k € N gilt:

mp - r ME+1 - r el - r
7=1 J=mp+1 J=mp41+1

Definiere y; := sgn(z*) fiir mg +1<j <myyr (k€N). Dann ist |y]e =1 und

Mg MEk+1 o
ng ng ng |- Tk gy
|(z 7y>|2_zmj Z T Yj 2 L™ Yj
Jj=1 j=mp+1 J=mpgs1+1
<r >z <r
r
Z -
6
also 2™ -+ 0 schwach. Widerspruch! O

(i). Mit A = {asa = (an)neny € (0,00) monoton fallend, v, — 0} und M’ := {Al;a € A} gilt
T (Loo, l1) = Tiw. Wir zeigen, dass man M’ ersetzen kann durch M := {«- By, ;a € A} wobei
a- By ={(a Tp)neny = - x5z € by, x| <1}

Fir a € A gilt a- By, € Al: Aus x € By, folgt
Yoojlzi <an - Y |l <o
j=n j=n

also a-z € AL. Fiir a € A ist

daher gibt es 8 € A, so dass

MS

=
(sieche Bemerkung im Anschluss). Mit diesem 3 gilt A/, € 8- By,, denn fiir z € A’ : (8 :=0)

i:: |5 (5kl+1 ﬁk) Z | Ké‘ i::(ﬂkH é).ak

—_————
>0

\\Mg

(ap —ape1) <1

||M8

1
1 5n
(Beweis nach Hendrik Vogt, Sascha Trostorff, Marcus Waurick) Damit folgt Taq = Tar-

(iii). Fiir o € A setze Ay = o+ By, und p, = qa,, . Fiir y € {o gilt:

Z (Oé yn) Tn

n=1

Pa(y) = sup [{y.2)] = sup [{y,a-z)[=

z€Aa $€B£1 a’,‘EBgl

=Sup tp - |yn|
neN

Mit P := {pa;a € A} folgt T(leo,f1) = Tp. (Nicht metrisierbar: Es gibt keine monoton
wachsende Folge (a™)nen € A, sodass fiir jedes « € A ein n € N existiert mit a < o, d.h. es
gibt keine abzihlbare Nullumgebungsbasis.)

(iv). (foo, Tp)' =
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Sei € € (fo, Tp)'. Dann gibt es a € A mit |£(y)| < pa(y) fiir alle y € £oy, somit € € (Loo,pa)’-
(Beachte dazu: a',a? ¢ A = o' va? \-a e A fiir alle A > 0.) Die Abbildung j : (feo, pa) =

co,y +> -y ist isometrisches und hat dichtes Bild. Daher gibt es é € {1 = ¢, mit
g(y) = <Oé‘y,€> = Zynanén
n=1

d.h. 2= a- € stellt € dar. Damit ({eo, Tp)’ € (1.
Auch: Fiir z € /1 gibt es a € A mit (i xn) N € {1, damit
n ne

[

oo
Z Yn " Tn
n=1

ad x
< Z |ynxn| < *H 'pa(y)
n=l “~—— all

Tn
an

'Ian'ynl

Bemerkung  (i). 7 (£oo,?1) € B(£eo, 1)

(ii). Sei (an)nen € (0,00) mit Y5> 4 ay, < co. Dann gibt es (¢p,)nen € (0, 00) monoton wachsend mit
Cn = 00, 80dass Yo €y - Gy < 0O.

Beweis: Es gibt Teilfolge (n;)nen € N, sodass

Setze

Dann ¢,, » o0 und

co ni-1 oo
ch an < Cn an+22] Zan<oo O
n=1 n=1 j=1 n2n;
N———
<L

5.1 Lemma

Sei E ein topologischer Vektorraum und A, B ¢ E' kompakt. Dann A + B kompakt.
Beweis: A+ B =a(A x B) ist kompakt. O

5.2 Lemma

Sei F ein separierter lokalkonvexer Raum sowie A ¢ E absolutkonvex und kompakt. Sei ( E™* E")
das betrachtete duale Paar. Dann A°° = A.

Beweis: Es gilt A°° = A7) A g (*): A kompakt = Ao (FE, E")-kompakt und o(E,E") =

o(E™,E")n E, insbesondere (E,0(FE,E")) = (E™*,0(E",E")) stetig. (Beachte, dass aus F lokal-
konvex und separiert folgt, dass k: E — E" injektiv.) O

5.3 Satz (Mackey-Arens)

Sei ( E, F) ein trennendes duales Paar und (F,T) ein lokalkonvexer Raum. Dann gilt (E,T") =
F < o(E,F)cTcT(E,F).

Beweis: e =“: Siehe Anfang §5.
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o <% Zu zeigen: (E,T(FE,F)) = F. Die Menge
M := {A c F; Aabsolutkonvex, A o(F, E') — kompakt}
hat die folgenden Eigenschaften:

(i). ye F = aco{y} e M (damit T(E,F)20(E,F))
(). Ae MA#0=>X-Ae M
(iii). A,Be M =3CeM:AuBcC (nidmlich C:= A+ B, siehe Lemma 5.1)

Daraus folgt, dass U := {A°; A € M} eine Nullumgebungsbasis von T(E,F) = Ty (vgl.
Bemerkung in §3, Taq = Ty, ). Mit Satz 3.1 im dualen Paar ( E, E*) folgt:

(B, T(E,F))=JU°= |J A% |J A=F
UeU AeM AeM

mit Lemma 5.2 angewendet auf das Paar ((F,o(F,E))"™,(F,0(F,E))").

5.4 Satz (Eberlein-Smulian)
Sei E ein Banachraum und A ¢ E. Dann sind dquivalent:
(i). A relativ schwach kompakt, d.h. A% o-kompakt

(ii). A bedingt schwach folgenkompakt, d.h. jede Folge in A besitzt eine o-konvergente Teilfolge
mit Grenzwert in E.

(iii). A bedingt schwach abzihlbar kompakt, d.h. jede Folge in A besitzt einen o-Hiaufungswert.

5.5 Lemma

Sei E ein Banachraum und F' ¢ E’ ein Teilraum mit dim ' < co. Dann gibt es M € Br mit M
endlich, sodass
Va' e F: 2’| < 2max|2’(2)]
xeM

Beweis: Sei S = {z € F;|z| = 1}. Sp ist kompakt (wegen dimF < oo) und daher gibt es
xy,..., 2 € Sp mit

Sp ¢ U B (‘T;m 1)
k=1 4

Es gibt z1,...,z, € Bg mit z} (x)) > % fiir k=1,...,n. Sei 2’ € F, dann gibt es k € {1,...,n} mit
m’eB(m;,i) und daher

3 1 1 1
’ > R A >SS _ - - . /
o (i) 2 2 ) ~ [ )~ )| 2 S L= 2= 2
>3 <3
Mit M :={x1,...,2z,} folgt die Behauptung. O

5.6 Proposition

Seien E ein Banachraum, A ¢ E' und zj € A?(FSE) Dann gibt es eine Folge (a!,)pey in A, fiir die
jeder o(E', E)-Héufungswert in lin{a/,; n € N} gleich zj, ist.

Beweis: Rekursiv mit Lemma 5.5: Es existieren eine wachsende Folge (M, )nen, in Br, My := @,
und eine Folge (a),)neny in A mit

1
2 e Myt |(ah - a) (@) < -

Va' elin{zg,al,...,a)} |2 < 2 max |2/ ()|
xeM,
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fiir alle n € N. (Benutze fiir erste Ungleichung, dass x| € A°(E"E) ynd konstruiere daraus a!,. Die
Existenz von M,, folgt dann aus 5.5.)
Sei M := Upen My, und F :=lin({x(} v {a];n € N}). Dann

|2’] <2 sup [2'(2)| )

zeM

fiir alle 2’ € F und damit auch fiir alle 2’ € F. Sei nun 3’ € F ein o(E’, E)-Haufungswert von
(ar,)neny und x € M. Dann ist x € My, fiir ein k € Ny und « € M,,_; fiir alle n > k. Daher

1
vn>k:|(xy—al,)(z) < —
n
Da y'(z) Haufungswert von a,, (x) ist, folgt (zy —y')(z) = 0. Wegen (*) gilt somit

lzo =o'l < 2sup (x5 -y )(x)[ =0
TeEM ~— —
0

also y' = z,. O
5.7 Proposition

Sei F ein separabler Banachraum und A € E o(FE, E')-kompakt. Dann (A4, c(FE, E’)) metrisierbar.

Beweis:  (i). Es gibt (2, )neny in E’, die die Punkte von E trennt: Sei dazu (z,,)neny in Sg dicht,
dann gibt es (2! )ney in B/ mit |2/, =1 und ) (z,) =1 (n € N). Sei x € Sg, dann gibt es
neNmit |z -2,| <1, damit

z(z) <zl (z-xn)+ 2, (2,) £0
—_———

N——
<1 1

(ii). Definiere Halbnorm p,(z) := |z} (x)|. Dann (E,{pn;n € N}) metrisierbar und separiert.
(E,o(E,E") < (E,{pn;n € N}) stetig. Somit ist (A,0(E,E")) - (A, Tp) ein Hombomor-
phismus (wegen A o(E, E’)-kompakt, s. Funktionalanalysis I 2.3(ii)).

O
Beweis: (von Satz 5.4)
e (i) = (ii): Sei (an)nen eine Folge in A. Dann Ej := lin{a,;n € N}M o(E, E")-abgeschlossen
und A := AnEj ist relativ schwach kompakt in Ep. Ey ist separabel, also folgt mit Proposition
5.7, dass schwache Topologie auf Af metrisierbar und daraus die Behauptung.

e (ii) = (iii): Klar.

e (iii) = (i): Aus dem Satz von der gleichméfigen Beschrénktheit folgt, dass A beschrinkt ist.
(Wenn A unbeschrinkt, dann existiert eine Folge (2 )ney in A mit |z,[ — co. Dann gibt
es 2’ € B/ mit 2/(2,) - oo, Widerspruch!) Daher A7(F"E) 5(E" E’)-kompakt (Satz von
Alaoglu).

Sei 2/ € A7(E"E") 7 geigen: ] € E. Dazu: Wihle (ay, )ney in A entsprechend Proposition 5.6
(in ( E', E"}). Nach Voraussetzung in (iii) hat diese Folge einen o (E, E')-Héufungswert x € E.

Da Ej :=lin{a,;n € N} o(FE, E’)-abgeschlossen ist, gilt € Fy. Proposition 5.6: E 5 x = z.
Also A7(E"E) ¢ B daher A7(F-E) = Ao(E"E) 5(E E')-kompakt.

Bemerkung (zur Mackey-Topologie)
M :={B ¢ F; Babsolut-konvex, B o (F, E) — kompakt}

Frage: B ¢ o(F, E)-kompakt S acoB’ o(F, E)-kompakt. Gilt im Allgemeinen nicht, siehe Beispiel!
Aber:
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(i). E Banachraum, B ¢ FE kompakt = co B, aco B kompakt (Satz von Mazur)

(ii). £ Banachraum, B ¢ E o(E, E')-kompakt = coB’, acoB’ o(E, E')-kompakt (Satz von
Krein-Smulian).

Beispiel: Betrachte duales Paar {1, c. ). Die Folge (2" - ey, )nen in £1 konvergiert bzgl. (¢1,c.) gegen
0, also B :={2"-en;n e N} U{0} o(f1,c.)-kompakt. Fiir n e N ist

n . .
yti=>27.2.¢jecoB
j=1 N——

eB

Fiir einen o (4, c.)-Héufungswert y = (y;)jen der Folge (y")nen miisste y; = 1 fiir j € N gelten,
damit y ¢ /1.
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Topologien auf £ & tonnelierte Rdume

e 1. Ziel: Betrachte lokalkonvexen Raum F und k: E - E" = (E', B(E’, E))’. Suche Topologie
auf E”, sodass k stetig.

e Ziel der Vorbereitung: E normierter Raum, A ¢ E o(FE, E')-beschrinkt, dann A norm-
beschrinkt (,,Satz von der gleichméBigen Beschrénktheit®). Gilt auch allgemeiner, siehe Satz
6.3.

6.1 Lemma

Sei (E, p) ein halb-normierter Raum und A ¢ E. Dann A 7,-beschrénkt < A o(E, E')-beschrinkt.

Beweis: e = Klar. Bekannt, da (E,7,) < (E,0(E,E")) stetig.
e <% (E,p) ist Banachraum (Beweis wie fiir normierte Rdume) mit Norm
|2 = sup{|(z,2") |;z € E,p(x) <1}

Sei k: E - E" k(z)(z") = (x,2"). Aus Satz von Hahn-Banach folgt |x(z)| g~ = p(x). Dann
k(A) o(E", E")-beschrinkt, daher | - | gr-beschrinkt, also

sup{ p(x) ;xe A} <oo
—
(@) g

nach Satz von gleichméfiger Beschranktheit, d.h. A beschréankt.

6.2 Lemma

Seien E, F lokalkonvexe Réume und f : E — F linear, stetig. Dann ist f o(F,E")—o(F, F')-stetig.

Beweis: Nach Satz 1.2 geniigt es zu zeigen, dass fiir alle y’ € F’ gilt, dass ¢y’ o f o(FE, E')-stetig.
Dies ist offenbar wahr, da ¢y’ o f € E'. O

6.3 Satz (Mackey)
Sei E ein lokalkonvexer Raum und A ¢ E. Dann A o(E, E’)-beschriinkt < A beschrénkt.

Beweis: e <“: Bekannt.

e = E trigt die Initialtopologie bzgl. E - (E,p) mit p € P, P Menge von Halbnormen (Satz
3.7). Da A o(E, E")-beschrinkt ist, folgt aus Lemma 6.2, dass A o-beschrénkt in (E,p) und
somit beschrinkt in (E,p) (Lemma 6.1). Daher A beschrinkt nach Lemma 3.4(ii).

O

6.4 Proposition

Sei (E,T) ein lokalkonvexer Raum und U eine Nullumgebungsbasis. Sei M := {U°;U € U} (in
(E,E")), dann T = T.
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Beweis: Ohne Einschriankung U absolutkonvex und abgeschlossen. Dann
(B;BeM}={UUecU}*Uu
{B°; B € M} bildet Nullumgebungsbasis von Ty, da M ,reichhaltig®, d.h.
AeMAeK=3IBeM:\-AcB A BeM=3CeM:AuBclO

Mit M aus Proposition 6.4 wird Topologie auf £ erklirt. Dazu nétig: M ¢ B,(E', E").

6.5 Proposition

Sei E ein lokalkonvexer Raum und U eine Nullumgebung in E. Dann ist U° B(E’, E')-beschrinkt
(< U° o(E', E")-beschrinkt, Satz von Mackey).

Beweis: Sei V eine S(E’, E)-Nullumgebung. Ohne Einschrinkung V = B° mit B ¢ E o(F, E')-

beschriankt. Nach Satz von Mackey: B beschrinkt, also wird B von U absorbiert, d.h.
3)\0>0V)\€K,|)\|2)\023§)\'U

Damit folgt V = B°2 1 -U°. O

Definition Sei (F,7T) ein lokalkonvexer Raum und U die Menge aller Nullumgebungen. Sei M :=
{U°;U eU}, dann heifit e(E",E) := Ty auf E” (in ( E”, E")) die natiirliche Topologie. Durch

1" Al

{B°;BeMj} = {acoUU(E ’E);UEU}

ist eine Nullumgebungsbasis von e(E", E) gegeben.

6.6 Satz

Sei (E,T) separierter lokalkonvexer Raum. Die Topologie e(E”, E) ist die feinste polare Topologie
auf E” in (E",E") fiir die k: (E,T) > E" stetig ist.
Beweis: Im Folgenden bezeichne ® Polare in ( E”, E’) und ° Polare in (E,E").

(). k: (E,T) —» (E",e(E",E)) ist stetig: Fiir U e ist (U°)*nE=U2U, also ist U**nE
eine Nullumgebung.

(ii). Sei Tpa eine polare Topologie auf E” mit M’ € B,(E’,E") und k stetig. Sei B € M’, dann
B* Tap-Nullumgebung und daher nach Voraussetzung B° = B®* n E eine 7-Nullumgebung,.
Daher B ¢ B°° € M, somit B*® 2 (B°°)* Nullumgebung in T4, also Ty € Tam. O

Bemerkung  (i). Dae(E", E) polare Topologie fiir ( E”, E" ) ist, gilt immer e(E", E) c S(E", E’").
(ii). Satz 6.6 gilt auch, falls E nicht separiert. Ersetze dazu im Beweis U°® n E durch £ }(U°®) =
Uee.
6.7 Satz
Sei (E,T) lokalkonvex. Dann dquivalent:
(i). B(E",E") =e(E", E)
(ii). Jede B(E', E)-beschrinkte Menge ist T-gleichgradig stetig.

(iii). Ist A ¢ W absolutkonvex, abgeschlossen und bornivor (d.h. A absorbiert jede beschrinkte
Menge), dann ist A eine Nullumgebung in E.

Beweis: e (i) = (ii): Sei B ¢ E" B(E', E)-beschriankt, d.h. B ist o(E’, E")-beschriankt (Satz
von Mackey). Dann ist B*® eine B(E”,E’)-Nullumgebung, daher B° = s '(B®) eine T-
Nullumgebung, d.h. B ist gleichgradig stetig (siche Bemerkung nach Folgerung 3.7).
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e (ii) = (iii): Sei A abgeschlossen, absolutkonvex und bornivor. Geniigt zu zeigen: A° ist gleich-
gradig stetig. (Dann ist A = (4°)° Nullumgebung.)
Sei V eine B(FE’, F)-Nullumgebung, dann ist V' = B° mit B ¢ E beschrinkt (Satz von

Mackey). Dann: A absorbiert B, also V' = B° absorbiert A°. Daher A° S(E’, E)-beschrinkt,
also gleichgradig stetig nach Voraussetzung.

e (iii) = (i): Es geniigt zu zeigen, dass k: (E,T) — (E",B(E", E")) stetig (wegen Satz 6.6 und
e(E",E) < B(E",E")).
Sei U eine S(E",E")-Nullumgebung, ohne Einschrinkung U = B®* mit B ¢ E’' ¢(E',E")-

beschrinkt (< B(E’, E)-beschriinkt). Zu zeigen: s~ (U) = k1 (B*) = B° ist T-Nullumgebung.

Dazu zeige, dass B° absolutkonvex, abgeschlossen und bornivor.

(1) B° absolutkonvex, abgeschlossen folgt aus Lemma 3.2(ii).

(2) B° bornivor: Sei By € E T-beschréinkt (<> o(FE, E')-beschriinkt). Dann ist B S(E’, E)-
Nullumgebung, also absorbiert B die Menge B (da B beschrinkt) und daher wird
B1° 2 By von B° absorbiert.

O
Definition Sei (E,T) lokalkonvex.
(i). B c E heifit Tonne :< B absolutkonvex, abgeschlossen und absorbierend.
(ii). E heifit tonneliert :«<> Jede Tonne ist eine Nullumgebung.

(iii). E heifit quasitonneliert (infratonneliert) :<> Jede bornivore Tonne ist Nullumgebung (d.h.
(iii) von Satz 6.7 ist erfiillt).

(iv). E heifit bornologisch :<> Jede absolutkonvexe bornivore Menge ist Nullumgebung.

6.8 Satz

Sei E lokalkonvex und F ein Baire-Raum. Dann ist E tonneliert. Insbesondere sind Fréchet-R&éume
(vollstandig metrisierbare lokalkonvexe Rédume) und Banach-Rdume tonneliert.

Beweis: Sei B eine Tonne, dann ist F = U,yn - B mit n- B abgeschlossen, daher int B # @ (da
B Baire-Raum). Sei xg € int B, dann existiert eine Nullumgebung U mit U absolutkonvex und
xo + U € B. Dann auch —z¢ + U € B (wegen B absolutkonvex) und somit
1 1 1 1
U:§U+§U:§(m0+U)+§(—x0+U)EB O
Beispiel  (i). Tonnelierte Rdume: C(K) fir K kompakt, C'(Q2) fiir Q o-kompakt, C*(Q) fiir
Q c R" offen, L _(Q) fiir Q ¢ R™ offen

loc

(ii). Quasitonneliert, aber nicht tonneliert ist zum Beispiel (cc, | - [o0): Sei (@)nen in (0, 00) mit
a, = 0 (n — o0). Dann ist B := {(2p)nen;|2n| < @y} eine Tonne, aber keine Nullumgebung.
Ist A (eine) bornivor(e Tonne), dann wird Einheitskugel absorbiert, daher A Nullumgebung,.

6.9 Proposition

Sei (E, T) lokalkonvex und metrisierbar. Dann ist jede bornivore Menge A € E eine Nullumgebung.
Insbesondere F quasitonneliert.

Beweis: Es gibt eine absteigende Nullumgebungsbasis (U )neny in E. Sei A € E keine Nullumge-
bung. Fiir alle n € N gibt es x,, € U,\n-A. Dann (&, )ney beschrinkt und A absorbiert nicht (2, )pnen,

also A nicht bornivor. O

6.10 Proposition

Sei (E,T) lokalkonvexer quasitonnelierter Raum. Dann gilt 7 = T (E, E').
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Beweis: e . c“: Klar, Satz 5.3.

e .2 Sei U eine T (E, E')-Nullumgebung. Ohne Einschrinkung: U Tonne. Dann ist U bornivor

fiir 7 nach Satz von Mackey. Da F quasitonneliert ist, folgt, dass U T-Nullumgebung.
O

6.11 Lemma

Sei F lokalkonvex und B ¢ E. Dann gilt: B Tonne < Es existiert A € E' o(E’, F)-beschrinkt mit
B=A°.

Beweis: o = A:=RB°

e <% A° ist Tonne nach Lemma 3.2 und Folgerung 2.7(i).

6.12 Satz
Sei (E,T) lokalkonvex. Dann dquivalent:

(i). E tonneliert

(ii). B<c E' o(E', E)-beschrinkt = B gleichgradig stetig
(ili). 7=p(E,E")

Beweis: e (i) = (ii): Sei B ¢ E' ¢(E’, E)-beschrénkt. Dann ist B° eine Tonne, daher Nullum-
gebung, da E tonneliert.

e (ii) = (iil): Sei B ¢ E' o(E’, E')-beschréinkt, dann B gleichgradig stetig (<> B° T-Nullumgebung).

Damit 7 2 B(E, E"). Sowieso gilt 7 < T(E,E") ¢ B(E, E") nach Satz 5.3.

e (iii) = (i): Sei B eine Tonne, dann nach Bipolarensatz B = (B°)° S(E, E")-Nullumgebung,
daher 7-Nullumgebung.
O

Bemerkung Fiir (E,7) lokalkonvex seien
& = {B ¢ F'; Bgleichgradig stetig}
C:={BcE';aco B’ o(E', E) - kompakt}

Bs:={B < E'; BB(E', E) - beschrénkt}
B, :={Bc< E';Bo(E',E) — beschrinkt}

6.13 Lemma

Sei (E,T) lokalkonvex. Dann gilt
£cCcBgchB,

Beweis: e £ c(C: Satz von Alaoglu

o C C Bg: Sei C = C° €, dann ist C° eine T-Nullumgebung und absorbiert daher jede
beschrénkte Menge B. Somit: B° absorbiert C°° = C. Also ist C' S(E’, E')-beschrinkt (denn
{B°; B beschriinkt} ist S(E’, E)-Nullumgebungsbasis.)

e Bsc B,: Klar wegen 3(E',E)20(E',E).
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Bemerkung Fiir (E, 7)) lokalkonvex gilt:

metrisierbar vollstdndig metrisierbar
6.9 L
vollsténdig <818 bornologisch Baire’sch
Def L6.8
quasitonneliert tonneliert
6.10 Hmz
T =-T(EE) T = 8(E, E')
NDef “6.12
E=C=Bg E=C E=C=Bg =8,

6.14 Proposition

Sei (E,T) lokalkonvex. Dann sind dquivalent:
(i). E bornologisch

(ii). Fiir jeden lokalkonvexen Raum F ist jede beschridnkte lineare Abbildung u : E — F stetig
(beschréinkt: A ¢ F beschrinkt = u(A) beschrinkt).

(iii). Fiir jeden halbnormierten Raum F ist jede beschrinkte lineare Abbildung u: E — F stetig
(beschréinkt: A ¢ E beschriankt = u(A) beschrinkt).

Beweis: e (i) = (ii): Sei F lokalkonvex und u: F — F beschrinkt. Sei U eine absolutkonvexe
Nullumgebung in F'. Sei A ¢ Abeschriinkt, dann u(A) beschrinkt in F und wird daher von U
absorbiert. Daher A ¢ u™!(u(A)) wird von u™!(U) absorbiert, somit «~!(U) Nullumgebung
in E nach Voraussetzung.

e (ii) = (iii): Klar.

e (iii) = (i): Sei A ¢ E absolutkonvex und bornivor und p4 das Minkowski-Funktional von A.
Dann ist id : (E,7T) - (E,pa) beschriankt (B ¢ E beschrénkt, dann wird B von A ¢ {z €
E;pa(z) < 1} absorbiert, somit B in (F,pa) beschrinkt.) Nach Voraussetzung ist also id
stetig, damit A 7-Nullumgebung.

O
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Reflexivitat

e Erinnerung: Sei (E,T) lokalkonvex. Dann heifit

(i). FE halbreflexiv :<> E separiert, x: E - E" ist surjektiv.
(ii). FE reflexiv :<> E halbreflexiv, x stetig (8(E",E") auf E")

e Aus §6: F reflexiv < E halbreflexiv, quasitonneliert <> E halbreflexiv, 7 = 3(E,E') < E
halbreflexiv, tonneliert.

7.1 Satz

Sei (E,T) lokalkonvex und separiert. Dann fiquivalent:
(i). E halbreflexiv

(ii). Jede beschrinkte Menge in F ist relativ o(E, E’)-kompakt.
Beweis: e (i) = (ii): ,Halbreflexiv® bedeutet, dass 3(E’, E) = T (E', E). Ist B ¢ E beschrinkt,
dann ist B° 8(E’, E)-Nullumgebung und es gibt 7-Nullumgebung C° mit C' absolutkonvex,
o(E,E")-kompakt mit C° € B°. Also Bc B°*°c(C* =C.

e (ii) = (i): Aus (ii) folgt T(E', E) = f(E', E), damit (i).

Definition Sei (F,7T) ein separierter topologischer Raum. Dann heifit

(i). E Semi-Montelraum :< E lokalkonvex und jede beschrinkte Menge in E ist relativ kompakt.

(ii). E Montelraum :<> E Semi-Montelraum, quasitonneliert.

7.2 Folgerung

Sei (E,T) Semi-Montelraum. Dann ist E halbreflexiv. Ist E Montelraum, dann E reflexiv.

Beweis: Klar mit 7.1. O

Beispiel  (i). Sei Q2 ¢ R"™ offen und beschrénkt. Dann ist C§°(2) := {f e C=(Q);Va e Nj : 0% f €
Co(Q)} mit Menge von Halbnormen {p,,;m € Ng},

Pm(f) = sup{|0° flloo; [ < m}

ein Montelraum.

Beweis: C§°(Q) ist vollstéindig metrisierbar, also tonneliert. Noch zu zeigen: Jede beschréinkte
Menge ist relativ kompakt. Es gilt

B < C;°(Q) beschrénkt b I(Crn)men, 0 (0, 00) : sup pp (f) < Cry
feB
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Sei (fx)ren eine Folge in B und m € Ny. Zeige: Es gibt Teilfolge (f;)jen, sodass (f;)jen
pm-Cauchy-Folge.

Fiir m = 0: Es gilt sup{|floe; |01 flcos---» [|0nfloo; f € B} < Cy, daher B beschriankt. Aufler-
dem ist B gleichgradig stetig, denn fiir alle f € B:

If(w)—f(y)IS(illlajfli) Jz -y

wegen

1@ -56=| [ GG

1y 03 (at(y=2)) (05 -;)

e '
R A SICHCERCEENS IR

Satz von Arzela-Ascoli: Es existiert Teilfolge (fx;);en, die | - [|eo-Cauchy-Folge.

Fortgesetzte Auswahl von Teilfolgen und Diagonalverfahren gibt Behauptung: p,,-Cauchy-
Folge fiir alle m € Ny, daher konvergent (da vollstéindig). O

Was ist C§°(Q)" (auch ohne  beschriinkt)? Sei n € C5°(R2), dann gibt es m € Ny, ¢ > 0,
sodass

VeCe () In(f)l < e pm(f) = ¢ sup{[|0% f[eo; o] <m}
Definiere ® : C°(Q) — Co(Q)lelalsmd ¢y (0“f)|ajgm- dann & stetig, also existiert 7 €
(Co(){eslalsm}y mit 7 Fortsetzung von 7o ®~1, |7| = || nach Satz von Hahn-Banach.
Mafitheorie (Ries-Markov): Es gibt endliche Borel-Mafe p,, auf €2, sodass

i((fa)a)= 3 [ fadia
lolgm
0= Y [ o Fdua
lalgm
11a (9% )=(-1)l92_(f)
fiir f e Cg°(€2). Somit
n= Y (D5,

|algm

(Nicht eindeutig!)

. Sei 2 ¢ R™ offen. Dann ist C*°(£2) mit Halbnormen

prm(f) = sup{[| 0% f| x;|al <m}

mit K ¢ kompakt, m € Ny, f € C*°(2), Montelraum und somit reflexiv.

Beweis: e Sei (Q)ken eine ,,Standard-Ausschépfung® von Q, d.h. Q € Q41 € Q offen und
Qy, relativ kompakt in Qg1 © = Ugen Q (zam Beispiel Q= {z € Q; |2| < k, dist(z, R™\Q) > 1 }).
Dann wird die Topologie erzeugt durch {%7m; ke N;m e Np}, also C=(Q) vollstindig
metrisierbar. Damit £(Q) := C*=()) tonneliert.

o C*°(Q) ist Semi-Montelraum: Sei k € N und (f;) ey in C*(2) mit

Qpy1’

sup{[[0° fl g3 la <1} < o0
jeN

Dann ist (f;)jen beschrankt auf Q41 und auf Q. gleichgradig (lipschitz)stetig. Nach
Arzela-Ascoli: Es gibt auf € konvergente Teilfolge.
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Sei B ¢ C*(Q)) beschrinkt. Fiir k € N ist dann

k+1

jeup%,m(f) < oo

Sei (f;)jen in B. Fiir k € N gibt es nach dem ersten Teil eine Teilfolge, die pg- ,-Cauchy-
Folge ist. Wahl von Teilfolgen ergibt Teilfolge, die Cauchy-Folge fiir alle pf]c x (keN)
ist.

O

(iii). Sei © ¢ C offen. Dann ist H(2) := {f : Q@ — C; f holomorph} mit Halbnormen pg (f) := | f|x
fir K < kompakt ein Montelraum, daher reflexiv. Folgt aus Satz von Montel.

(iv). Sei Q € R™ offen und H(Q) = {f € C*(Q2); f harmonisch} = {f € C(); Af = 0} mit Halbnor-
men pi (f) := || f|x fiir K cQ kompakt. Dann ist H(£2) Montelraum, also reflexiv.

Beweis: o Sei P := }|\cm @a - 0% und E, = {f e C*(Q); Pf = 0}. E, ist abgeschlossener
Teilraum von C°°(Q), daher Montelraum (siehe Satz 7.6).
e Somit H(Q) = Ea (als Menge!) Montelraum. Noch zu zeigen: Topologien gleich. Sei
k e N. Schatze %k durch pg— ab: Sei d = dist(Q, R"\Qg41), 0 € CF(R") mit
spto € B(0,d), 0>0, |lo]1 =1, 0 orthogonal invariant. Fiir f € H(Q), z € Qy, folgt aus
der Mittelwerteigenschaft:

f@)= [ Fw)-ele-y)dy
=0 f(2)= [ f)0"e(a-y)dy

k+1

= 10%Flow <[l - 19%el O

(v). Schwartz-Raum S(R™) := {f € C*(Q);Vm e Ng,a e N :  — (1 +|x|*)™ -0 f(z) beschrinkt}
mit Halbnormen

Pk (f) = sup{(1 + |2[*)™ -0 f(2); o] < k}
fiir k,m € Ny. Ziemlich klar: S(R™) ist Fréchet-Raum. Auch: S(R™) ist Montelraum.

Beweis: Sei m € Ny und (fx)ren €ine Folge mit M = supgey Pm+1,m+1(fr) < 00. Ziel: pp, m-
Cauchy-Teilfolge. Sei € >0, R >0 mit 7 R2 <e. Dann

sup{(1 + |x|2)m 0% fr(2); |z| > R, || < m, k € N}

1
= sup{(l +a2)mt.

1+| B 10 fr (x)]; |x|>R|a|<mkzeN}< <e

———

1+ R2
1
STiR2

Fiir || < m ist {0% fx; k € N} auf B[0, R] gleichgradig stetig. Arzela-Ascoli: Es gibt Teilfolge
mit

Vi, £ €Nt prym(fr, = fr,) <3¢
Teilfolgen ... O

7.3 Satz

Sei (E,T) lokalkonvex und reflexiv. Dann ist E' = (E, 8(E, E"))’ reflexiv.

Beweis: Nach Voraussetzung und Satz 6.7 ist (E,T) = (E”, B(E",E")), Also (E")" = (E",3(E",E")) =

(E, T) =E mit (E",E")=8(E",E). O

Bemerkung Sei E ein halbreflexiver normierter Raum. Dann E = E” Banachraum. (Beachte, dass
E quasitonneliert, also reflexiv.)
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7.4 Satz

Sei (E,T) ein Montelraum. Dann ist E’ ein Montelraum.

Beweis: Nach Satz 7.3 ist (E’, 8(FE’, E)) reflexiv, also tonneliert. Sei B ¢ E' 3(E’, F)-beschrinkt,
konvex und abgeschlossen. Nach Satz 6.7 ist B 7-gleichgradig stetig (da E quasitonneliert), daher
o(E’, E)-kompakt (Satz von Alaoglu-Bourbaki). Aus Proposition 7.5 wird folgen: B ist Te-kompakt
mit C := {A ¢ F; A kompakt}. Da E Montelraum gilt 7¢ = S(E’, E). O

Bemerkung  (i). B C E' gleichgradig stetig (in 0) :<> Ve > 03U eUpVz € U, f € B : |f(z)| <e <
Ve > 03U e UpVa,y e E,(x—y) e UVf e B:|f(z) - f(y)| = |f(z-y)| < e <: B gleichméfig
gleichgradig stetig.

(ii). Sei E ein topologischer Vektorraum. Auf C'(E) sei T, die Einschrinkung der Produkttopologie
von K¥ und 7T¢ die Topologie der kompakten Konvergenz.

7.5 Proposition

Sei B ¢ C(F) gleichmiBig gleichgradig stetig. Dann T, n B = T¢ n B. Insbesondere: B T;-kompakt
< B T¢-kompakt.

Beweis: o c“: Klar.

e . 2“ Sei fe B und V eine Te-Umgebung von f, d.h. es gibt ¢ > 0, C' € F kompakt mit

Vo= {g € Bysup|g(x) - f(z)] < 5} cVv
zeC

Es gibt eine kreisformige Nullumgebung U ¢ F, sodass fiir alle ge B, z,y e E mit x —y ¢ U
gilt:
[f (z) —g(x)] <

Es gibt F ¢ C endlich mit C' ¢ F'+ U (da C kompakt

Wl m

. Dann ist

~—

g
Vrs = {9 € B;sulglf(w) -g(2)[ < 3}

eine 7;-Umgebung von f und es gilt Vp < € Ve o, denn: Sei g€ Vpe. Zuy e C gibt es x € '
mit x —y € U, daher

lg(y) = FW)I < lg(y) - g(@)| +g(z) - f(x)| + |f(z) - f(y)l <e O
7.6 Satz

Sei (E,T) lokalkonvex und F ¢ E ein abgeschlossener Teilraum. Dann gilt:
(i). E halbreflexiv = F halbreflexiv

(ii). E Semi-Montelraum = F' Semi-Montelraum.

Beweis:  (i). Folgt aus Satz 7.1, da o(F, F') = oc(FE, E') n F nach Folgerung 3.8.

(ii). Klar nach Definition.
O

Bemerkung Entsprechende Aussagen fiir ,reflexiv® bzw. ,, Montel* wohl nicht wahr. In vorherigen
Beispielen war F' tonneliert.
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Vollstandigkeit

Definition Sei (F,7T) ein topologischer Vektorraum und A ¢ E.

(i)-

(ii).
(iii).

Ein Filter F auf A heifit Cauchy-Filter :<> Fiir jede Nullumgebung U € T gibt es X € F mit
X-XcU.

A heifit vollstédndig :<> Jeder Cauchy-Filter auf A ist konvergent in A.

E heiit quasivollsténdig <> Jede beschrinkte abgeschlossene Menge ist vollsténdig.

Bemerkung Sei (E,T) ein topologischer Vektorraum und A € F.

(i).

(ii).

Sei F ein Filter auf A, konvergent gegen a € A. Dann ist F ein Cauchy-Filter.

Beweis: Sei U eine Nullumgebung. Dann gibt es eine Nullumgebung V mit V-V cU. a+V
ist Umgebung von a und daher a +V € F,

(a+V)-(a+V)=V-VcU O

. Ist F ein Cauchy-Filter auf A und a € A ein Hiaufungswert von F, d.h. fiir jede Umgebung

U von a und jedes X € F gilt Un X # @ (< a € Nxer X), dann F — a.

Beweis: Sei U eine Nullumgebung. Dann gibt es Nullumgebung V mit V+V c U und X € F
mit X - X ¢ V. Dann
Xn(a+V)4 o

da a Haufungswert. Sei x € X n (a+ V). Fiir y € X folgt dann y — x € V, daher
yex+Vca+V+Vca+U
Damit X ca+U. O

Ist E separiert und A ¢ F vollstdndig, dann A abgeschlossen.

Beweis: Ist x € A, so gibt es einen Filter F in A mit F — z. Dann F Cauchy-Filter nach (i)
und daher in A konvergent. Somit x € A, da Grenzwert eindeutig. O

. Ist A vollstdndig und B ¢ A abgeschlossen, dann ist B vollstédndig.

Beweis: Sei F ein Cauchy-Filter in B, dann ist F Cauchy-Filterbasis in A und somit kon-
vergent in A. Da B € F liegen alle Hiufungswerte in B = B. O

. Sei E vollstandig metrisierbar. Dann ist E vollstandig.

Beweis: Sei F ein Cauchy-Filter. Sei (U, )nen eine Nullumgebungsbasis mit U,, |. Es gibt
Xp € F mit Xy, - X, €Uy, Xy | Sei x,, € X, fiir n € N, dann (z,)ney Cauchy-Folge, also
Tp > T. Sei F der von der Filterbasis {Xp;ne N} erzeugte Filter. Dann = Hdufungswert von
F (da z €N, X,). Da F Cauchy-Filter ist, gilt F — 2. Wegen F 2 F folgt F — x. O
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(vi). Seien (E,T), (F,S) topologische Vektorrdume und f : E — F linear, stetig. Sei F ein
Cauchy-Filter in E. Dann f(F) Cauchy-Filter in F'.

8.1 Satz

Sei E ein separierter topologischer Vektorraum. Dann gibt es einen vollsténdigen separierten topo-
logischen Vektorraum FE, sodass F isomorph zu einem dichten Teilraum von F ist. F ist eindeutig
(bis auf Isomorphie) und heifit Vervollstindigung von E.

Beweis: siehe Horvath, Schaefer O

8.2 Proposition (i). Sei (F,),; Familie von topologischen Vektorrdumen. Dann gilt: Ve e I : E;
(quasi)vollstéiindig = E :=[],<; E, (quasi)vollstéindig.

(ii). Sei I eine Menge. K/ ist vollstéindig.
(iii). Sei E ein Vektorraum. Dann ist (E*,o(E*, E)) vollstindig.

Beweis: (i). Fiir vollsténdig: Sei F ein Cauchy-Filter in F, dann pr, (F) Cauchy-Filter in E,, also
konvergent gegen x, € F, (v € I). Dann F — («,),c; nach Proposition 4.3. Fiir quasivollstindig:
Entsprechend.

(ii). Klar mit (i).

(iii). E* ist abgeschlossen in Produkttopologie von K¥ nach Lemma 4.5, daher vollstéindig.
O

Ziel: Topologischer Raum F, der quasivollsténdig, aber nicht vollstéindig ist.

8.3 Lemma

Sei E lokalkonvex und tonneliert. Dann ist (E',0(E’, E)) quasivollstindig.

Beweis: Sei B ¢ E' o(E', E)-beschrinkt, dann B gleichgradig stetig (Satz 6.12), d.h. es gibt U ¢
Uo(E) mit B ¢ U°. Nach Satz von Alaoglu-Bourbaki ist U°® o(E’, E) kompakt, somit vollstéindig.
(F Cauchy-Filter auf U° = Es existiert F’ 2 F Ultra-Filter, dann F’ — z in U° (Proposition 4.2),
daher = Hiufungswert von F, also F — x.) O

8.4 Lemma

Sei (E, F') ein duales trennendes Paar. Dann ist E dicht in (F*,0(F*, F')). Somit F** Vervollstandi-
gung von (E,o(E, F)).

Beweis: Mit A:={Ac F;Aendlich} gilt T4 = o(F*,F). Seiy € F*, Ae A. Dann ist y|ina o(F, E)-
stetig. Nach Folgerung 3.8 gibt es = € E, sodass (z,)lina = Yliin 4, d-h. ga(z —y) = 0. Da A nach
oben gerichtet ist, folgt die Behauptung. O

Bemerkung  (i). In Lemma 8.4 seiy € F*\E. Sei F := {X; G ¢ F Teilraum mit dim G < oo} wobei
Xg={z € E;(z,")¢ =y|c}. Dann F Cauchy-Filter-Basis bzgl. o (FE, F'), nicht konvergent in
L.

(ii). Ist E ein Banachraum mit dim E = oo, so ist (E’,0(E’, E)) quasivollstindig (Lemma 8.3),
aber nicht vollstdndig (Lemma 8.4).

8.5 Satz

Sei E ein Vektorraum und S, 7 Topologien auf E mit S €7T. T besitze eine Nullumgebungsbasis
U aus S-abgeschlossenen Mengen.
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(i). Sei F ein T-Cauchy-Filter und z € F, sodass F 5 2. Dann gilt F % .

(ii). Sei A ¢ E S-vollsténdig. Dann ist A T-vollstédndig. Insbesondere: (E,S) vollstindig = (£, T)
vollstandig.

Beweis: (i). Sei U e Y. Dann gibt es A € F mit A- AcU. Fiir y € A gilt also y — A ¢ U, damit
auch s s
y-A cU =A cy-U

somit xey—U,also A—zcU (= Acx+U). Damit Fla

(ii). Klar mit (i), da jeder T-Cauchy-Filter auch S-Cauchy-Filter ist.
O

Beispiel K ist vollstindig (Lemma 8.2). £, mit Norm-Topologie T, Einschrankung S = Produkt-
topologie N¢,, (mit £, ¢ KN). By, ist abgeschlossen in Produkttopologie (Komplement offen), somit
S-vollsténdig. Somit By, auch T-vollstédndig nach Satz 8.5.

Bemerkung Satz 8.5(ii) gilt auch mit folgenvollstindig.

8.6 Satz

Sei E lokalkonvex und quasivollstéindig. Sei B ¢ E' o(E’, E)-beschriinkt, dann ist B S(E’, F)-
beschrankt, d.h. B, = Bg.

8.7 Folgerung

Sei FE quasivollstédndig, lokalkonvex und quasitonneliert. Dann ist E tonneliert.

Beweis: Aus E quasivollsténdig folgt B, = Bg nach Satz 8.6. Satz 6.7: E quasitonneliert < £ = Bg.
Daher £ = B, = Bg und somit E tonneliert (Satz 6.12). O

Definition Sei (E,7T) lokalkonvex und B ¢ E absolutkonvex, beschriankt und abgeschlossen. Defi-
niere Fp :=lin B mit Halbnorm pp (Norm, falls E separiert, da B beschrinkt). Dann (E,pg) <
(E,T) stetig (da B beschrinkt).

8.8 Lemma

Sei (E,R) lokalkonvex und B ¢ E absolutkonvex, beschriinkt, abgeschlossen und vollstéindig.
(i). (EB,pp) ist vollstéindig.

(ii). Sei D ¢ E eine Tonne. Dann wird B von D absorbiert.

Beweis:  (i). Folgt aus Satz 8.5 mit E=Ep, SSRNER, T=T,,. Die Kugel {z € Ep;pp(z) <1} =B
(da B abgeschlossen) ist somit pp-vollstindig.

(ii). (Ep,pp) ist vollstindig und halbmetrisch, daher Baire-Raum (Satz von Baire gilt auch
fiir halbmetrische vollstindige Rdume.) und somit tonneliert nach §6. D n Ep ist Tonne
in (Eg,pp), daher Nullumgebung, also wird B absorbiert.

O

Beweis: (von Satz 8.6)
B° ist eine Tonne. Ist A ¢ E beschrinkt, dann aco A abgeschlossen und beschrinkt, also nach

Voraussetzung vollstéindig. Somit wird A von B° absorbiert (Lemma 8.8), also wird B € B°® von
A° absoriert. Damit B S(E’, E)-beschrinkt. O
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8.9 Satz (Grothendieck)

Sei (E,T) lokalkonvex und A eine gerichtete Uberdeckung von E, bestehend aus abgeschlossenen
absolutkonvexen beschriankten Mengen. Sei F := {y € E*;VA € A : y|4 stetig}, dann ist (F,T4)
Vervollstindigung von (E’, T4).

8.10 Lemma

Sei E lokalkonvex, A ¢ E absolutkonvex und abgeschlossen. Sei v € E* mit u|4 stetig und € > 0.
Dann gibt es 2’ € E', sodass |[u(x) - (z,2')| < € fiir alle z € A.

Beweis: (Polarenbildung in (E, E*))

Da u|a stetig ist, existiert U € Uy(E) abgeschlossen und absolutkonvex, sodass |u(z)| < e fiir alle
x € Un A. Nach Satz von Alaoglu-Bourbaki ist U° ¢ E' o(E’, E')-kompakt, damit auch o(E*, E)-
kompakt. Auerdem A° absolutkonvex und o(E*, E')-abgeschlossen. Daher ist A° + U° o(E*, E)-
abgeschlossen (nach Lemma 8.11). Da A° + U° absolutkonvex ist, folgt aus dem Bipolarensatz:

(A°+U°) = (A°+U°)*
Nun gilt

1
S ue(UnA)P = (A% nU)° = (4° LU°)>
€

0eA°NU°
c  (A°+U°)*°=A°+U°

Es existieren also w € A°, v € U° ¢ E’ mit
—u=v+w (Su=c-(v+w))
€

Damit folgt mit 2’ :==¢-v
Vae At ue) - (o2} = ¢ - |(w,0)] <& 0

N——
<1

8.11 Lemma

Sei (E,T) ein topologischer Raum und A, B ¢ E mit A kompakt, B abgeschlossen.
(i). Gilt An B =@, so existiert U € Uy, sodass (A+U)n B =@.

(ii). A+ B ist abgeschlossen.

Beweis: (i). Sei « € A, dann gibt es eine Nullumgebung V, mit (z + V;) n B = @. Sei U, eine
offene Nullumgebung mit U, + U, € V,,. Dann gilt

Ac |J(z+Uy)
zeA

und somit existiert F' ¢ A endlich mit

Ac |J(z+Uy)

zeF

Definiere U := Nyep Uy Ist y € A, so existiert € F' mit y € x + U,.. Also

y+Ucx+U,+ U cax+V,cB
—~
cU,

(ii). Sei z € E\(A+ B). Dann ist (x - A) n B = @&. Nach (i) gibt es eine Nullumgebung U, sodass

(x—A+U)nB=g. Also (z+U)n(A+B) =@, d.h. E\(A+ B) offen.
O
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8.12 Lemma

Sei (X, T) ein topologischer Raum und A ¢ P(X). Dann ist

Co(X,A):={f: X > K;VA e A: f|astetig, beschrinkt}

versehen mit Halbnormensystem

pa(f) = Sug|f(=’f)| (Ae A feCy(X,A))

vollstandig.

Beweis: e Die Topologie auf Cy(X,.A) ist die Initialtopologie bzgl.

04 Cp(X, A) > Cp(A), f = fla (AecA)

Sei F ein Cauchy-Filter in Cp(X,.A). Dann ist fiir alle A € A der Bildfilter o4 (F) ein Cauchy-
Filter in C,(A). Da C,(A) vollsténdig ist, existiert fiir A € A ein g4 € Cp(A), sodass g4 (F) —
gA-

Nach Proposition 4.3:
F=geCy(X,A) = VAeA: 0a(F) ~ 0a(9) = gla
Wir zeigen: Fiir A, B e A mit An B # @ gilt galans = 98|ans- Betrachte dazu
pe: Co(A) > Co(An B), f = flans pa: Cp(B) = Co(AnB), f = flans

(sind stetig). Damit pup(0a(F)) = galans und pa(es(F)) = gplans und pp(0a(F)) =
1a(op(F)). Da Cy(An B) separiert ist, folgt ga|lanp = 9Blans. Setze

o(z) = {gA(x) xEAeAer(X,A)

0 sonst

Hiermit folgt F — g, da 04(g) = ga.

Beweis: (von Satz 8.9, Polarenbildung in (E, F))

(i)-

A ¢ B,(E,F) (damit ergibt T4 auf F Sinn): Sei A € A, u € F. Dann gibt es U € Ug(T),
sodass |u(z)| <1 fiir alle z € U n A. Da A T-beschrinkt ist, gibt es A\g > 1 mit A € A\g-U. Fiir
x € A folgt daher /\io cxeUn A, somit [u(z)] < Ag. Also

VA2 Ao Acu ™ (B[0,)])

Diese Urbilder bilden Nullumgebungsbasis in E, also A o(E, F')-beschrénkt. (Hiermit auch
gezeigt: F < Cy(E,A).)

. E' dicht in F: Sei U := {e- A°; A e A e >0}. U ist Nullumgebungsbasis von T4 und es folgt

aus Lemma 8.10, dass E’ dicht in F bzgl. T4 liegt.

Vollsténdigkeit von (F),7T4): Betrachte id : Cy(E,A) — KE. Dann ist id stetig, da A eine
Uberdeckung ist. Denn: Sei € > 0 und 21,...,7, € E, U = {f e KE;max;_1__,|f(2:)] < €}.
Dann ist

id™(U) = {f € Cy(B, A); max |f(z:)] <&}
Da A gerichtete Uberdeckung ist, existiert A € A mit ; € A fiir i = 1,...,n. Daher B,, (0,¢) €
id™H(U).
E* ist abgeschlossener Teilraum von K¥ (Lemma 4.5), damit auch abgeschlossen in Cy,(E, .A).

Somit F = Cy(FE,A) n E* vollstindig als abgeschlossener Teilraum von Cy(FE,.A) (Lemma
8.12).
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8.13 Folgerung
Sei (E,T) lokalkonvex und separiert. Dann ist
E:={ue(E");VBc E glgr. stetig : u|p o (E', E) - stetig}

eine Vervollstiandigung von E. Hierbei tragt E die Topologie T¢ mit £ := {B ¢ E’; B gleichgradig
stetig}.

Beweis: Sei A := {U%U € Uy(T)}. Dann ist A eine gerichtete Uberdeckung von E’, bestehend
aus abgeschlossenen absolutkonvexen beschrinkten Mengen. Es gilt T4 = T¢ und Ton E = T
(denn {U c Up(T);U Tonne} ist Nullumgebungsbasis von 7). Behauptung folgt aus 8.9 mit E =
(E',o(E',E))". O

8.14 Folgerung

Sei (E,T) lokalkonvex und separiert. E ist vollstindig <> E ist isomorph zu E aus Folgerung 8.13.
Beweis: Klar mit Satz 8.1 und Folgerung 8.13. O

8.15 Folgerung

Sei E ein Banachraum und u € (E')* o(E', E)-stetig auf Bgs. Dann ist u o(E’, E)-stetig, also
selbst ein Element von E.

Beweis: Nach Folgerung 8.14 geniigt es zu zeigen: u € E. Dafiir geniigt u|ye ist o(E’, E)-stetig fiir
alle U € Uy(T). Es gilt Bg(0,¢)° = Bg (O, %) Somit folgt die Behauptung, da {Bg(0,¢);e > 0}
Nullumgebungsbasis. O

8.16 Satz

Sei E ein bornologischer lokalkonvexer Raum. Dann ist (E’, 3(E’, E)) vollstéandig.

8.17 Lemma
Sei (E,T) ein topologischer Vektorraum und B € E. Dann dquivalent:
(i). B beschrinkt

(ii). Fiir jede Folge (z,,)neny in B und Nullfolge (A, )nen in K gilt A, - 2, = 0 fiir n > oo.

Beweis: o (i) = (ii): Sei (2 )ney in B und (A )ney Nullfolge in K. Sei U € Uy (T'). Es gibt £ >0
mit A- B c U fiir |A| < e. Es existiert ng € N, sodass |\,| < ¢ fiir alle n > ng. Damit A, -2, € U
fir n > ng.

e (ii) = (i): Annahme B nicht beschrénkt, dann gibt es U € Uy(7) mit B ¢ n-U fiir alle n € N.
Mit @, € B\n-U gilt + -z, ¢ U (neN), also L -, 4 0. Widerspruch!
O

8.18 Lemma

Seien E, F lokalkonvexe Riume, u: F — F linear und B ¢ E beschrinkt, absolutkonvex mit u|p
stetig. Dann ist w(B) beschrinkt.

Beweis: Sei (Zy)nen in B, (An)neny Nullfolge in K. Dann A, -z, - 0 (n - o) nach Lemma 8.17
und A, - x,, € B fiir grofie n (da B absolutkonvex). Daher

A w(xn) = u(Ay - 2n) > 0 (n > o)
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also u(B) beschriankt nach Lemma 8.17. O

Beweis: (von Satz 8.16)

Anwendung von Satz 8.9 (Grothendieck) mit A := { A ¢ E; A beschréinkt, absolutkonvex, abgeschlossen},
dann T4 = B(E', E). Sei y € E* mit y|a stetig fiir A € A. Nach Lemma 8.18 ist y(A) beschrinkt.
Aus Proposition 6.14 folgt, dass y stetig ist, d.h. y € E’. Nach Satz 8.9 ist somit (E’,3(E’, F))
vollstandig. O

Bemerkung Da metrisierbare lokalkonvexe Rdume bornologisch sind, folgt die Vollsténdigkeit der
Duale von C§°(€2), £(£2), S(R™), C(Q) fiir o-kompakte €.
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Lokalkonvexe Finaltopologien & Topologie auf
D(2)

Sei 2 ¢ R" offen. Fiir K ¢ Q) kompakt sei
Dic() = {f € CF (Q;spt f € K} = O (int K)
der Fréchet-Raum bzgl. des Halbnormsystems
pi(f) =sup{|0” f(x)|;z € K,a € Ny, |a| < k}

Die Topologie auf D(2) := CZ () soll die feinste lokalkonvexe Topologie sein, fiir die alle Einbet-
tungen
Dk () = D(Q)

stetig sind. Wir versehen D(2) mit der lokalkonvexen Finaltopologie bzgl. id : D — D fiir K € Q2
kompakt (sieche Satz 9.1).

9.1 Satz

Sei E ein Vektorraum und (X, F,),c; eine Familie von topologischen Réumen. Seien f, : X, > F
fir cel.

(i). Es existiert die feinste lineare (lokalkonvexe) Topologie T auf E, sodass alle Abbildungen
fo i (X, T.) = (E,T) (veI) stetig sind. T heifit lineare (lokalkonvexe) Finaltopologie auf E

ngl. (fL)Lg[.

(ii). Sei (F,S) ein topologischer linearer (lokalkonvexer) Vektorraum und ¢ : F — F linear. T sei
die lineare (lokalkonvexe) Finaltopologie auf E bzgl. (f,),c;. Dann

g: (B, T)— (F,S)stetig<Viel:gof, :(X,,T,) - (F,S)stetig

Beweis: (i). Sei M := {S c P(F);S lineare (lokalkonvexe) Topologie auf E, Ve I: f,: (X,,T,) -
(E,S) stetig}. Da {@, E} € M gilt M # @. Sei T die Initialtopologie auf E bzgl.

id: E—~ (E,S) (SeM)

Dann ist 7 eine lineare (lokalkonvexe) Topologie auf E (Satz 1.3, Beispiele vor 2.4). Aus
Stetigkeit folgt S ¢ T fiir alle S € M. Noch zu zeigen: T € M. Nach Satz 1.1 gilt:

foi (X, T) = (E,T)stetig = VS e M : f,(X,,7,) - (E,S) stetig

fiir ¢ € I. Dies gilt nach der Definition von M.

(ii). ,,=* ist klar. ,<=“: Sei T’ die Initialtopologie auf E bzgl. g : E - (F,S). Dann 7" linear
(lokalkonvex). Nach Satz 1.1 ist f, : (X,,7,) - (E,T') stetig fiir « € I, daher 7' € M und
somit 7' T.

[
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9.2 Folgerung

Sei 2 € R™ offen und w: D(Q2) — K linear. Dann dquivalent:
(). u stetig
(ii). VK ¢ Q kompakt: u|p, (o) stetig
(iil). Sei (fx)ken in D(2) mit Upey Spt fr relativ kompakt in Q, 0% fr, — 0 gleichmifig (o € Ny).
Dann gilt u(fi) = 0 (k — o0).
Beweis: o (i) < (ii): Klar mit Satz 9.1(ii).

e (ii) < (iii): In (iil) ist die Folgenstetigkeit von w in 0 auf Dg () mit K := UgenSpt fx
formuliert. Da Dg (£2) metrisierbar ist, ist dies dquivalent zur Stetigkeit von ulp, (o) in 0.
Da w linear ist, folgt die Behauptung.

O

Bemerkung  (i). In der ,Distributionentheorie ohne Topologie® wird (iii) als Stetigkeitsbedingung
formuliert. D(Q)" ist der Raum der Distributionen auf €.

(ii). Weitere Aquivalenz in Folgerung 9.2:
(iv) VK < Q kompakt Im e Ny, ¢>0:
VfeDr () :fu(f)] < - max{[|0% f[e; o € NG, o < m}
Klar, da Halbnormsysten auf D (2) gerichtet.

Definition  (i). Sei F ein Vektorraum und I eine gerichtete halbgeordnete Menge. Sei (FE,),cr
eine Familie von Teilrdumen von E mit E, € F,, fiir 1 <k, E = U,y E,. Fiir ¢ € I sei 7T, eine
lokalkonvexe Topologie auf E,, sodass die Einbettung (E,,7,) < (Ex,7x) fir ¢ < k stetig
sind. Sei T die lokalkonvexe Finaltopologie auf E bzgl. id : (E,,7,) - E (v € I). (E,T)
heifit lokalkonvexer induktiver Limes von ((F,,T,)).cs- Dieser heifit strikt genau dann wenn
T.nE, =17, fir alle ¢ < k.

(ii). Ist (E,T) ein strikter lokalkonvexer induktiver Limes einer Folge von Banachrdumen (Fréchet-
Réumen), so heifit (F,7) LB-Raum (LF-Raum).

Beispiel  (i). Sei Q ¢ R" offen. D(Q?) ist ein LF-Raum. (Sei (2 )ken eine Standardausschopfung
von €. Dann ist (D(€2), 7)) strikter lokalkonvexer induktiver Limes von (Dg-, Tg,)-)

(ii). Fir Q cR™ offen ist D™ () := CZ () ein LB-Raum.

(iii). Sei © ein lokalkompakter topologischer Raum. Sei C(§2) versechen mit der Topologie der
kompakten Konvergenz 7.. Dann ist (Cc(€2), 7¢) ein strikter lokalkonvexer induktiver Limes
von ((Co(int K), || ) ) K et kompakt- Wenn € o-kompakt ist, so ist (Cc(€2), 7¢) ein LB-Raum.

(iv). E:=H({0}) seien Keime der bei 0 € C holomorphen Funktionen,
H({0}) :={f:U - C;0eUoffen},.
f~g<=>3VcCoffen,0eV: fly =glv

Betrachte ((H5(B(0,2))/-, ] - [oo))nen. Ist Folge von Banachriumen. Sei (H({0}),7) der
lokalkonvexe induktive Limes dieser Folge von Banachrdumen, dann ist dies kein LB-Raum,
da nicht strikt.

9.3 Satz

Sei F ein Vektorraum und (E,,7,),; eine Familie von topologischen Rdumen, f, : E - E, linear
fiir c € I. Sei T die lokalkonvexe Finaltopologie auf E bzgl. (f,),cr. Dann ist

B:={U c E;U abskvx, absorbierend, Ve e I : f,1(U) e Up(T;)}

Nullumgebungsbasis von 7.
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Beweis: Sei U € Uy(T) absolutkonvex, dann ist U € B. Noch zu zeigen: B €Uy (7). Sei U € B. Dann
ist (E,py) lokalkonvex und fiir alle ¢ € I ist f, : (E,,7,) — (E,py) stetig. Damit 7,, ¢ 7 (nach
Definition der Finaltopologie) und somit U € Uy (T). O

Bemerkung Eine Nullumgebungsbasis der linearen Finaltopologie ist schwieriger anzugeben.

9.4 Lemma

Sei E lokalkonvex, I ¢ E ein Teilraum und V' € Uy (F') absolutkonvex. Dann gibt es U € Uy(E)
absolutkonvex mit V =Un F. Ist xg € E\F, so kann U so gewiihlt werden, dass xg ¢ U.

Beweis: Es gibt U € Uy(E) absolutkonvex, sodass UnF ¢ V. Dann ist U := co(UuV') absolutkonvex
(da U UV kreisformig). Weiterhin gilt UnF =V:Ist z e U,y eV, te(0,1) mit (1-t)-z+t-ye F,
dann z e FnUcV, also (1-t)-z+t-yeV.

Falls 2o € E\F, so sei U so gewiihlt, dass (29 +U)nF =@. Dann 29 ¢ U: Aus 29 = (1-t) -z +t-y
wiirde zo — (1 -t) -z € Fn (zo— (1 -t)U) € Fn (x +U) # @ folgen. Widerspruch! O

9.5 Satz (Dieudonné-Schwartz)

Sei (E,T) strikter lokalkonvexer induktiver Limes einer aufsteigenden Folge ((E,,7s))nen von
lokalkonvexen Teilrdumen.

(i). YneN:TnE, =T,
(ii). Sind alle F,, fiir n € N separiert, dann auch F.
(iii). Sei E,, abgeschlossen in E, .1 fiir n € N. Fiir B ¢ E gilt dann:
B T -beschrinkt < 3neN: Bc E,, B T, — beschrinkt

Beweis:  (i). ,,¢“: Klar, da (E,,T,) < (E,T) stetig nach Definition.

»2“: Sei Uy, € Uy(Ty,) absolutkonvex. Mit Lemma 9.4: Es gibt (Up 1k ) gen mit Upix € Uo(Trsk),
Unsk = Unigs1 0 By fiir k € N. Dann U = Ugen, Unsr € Up(T) nach Satz 9.3. AuBlerdem
U,=UnE,.

(ii). Sei € E,  # 0. Dann gibt es n € N mit x € E,,. Da T, separiert ist, gibt es U, € Up(Ty)
absolutkonvex mit « ¢ U,,. Nach (i) gibt es U € Uy(T) mit U, =U N E,,, also x ¢ U.

(iii). ,,<=“: Bekannt.

»=“ Annahme B ¢ E, fiir alle n € N. Dann gibt es eine Folge (z,)ney in B und eine
aufsteigende Folge (ky)neny in R, sodass

VneN:xz, € Ey,  \Eg,

Nach Lemma 9.4 gibt es (Up)ney mit U, € Up(Tk, ) absolutkonvex mit U,, = U,41 N By, ,
L2, ¢ Upyp fiir n e N. Dann U := UpeyUpn € Uo(T) (Satz 9.3), jedoch z,, ¢ n-U, d.h.

n

(#n)ney € B wird von U nicht absorbiert, damit B nicht beschrénkt. Widerspruch!
Somit gibt es n e N mit B¢ E,,. Aus E, nT =T, folgt, dass B beschriankt in F,, ist.

9.6 Folgerung
Sei 2 € R” offen und B ¢ D(Q2). Dann gilt: B Tp-beschrinkt < 3K ¢ Q kompakt V f € B:spt f ¢ K,

Va e Nj :sup |0 floo < 00
feB

Beweis: Klar mit Satz 9.5(iii). O
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9.7 Folgerung

Sei 2 € R"™ offen, Q # @. Dann ist (D(2), Tp) nicht metrisierbar.

Beweis: Annahme doch. Dann gibt es eine Nullumgebungsbasis (U ) ey mit Uy 2 U1 (k € N). Sei
(Qk)ken eine Standardausschépfung von Q. Fiir k € N gibt es o € Up mit spt g N Qg = @. Dann
{¢k; k € N} beschrinkt (wird von allen Uy, absorbiert). Widerspruch zu Folgerung 9.6. O

9.8 Satz (L. Schwartz)

Sei Q2 ¢ R™ offen. Sei (4 )ken eine Standardausschépfung von Q, Qg = @. Fiir (e )ken in (0, 00)
mit e | 0, (Mg )gen, in No mit my, 1 co setze

U((mi)r: (ex)i) = () 10 €D(Q); sup |0%¢(z)| < ek
keNg \mfﬂk
a|<my

Dann ist U := {U((mi)k, (ek)k)s (Mi)k, (ek)r wie oben} eine Nullumgebungsbasis fiir Tp.

Beweis:  (1). U € Uo(Tp): Ist U € U, so ist U absolutkonvex und absorbierend. Weiterhin gilt:
U nDg~(£2) ist Nullumgebung in D, denn: Sei U = U((my)x, (€x)x), dann

UnDg-={peD(Q);Vj<k: sup [0%p(x)| < p;}
e,
|a\§n§,j

2{peD(Q); sup [0%p|e <k}

lor|<m,
ist Nullumgebung in Dg~(£2).

(ii). U ist Basis: Sei W € Uo(Tp) absolutkonvex. Fiir k € N ist W n Dg- Nullumgebung in Dg-
und
Vk € NoImy € No, 6 > 0V € Dg—, P, () <6 i 0 e W (*)

Ohne Einschrinkung myg 1, 6 |. Es gilt

Q= U Qk+1 = U (Qk+2\m)
keNg keNg

also gibt es (ag)ren, in D(Q) mit oy, > 0, spt ag, € Qpro\ Qs Y ken, @k = 1 (Partition der Eins,
sieche Lemma 9.9). Sei ¢ € D(2), dann

p=72,

keNg

. (2k+1 Q- 90)

9k+1

(endliche Summe!). Falls (281 -y, - @) € W fiir alle k € N, dann auch ¢ € W, da W absolut-
konvex. Nun gilt
P (28 @) <L < osup |0%0(2)]
2eQpr2\ Qe
lor|<my,
Ohne Einschriankung ci 1. Setze g, := i—’;, dann ¢ | 0 und aus ¢ € U((mg)x, (ex)r) folgt
P, (2P @) < osup [0%0(x)| < e -ex = O

€2\
||

also (28*1 . ay - ) € W nach (). Somit U((mg)k, (ex)x) € W.
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9.9 Lemma (Partition der Eins)

Sei 2 ¢ R™ offen und (Ug)gen eine lokal endliche Uberdeckung von Q durch relativ kompakte
Mengen. Dann gibt es (o) ey in D(Q), ag >0, sptay € Uy (ke N) und Yoy ar = 1.

Beweis: Sei (Q)ken eine Standardausschopfung von Q, Qg = @. Fiir z € Q gibt es m € N, r, > 0,
sodass B(x,2r,) € Up,. Es gibt eine Folge (z;)jen sowie eine aufsteigende Folge (ji)ken, jo := 0 mit

Jk+1
52k+1\£2k c LJ l?(xj,Tj)

J=jr+1
Vi=de+1, gk (Qee\Q) 0 B(j,70,) # 2

(fiir erste Bedingung: 41\, ist kompakt). Fiir j € N sei 8; in D(2) mit spt 8; = Blx;,74,],
B;(x) >0 fiir x € B(x;,7,;). Fiir k € N definiere

ay = > Bj
jeN
B(a:j,27‘wj )EUk
(Endliche Summe, da U,, < € fiir groe k& und daher B(x;,2r;;) € Uy, nur fiir j < j, moglich.)
Daher &y € D(R), spt g S Uy. Definiere & := ¥yoyar € C(52) (lokal endliche Summe), dann
a(z) >0 fiir alle z € Q. Mit ay, := % folgt die Behauptung. O

9.10 Satz

Sei FE ein Vektorraum und (F,, 7). lokalkonvexe Rédume. Seien f, : F, - Elinear und 7 die lokal-
konvexe Finaltopologie bzgl. (f,).s in E. E, sei tonneliert bzw. quasitonneliert bzw. bornlogisch
(¢€T). Dann ist (F,T) tonneliert bzw. quasitonneliert bzw. bornologisch.

Beweis: (i). Sei V ¢ E eine Tonne. Dann f;!(V) eine Tonne in E,, also £, (V) e Uy(T,) fiir v € I
Damit V e Uy(7T) nach Satz 9.3.

(ii). Quasitonneliert bzw. bornologisch: Entsprechend. Man beachte: Ist V' ¢ E bornivor und
B ¢ E, beschrinkt, dann f,(B) in E beschrinkt und wird somit von V' absorbiert, d.h.
fu(B) € A-V. Damit

Be [N (fB) e X fH(V) O

9.11 Folgerung
Sei 2 € R™ offen. (D(2), (D', D) ist vollsténdig.

Beweis: D(Q) ist bornologisch nach Satz 9.10 (wegen Dg (2) = C¢°(int K') bornologisch, da me-
trisierbarer Raum, Satz 6.3). Daher D(Q2)’ vollstéindig nach Satz 8.16. O

9.12 Satz (i). Sei (E,T) strikter lokalkonvexer Limes einer Folge ((Ey, Tpn))neny von Teilrdumen
wobei E,, Semi-Montelraum (n € N) und E,, abgeschlossen in F,,;. Dann ist E ein Semi-
Montelraum.

(ii). Sei 2 cR™ offen. D(N) ist Montelraum, also insbesondere reflexiv.

Beweis: (i). Sei B ¢ E abgeschlossen und beschrénkt. Nach Satz 9.5 gibt es n € N, sodass B ¢ E,,
und B T,-beschrinkt. B ist in F, abgeschlossen, somit B kompakt in F,, da F, Semi-
Montelraum. Damit kompakt in E.

(ii). Sei (Q)ken eine Standardausschépfung von 2. Nach einem Beispiel in §7 (nach Folgerung
7.2) ist Dg- = CF° (int ) ein Montelraum. Aus Satz 9.10 und (i) folgt die Behauptung.
O
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9.13 Satz

Sei (E,T) strikter lokalkonvexer induktiver Limes einer Folge ((Ey,Tn))nen von vollstédndigen
lokalkonvexen Rdumen. Dann ist F vollstdndig.

Beweis: Sei F ein Cauchy-Filter auf F.

(i)-

(ii).

(ii).

Sei G := {B+V;BeF,Vely(F)}. Dann ist G eine Filterbasis, denn
(B+V)n(B'+V')2(BnB")+(VnV’)

eF Uy

Der erzeugte Filter G ist ein Cauchy-Filter: Zu U € Uy (F) gibt es V e Uy (E) mit V+V -V c U.
Es gibt B € F mit B- B c V. Daher
(B+V)-(B+V)cV+V-VcU
Offenbar gilt F 2 G. Wir zeigen in (ii):
IJneNVAeG:AnE,+@ (1)

Es folgt, dass G n F,, Cauchy-Filter auf E, und daher konvergent, G n F,, - x € E,. Dann
G - z und somit F — z, da F feiner als G.

Annahme (1) gilt nicht. Dann gibt es (By )neny in F und (Vi )ney in U (E), sodass
VneN: (B, +Vy,)nE,=2
mit V,, absolutkonvex und V41 € V,, (n € N). Wir zeigen in (iii):
VWV eldy(E)VneN: (B, +V)nE, =2 (2)
Da F ein Cauchy-Filter ist, gibt es B € F mit B - B ¢ V. Daher

B-B,nBcV =Bc(B,nB)+VcB,+V
——
+2

also BNnE, =@ fir neN, also B =@ ¢ F. Widerspruch!
Zeige (2). Fiir n € N sei
W, :=co (Vn ulJ(Ven Ek))
k<n
Dann gilt (immernoch) (B, + W) n E,, = @ (Annahme nicht: Dann gibt es x € B, y € V;,,
z€Fn 1,te[0,1]]mit z+t-y+z€E,. Dannt-yeV,, daher x+t-ye (B, +V,)nE, = @.
Widerspruch!) Definiere
V= co(U(Vk mEk))
keN
Dann V absolutkonvex und V' 2 Vi, n Ej, fiir k € N, somit V' Nullumgebung in E (Satz 9.3).
AuBlerdem ist

V, u U(VkﬁEk)QU(VkﬂEk) (nEN)
k<n keN

also W,, 2 V und somit

9.14 Folgerung

Sei 2 € R™ offen. Dann ist D(2) vollstindig.

Beweis: Klar mit 9.13. O

Bemerkung Leichter als 9.13: F strikter lokalkonvexer Limes einer Folge (E,)neny von quasi-
vollstéindigen (bzw. folgenvollstindigen) Réumen mit FE,, abgeschlossen in E, 1. Dann ist E qua-
sivollstandig (folgenvollstindig). Klar mit Satz 9.5(iii).
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10

Prakompaktheit

Definition Sei (E,T) ein topologischer Vektorraum und A € E. A heifit prikompakt
= VYU elUp(T)3IB ¢ Eendlich:AEB-t—U(: U(b+U))
beB

Bemerkung  (i). A prikompakt = A prikompakt. (Betrachte abgeschlossene Nullumgebungsbasis
in Definition.)

(ii). A prikompakt = A prikompakt

(iii). Teilmengen und skalare Vielfachen von prikompakten Mengen sind prikompakt.

(iv). Endliche Vereinigung und Summen prikompakter Mengen sind prikompakt.
).

(v). A prikompakt = A beschrinkt

10.1 Satz

Sei (E,T) ein topologischer Vektorraum und A ¢ E. Aquivalent:
(i). A prikompakt

(ii). Zu jedem Filter auf A gibt es einen feineren Cauchy-Filter.

(iii). Jeder Ultrafilter auf A ist ein Cauchy-Filter.

Beweis: e (ii) < (iii): Klar, da jeder Filter einen feineren Ultrafilter besitzt.

e (i) = (iii): Sei F ein Ultrafilter auf A und U € Uy(T). Dann gibt es B ¢ E endlich mit
A c B+U. Dann gehort eine der Mengen (b+U) n A, be B, zu F (da F ein Ultrafilter ist,
gilt fiir C' € A entweder C' € F oder A\C' € F). Daher F Cauchy-Filter: Sei V € Uy(T), dann
existieren U e Up(T), be Bmit U-U cV und (b+U) N A € F und somit

(b+U)nA) - ((b+U)NnA)cU-UcV

e (ii) = (i): Annahme A ist nicht prikompakt. Dann gibt es U € Uy(T), sodass A\(B+U) + @
fir B ¢ E endlich. Somit ist

{A\(B +U); B ¢ Eendlich}

eine Filterbasis auf A und nach Voraussetzung gibt es einen feineren Cauchy-Filter F. Daher
gibt es C e F mit C-C cU. Fiir x € C folgt C cxz+U, also (x+U)nAeF. Aber auch
A\(z + U) € F nach Konstruktion, also @ € F. Widerspruch!

O

10.2 Satz

Sei E ein topologischer Vektorraum und A ¢ E. Aquivalent:
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(i). A kompakt

(ii). A prikompakt, vollstéindig

Beweis: e (i) = (ii): Priakompakt ist klar. Vollstindig: Sei F ein Cauchy-Filter auf A. Nach
Satz 4.2 besitzt F einen Haufungswert x. Daher F — x, da F Cauchy-Filter.

e (ii) = (i): Sei F ein Ultrafilter auf A, dann F Cauchy-Filter nach Satz 10.1, also konvergent.
Mit Proposition 4.2 folgt die Behauptung.
O

10.3 Satz

Sei (E,T) ein topologischer Vektorraum und A ¢ E priikompakt.
(i). Die kreisformige Hiille cir A von A ist prikompakt.

(ii). Ist E lokalkonvex, so sind co A und aco A prikompakt.
Beweis: (i). Sei U € Up(T) kreistérmig. Dann gibt es B € E endlich mit A< B+ U. Dann

cirA:=JXAc U\ B+A-U)ccirB+U
[Al<1 [Al<1

Die Menge cir B = Upep Bx[0,1] - b ist kompakt (da stetiges Bild einer kompakten Menge),
also gibt es By € F endlich mit cir B ¢ By + U. Damit

crAccirB+Uc B +(U+U)

(ii). Sei U € Uy(T) absolutkonvex. Dann gibt es B € E endlich mit A ¢ B + U. Die Menge

beB beB

aco A = {Z Ap - b; (>\b) € BK[O, l]B, Z |)\b| < 1}

ist kompakt, da stetiges Bild der kompakten Menge

{()\b) € BK[O, 1]3; Z |)\b| < 1}

beB

Somit gibt es By € E endlich, sodass acoB ¢ By + U.

Sei x € aco A, dann x = Y7 py - x5 mit xy,... 2, € A, YU py] < 1. Es gilt x5 = by +y; fiir
einb; e B, y; €U (j=1,...,n). Somit

n

n
w= g = ) b+
j=1 j=1 J
—_— — o —
caco B eacoU=U

pi-yjcacoB+Uc B+ (U+U)
-1

also acoAc By + (U +U).

O
10.4 Folgerung
Sei E ein quasivollstdndiger topologischer Vektorraum und A ¢ E kompakt.
(i). cird := cir A ist kompakt.
(ii). Ist E lokalkonvex, so ist acoA kompakt.
Beweis: Satz 10.2, 10.3 O
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Definition Sei E ein lokalkonvexer Raum und A ¢ P(E) das System der prikompakten Teilmengen
von E. Dann ist 7. := T4 auf E die Topologie der prikompakten Konvergenz.

10.5 Proposition
Sei E lokalkonvex und M ¢ E’ gleichgradig stetig. Dann gilt 7, n M =o(E',E) n M.

Beweis:  (i). Tpe 2 0(E’, E): Klar nach Definition, jede einpunktige Menge ist prékompakt.
(ii). Tpen M co(E',E)nM: Zu zeigen: Zu z(, € M, A€ A gibt es x1,...,z, € E, sodass

J=1,...

1
{z’ eM; su (@), 2" —xp)| < 2} c {x’ € M;sup [(z,2" — zp)| < 1}

zeA

Da M - z{, gleichgradig stetig ist, gibt es U € Uy(E), sodass

sup [(z, 2" - xg)| <
z'eM
xeU

Do | —

Es gibt 21,...,2, € Emit Ac U (2;+U). Fiir v € Agibt esalso j e {1,...,n} mit z~x; e U

und daher folgt fiir 2’ € M mit sup; [(z;, 2" - z{)| < 3:
supl(z, 2’ - 20)| < sup |(w;,2" - x5)| + sup (y, 2" - x5
zeA j=1,....n yeU

<1 O

Bemerkung 7, wird in §11 fiir metrische lokalkonvexe Rdume benutzt werden.
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Satze von Banach-Dieudonné und Krein-Smulian

11.1 Satz

Sei E ein Banachraum und F ¢ E’ ein Teilraum. Dann gilt: F' ist o(E’, E')-abgeschlossen < FnBp
ist o(E’, E')-abgeschlossen.

Bemerkung (Motivation zu Satz 11.1) Sei E ein komplexer Banachraum und Q ¢ C offen. Sei f :
Q — E. ,Traditionell“: f holomorph < V2’ € E': 2’ o f holomorph (Satz von Dunford). Weiter mit
Satz 11.1: Sei f lokal beschrinkt und F := {z’ € E'; 2’ o f holomorph} sei trennend in E. Dann ist
f holomorph.

Beweis: Offenbar ist F' ein Teilraum und o(E’, E')-dicht in E’. Die Menge Bp := {2’ € F;|z'| <
1} = Fn B ist o(E', E)-abgeschlossen: Die Abbildung

0B >C%a' »a'of

ist stetig bzgl. o(E’, F) und der Produkttopologie. Die Menge H := {g : @ — C holomorph;
Vz € Q: |g(2)] < |f(2)]} ist kompakt in C(Q) (kompakte Konvergenz, Satz von Montel), also
abgeschlossen in C%. Dann folgt wegen Br = Bpn@ ' (H), dass Br o(E’, E)-abgeschlossen. Aus
Satz 11.1: F ist o(E’, E)-abgeschlossen, also F' = E’, da F dicht. (Grosse-Erdmann, Beweis von
Arendt-Nikolki) O

11.2 Proposition
Sei E lokalkonvex und 7j := {A ¢ E'; VM ¢ E' gleichgradig stetig: AnM eo(E',E)n M}.

(). Ty ist eine Topologie auf E’ und es gilt 7y 2 Tp.. (Offenbar ist 7; dann die feinste Topologie,
die auf gleichgradig stetigen Mengen mit o(E’, E) iibereinstimmt.)

(ii). 7y ist separiert und translationsinvariant. Jede Nullumgebung ist absorbierend und enthilt
eine kreisformige Nullumgebung.

Beweis: (i). Ty ist Topologie: Klar. T 2 Tp.: Proposition 10.5
(ii). (1) Ty ist separiert, da Ty 2 o(E', E)

(2) Ty ist translationsinvariant, denn das System der gleichgradig stetigen Mengen ist trans-
lationsinvariant.

(3) absorbierend: Sei V' eine T;-Nullumgebung und =’ € E'. Sei M ¢ E’ gleichgradig stetig
und kreisformig mit =’ € M, dann gibt es eine kreisformige o(E’, E)-Nullumgebung W,
sodass Wn M cV nM. Es gibt ae (0,1), sodass A-z" € W fiir || < o, daher

Ax'eWnMcVnMcV
(4) kreisformige Nullumgebung: Sei U eine Ty-Nullumgebung und

V= J{A c U; Akreisformig}
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der ,kreisférmige Kern* von U. Sei M ¢ E’ gleichgradig stetig, dann cir M (c M°°)
gleichgradig stetig. Es gibt W e Uy(o(E’, E)) kreisférmig, sodass

WneceMcUncirMcU
Da W ncir M kreisférmig ist, folgt auch W ncir M ¢V, also

WncirM cV ncir M
>WnMc(WnerM)nMc(VncrM)nM=VnM

also ist V' T¢-Nullumgebung und V c U.
O

Bemerkung Warum in (ii)(4) nur ,kreisférmig“? Weil es keinen ,,absolutkonvexen Kern“ gibt. Im
Allgemeinen 7; keine lineare Topologie.

11.3 Satz (Banach-Dieudonné)

Sei E ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum und A := {{z,;n € N};z, Nullfolge in E}. Dann

7}:7;0:7:4::7;1&

Beweis: (i). Tf 2 Tpe 2 Tns: 1. Inklusion folgt aus Proposition 11.2(i) und 2. Inklusion, da jedes
A e A priakompakt ist.

(ii). Tns 2 Ty: Sei U € Uy(Ty) offen. Es geniigt zu zeigen: Es gibt A € A mit A° cU.

Es gibt eine Nullumgebungsbasis (V;,)ney von E mit Vy = E, Vi,41 € V,, und V,, absolutkonvex
und abgeschlossen (n € N). In (iii) zeigen wir:

n-1
Vn e Ny3B, ¢ Vyendlich: A; nV,; cU mit 4, := | By (*)
k=0
Sei A = Ugen, Bk, dann offenbar A € A und aus A° ¢ A;, folgt
ANV, cU

Aus Nyen, Vi = {0} folgt Upen, Vyy = E, damit A°c U.
(iii). Zu (*): Klar fiir n = 0. Seien By,...,By,-1 schon gewihlt. Zu finden ist B,, ¢ V;, endlich,

sodass
o o
(A, uB,)° NV, cU
———
AO

n+1

Annahme: Es gibt kein solches B,,. Setze C := V> ;\U. Dann
@+ (A,uB)’nC=A4,nB°nC
fir B €V, endlich, daher ist
{A; nB°nC;B ¢ V,endlich}

eine Filterbasis auf C. V;2,; ist nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki o(E’, E')-kompakt,
damit auch Ty-kompakt (da V5, gleichgradig stetig). Da U € Uy(Ty) offen, ist C eine Ty-
abgeschlossene Teilmenge von V., also kompakt.

Alle A? n B° nC sind abgeschlossen (B ¢ V,, endlich), daher gibt es

e N A;’LmB°mC:A20( N B°)nC
BcV, BeV,
B endlich B endlich
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Aus V,, =U ey, Bfolgt V; =N pBcy, B° und somit
B endlich B endlich

e A nVinCcUn(Vo\U) =0
N— ——
v
cU

Widerspruch!

11.4 Folgerung

Sei F lokalkonvex und metrisierbar sowie A ¢ E’. Dann dquivalent:
(). AT,.-abgeschlossen

(ii). Fiir jede absolutkonvexe o(E’, E')-abgeschlossene gleichgradig stetige Menge M ¢ E' ist AnM
o(E', E)-abgeschlossen. (Beachte Unterschied zur Definition von 7;!)

Beweis: (i). ,=“: Klar nach Definition von 7 1L3 Te-

(ii). ,,<=“: Sei M ¢ E’ gleichgradig stetig. Dann M°°(2 M) absolutkonvex, o(E’, E)-abgeschlossen
und gleichgradig stetig. Also ist nach Voraussetzung AnM = (AnM°°)n M relativ o(E’, F)-
abgeschlossen in M und somit ist A T¢-abgeschlossen nach Definition von 7;. Somit auch
Tpc-abgeschlossen nach Satz 11.3.

O

Definition Sei E lokalkonvex und A := {A ¢ E; A absolutkonvex, kompakt}. Dann ist T.. := T4
eine Topologie auf E’.

Bemerkung  (i). o(E',E) € Tee € T(E', E) und somit (E',7..)' = E, falls E separiert.
(ii). Falls E quasivollstindig ist, gilt Tp. = Tec vertriglich mit (E, E').

11.5 Satz (Krein-Smulian)

Sei E ein Fréchet-Raum und A ¢ E’ konvex. Dann &quivalent:
(i). A o(E', E)-abgeschlossen

(ii). Fiir jede absolutkonvexe o(E’, E)-abgeschlossene gleichgradig stetige Menge M ¢ E' ist AnM
o(FE', E)-abgeschlossen.

Beweis: e (i) = (ii): Klar.

e (ii) = (i): Nach Folgerung 11.4 ist A 7T,.-abgeschlossen, also auch 7T..-abgeschlossen, da E
vollsténdig. Da T, vertriglich mit (F, E') ist, ist A auch o(E’, E')-abgeschlossen (A konvex).
O

Beweis: (von Satz 11.1, ,<=“) Ist M ¢ E’ gleichgradig stetig, so ist M ¢ Bg/[0,r] fiir geeignetes
r > 0. Dann F n Bg/[0,r] o(E’, E)-abgeschlossen, daher F'n M relativ o(E’, F)-abgeschlossen in
M. Aus Satz 11.5 folgt die Behauptung. O

Bemerkung Satz 11.1 stammt von Banach.
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Convex compactness & Satz von Krein

12.1 Satz (Krein)

Sei E ein Banachraum und C ¢ o(E, E')-kompakt. Dann ist coC' o(FE, E')-kompakt.

Bemerkung  (i). Ist F lokalkonvex, quasivollstindig und C' o(F, E')-kompakt, dann ist coC
prikompakt und vollsténdig, also kompakt. Jedoch ist (E,o(FE, E’)) nicht quasivollstindig,

falls E/ nicht reflexiv ist:
5 E”,E,
Br ( ) _ By

(ii). Im reflexiven Banachraum ist Satz 12.1 klar.

Definition Sei F lokalkonvex und separiert. E besitzt die convex compactness property :< Fiir
jede kompakte Menge C' ¢ E ist auch coC' kompakt.

. 104 ) .
Bemerkung F quasivollstindig = F besitzt die convex compactness property.

Definition Sei E lokalkonvex und separiert. Sei (€2, 1) ein endlicher Mafiraum und f: Q — F mit
z'o feL'(p) fiir alle 2’ € E'. Dann ist [ fdue (E')* erkliart durch

[ fany= [ oo fan
[ heifit p-Pettis-integrierbar i< [ fdu € E.

12.2 Proposition

Sei E lokalkonvex und separiert und 2 kompakt. Sei f:{) - F stetig. Dann ist

I%

—— o (E™,E)
o J() { [ s ri@)
o(E"™, E")-kompakt wobei M;() := {u > 0 Borel-Maf§ auf Q; u(Q2) =1}.

70’(EM,E,)

Beweis:  (i). co f(Q) ist kompakt: f(Q) ist kompakt und (E™,o(E"™, E’)) vollstindig
(Proposition 8.2). Behauptung folgt mit Proposition 10.4
(ii). Es gilt
cof(Q):{f fd,u;ueMl(Q),sptuendlich} (+)
Die Menge M;(Q) ist kompakt fiir o(M(Q2),C(Q)) (vage Topologie) wobei M() die
Menge der signierten Borel-Mafle auf 2 mit endlicher Totalvariation (2 C(Q)’, Satz von

Riesz-Markov). M () ist eine abgeschlossene Teilmenge von B¢ () nach Satz von Alaoglu-
Bourbaki. Die Abbildung

M@ 3 [ fdueB”
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ist vag-o(E"*, E')-stetig: Fiir jedes 2’ € E' ist

M(Q)alu»/x’ofdueK

vag-stetig (da 2’ o f stetig), dann Satz 1.1. Somit ist die Menge

{f fdu;u€M1(Q)}

o(E"™, E")-kompakt, daher abgeschlossen und aus () folgt ,,c*.

Andererseits trennt {p € M();sptp endlich} C(Q2). Daher ist {p € M(2);spt p endlich}
vag dicht in M(Q). Daraus folgert man, dass {u € M;(Q);spt p endlich} dicht in M (Q) ist
(siche Bourbaki, Intégration, Abschnitt 3 §2 no. 4). Damit folgt aus (*) die Gleichheit.

O

12.3 Proposition

Sei E lokalkonvex und separiert und C ¢ E kompakt. Aquivalent:
(i). @0 C kompakt
(ii). Ist 2 kompakt, e M1(Q), f:Q — C stetig, so ist f p-Pettis-integrierbar.
(iii). Fiir alle pe M1(C) gilt [ du(z) € E, dh. C3 2z~ x € E ist p-Pettis-integrierbar.

Beweis: e (i) = (ii): Folgt aus Proposition 12.2, da aus (i) folgt, dass @0 C o(E"*, E’)-kompakt.
e (ii) = (iii): Klar.

E,*,E,)

e (iii) = (i): Aus Proposition 12.2 folgt, dass co o ¢ E. Somit ist

/) U(El*7El)

coC =co C’U(E’E =coC

o(E,E")-kompakt, damit o(E, E’)-vollstindig. Aus Satz 8.5(ii) folgt, dass coC vollstindig
(beachte dazu, dass E Nullumgebungsbasis aus absolutkonvexen o(FE, E’)-abgeschlossenen
Mengen besitzt). Da co C prikompakt ist (Satz 10.3) folgt die Kompaktheit von ¢oC.

O

12.4 Satz

Sei E lokalkonvex, separiert und C € E o(E, E')-kompakt.

(i). Sei x € co o7

o(E', E). Dann gilt

und (2] )ney mit {x],;n € N} gleichgradig stetig und x|, — 2’ € E’ bzgl.
(z,27,) > (2,2")  (n—o0)

(ii). Sei E zusitzlich separabel und ¢o C vollstindig. Dann ist co C o(E, E’)-kompakt.

Beweis:  (i). Proposition 12.3: Es existiert p € My (p) mit

x = fcydu(y)

Dann
(z,27,) = /C(y,w;)du(y) = L(y,x’)du(y) = (z,2")

(Fiir dominierte Konvergenz benutze gleichgradige Stetigkeit.)
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(ii). Ohne Emschrankung E vollstandig: Sei E die Vervollstandigung. Da coC’ vollstandig ist,

folgt co C = coC’ . Daher ist die Behauptung dquivalent dazu, dass coC O’(E , E")-kompakt
ist (beachte E' = ).

Sei M ¢ E' gleichgradig stetig und o(E’, E)-abgeschlossen. Dann ist M o(E’, F)-kompakt
——oo(E™,E")

und daher metrisierbar (da E separabel). Sei x € coC . Aus (i) folgt, dass x|y

o(E', E)-stetig ist. Aus Folgerung 8.13: € E. Somit

——oo(E™,E")

coC=coC cFE

o(E, E")-kompakt.

Beweis: (von Satz 12.1)
(i). E separabel: Die Behauptung folgt aus Satz 12.4(ii).

(ii). Allgemeiner Fall: Idee: Benutze Satz von Eberlein-Smulian (5.4) und zeige, dass co C' bedingt
schwach folgenkompakt ist.

Sei (Zp)neny in coC, dann gibt es einen separablen abgeschlossenen Teilraum Ey von FE,
sodass (T )nen in co(C n Ep) liegt. Die Menge C n Ey ist o(Ey, E{)-kompakt, daher ¢ (C' n
Ey) o(Ey, E{))-kompakt nach (i). Nach Satz 5.4 besitzt (2, )nen eine o(Ey, E))-konvergente
Teilfolge, diese ist dann auch o(E, E’)-konvergent wegen o(Ey, E()) = o(E, E')nEy. Aus Satz
5.4 folgt die Behauptung.

O

12.5 Satz

Sei X kompakt und H ¢ C(X) ¢ KX Jede Folge in H besitze einen Hiufungswert in C(X) bzgl.
der Produkttopologie. Dann ist " kompakt und H ¢ C(X).

Bemerkung  (i). Es gilt sogar: Jedes Element von H ist Grenzwert einer Folge in H.

(ii). Im Allgemeinen ist H nicht kompakt in (C(X), ]+ [ )-

Beweis: (i). Fiir alle t € K ist {f(t); f € H} beschrénkt, damit folgt Kompaktheit aus Satz von
Tychonoff.

(ii). H € C(X): Annahme es gibt g € H, dass nicht stetig ist. Dann gibt es to € X, M € X mit
toe M, e >0 mit
Vte M :|g(t) - g(to)| > Be

Wir definieren nun Folgen (¢, )ney, in X und (fy,)ney in H: Wéhle f; € H mit
|f1(to) = g(to)| < e
Sind tg,...,t,—1 und f1,..., f, schon gewahlt, so wihle

tne{te M;Vk=1,...,n:|fx(t) - fx(to)| < e}
fn+1E{heH;Vk:Oa"'vn:|h(tk)_g(tk)|<€}

Dann gelten folgende Ungleichungen:

lg(tn) —g(to)| >5¢  (keN) (1)
[fu(te) = fa(to)l <e  (k2n) (2)
[fu(te) —g(te)|<e  (0<k<n-1) (3)
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Nach Voraussetzung hat (f,,)nen einen Haufungswert h € C(X). Dann nach (3):

[h(tr) —g(te)l<e (keNo)
Dies zusammen mit (1) ergibt

|h(tn) = h(to)| > 3¢ (neN)
Da X kompakt ist, besitzt (¢, )nen, einen Hiufungswert s € X und daher (da h stetig):

[h(s) = h(to)| = 3¢ (4)
Es gibt m € N, sodass
fm (o) = h(to)le [fm(s) =h(s)| <&
Mit (2) und Stetigkeit von f,,, folgt
[fm(s) = fm(to)| <& = [h(s) = h(to)| < 3¢

Widerspruch zu (4).

12.6 Satz (Eberlein)

Sei E lokalkonvex und separiert. Sei H ¢ F mit ¢o H vollstindig. Dann dquivalent:
(i). H relativ o(E, E")-kompakt
(ii). H bedingt schwach abzdhlbar kompakt

Beweis: e (i) = (ii): Klar.

o (ii) = (i): Sei F die Vervollstiindigung von E. Dann o H abgeschlossen, daher auch o (E, E')-
abgeschlossen. Daher geniigt es zu zeigen, dass H’ schwach kompakt in E ist. Also ohne
Einschriankung E vollsténdig.

Die Menge T
von E™). Also zu zeigen: H ¢ F, benutze dazu Folgerung 8.13. Ist X ¢ E’ gleichgradig
stetig und o(E’, E)-abgeschlossen (dann o(E’, E)-kompakt nach Alaoglu-Bourbaki), dann

ist kompakt in (E™*,0(E"™,E")) (Satz von Tychonoff, Vollstindigkeit
(EI* 7EI)

X

—U(E'*,E’) —G‘(E’*,E’)} _ H7|AX]K 125 C(X)

H |x ={z[x;z e H

(Gleichheit: H’ ist kompakt. Inklusion: Satz 12.5, anwendbar, da H bedingt schwach abz&hl-

bar kompakt). Somit ist fiir jedes x € FJ(E’*, E') z|x o-stetig und aus Folgerung 8.13 folgt
rek.

O

12.7 Satz

Sei (E,T) lokalkonvex und separiert und C € E o(E, E')-kompakt. Dann ¢6C o(E, E’)-kompakt
< coC T(FE,E')-vollstindig.

Beweis: o ,=“ Ist coC o(F, E')-kompakt, dann o(FE, E")-vollstindig nach Satz 10.2 und so-
mit 7(E, E")-vollstindig nach Satz 8.5.

e ,<“: Ohne Einschrinkung 7 = T(E,E’). Nach Satz 12.6 geniigt es zu zeigen, dass coC
bedingt o-abzihlbar kompakt ist. Sei (zy)neny in coC. Dann gibt es einen separablen ab-
geschlossenen Teilraum Ey von E, sodass (2, )neny in co(C n Ep). Satz 12.4(ii) liefert, dass
co (C'n Ey) o(Ey, E})-kompakt ist und somit hat (z,)ney einen Haufungswert in Ey, damit
auch in F.

O
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12.8 Folgerung

Sei F lokalkonvex, separiert und C' ¢ E kompakt. Dann: ©6 C kompakt < ¢6 C' T (E, E’)-vollsténdig.

Beweis: Da C kompakt ist, ist coC' prakompakt. Daher co C' kompakt genau dann, wenn coC
vollsténdig ist (Satz 10.2).

o =" Ist coC kompakt, dann vollstdndig und daher 7 -vollsténdig nach Satz 8.5.
o <=“:coC ist o-kompakt nach Satz 12.7, damit o-vollstéindig, also vollstéandig nach Satz 8.5.

O
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13

Schwach kompakte Mengen in L'(1)

In diesem § sei (92,4, i) ein endlicher Maflraum.

Definition Eine Menge H ¢ L'(11) heifit gleichgradig integrierbar :<> H ist beschréinkt und
lim [ |f1du=0
im [ |flds

pr(E)—0
gleichméBig fiir f e H, d.h.

Va>05|5>0VEeA,/,L(E)<5erH:[E|f|du<s

13.1 Satz (Dunford-Pettis)

Fiir H ¢ L'(u) ist #quivalent:
(i). H relativ schwach kompakt
(ii). H gleichgradig integrierbar

13.2 Satz (Grothendieck-Kriterium)

Sei E ein Banachraum und C ¢ E. Fiir alle € > 0 existiere eine schwach kompakte Menge C; ¢ E,
sodass C ¢ C. + B(0,g). Dann ist C relativ schwach kompakt.

13.3 Lemma

Sei E ein Banachraum und (z,)ney in E. Fiir alle € > 0 existiere eine schwach konvergente Folge
(28 )nen In B, 2° := 0 = lim,, 0 25, sodass

|zn —af| <e  (neN)
Dann ist (2, )neny schwach konvergent und

o - lim z,, = limz°®
n—>00 e—0

Beweis: Fiir €, > 0 gilt
’ ’
|25 —anl <ll2f —zal + |20 - 23] <e+e
daher

2¥ —2f| <limsup |25 —af| <&+
n—oo

also existiert z := lim._,o2° und es gilt |z —2°| < e fiir ¢ > 0. Fiir 2’ ¢ E', £ > 0:

limsup |2/ (z - z,,)| < limsup (|2 (2 — 2°)| +[2' (2" - 25| + |2/ (25, — 2,,)])

n—oo n—oo
<2)a’|-e
= limsup|z'(z - z,)| =0 O
n—oo
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Beweis: (von Satz 13.2)
Sei (2,)nen in C. Fiir jedes k € N gibt es eine Folge (2 ),y in C1 mit |k - @] < ¢ fiir neN.

Nach Satz von Eberlein-Smulian gibt es eine Teilfolge (n;) ey von (n)ney, sodass (:L'fl] )jen schwach
konvergent fiir alle k € N (Diagonalfolge). Aus Lemma 13.3: (2, ) ey ist schwach konvergent. Satz

von Eberlein-Smulian gibt die Behauptung. O

13.4 Proposition

Sei H ¢ L'(u). Dann #iquivalent:
(i). H gleichgradig integrierbar
(ii). Es gilt

lim sup |fldw=0
n—o0 ¢y J|fl>n

Beweis: e (i) = (ii): Sei c:=supsey [|f]| und € > 0. Sei § > 0 gem&f der Definition von gleich-
gradiger Integrierbarkeit. Fiir n e N, f € H gilt

e [ |flduznepllf]>n]
[fl>n
Fiir n > § folgt daher

pllff>n] < =<4

Slo

und somit folgt die Behauptung aus der Definition.

e (ii) = (i): Sei € >0 und n € N so, dass

9
Lo duss  (rem)

Fiir § := o, B e A mit u(B) <0 folgt

d =f d +f d
[ \rldn gl [l
s%+n-u(3)$a

Fiir B :=Q folgt analog, dass H beschrinkt ist.

Beweis: (von Satz 13.1)

e (ii) = (i): Fiir n e Nist {g € L?>(p);|g| < n} schwach kompakt in L?(1), da L*(p) reflexiv ist.
Da L?(p) < L'(u) stetig ist, also auch o — o-stetig, ist diese Menge auch in L*(u) schwach
kompakt. Fiir n € N ist also

Hy = {f 1pen); fe H}

relativ o-kompakt. Aulerdem

sup |[f = f - 1pjenilt =0 (n = o0)
feH

nach Proposition 13.4, damit folgt die Behauptung aus Satz 13.2.

o (i) = (ii):
1. Vorbemerkung: Aquivalent zur zweiten Bedingung in der gleichgradigen Integrierbarkeit
von H ist

lim suprfdu:O (1)

u(B)=0 feH
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»Notwendig“ ist klar. ,Hinreichend“: Ohne Einschrinkung K = R. Sei € > 0 und § > 0 ent-
sprechend (1) gewihlt. Dann gilt fiir f € H, u(B) < ¢:

d =[ d ——f dp <2
fB|f| a Bn[sz]f K Bn[f<0]f K c

2. Vorbemerkung: Sei (B, )nen eine disjunkte Folge in A, dann ist
L fro ([ fdn) el
Bn neN

linear und stetig, daher ist das Bild von H rel. (schwach) kompakt in ¢* (1) (vgl. Beispiele in
§5).
Beschrianktheit von H ist klar. Annahme: H ist nicht gleichgradig integrierbar, d.h.

V5>OEI(5>OHBEA,M(B)<5,feH:‘fodu >e

siehe 1. Vorbemerkung). Sei (g;);>2 in (0,00) mit ¥ 506; < 5. Dann gibt es eine Folge
g )i j2265 < 5 g g
(B))nen in A, (fn)new in H, sodass

ijl,...,n—l:f 1l < en U Fody
B, B,

Konstruktion: n =1 ist klar. Sind fi, ..., f, schon gefunden, gibt es § > 0 mit

> €

vj:17"'an:L|fj|dMS5n+l

fir B e A, p(B) < § (denn {f1,...,fn} ist gleichgradig integrierbar). Es gibt B, € A,
w(Bi,1) <dund fr41 € H mit
‘/ fn+1 dﬂ
B’:L+1

By =B\ U Bg,'

Jj=n+1

> €

Fiir n € N definieren wir

Dann ist (B, )nen disjunkte Folge in A und fiir n € N gilt auflerdem

|/ fndu’:‘/ - i
By, B, BiAU=. . B’

j=n+1

>, €
> |- f du> S
[B;f i= 2 ldezg
———
>e S%

(also insbesondere B, # @). Dies zeigt, dass die Menge {(/Bn fd,u)n;f € H} nicht relativ
kompakt in ¢! ist, denn
[t
B.

J

sup { >
feH | j=n
Widerspruch (s. 2. Vorbemerkung)!

O

Bemerkung  (i). Ist u kein endliches MaB, so gilt Satz 13.1 ebenfalls, wenn gleichgradig integrier-
bar zusétzlich bedeutet

VE>OE|B€A,M(B)<oozsupf |fldp <e
feH JO\B
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Dass fiir H relativ schwach kompakt auch dies gilt, folgt so: Annahme nicht, dann gibt es
€ >0, eine disjunkte Folge (B )ney in A, pu(By) < 00, und (fy)neny in H mit

[ aldnze
By,

Dann {([Bn fd,u)n i f e H} nicht relativ kompakt in ¢!, Widerspruch! Dass die Bedingung
auch hinreichend ist, folgt aus Satz 13.1, 13.2.

. Die gleichgradige Integrierbarkeit einer Menge H ¢ L' (1) (auch falls 14(£2) = oo) ist dquivalent

zu
V5>OEIg€L1(u),gzO:sup[ |fldp < e
feH Jfl>g

Es folgt: Ist H ¢ L*(u) relativ schwach kompakt, dann auch {f € L'(u);3g € H : |f| < |g|}.
Insbesondere: Fiir g € L*(u) ist

[~lgl,lgl] = {f € L' (n); ~lgl < f <|gl}

relativ schwach kompakt. Ebenso: Ist g € L'(R), dann {g(- - ¥);0 <y < 1} kompakt, daher

{feL'(R);:3y € [0, 1]: |/ <lg(-~ )}

relativ schwach kompakt.
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zu (1)

zu (2)

By =B

Ziel: Bidual ausrechnen, ohne Dual gut zu kennen.
Sei By := Bo(R™) := C5°(R™) und B := B(R™) := C¢°(R™) mit Normen py, k € Ny,

pr(p) = sup [0%¢(z)| = max |0%¢|
zeR"™ lal<k
|| <k

Dann sind B, By Fréchet-Raume.

Zur Erinnerung: Ist F lokalkonvex und separiert, so ist
B - (E,,ﬂ(E,,E)), Sil U U*
UeUd

wobei Y Nullumgebungsbasis von E’ (Polarenbildung e in (E"*, E')). Wihle Y := {B°; BC FE
beschrinkt}, damit

—O_(E!*’El)
E'= |J B*= |J acoB
BcE BcE
B beschr B beschr

Schritte zum Beweis von By = B:

(1) Beschrankte Mengen von By, B

(2) Stetigkeitseigenschaften der Elemente von Bj; Fortsetzung dieser Elemente auf B

(3) Einbettung von B in B(; Bestimmung der o(B(’, B} )-Abschliisse beschréinkter Mengen

von By; B{ =B

(4) Bestimmung von (B, B})
Sei A € By. Dann: A beschréinkt <> sup,c4 pr(¢) < oo fiir k € No. Fiir jede Folge ¢ = (cx) ke,
in (0, 00) ist daher

Aci={peBy;Vk e Ny :pp(p) <ci}

beschrénkt. Sei A := {A.; ¢ Folge in (0,00)}. Dann gilt 8(B(,By) = T4 und {A42; ¢ Folge in
(0,00)} ist eine Nullumgebungsbasis von (B, By).
Entsprechend: A ¢ B beschrinkt

o Ac A= {peB;VEkeNo: pi(p) < cx}
fiir eine Folge ¢ in (0, o0).

Die Einbettung C&(R™) = D — By ist stetig und D ist dicht in By (leicht). Daraus folgt
By D' (in dem Sinne, dass u|p € D’ fiir u € BY).

14.1 Lemma

Sei u € Bj,. Dann gibt es m € Ny, ¢ > 0, sodass

Vo eBy:|{@,u)| <c pm(p)

Fiir € > 0 gibt es K ¢ R™ kompakt mit

(peD,spton K =2) = [(p,u)| < - pm(p)
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Beweis: 1. Eigenschaft ist klar (Stetigkeit von u). Annahme 2.Eigenschaft nicht wahr. Dann gibt
es € > 0 und eine Folge (g )keny in D mit disjunkten Trigern, p,, (¢x) = 1 und (@k,u) > €. Dann ist
Z?zl ¢j € D und

k k
() D
j=1 j=1

fiir k£ € N. Widerspruch zur 1. Ungleichung. O

Bemerkung  (i). Fiir m € Ny gibt es M,, >0, sodass fiir alle ¢, € B:

P9 ) < My P (9) P (¥)
(Konsequenz aus der Produktregel).

(ii). Sei (7g)xren eine spezielle Approximation der Eins, d.h. (9g)key in D, beschréankt in By und
fiir jede kompakte Menge K € R™ sei ny|x = 1 fiir k& hinreichend groB. (Zum Beispiel n € D,

e =1 m=n(3).)
14.2 Lemma
Sei u € By und ¢ € B. Dann ist ({ny - ¢, u))ken konvergent,
{o,u)" = lim (- 0, u)
(unabhiingig von der Wahl von (13 )gen)- Ist A € B beschrinkt, so gilt
(M - u) = (@, u)* (k—o0) glm. fiirpe A

eine

Beweis: Sei € > 0. Nach Lemma 14.1 gibt es m € Ny, sodass zu &’ :=
kompakte Menge K ¢ R" existiert mit

(Y eD,sptyyn K = @) = [(¢,u)| <&’ pm ()

Nach Definition von (7x)ren gibt es ko € N, sodass n;, = 1 in einer Umgebung von K fiir k > ko. Fiir
k,k' > ko ist daher (ng —ngr) -0 € D, spt(nx —nxr) - o N K = @, somit

£
2M P (W)‘Supk Pm (nk)

k- o u) = (e - o u)| <€ pr((me =) - ) <€

Mo P (M =151 ) P ()

(Unabhéngig von (7 )ren: Mischen.)

Sei A = A, fiir eine Folge ¢ in (0, 00). Seien € > 0, m € Ny wie oben, ¢ := = . Mit K,
2M7n‘c7n‘bup)€ Pm (nk )
ko wie oben folgt dann
(e - @, u) = (o, u)|* <€+ 2Myy, - sup P (1) - P () < €
keN ——
<Cm
fiir(pe/lc,kako. O

Bemerkung Sei u € Bj). Dann gibt es ¢ > 0, m € Ny wie in Lemma 14.1, d.h. u € (By,pn,)’. Die
Abbildung

J: (Bo,pm) 3 ¢ = (979 pjem € Co(R™) ¥ = B
ist isometrisch. Nach Satz von Hahn-Banach gibt es @4 € E’, sodass u = 4 o j. Wegen Co(R™)’ =
M (R™) gibt es pq € My (R™) fiir |a < m, sodass

(@’u> = Z - 3a<ﬁdﬂa = Z (_1)|a| ' (‘pvaa,ua)

|algm |oo|<m.

=(p, 3 (=Dl 07u,)

|algm
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fiir ¢ € D. Insbesondere:

(1,u)* = fRn 1dpo

Die Elemente von B, heifien integrierbare Distributionen.
zu (3) ()" : B x B} — K ist bilinear. Damit ist B nach Bj" abgebildet:
Ap)(u) = (p,u)”
Zeige (p,u)* = (p,u) fir ¢ € By, u € Bj: Fiir v € By gilt - ¢ — ¢ in By, denn

19 (=D )lw s 3 (G107 0= Dl 19y ~ 0

0<B<a —_—
-0

fiir k — oo, daher (ny - ¢, u) - (p,u) fir k — oco.

Dies zeigt, dass & die kanonische Einbettung von By nach B fortsetzt. & ist injektiv: Sei
peB, {p,u)* =0 fiir alle u e Bj. Da ¢, (Auswertungsfunktional) in Bf fiir z € R™ folgt

0=(p,02)" =p(x)  (zeR")

Mit R bezeichne Standardtopologie von & := £(R") := C**(R"). Sei ¢ eine Folge in (0, o).
Da B — & stetig ist, ist A. auch beschriinkt in €& und daher kompakt in € (leicht zu sehen:
abgeschlossen), da £ ein Montelraum ist.

14.3 Lemma

Sei ¢ eine Folge in (0,00) und u € Bj. Dann ist die Abbildung A. 3 ¢ - (p,u)* € K stetig bzgl.
RNA,..

Beweis: Fiir k € Nist ¢ = (nx- ¢, u) stetig bzgl. R (da € > ¢ = mi- ¢ € By stetig). Diese Abbildungen
konvergieren glm. auf A. gegen (¢, u)*. O

14.4 Satz

Sei ¢ eine Folge in (0, c0). Dann

o(ByBy) _ 4

(i). A, ist o(By,B,)-kompakt und A, c A,

(ii). Es gibt eine Folge ¢’ in (0, 00) mit A, c EU(BO /o)

(iii). B{ =B (als Mengen)

Beweis:  (i). Fiir u € By ist A3 o (p,u)* stetig bzgl. Rn A, nach Lemma 14.3. Da o(Bg, By) n
A, die Initialtopologie bzgl. der Abbildung ¢ — (p, u)* ist, folgt die Stetigkeit der Abbildung

(Ae, RN A) > (A, 0(B,By)nA.)

aus Satz 1.1. Da (AC, ROAC) kompakt ist, ist (121C7 o (B, B('))ﬂ/lc) kompakt, also insbesondere
abgeschlossen bzgl. o(B{*, Bj). Aus A, c A, folgt die Behauptung.

(ii). Fiir p € A, m e Ny gilt

pm(nk : 90) <My, 'pm(nk) 'pM((P) <My, - Skugpm(nk) *Cm =0 c;n
€

(iii). Aus der Bemerkung am Anfang dieses § folgt mit (i),(ii):

By ,By)

Bl = A" -B 0
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zu (4) Zeige, dass B(B,B}) von {pm;m € Ngo} erzeugt wird. By ist Fréchet-Raum, also tonneliert
(Satz 6.8), also insbesondere quasitonneliert. Nach Satz 6.7 ist 3(B, Bj)) gleich der natiirlichen

a(B,B})

Topologie. Diese hat Nullumgebungsbasis {acoU ;U € U} mit Y Nullumgebungsbasis

von By, U := {Up,;m € Ny, e >0} wobei

Un.e = {p € Bo; pm(p) <€}

——0o(B,By)

Entsprechend Nullumgebungsbasis U von B mit Mengen Um’e. Wir zeigen U,,, ¢ c Um’g:

Fiir 2 e R, a e N, |o| < m ist 990, € B},

(0, 070,)" = (1) 0%(x)  (peB)

Daher ist R
Une= [ {peB;|0%(z)| <}

zeR™
lolgm

o(B, Bj)-abgeschlossen. Wegen U, . € Um’g folgt die Behauptung.

Andererseits: Ist ¢ € Um’a, SO ist

P (M=) € M- D (k) - P () < Nip - €

mit Ny, := Mp,-supy, pm (1) (< 00). Daraus folgt Umye.Nma(B’BO)

Np,e >0} und U dquivalent.

2 U, .. Damit sind {T,, .

o(B,B;)
;m €

Y

Bemerkung  (i). Zu B{ = B siehe L. Schwartz: Théorie des distributions, p.203; Dierolf-V.: Cal-
culation of the bidual of some function spaces, Math. Ann. 253 (1980).

(ii). Sei Q cR™ offen und By(Q2) := C§°(2). Dann

Bo()" = B() = {ip € (5 (s {ﬁ%m e

ist steti
‘0 g}

D(R) ist dicht in By. Spezielle Approximation der Eins, regularisierter Randabstand, Whit-

ney.
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