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2 Konvexität und Trennungssätze 7

3 Polaren, Bipolarensatz & polare Topologien 11

4 Sätze von Tychonoff und Alaoglu-Bourbaki 17

5 Satz von Mackey-Arens 20

6 Topologien auf E′′ & tonnelierte Räume 26
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1
Initialtopologie, topologische Vektorräume,

schwache Topologie

Definition (i). Sei X eine Menge. T ⊆ P(X) heißt Topologie ∶⇔

S ⊆ T ⇒⋃S ∈ T
F ⊆ T endlich⇒⋂F ∈ T

(X,T ) heißt topologischer Raum.

(ii). Sei (X,T ) ein topologischer Raum. U ⊆ X heißt offen ∶⇔ U ∈ T . A ⊆ X heißt abgeschlossen
∶⇔X/A ∈ T .

(iii). Sei (X,T ) ein topologischer Raum. Für B ⊆X heißt

Ḃ ∶= intB ∶=⋃{U ∈ T ;U ⊆ B}

Inneres von B und
B̄ ∶= clB ∶=⋂{A ⊇ B;X/A ∈ T }

Abschluss von B.

(iv). Sei (X,T ) ein topologischer Raum. Für x ∈X heißt U ⊆X Umgebung von x ∶⇔ x ∈ U̇ .

Ux(T ) ∶= {U ⊆X;U Umgebung vonx}

heißt Umgebungsfilter von x. (U,V ∈ Ux ⇒ U ∩ V ∈ Ux)

Definition Seien (X,T ) und (Y,S) topologische Räume, f ∶ X → Y , x ∈ X. f stetig in x ∶⇔ ∀V ∈
Uf(x)(S) ∶ f−1(V ) ∈ Ux(T ). f stetig ∶⇔ f in x stetig für alle x ∈X ⇔ ∀V ∈ S ∶ f−1(V ) ∈ T .

Bemerkung Sei X eine Menge, Γ ⊆ P(P(X)) eine Menge von Topologien. Dann ist

⋂Γ ∶= ⋂
T ∈Γ
T

eine Topologie.

Definition (i). Sei X eine Menge, S ⊆ P(X). Dann

T (S) ∶=⋂{T ′;T ′ Topologie aufX,T ′ ⊇ S}

die gröbste Topologie, die S enthält, die von S erzeugte Topologie. S heißt Subbasis von
T = T (S).

(ii). Ist T ⊆ P(X) eine Topologie, B ⊆ T und für alle U ∈ T gelte

U =⋃{V ∈ B;V ⊆ U}

dann heißt B Basis von T .

(Ist S eine Subbasis, dann ist

B ∶= {⋂F ;F ⊆ S endlich}

eine Basis von T .)
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Definition (i). Sei X eine Menge, I Indexmenge und für ι ∈ I sei (Xι,Tι) topologischer Raum,
fι ∶X →Xι eine Abbildung. Die Topologie

T ({f−1(Uι);Uι ∈ Tι, ι ∈ I})

ist die gröbste Topologie auf X für die alle Abbildungen fι stetig sind (Initialtopologie auf
X bzgl. (fι)ι∈I .)

(ii). Die Produkttopologie auf ∏ι∈I Xι ist die Initialtopologie bzgl. (prι; ι ∈ I).
(Für Uι ∈ Tι ist pr−1

ι (Uι) = Uι ×∏κ/=ιXκ, daher

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∏
ι∈F

Uι × ∏
κ∈I/F

Xκ;F ⊆ I endlich, Uι ∈ Tι (ι ∈ F )
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

Basis der Produkttopologie.)

1.1 Satz

Seien (Xι,Tι)ι∈I , (X,T ), (X0,T0) topologische Räume, g ∶ X → X0, fι ∶ X → Xι (ι ∈ I) und T die
Initaltopologie bzgl. fι. Sei x0 ∈X0.

(i). g stetig in x0 ⇔ ∀ι ∈ I ∶ fι ○ g stetig in x0

(ii). g stetig ⇔ ∀ι ∈ I ∶ fι ○ g stetig

(iii). Die Initialtopologie auf X0 bzgl. g ist Initialtopologie bzgl. (fι ○ g)ι∈I .

Beweis: (i).
”
⇒“: Klar.

”
⇐“: Sei U Umgebung von g(x0). Dann existiert F ⊆ I endlich, Uι ∈ Tι (ι ∈ F ):

g(x0) ∈ ⋂
ι∈F

f−1
ι (Uι) ⊆ U

Dann

⋂
ι∈F

g−1(f−1
ι (Uι)) = ⋂

ι∈F
(fι ○ g)−1(Uι)

ist Umgebung von x0 (da fι ○ g stetig) und

⋂
ι∈F

(fι ○ g)−1(Uι) = g−1 (⋂
ι∈F

f−1
ι (Uι)) ⊆ g−1(U)

.

(ii). Klar.

(iii). Leicht mit (ii). (Siehe Funktionalanalysis I, Satz 11.1)

Definition Sei E ein Vektorraum über K, T Topologie auf E. Dann heißt T lineare Topologie,
E = (E,T ) topologischer Vektorraum, wenn die Abbildungen

K ×E ∋ (λ,x) m↦ λ ⋅ x ∈ E
E ×E ∋ (x, y) a↦ x + y ∈ E

stetig sind.

Beispiel (i). E = K

(ii). (halb-)normierte Räume
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Definition Sei (X,T ) topologischer Raum und x ∈X. Dann heißt B ⊆ P(X) Umgebungsbasis von
x ∶⇔ B ⊆ Ux, ∀U ∈ Ux∃V ∈ B ∶ V ⊆ U ⇔ {U ⊆X;∃V ∈ B ∶ U ⊇ V } = Ux.

1.2 Satz

Sei (E,T ) ein topologischer Vektorraum. Dann

(i). Für λ ∈ K/{0} ist [λ] ∶ E → E,x↦ λ ⋅ x ein Homöomorphismus.

(ii). Für x ∈ E ist [x] ∶ E → E,y ↦ x + y ein Homöomorphismus. T ist durch die Angabe einer
Nullumgebungsbasis vollständig bestimmt.

(iii). Ist U ∈ U0, so ist U absorbierend, d.h.

∀x ∈ E∃α > 0∀λ ∈ K, ∣λ∣ ≥ α ∶ x ∈ λ ⋅U

Beweis: (i). Es genügt: [λ] stetig ([λ]−1 = [λ−1]). Die Abbildung

E ∋ x j↦ (λ,x) ∈ K ×E

ist stetig nach Satz 1.1. Daher [λ] =m ○ j stetig.

(ii). Analog zu (ii).

(iii). Die Abbildung K ∋ λ ↦ λ ⋅ x ∈ E ist stetig (wie in (i)). Daher gibt es α0 > 0, sodass für alle
λ ∈ K, ∣λ∣ ≤ α0 gilt λ ⋅ x ∈ U (Stetigkeit in 0). Dann Behauptung mit α ∶= 1

α0
.

Definition (i). ⟨E,F ⟩ duales Paar ∶⇔ E,F K-Vektorräume und b = ⟨ ⋅, ⋅ ⟩ ∶ E × F → K bilinear.

(ii). Sei ⟨E,F ⟩ ein duales Paar. Gilt

x ∈ E, ⟨x, y ⟩ = 0 (y ∈ F )⇒ x = 0

y ∈ F, ⟨x, y ⟩ = 0 (x ∈ E)⇒ y = 0

so heißt das Paar trennend in E bzw. F .

(iii). Sei ⟨E,F ⟩ ein duales Paar, dann ist σ(E,F ) die Initialtopologie auf E bzgl. (⟨ ⋅, y ⟩)y∈F
(schwache Topologie). Entsprechend σ(F,E).

Bemerkung (i). Ist B ⊆ F endlich, so ist

UB ∶= {x ∈ E; ∣ ⟨x, y ⟩ = 1 (y ∈ B)}

eine σ(E,F )-Nullumgebung. Folglich Nullumgebungsbasis {UB ;B ⊆ F endlich}.

(ii). Ist ⟨E,F trennend in F , dann F ⊆ E∗ mittels F ∋ y ↦ ⟨ ⋅, y ⟩ (E∗: algebraischer Dual).
⟨E,E∗ ⟩ ist trennend.

Frage: Ist σ(E,F ) lineare Topologie?

1.3 Satz

Sei E ein Vektorraum, (Eι,Tι)ι∈I Familie von topologischen Vektorräumen, fι ∶ E → Eι linear (ι ∈ I)
und T die Initialtopologie auf E bzgl. (fι)ι∈I . Dann ist (E,T ) ein topologischer Vektorraum.

Beweis: (i). Stetigkeit von m: Nach Satz 1.1 genügt es zu zeigen, dass fι ○m stetig für alle ι ∈ I.
Für λ ∈ K, x ∈ E:

(fι ○m)(λ,x) = fι(λ ⋅ x) = λ ⋅ fι(x) =mι(λ, fι(x))

also fι ○m =mι ○ (idK ×fι) stetig (idK ×fι ist stetig nach Satz 1.1).
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(ii). Stetigkeit von a: Entsprechend fι ○ a = aι ○ (fι × fι).

Beispiel (i). σ(E,F ) ist Vektorraumtopologie auf E (Eι = K).

(ii). Sei E ein Vektorraum P Menge von Halbnormen. Die Initialtopologie TP bzgl. E
id→ (E,p)

(p ∈ P ) ist Vektorraumtopologie.

(iii). Sei Ω ein lokalkompakter Raum, E ∶= C(Ω). Für K ⊆ Ω kompakt definiere

pK(f) ∶= sup
x∈K

∣f(x)∣ (f ∈ C(K))

pK ist Halbnorm. Mit P ∶= {pK ;K ⊆ Ω kompakt} ist TP auf C(Ω) die Topologie der kom-
pakten Konvergenz.

1.4 Satz

Sei ⟨E,F ⟩ ein duales Paar und ϕ ∈ E∗ stetig bzgl. σ(E,F ). Dann gibt es y ∈ F mit ϕ(x) = ⟨x, y ⟩.

Kurz, falls ⟨E,F ⟩ trennend in F : (E,σ(E,F ))′ = F .

1.5 Lemma

Seien E Vektorraum, ψ1, . . . , ψn, ϕ ∈ E∗ mit

n

⋂
j=1

kerψj ⊆ kerϕ

Dann gibt es c1, . . . , cn ∈ K, sodass

ϕ =
n

∑
j=1

cj ⋅ ψj

Beweis: Funktionalanalysis I, Lemma 11.5

Beweis: (von Satz 1.4) Da ϕ σ(E,F ) stetig ist, gibt es y1, . . . , yn ∈ F , sodass für

U{y1,...,yn} ∶= {x ∈ E; ∣ ⟨x, yj ⟩ ∣ ≤ 1 (j = 1, . . . , n)}

gilt ϕ(U{y1,...,yn}) ⊆ BK[0,1]. Mit anderen Worten:

∀x ∈ E ∶ ∣ϕ(x)∣ ≤ max
j=1,...,n

∣ ⟨x, yj ⟩ ∣

Daher ⋂nj=1 ker(⟨ ⋅, yj ⟩) ⊆ kerϕ. Nach Lemma 1.5: Es gibt c1, . . . , cn ∈ K, sodass

ϕ(x) =
n

∑
j=1

cj ⋅ ⟨x, yj ⟩ = ⟨x,
n

∑
j=1

cj ⋅ yj
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈F

⟩ (x ∈ E)

Bemerkung Satz 1.4 besagt: σ(E,F ) ist die gröbste (lineare) Topologie auf E, sodass E′ = F . Ziel:
Feinste Topologie?
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2
Konvexität und Trennungssätze

2.1 Proposition

Sei E ein Vektorraum. Dann

(i). Ist p ∶ E → [0,∞) sublinear, d.h. p(λ ⋅ x) = λ ⋅ p(x) für alle λ ≥ 0 und p(x + y) ≤ p(x) + p(y),
dann

Ap ∶= {x ∈ E;p(x) < 1} A′
p ∶= {x ∈ E;p(x) ≤ 1}

konvex und absorbierend.

(ii). Ist A ⊆ E konvex und absorbierend, so ist

pA ∶ E → [0,∞), x↦ pA(x) ∶= inf{λ ∈ (0,∞);x ∈ λ ⋅A}

sublinear und ApA ⊆ A ⊆ A′
pA

. pA heißt Minkowski-Funktional (oder Eichfunktional).

Beweis: Funktionalanalysis I, Satz 13.1

2.2 Satz (Trennungssatz)

Sei E ein topologischer Vektorraum, A,B ⊆ E konvex, nichtleer, A offen und A∩B = ∅. Dann gibt
es x′ ∈ E′, sodass

∀x ∈ A ∶ Rex′(x) < γ ∶= inf{Rex′(y); y ∈ B} (*)

(Die
”
affine reelle Hyperebene“ (Rex′)−1(γ)

”
trennt“ A und B.)

2.3 Lemma

Sei E ein topologischer Vektorraum, A ⊆ E offen, x∗ ∈ E∗/{0}. Dann x∗(A) offen.

Beweis: Es gibt x0 ∈ E mit x′(x0) /= 0. Für x ∈ A ist A − x Nullumgebung, also absorbierend (Satz
1.2(iii)). Daher gibt es ε > 0:

x +BK(0, ε)x0 ⊆ A
Somit:

x∗(x) +BK(0, ε)x0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
BK(x∗(x),ε⋅∣x∗(x0)∣)

⊆ x∗(A)

d.h. x∗(A) ist offen.

Beweis: (von Satz 2.2) Es genügt (*) mit ≤ zu zeigen, wegen Lemma 2.3. Ohne Einschränkung
K = R.
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(i). B = {x0}:

Ohne Einschränkung 0 ∈ A (sonst wähle x1 ∈ A und betrachte A − x1, x0 − x1). Dann A
absorbierend und somit existiert nach Proposition 2.1 das Minkowski-Funktional pA. Sei
f ∶ lin{x0}→ R linear mit f(x0) = 1. Dann f(x0) = 1 ≤ pA(x0), daher

∀λ ≥ 0 ∶ f(λ ⋅ x0) = λ ≤ λ ⋅ pA(x0) = pA(λ ⋅ x0)
∀λ ≤ 0 ∶ f(λ ⋅ x0) = λ ≤ 0 ≤ pA(λ ⋅ x)

Nach Satz von Hahn-Banach: Es existiert x′ ∈ E∗ mit

x′(x0) = 1 ∀x ∈ E ∶ x′(x) ≤ pA(x)

insbesondere x′(x) ≤ 1 = x′(x0) für alle x ∈ A.

Noch zu zeigen: x′ stetig. Dazu genügt Stetigkeit in 0. Für ε > 0, x ∈ ε⋅(A∩(−A)) ist ± 1
ε
⋅x ∈ A,

damit

±x′(x) = ε ⋅ x′ (±1

ε
⋅ x)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈A

≤ ε ⋅ pA (±1

ε
⋅ x)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≤1

≤ ε

(ii). Allgemeiner Fall: A1 ∶= A−B = ⋃x∈B A−B offen und konvex, 0 ∉ A1. Nach (i) gibt es x′ ∈ E′,
x′ /= 0, sodass

∀x ∈ A,y ∈ B ∶ x′(x − y) ≤ x′(0) = 0

Beispiel (i). Beispiel für einen topologischen Vektorraum E, wo E und ∅ die einzigen offenen
konvexen Mengen sind:

Sei p ∈ (0,1), (Ω, µ) Maßraum und

Lp(µ) ∶= {f ∶ Ω→ K mb;∫ ∣f ∣p dµ}

Lp(µ) ist Vektorraum. Definiere

d(f, g) ∶= ∫ ∣f − g∣p dµ

dann d Metrik. (Lp(µ), d) ist ein topologischer Vektorraum.

Weiter mit ((0,1), λ∣(0,1)). Ist U ⊆ Lp(0,1) offen, konvex, nichtleer, dann UL = Lp(0,1): Sei
ε > 0. Wir zeigen, dass coB(0, ε) = Lp(0,1). Sei f ∈ Lp(0,1). Für n ∈ N gibt es f1, . . . , fn ∈ Lp:

f =
n

∑
j=1

fj ∫ ∣fj ∣p dx =
1

n
⋅ ∫ ∣f ∣p dx

also insbesondere f = 1
n
⋅∑nj=1 fj ⋅ n und

d(0, n ⋅ fj) = ∫ ∣n ⋅ fj ∣p dx = np ⋅ ∫ ∣fj ∣p dx = np−1 ⋅ ∫ ∣f ∣p dx

→ 0 (n→∞)

Für np−1 ⋅ ∫ ∣f ∣p dx < ε ist n ⋅ f1, . . . , n ⋅ fn ∈ B(0, ε), also f ∈ coB(0, ε).

Definition Sei E ein topologischer Vektorraum. Dann heißt E lokalkonvexer Raum ∶⇔ E besitzt
eine Nullumgebungsbasis aus konvexen Mengen.

Beispiel (i). Sei (E,p) halbnormierter Raum, dann ist E lokalkonvex.

(ii). Sei (Eι)ι∈I eine Familie lokalkonvexer Räume, E Vektorraum, fι ∶ E → Eι linear (ι ∈ I). Dann
ist T ((fι)ι∈I) lokalkonvex.
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Beweis: Sei Uι eine Nullumgebungsbasis von Eι für ι ∈ I. Dann ist

U ∶= {⋂
ι∈F

f−1
ι (Uι);F ⊆ I endlich, Uι ∈ Uι(ι ∈ F )}

eine Nullumgebungsbasis in E. Für Nullumgebungsbasis aus konvexen Mengen sind⋂ι∈F f−1
ι (Uι)

ebenfalls konvex.

(iii). Sei ⟨E,F ⟩ ein duales Paar. Dann ist σ(E,F ) lokalkonvex nach (ii).

(iv). Sei E ein Vektorraum und P eine Menge aus Halbnormen. Dann ist TP lokalkonvex. (Um-
kehrung gilt auch, Folgerung 3.7)

2.4 Satz

Sei E ein lokalkonvexer Raum. Sei B ⊆ E abgeschlossen und konvex sowie x0 ∈ E/B. Dann gibt es
x′ ∈ E′ mit

Re ⟨x0, x
′ ⟩ < inf

x∈B
Re ⟨x,x′ ⟩

2.5 Lemma

Sei E ein topologischer Vektorraum, A ⊆ E konvex. Dann sind intA, clA konvex.

Beweis: (i). Sei x ∈ A, y ∈ intA, t ∈ (0,1]. Dann ist

(1 − t) ⋅ x + t ⋅ y ∈ (1 − t) ⋅ x + t ⋅ intA
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

offen

⊆ A

(ii). Sei f ∶ R × E × E → E, (λ,x, y) ↦ (1 − λ) ⋅ x + λ ⋅ y. Dann ist f stetig, daher ist f−1(clA)
abgeschlossen. Außerdem gilt

[0,1] ×A ×A ⊆ f−1(A) ⊆ f−1(clA)

da A konvex. Daher ist

[0,1] × clA × clA
!= [0,1] ×A ×A ⊆ f−1(clA)

⇒ f([0,1] × clA × clA) ⊆ f(f−1(clA)) ⊆ clA

Beweis: (von Theorem 2.4) Da x0 ∉ B ist, gibt es U ∈ U0 mit (x0+U)∩B = ∅. Ohne Einschränkung
sei U konvex und offen (Lemma 2.5). Nach Satz 2.2 gibt es x′ ∈ E′ mit

∀x ∈ (x0 +U) ∶ Re ⟨x,x′ ⟩ < inf
y∈B

Re ⟨ y, x′ ⟩

2.6 Folgerung

Sei E ein lokalkonvexer Raum. Dann sind äquivalent:

(i). E separiert

(ii). ⟨E,E′ ⟩ trennend in E

Beweis: � (i) ⇒ (ii): {0} ist abgeschlossen, da E separiert ist. Sei x0 ∈ E/{0}. Nach Satz 2.4
gibt es ein x′ ∈ E′ mit ⟨x0, x

′ ⟩ /= 0.

� (ii) ⇒ (i): σ(E,E′) ist separiert, da ⟨E,E′ ⟩ trennend in E ist. Daher ist auch die feinere
Topologie von E separiert.

Bemerkung Es gilt Lp(0,1)′ = {0} für p ∈ (0,1). Für `p mit p ∈ (0,1) ist (`p)′ trennend.
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2.7 Folgerung

Sei (E,T ) lokalkonvexer Raum, B ⊆ E konvex.

(i). Dann sind äquivalent:

(1) B ist T -abgeschlossen

(2) B ist σ(E,E′)-abgeschlossen

(ii). clT B = clσ(E,E′)B

Beweis: (i). � (2)⇒ (1): Klar, wegen σ(E,E′) ⊆ T .

� (1)⇒ (2): Sei x0 ∈ E/B ∈ T . Nach Satz 2.4 gibt es x′ ∈ E′ mit

Re ⟨x0, x
′ ⟩ < inf

x∈B
Re ⟨x,x′ ⟩

Dann gibt es ε > 0 mit

B(⟨x0, x
′ ⟩, ε) ∩ {⟨x,x′ ⟩;x ∈ B} = ∅

also ist
(x′)−1(B(⟨x0, x

′ ⟩, ε))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈Ux0(σ(E,E′))

∩B = ∅

Damit ist x0 ∈ intσ(E,E′)(E/B). Folglich ist E/B ∈ σ(E,E′), alsoB σ(E,E′)-abgeschlossen.

(ii).
”
⊆“: Klar, da σ(E,E′) ⊆ T .

”
⊇“: clT B konvex (nach Lemma 2.5), nach (i) gilt clT ∈ σ(E,E′).

10



3
Polaren, Bipolarensatz & polare Topologien

Definition Sei ⟨E,F ⟩ ein duales Paar.

(i). Sei A ⊆ E. Dann heißt
A○ ∶= {y ∈ F ;∀x ∈ A ∶ ∣ ⟨x, y ⟩ ∣ ≤ 1}

die (absolute) Polare von A.

(ii). Sei B ⊆ F . Dann heißt
B○ ∶= {x ∈ E;∀y ∈ B ∶ ∣ ⟨x, y ⟩ ∣ ≤ 1}

die Polare von B.

3.1 Satz

Sei E ein topologischer Vektorraum, U eine Nullumgebungsbasis in E. Dann gilt

E′ = {x′ ∈ E∗;∃U ∈ U ∶ sup
x∈U

∣ ⟨x,x′ ⟩ ∣ ≤ 1}

= ⋃
U∈U

{x′ ∈ E∗; sup
x∈U

∣ ⟨x,x′ ⟩ ∣ ≤ 1} = ⋃
U∈U

U○

(Polarbildung bzgl. ⟨E,E∗ ⟩)

Beweis: Klar.

Bemerkung Sei ⟨E,F ⟩ ein trennendes duales Paar und T eine lokalkonvexe Topologie auf E.
Dann kann

”
E′ = F“ in E∗ entschieden werden.

Definition Sei E ein Vektorraum, A ⊆ E. Dann heißt

(i). A kreisförmig ∶⇔ ∀λ ∈ BK ∶ λ ⋅A ⊆ A

(ii). A absolutkonvex ∶⇔ A konvex und kreisförmig

Bemerkung (i). Es sind äquivalent:

(1) A absolutkonvex

(2) ∀n ∈ N∀x1, . . . , xn ∈ A∀λ1, . . . , λn ∈ BK ∶ ∑nk=1 λk ⋅ xk ∈ A

(ii). Sei S ⊆ P(E) bestehend aus kreisförmigen (absolutkonvexen) Mengen. Dann ist⋂S kreisförmig
(absolutkonvex).

Definition (i). Sei E ein Vektorraum, A ⊆ E. Dann heißt

acoA ∶= {B ∈ P(E);A ⊆ B,B absolutkonvex}

die absolutkonvexe Hülle von A.

(ii). Sei (E,T ) ein topologischer Vektorraum,A ⊆ E. Dann heißtA beschränkt ∶⇔ ∀U ∈ U0(T )∃λ ∈
(0,∞) ∶ A ⊆ λ ⋅U

11
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3.2 Lemma

Sei ⟨E,F ⟩ ein duales Paar, A ⊆ E.

(i). A○ ist absolutkonvex und σ(F,E)-abgeschlossen.

(ii). Äquivalent:

(1) A σ(E,F )-beschränkt

(2) A○ absorbierend

Beweis: (i). Wegen

A○ = ⋂
x∈A

⟨x, ⋅ ⟩−1(BK[0,1])
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

absolutkonvex,σ(F,E)−abgeschlossen

folgt die Behauptung.

(ii).
”
⇒“: Sei y ∈ F . Dann U{y} ∶= {x ∈ E; ⟨x, y ⟩ ≤ 1} eine σ(E,F )-Nullumgebung, also gibt es
λ > 0 mit A ⊆ λ ⋅U{y}, d.h.

∀x ∈ A ∶ ∣ ⟨x, y ⟩ ∣ ≤ λ

also 1
λ
⋅ y ∈ A○. Da A○ kreisförmig ist, folgt µ ⋅ y ∈ A○ für alle µ ∈ K mit ∣µ∣ ≤ 1

λ
.

”
⇐“: Seien y1, . . . , yn ∈ F . Dann gibt es λ > 0 mit {y1, . . . , yn} ⊆ λ ⋅A○, d.h. ∣ ⟨x, yj ⟩ ∣ ≤ λ für

alle x ∈ A, j = 1, . . . , n. Es folgt

A ⊆
n

⋂
j=1

{x ∈ E; ∣ ⟨x, yj ⟩ ∣ ≤ λ} = λ ⋅ U{y1,...,yn}
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
σ(E,F )−NUB

Bemerkung Seien ⟨E,F ⟩ ein duales Paar und A,B ⊆ E. Dann gilt

A ⊆ B ⇒ A○ ⊇ B○

(λ ⋅A)○ = 1

λ
⋅A○

(A ∪B)○ = A○ ∩B○

3.3 Satz (Bipolarensatz)

Sei ⟨E,F ⟩ ein duales Paar und A ⊆ E. Dann

A○○ ∶= (A○)○ = acoA
σ(E,F )

Beweis: Offenbar A ⊆ A○○. Aus Lemma 3.2(i):

acoA
σ(E,F ) ⊆ A○○

Sei x0 ∈ E/acoA
σ(E,F )

. Nach Satz 2.4 gibt es x′ ∈ (E,σ(E,F ))′ (und daher y ∈ F mit x′ = ⟨ ⋅, y ⟩),
sodass

sup{∣ ⟨x, y ⟩ ∣;x ∈ A} ≤ sup{Re ⟨x, y ⟩;x ∈ acoA
σ} < Re ⟨x0, y ⟩

≤ ∣ ⟨x0, y ⟩ ∣

Ohne Einschränkung sei linke Seite = 1 (Skalieren von y). Damit y ∈ A○ und wegen 1 < ∣ ⟨x0, y ⟩ ∣
gilt x0 ∉ (A○)○.

12
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Bemerkung (i). Bipolarensatz verallgemeinert Satz von Goldstine:

Sei E ein normierter Raum. Dann gilt

BE′′ = BE
σ(E′′,E′)

Nämlich: Es gilt im dualen Raum ⟨E′′,E′ ⟩

BE′′
B○
E=BE′= B○○

E
3.3= BE

σ(E′′,E′)

(ii). Andere Version (z.B. von Meise-Vogt):

Sei E ein lokalkonvex und A ⊆ E. Dann

A○○ = acoA

(Polarenbildung in ⟨E,E′ ⟩) Folgt aus Bipolarensatz wegen acoA = acoA
σ(E,E′)

nach Folge-
rung 2.7. Umkehrung klar, falls ⟨E,F ⟩ trennend in F ist (mit Anwendung auf lokalkonvexen
Raum (E,σ(E,F ))).

(iii). Es folgt aus dem Bipolarensatz, dass

(acoA
σ(E,F ))○ 3.3= (A○○)○ = (A○)○○ 3.3= A○

wegen A○ absolutkonvex und σ(E,F )-abgeschlossen (Lemma 3.2). Beweis geht aber auch
direkt!

Bemerkung (Vorbetrachtung für
”
polare Topologien“) Sei ⟨E,F ⟩ ein duales Paar und B ⊆ F . Dann

B○ absorbierend
3.2⇔ Bσ(F,E)-beschränkt. B○ kommt also als Nullumgebung nur in Frage, falls B

σ(F,E)-beschränkt ist.

Definition Sei ⟨E,F ⟩ ein duales Paar und

Bσ(F ) ∶= {B ⊆ F ;Bσ(F,E) − beschränkt}

Für B ∈ Bσ(F ) definieren wir

qB ∶ E → [0,∞), x↦ qB(x) ∶= sup
y∈B

∣ ⟨x, y ⟩ ∣

(Dann qB Halbnorm, leicht! Da {y ∈ F ; ∣ ⟨x, y ⟩ ∣ ≤ 1} eine Nullumgebung ist, folgt insbesondere
qB(x) <∞.) Es gilt

{x ∈ E; qB(x) ≤ 1} = B○

Sei M ⊆ Bσ(F ). Dann erzeugt {qB ;B ∈M} eine lokalkonvexe Topologie TM auf E, die Topologie
der gleichmäßigen Konvergenz auf den Mengen von M. Die so entstehenden Topologien heißen
polare Topologien. Die für M = Bσ(F ) entstehende Topologie heißt starke Topologie. Notation:
β(E,F ).

Bemerkung (i). T{y};y∈F} = σ(E,F )

(ii). lin⋃M = F ⇒ TM ⊇ σ(E,F )

Beweis: Sei y ∈ B ∈ M. Dann q{y} ≤ qB , daher (E,TM) id→ (E, q{y}) stetig, also ⟨ ⋅, y ⟩ ∈
(E,TM)′. Da jedes y ∈ F Linearkombination von Elementen aus ⋃M ist, folgt ⟨ ⋅, y ⟩ ∈
(E,TM)′.

(iii). In (ii) gilt nicht die Umkehrung: Betrachte ⟨ `1, `∞ ⟩, B ∶= {x ∈ cc; ∥x∥∞ ≤ 1} und M = {B}.
Dann B○ = B`1 und somit TM Normtopologie auf `1 ⊇ σ(`1, `∞). Aber:

linB = cc /= `∞

(Jedoch: B○○ = Bσ(`∞,`1) = B`∞ , B○ = (acoB
σ)○)

13
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Jü
rg
en

V
oi
gt
,
T
ec
h
n
is
ch
e
U
n
iv
er
si
tä
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(iv). Sei M ⊆ Bσ(F ). Bilde
M̂ = {aco⋃F ;F ⊆M endlich}

Dann gilt TM̂ = TM.

Beweis: � Ist B ∈M, dann qB = qacoB . Damit {qB ;B ∈M} ⊆ {qB̂ ; B̂ ∈ M̂}, also TM ⊆ TM̂.

� FürB,C ∈M gilt qB∪C = max{qB , qC}. Daraus folgt T{qB ,qC} = TqB∪C . Endliche Iteration
liefert dann TM̂ = TM.

Vorteil von M̂ ist, dass
{{x ∈ E; qB̂(x) ≤ ε}; ε > 0, B̂ ∈ M̂}

eine Nullumgebungsbasis ist.

(v). Sei B ∈ Bσ(F ), dann qB = pB○ .

Beweis: Es gilt

pB○(x) = inf{λ > 0;x ∈ λ ⋅B○}

= inf {λ > 0;
1

λ
⋅ sup
y∈B

∣ ⟨x, y ⟩ ∣ ≤ 1}

= inf{λ > 0; qB(x) ≤ λ} = qB(x)

Beispiel (zu β(E,F )) Sei E ein Banachraum. Dann sind β(E,E′) und β(E′,E) die Normtopologie.

Beweis: (i). β(E,E′): B ⊆ E′ σ(E′,E)-beschränkt, d.h.

∀x ∈ E ∶ sup
x′∈B

∣x′(x)∣ <∞

Mit Satz von der gleichmäßigen Konvergenz: B norm-beschränkt, d.h. B ⊆ c ⋅ BE′ für ein
c > 0. Damit folgt B○ ⊇ (c ⋅ BE′)○ = 1

c
⋅ BE , also β(E,E′) ⊆ Norm-Topologie. Aber auch

BE = (BE′)○ ∈ β(E,E′), also ist β(E,E′) die Normtopologie.

(ii). β(E′,E): Ist A ⊆ E σ(E,E′)-beschränkt, dann auch σ(E′′,E′)-beschränkt in E′′, also ∥ ⋅∥E′-
beschränkt nach Satz von gleichmäßiger Beschränktheit. Wegen ∥ ⋅ ∥E = ∥ ⋅ ∥E′′ ist A norm-
beschränkt. Dann weiter wie in (i).

Während (E,β(E,E′))′ = E′ gilt, gilt (E′, β(E′,E)) = E⇔ E reflexiv.

Definition (i). Sei ⟨E,F ⟩ ein trennendes duales Paar. Eine lokalkonvexe Topologie T auf E heißt
verträglich mit ⟨E,F ⟩ ∶⇔ (E,T )′ = F .

(ii). Sei (E,T ) ein lokalkonvexer Raum. Dann ist E′′ ∶= (E′, β(E′,E))′ der Bidual von E. Offenbar
gilt E ⊆ E′′, falls E separiert ist, da β(E′,E) ⊇ σ(E′,E). E heißt halbreflexiv, wenn E
separiert ist und E′′ = E. E heißt reflexiv, falls E halbreflexiv und T ⊇ β(E,E′). (Dann
β(E,E′) = T .)

3.4 Lemma (i). Seien E,F topologische Vektorräume und f ∶ E → F linear, stetig. Sei A ⊆ E
beschränkt, dann ist f(A) beschränkt.

(ii). Seien (E,T ), (Eι,Tι)ι∈I topologische Vektorräume und A ⊆ E. Seien fι ∶ E → Eι linear und
T die Initialtopologie bzgl. (fι)ι∈I . Dann

Abeschränkt ⇔ ∀ι ∈ I ∶ fι(A)beschränkt

Beweis: (i). Sei V ∈ U0(F ). Dann ist f−1(V ) eine Nullumgebung in E. Es existiert λ > 0 mit
A ⊆ λ ⋅ f−1(V ), also

f(A) ⊆ λ ⋅ f(f−1(V )) ⊆ λ ⋅ V

14
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(ii).
”
⇒“: Klar nach (i).

”
⇐“: Für F ⊆ I endlich, Uι ∈ U0(Eι) für ι ∈ F (ohne Einschränkung: kreisförmig, siehe Lemma

3.5):
∃λ > 0∀ι ∈ F ∶ fι(A) ⊆ λ ⋅Uι

Daher

∀ι ∈ F ∶ A ⊆ f−1
ι (fι(A)) ⊆ λ ⋅ f−1

ι (Uι)
⇒ A ⊆ λ ⋅ ⋂

ι∈F
f−1
ι (Uι)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
NUB

3.5 Lemma

Sei E ein topologischer Vektorraum und A ⊆ E.

(i). Ā = ⋂U∈U0
(A +U)

(ii). Ist A kreisförmig, 0 ∈ intA, dann sind intA, Ā kreisförmig.

Beweis: (i). x ∈ Ā⇔ ∀U ∈ U0 ∶ (x −U) ∩A /= ∅⇔ ∀U ∈ U0 ∶ x ∈ A +U

(ii). Ist x ∈ intA, ∣λ∣ ≤ 1, dann λ ⋅ x ∈ λ ⋅ intA, also folgt für λ /= 0:

λ ⋅ x ∈ λ ⋅ intA = int(λ ⋅A)
A kf
⊆ intA

Ist x ∈ Ā, dann für ∣λ∣ ≤ 1:
λ ⋅ x ∈ λ ⋅ Ā = λ ⋅A ⊆ λ̄

3.6 Satz

Sei E ein topologischer Vektorraum.

(i). Die kreisförmigen abgeschlossenen (bzw. offenen) Nullumgebungen bilden eine Nullumge-
bungsbasis.

(ii). Ist E lokalkonvex, so bilden die absolutkonvexen abgeschlossenen (bzw. offenen) Nullumge-
bungen eine Nullumgebungsbasis.

Beweis: (i). Sei U ∈ U0. Es gibt U1 ∈ U0 mit U1 +U1 ⊆ U (Stetigkeit der Addition), somit Ū1 ⊆ U
(Lemma 3.5(i)). Außerdem

∃ε > 0, U2 ∈ U0 ∀∣λ∣ ≤ ε ∶ λ ⋅U2 ⊆ U1

Damit ist V ∶= ⋃∣λ∣≤ε λ ⋅U2 eine kreisförmige Nullumgebung und intV ⊆ V̄ ⊆ Ū1 ⊆ U .

(ii). Wie in (i). Zusätzlich: Wähle U1 konvex,

V ∶= co
⎛
⎝ ⋃∣λ∣≤ε

λ ⋅U2

⎞
⎠

ist absolutkonvex.

3.7 Folgerung

Sei (E,T ) ein lokalkonvexer Raum. Dann gibt es eine Menge P von Halbnormen, sodass T = TP .

Beweis: U sei eine Nullumgebungsbasis aus absolutkonvexen Mengen und P ∶= {pU ;U ∈ U} (dann
gilt U = {x ∈ E;pU(x) < 1}).

15
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Bemerkung Sei E ein lokalkonvexer Raum, B ⊆ E′. Dann B gleichgradig stetig in 0 (∶⇔ ∀ε >
0∃U ∈ U0 ∀x′ ∈ B,x ∈ U ∶ ∣ ⟨x,x′ ⟩ ∣ ≤ ε) ⇔ ∃U ∈ U0 ∶ B ⊆ U○ (⇔ B gleichgradig stetig ⇔ B

”
gleichmäßig gleichgradig stetig“).

3.8 Folgerung

Sei (E,T ) lokalkonvex und F ⊆ E Teilraum, y′ ∈ F ′. Dann gibt es x′ ∈ E′ mit x′∣F = y′.

Beweis: Sei P die Menge der Halbnormen auf E, die T erzeugt (Folgerung 3.7). Ohne Ein-
schränkung sei P nach oben gerichtet. Dann gibt es p ∈ P, c ≥ 0 mit

∀y ∈ F ∶ ∣y′(y)∣ ≤ c ⋅ p(y)

Nach Satz von Hahn-Banach (für Halbnormen) gibt es x′ ∶ E → K linear mit x′∣F = y′,

∀x ∈ E ∶ ∣x′(x)∣ ≤ c ⋅ p(x)

(und folglich x′ ∈ E′).

16



4
Sätze von Tychonoff und Alaoglu-Bourbaki

4.1 Satz (Tychonoff)

Sei (Xι)ι∈I eine Familie von kompakten Räumen. Dann ist ∏ι∈I Xι kompakt in der Produkttopo-
logie.

Definition Sei X eine Menge.

(i). Ein Filter F auf X ist eine Menge F ⊆ P(X)/{∅} mit

(1) A ∈ F , A ⊆ B ⊆X ⇒ B ∈ F
(2) A,B ∈ F ⇒ A ∩B ∈ F

(ii). Eine Filterbasis F0 auf X ist F0 ⊆ P(X)/{∅} mit

A,B ∈ F0 ⇒ ∃C ∈ F0 ∶ C ⊆ A ∩B

(Dann ist F ∶= {A ⊆X;∃B ∈ F0 ∶ B ⊆ A} ein Filter, der von F0 erzeugte Filter.)

(iii). Sei F ein Filter auf X. F heißt Ultrafilter ∶⇔ Es gibt keinen feineren Filter, der F enthält,
d.h. G Filter, G ⊇ F ⇒ G = F .

(iv). Sei (X,T ) ein topologischer Raum und F ein Filter auf X, x ∈X. Dann heißt F konvergent
gegen x (F → x) ∶⇔ Ux ⊆ F (⇔ Für alle Umgebungen von x existiert A ∈ F ∶ A ⊆ U .)

Beispiel (i). Sei x ∈X und F ∶= {A ⊆X;x ∈ A}. F heißt fixierter Filter.

(ii). Sei (xn)n∈N ⊆ X und F0 ∶= {{xj ; j ≥ n};n ∈ N}. Dann ist F0 eine Filterbasis und xn → x⇔
F → x.

Bemerkung (i). Zu jedem Filter gibt es einen feineren Ultrafilter (Zorn’sches Lemma). Dabei
wesentlich:

F Ultrafilter ⇔ {A ⊆X ⇒ A ∈ F ∨X/A ∈ F}

(ii). Ist F ein Filter auf X, A ⊆X mit A∩B /= ∅ für alle B ∈ F , so ist {A∩B;B ∈ F} Filterbasis.
Der erzeugte Filter ist feiner als F .

4.2 Proposition

Sei X ein topologischer Raum. Dann sind äquivalent:

(i). X kompakt

(ii). Jeder Ultrafilter auf X ist konvergent.

Beweis: (i). (i)⇒ (ii): Sei F ein Ultrafilter. Dann hat {Ā;A ∈ F} die endliche Durchschnittsei-
genschaft, also

⋂
A∈F

Ā /= ∅

17
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Sei x ∈ ⋂A∈F Ā und U ∈ Ux. Dann

∀A ∈ F ∶ U ∩A /= ∅

Da F ein Ultrafilter ist, folgt U ∈ F . Also F → x.

(ii). (ii)⇒ (i): Sei C ein Mengensystem abgeschlossener Mengen mit der endlichen Durchschnitts-
eigenschaft. Dann ist

F̌0 ∶= { ⋂
A∈A

A;A ⊆ C,A endlich}

eine Filterbasis. Feinerer Ultrafilter zu von F̌0 erzeugten Filter hat Grenzwert; dieser liegt in
A für alle A ∈ C (da A abgeschlossen ist und A ∈ F̌0), somit in ⋂C, also ⋂C /= ∅.

Bemerkung Weitere Äquivalenz in 4.2: Jeder Filter auf X besitzt einen Häufungswert.

Definition Seien X,Y Mengen, f ∶ X → Y und F ein Filter auf X. Dann ist {f(A);A ∈ F} eine
Filterbasis auf Y und f(F) bezeichne den zugehörigen Filter, Bildfilter.

Bemerkung Ist F ein Ultrafilter, dann auch f(F): Für B ⊆ Y gilt f−1(B) ∈ F oder f−1(Y /B) ∈ F .
Im ersten Fall folgt f(F ∋ f(f−1(B)) ⊆ B ∈ und im zweiten Fall f(F ∋ f(f−1(Y /B)) ⊆ Y /B.

4.3 Proposition (i). Seien X,Y topologische Räume, x ∈ X und F Filter auf X mit F → x. Sei
f ∶X → Y stetig. Dann f(F)→ f(x).

(ii). Seien X, (Xι)ι∈I topologische Räume, fι ∶ X → Xι (ι ∈ I), X trage Initialtopologie bzgl.
(fι)ι∈I . Sei F ein Filter auf X und x ∈X. Dann

F → x⇔ ∀ι ∈ I ∶ fι(F)→ fι(x)

Beweis: (i). Sei V eine Umgebung von f(x). Dann ist f−1(V ) eine Umgebung von x (f stetig),
also f−1(V ) ∈ F . Aus f(F) ∋ f(f−1(V )) ⊆ V folgt V ∈ f(F).

(ii).
”
⇒“: Klar mit (i).

”
⇐“: Sei U eine Umgebung von x. Es gibt F ⊆ I endlich, Uι ∈ Ufι(x) (ι ∈ F ) mit

⋂
ι∈F

f−1
ι (Uι) ⊆ U

Es existiert A ∈ F mit fι(A) ⊆ Uι (ι ∈ F ) wegen fι(F)→ fι(x). Daher

A ⊆ f−1
ι (fι(A)) ⊆ f−1

ι (Uι) (ι ∈ F )
⇒ A ⊆ ⋂

ι∈F
f−1
ι (Uι) ⊆ U

also U ∈ F , d.h. F → x.

Beweis: (von Satz 4.1)
O.E.: Xι /= ∅ (ι ∈ I). Sei F ein Ultrafilter auf ∏ι∈I Xι. Dann Fι ∶= prι(F) Ultrafilter auf Xι, also
konvergent nach Satz 4.2, d.h. es existiert xι ∈Xι ∶ Fι → xι (ι ∈ I). Proposition 4.3(ii): F → (xι)ι∈I .
Satz 4.2 gibt Behauptung.

4.4 Folgerung (Alaoglu-Bourbaki)

Sei E ein lokalkonvexer Raum und U eine Nullumgebung. Dann ist U○σ(E′,E)-kompakt. (Pola-
renbildung in (E,E′))

4.5 Lemma

Sei E ein Vektorraum. Dann ist E∗ abgeschlossen in KE bzgl. der Produkttopologie.
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Beweis: Für λ ∈ K, x, y ∈ E ist

ϕλ,x,y ∶ KE → K, f ↦ (f(λ ⋅ x − y) − λ ⋅ f(x) − f(y))

stetig, daher

⋂
λ∈K
x,y∈E

ϕ−1
λ,x,y({0}) = E∗

abgeschlossen.

Beweis: (von Folgerung 4.4) Ohne Einschränkung ist U absolutkonvex. Dann

U○ = {x′ ∈ E′;∀x ∈ U ∶ ∣ ⟨x,x′ ⟩ ∣ ≤ 1} ∗= {x′ ∈ E∗;∀x ∈ E ∶ ∣ ⟨x,x′ ⟩ ∣ ≤ pU(x)}

= {f ∈ KE ; ∣(x)∣ ≤ pU(x)} ∩E∗ = (∏
x∈E

BK[0, pU(x)])

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
4.1= kompakt

∩E∗

also U○ abgeschlossen. (Beachte: σ(E′,E) = Produkttopologie ∩E′ für E′ ⊆ KE .) Zu (∗):

(i).
”
⊇“: Für x ∈ U gilt pU(x) ≤ 1.

(ii).
”
⊆“: Ist x ∈ E, λ > pU(x), dann 1

λ
⋅ x ∈ U , also

∣⟨ 1

λ
⋅ x,x′ ⟩∣ ≤ 1⇔ ∣ ⟨x,x′ ⟩ ∣ ≤ λ

Damit ∣ ⟨x,x′ ⟩ ∣ ≤ pU(x).

Bemerkung In Robertson-R. wird Satz von Alaoglu-Bourbaki ohne (sichtbare) Benutzung von
Satz von Tychonoff bewiesen: Präkompaktheit, Vollständigkeit.
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5
Satz von Mackey-Arens

Definition Sei ⟨E,F ⟩ ein duales Paar. Sei

MT ∶= {B ⊆ F ;Bσ(F,E) − kompakt,B absolut-konvex}

dann MT ⊆ Bσ(F ). Dann heißt T (E,F ) ∶= TM Mackey-Topologie. Entsprechend T (F,E).

Bemerkung (i). Sei (E,T ) lokalkonvex und U eine Nullumgebungsbasis aus abgeschlossenen
konvexen Mengen. Sei M ∶= {U○;U ∈ U}. Dann gilt T = TM. Siehe Proposition 6.4.

(ii). Ziel: ⟨E,F ⟩ trennend, T lokalkonvexe Topologie auf E. Dann T verträglich mit ⟨E,F ⟩⇔
σ(E,F ) ⊆ T ⊆ T (E,F ).

Schon klar ist
”
⇒“: σ(E,F ) ⊆ T ist bekannt. Aus der ersten Bemerkung folgt T = TM mit

M ⊆MT , also T = TM ⊆ TMT = T (E,F ).

Beispiel (T (`∞, `1)) (i). σ(`1, `∞)-kompakte Mengen? Bekannt aus Funktionalanalysis I: A ⊆ `1
kompakt ⇔ A beschränkt, abgeschlossen und supx∈A∑j≥n ∣xj ∣→ 0 für n→∞. Offenbar folgt
A σ(`1, `∞)-kompakt. Behauptung: Es sind äquivalent:

(1) A ⊆ `1 relativ kompakt

(2) ∃(αn)n∈N ⊆ (0,∞) monoton fallend: A ⊆ {x ∈ `1,∑j>n ∣xj ∣ ≤ αn} =∶ A′
α

(3) A relativ σ(`1, `∞)-kompakt

Dazu benötigt:

(1) Satz von Eberlein-S̆mulian (siehe Satz 5.4): A ⊆ X rel. schwach kompakt ⇔ A bedingt
schwach folgenkompakt, d.h. jede Folge besitzt eine schwach konvergente Teilfolge im
Raum X.

(2) Sei (xn)n∈N ⊆ `1 und x ∈ `1. Dann xn → x⇔ xn → x schwach.

Beweis: �
”
⇒“: Klar.

�
”
⇐“: Ohne Einschränkung x = 0. Dann xnj → 0 für n→∞ für alle j ∈ N (Projektio-

nen stetig, linear). Zeige:

lim
m→∞

sup
n∈N

∞
∑
j=m

∣xnj ∣ = 0 (*)

(Dann folgt, dass A ∶= {xn;n ∈ N} kompakt, daher existiert (norm-)konvergente
Teilfolge und damit wegen schwacher Konvergenz die Behauptung.)
Annahme (∗) gilt nicht. Dann existiert ein r > 0 mit

lim
m→∞

sup
n∈N

∞
∑
j=m

∣xnj ∣ > r > 0
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Daher gibt es eine Teilfolge (xnk)k∈N und eine monoton wachsende Folge (mk)k∈N0 ,
so dass für alle k ∈ N gilt:

mk

∑
j=1

∣xnkj ∣ ≤ r
6

mk+1
∑

j=mk+1

∣xnkj ∣ ≥ r
2

∞
∑

j=mk+1+1

∣xnkj ∣ ≤ r
6

Definiere yj ∶= sgn(xnkj ) für mk + 1 ≤ j ≤mk+1 (k ∈ N). Dann ist ∥y∥∞ = 1 und

∣ ⟨xnk , y ⟩ ∣ ≥ −
RRRRRRRRRRR

mk

∑
j=1

xnkj ⋅ yj
RRRRRRRRRRR´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≤ r6

+
RRRRRRRRRRR

mk+1
∑

j=mk+1

xnkj ⋅ yj
RRRRRRRRRRR´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≥ r2

−
RRRRRRRRRRR

∞
∑

j=mk+1+1

xnkj ⋅ yj
RRRRRRRRRRR´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≤ r6

≥ r
6

also xnj /→ 0 schwach. Widerspruch!

(ii). Mit A ∶= {α;α = (αn)n∈N ⊆ (0,∞) monoton fallend, αn → 0} und M′ ∶= {A′
α;α ∈ A} gilt

T (`∞, `1) = TM′ . Wir zeigen, dass man M′ ersetzen kann durch M ∶= {α ⋅B`1 ;α ∈ A} wobei
α ⋅B`1 ∶= {(α ⋅ xn)n∈N =∶ α ⋅ x;x ∈ `1, ∥x∥1 ≤ 1}.

Für α ∈ A gilt α ⋅B`1 ⊆ A′
α: Aus x ∈ B`1 folgt

∞
∑
j=n

αj ⋅ ∣xj ∣ ≤ αn ⋅
∞
∑
j=n

∣xj ∣ ≤ αn

also α ⋅ x ∈ A′
α. Für α ∈ A ist

∞
∑
n=1

αn − αn+1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≥0

= α1 <∞

daher gibt es β ∈ A, so dass
∞
∑
n=1

1

βn
⋅ (αn − αn+1) ≤ 1

(siehe Bemerkung im Anschluss). Mit diesem β gilt A′
α ⊆ β ⋅B`1 , denn für x ∈ A′

α: (β0 ∶= 0)

∞
∑
n=1

∣xn∣
βn

=
∞
∑
k=1

( 1

βk+1
− 1

βk
)

∞
∑
n=k

∣xn∣
x∈A′

α≤
∞
∑
k=1

( 1

βk+1
− 1

βk
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≥0

⋅αk

=
∞
∑
n=1

1

βn
⋅ (αn − αn+1) ≤ 1

(Beweis nach Hendrik Vogt, Sascha Trostorff, Marcus Waurick) Damit folgt TM = TM′ .

(iii). Für α ∈ A setze Aα ∶= α ⋅B`1 und pα ∶= qAα . Für y ∈ `∞ gilt:

pα(y) = sup
x∈Aα

∣ ⟨ y, x ⟩ ∣ = sup
x∈B`1

∣ ⟨ y,α ⋅ x ⟩ ∣ = ∑
x∈B`1

∣
∞
∑
n=1

(α ⋅ yn) ⋅ xn∣

= sup
n∈N

αn ⋅ ∣yn∣

Mit P ∶= {pα;α ∈ A} folgt T (`∞, `1) = TP . (Nicht metrisierbar: Es gibt keine monoton
wachsende Folge (αn)n∈N ⊆ A, sodass für jedes α ∈ A ein n ∈ N existiert mit α ≤ αn, d.h. es
gibt keine abzählbare Nullumgebungsbasis.)

(iv). (`∞,TP)′ = `1:
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Sei ξ ∈ (`∞,TP)′. Dann gibt es α ∈ A mit ∣ξ(y)∣ ≤ pα(y) für alle y ∈ `∞, somit ξ ∈ (`∞, pα)′.
(Beachte dazu: α1, α2 ∈ A ⇒ α1 ∨ α2, λ ⋅ α ∈ A für alle λ > 0.) Die Abbildung j ∶ (`∞, pα) →
c0, y ↦ α ⋅ y ist isometrisches und hat dichtes Bild. Daher gibt es ξ̂ ∈ `1 = c′0 mit

ξ(y) = ⟨α ⋅ y, ξ̂ ⟩ =
∞
∑
n=1

yn ⋅ αn ⋅ ξ̂n

d.h. x ∶= α ⋅ ξ̂ stellt ξ dar. Damit (`∞,TP)′ ⊆ `1.

Auch: Für x ∈ `1 gibt es α ∈ A mit ( 1
αn

⋅ xn)
n∈N

∈ `1, damit

∣
∞
∑
n=1

yn ⋅ xn∣ ≤
∞
∑
n=1

∣yn ⋅ xn∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∣ xnαn ∣⋅∣αn⋅yn∣

≤ ∥x
α
∥

1
⋅ pα(y)

Bemerkung (i). T (`∞, `1) ⊂ β(`∞, `1)

(ii). Sei (an)n∈N ⊆ (0,∞) mit ∑∞
n=1 an <∞. Dann gibt es (cn)n∈N ⊆ (0,∞) monoton wachsend mit

cn →∞, sodass ∑∞
n=1 cn ⋅ an <∞.

Beweis: Es gibt Teilfolge (nj)n∈N ⊆ N, sodass

∑
n≥nj

αn ≤
1

4j

Setze

cn ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 n < n1

2j nj < n < nj+1

Dann cn →∞ und
∞
∑
n=1

cn ⋅ an ≤
n1−1

∑
n=1

cn ⋅ an +
∞
∑
j=1

2j ⋅ ∑
n≥nj

an

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≤ 1

4j

<∞

5.1 Lemma

Sei E ein topologischer Vektorraum und A,B ⊆ E kompakt. Dann A +B kompakt.

Beweis: A +B = a(A ×B) ist kompakt.

5.2 Lemma

Sei E ein separierter lokalkonvexer Raum sowie A ⊆ E absolutkonvex und kompakt. Sei ⟨E′∗,E′ ⟩
das betrachtete duale Paar. Dann A○○ = A.

Beweis: Es gilt A○○ = Aσ(E
′∗,E′) ∗= A. Zu (∗): A kompakt ⇒ Aσ(E,E′)-kompakt und σ(E,E′) =

σ(E′∗,E′) ∩E, insbesondere (E,σ(E,E′)) ↪ (E′∗, σ(E′∗,E′)) stetig. (Beachte, dass aus E lokal-
konvex und separiert folgt, dass κ ∶ E → E′′ injektiv.)

5.3 Satz (Mackey-Arens)

Sei ⟨E,F ⟩ ein trennendes duales Paar und (E,T ) ein lokalkonvexer Raum. Dann gilt (E,T ′) =
F ⇔ σ(E,F ) ⊆ T ⊆ T (E,F ).

Beweis: �
”
⇒“: Siehe Anfang §5.
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�
”
⇐“: Zu zeigen: (E,T (E,F ))′ = F . Die Menge

M ∶= {A ⊆ F ;Aabsolutkonvex,Aσ(F,E) − kompakt}

hat die folgenden Eigenschaften:

(i). y ∈ F ⇒ aco{y} ∈M (damit T (E,F ) ⊇ σ(E,F ))
(ii). A ∈M, λ /= 0⇒ λ ⋅A ∈M

(iii). A,B ∈M⇒ ∃C ∈M ∶ A ∪B ⊆ C (nämlich C ∶= A +B, siehe Lemma 5.1)

Daraus folgt, dass U ∶= {A○;A ∈ M} eine Nullumgebungsbasis von T (E,F ) = TM (vgl.
Bemerkung in §3, TM = TM̂). Mit Satz 3.1 im dualen Paar ⟨E,E∗ ⟩ folgt:

(E,T (E,F ))′ = ⋃
U∈U

U○ = ⋃
A∈M

A○○ 5.2= ⋃
A∈M

A = F

mit Lemma 5.2 angewendet auf das Paar ⟨(F,σ(F,E))′∗, (F,σ(F,E))′ ⟩.

5.4 Satz (Eberlein-S̆mulian)

Sei E ein Banachraum und A ⊆ E. Dann sind äquivalent:

(i). A relativ schwach kompakt, d.h. Āσ σ-kompakt

(ii). A bedingt schwach folgenkompakt, d.h. jede Folge in A besitzt eine σ-konvergente Teilfolge
mit Grenzwert in E.

(iii). A bedingt schwach abzählbar kompakt, d.h. jede Folge in A besitzt einen σ-Häufungswert.

5.5 Lemma

Sei E ein Banachraum und F ⊆ E′ ein Teilraum mit dimF < ∞. Dann gibt es M ⊆ BE mit M
endlich, sodass

∀x′ ∈ F ∶ ∥x′∥ ≤ 2 max
x∈M

∣x′(x)∣

Beweis: Sei SF ∶= {x ∈ F ; ∥x∥ = 1}. SF ist kompakt (wegen dimF < ∞) und daher gibt es
x′1, . . . , x

′
n ∈ SF mit

SF ⊆
n

⋃
k=1

B (x′k,
1

4
)

Es gibt x1, . . . , xn ∈ BE mit x′k(xk) ≥ 3
4

für k = 1, . . . , n. Sei x′ ∈ F , dann gibt es k ∈ {1, . . . , n} mit

x′ ∈ B (x′k, 1
4
) und daher

∣x′(xk)∣ ≥ x′k(xk)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≥ 3
4

− ∣x′k(xk) − x′(xk)∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≤ 1
4

≥ 3

4
− 1

4
= 1

2
= 1

2
⋅ ∥x′∥

Mit M ∶= {x1, . . . , xn} folgt die Behauptung.

5.6 Proposition

Seien E ein Banachraum, A ⊆ E′ und x′0 ∈ Āσ(E
′,E). Dann gibt es eine Folge (a′n)n∈N in A, für die

jeder σ(E′,E)-Häufungswert in lin{a′n;n ∈ N} gleich x′0 ist.

Beweis: Rekursiv mit Lemma 5.5: Es existieren eine wachsende Folge (Mn)n∈N0 in BE , M0 ∶= ∅,
und eine Folge (a′n)n∈N in A mit

x ∈Mn−1 ∶ ∣(x′0 − a′n)(x)∣ ≤
1

n
∀x′ ∈ lin{x′0, a′1, . . . , a′n} ∶ ∥x′∥ ≤ 2 max

x∈Mn

∣x′(x)∣
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für alle n ∈ N. (Benutze für erste Ungleichung, dass x′0 ∈ Āσ(E
′,E) und konstruiere daraus a′n. Die

Existenz von Mn folgt dann aus 5.5.)
Sei M ∶= ⋃n∈NMn und F ∶= lin({x′0} ∪ {a′n;n ∈ N}). Dann

∥x′∥ ≤ 2 sup
x∈M

∣x′(x)∣ (*)

für alle x′ ∈ F und damit auch für alle x′ ∈ F̄ . Sei nun y′ ∈ F̄ ein σ(E′,E)-Häufungswert von
(a′n)n∈N und x ∈M . Dann ist x ∈Mk für ein k ∈ N0 und x ∈Mn−1 für alle n > k. Daher

∀n > k ∶ ∣(x′0 − a′n)(x)∣ ≤
1

n

Da y′(x) Häufungswert von a′n(x) ist, folgt (x′0 − y′)(x) = 0. Wegen (∗) gilt somit

∥x′0 − y′∥ ≤ 2 sup
x∈M

∣(x′0 − y′)(x)∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

0

= 0

also y′ = x′0.

5.7 Proposition

Sei E ein separabler Banachraum und A ⊆ E σ(E,E′)-kompakt. Dann (A,σ(E,E′)) metrisierbar.

Beweis: (i). Es gibt (x′n)n∈N in E′, die die Punkte von E trennt: Sei dazu (xn)n∈N in SE dicht,
dann gibt es (x′n)n∈N in E′ mit ∥x′n∥ = 1 und x′n(xn) = 1 (n ∈ N). Sei x ∈ SE , dann gibt es
n ∈ N mit ∥x − xn∥ < 1, damit

x′n(x) ≤ x′n(x − xn)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∣⋅∣<1

+x′n(xn)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

1

/= 0

(ii). Definiere Halbnorm pn(x) ∶= ∣x′n(x)∣. Dann (E,{pn;n ∈ N}) metrisierbar und separiert.
(E,σ(E,E′)) ↪ (E,{pn;n ∈ N}) stetig. Somit ist (A,σ(E,E′)) ↪ (A,TP ) ein Homöomor-
phismus (wegen A σ(E,E′)-kompakt, s. Funktionalanalysis I 2.3(ii)).

Beweis: (von Satz 5.4)

� (i) ⇒ (ii): Sei (an)n∈N eine Folge in A. Dann E0 ∶= lin{an;n ∈ N}
∥⋅∥
σ(E,E′)-abgeschlossen

und A0 ∶= A∩E0 ist relativ schwach kompakt in E0. E0 ist separabel, also folgt mit Proposition
5.7, dass schwache Topologie auf Āσ0 metrisierbar und daraus die Behauptung.

� (ii) ⇒ (iii): Klar.

� (iii) ⇒ (i): Aus dem Satz von der gleichmäßigen Beschränktheit folgt, dass A beschränkt ist.
(Wenn A unbeschränkt, dann existiert eine Folge (xn)n∈N in A mit ∥xn∥ → ∞. Dann gibt

es x′ ∈ E′ mit x′(xn) → ∞, Widerspruch!) Daher Āσ(E
′′,E′) σ(E′′,E′)-kompakt (Satz von

Alaoglu).

Sei x′′0 ∈ Āσ(E′′,E′). Zu zeigen: x′′0 ∈ E. Dazu: Wähle (an)n∈N in A entsprechend Proposition 5.6
(in ⟨E′,E′′ ⟩). Nach Voraussetzung in (iii) hat diese Folge einen σ(E,E′)-Häufungswert x ∈ E.

Da E0 ∶= lin{an;n ∈ N} σ(E,E′)-abgeschlossen ist, gilt x ∈ E0. Proposition 5.6: E ∋ x = x′′0 .

Also Āσ(E
′′,E′) ⊆ E, daher Āσ(E,E

′) = Āσ(E′′,E′) σ(E,E′)-kompakt.

Bemerkung (zur Mackey-Topologie)

M ∶= {B ⊆ F ;B absolut-konvex,B σ(F,E) − kompakt}

Frage: B ⊆ σ(F,E)-kompakt
?⇒ acoB

σ
σ(F,E)-kompakt. Gilt im Allgemeinen nicht, siehe Beispiel!

Aber:
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(i). E Banachraum, B ⊆ E kompakt ⇒ coB, acoB kompakt (Satz von Mazur)

(ii). E Banachraum, B ⊆ E σ(E,E′)-kompakt ⇒ coB
σ
, acoB

σ
σ(E,E′)-kompakt (Satz von

Krein-S̆mulian).

Beispiel: Betrachte duales Paar ⟨ `1, cc ⟩. Die Folge (2n ⋅en)n∈N in `1 konvergiert bzgl. (`1, cc) gegen
0, also B ∶= {2n ⋅ en;n ∈ N} ∪ {0} σ(`1, cc)-kompakt. Für n ∈ N ist

yn ∶=
n

∑
j=1

2−j ⋅ 2j ⋅ ej
²
∈B

∈ coB

Für einen σ(`1, cc)-Häufungswert y = (yj)j∈N der Folge (yn)n∈N müsste yj = 1 für j ∈ N gelten,
damit y ∉ `1.
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6
Topologien auf E′′ & tonnelierte Räume

� 1. Ziel: Betrachte lokalkonvexen Raum E und κ ∶ E → E′′ = (E′, β(E′,E))′. Suche Topologie
auf E′′, sodass κ stetig.

� Ziel der Vorbereitung: E normierter Raum, A ⊆ E σ(E,E′)-beschränkt, dann A norm-
beschränkt (

”
Satz von der gleichmäßigen Beschränktheit“). Gilt auch allgemeiner, siehe Satz

6.3.

6.1 Lemma

Sei (E,p) ein halb-normierter Raum und A ⊆ E. Dann A Tp-beschränkt⇔ A σ(E,E′)-beschränkt.

Beweis: �
”
⇒“: Klar. Bekannt, da (E,Tp)

id→ (E,σ(E,E′)) stetig.

�
”
⇐“: (E,p)′ ist Banachraum (Beweis wie für normierte Räume) mit Norm

∥x′∥ = sup{∣ ⟨x,x′ ⟩ ∣;x ∈ E,p(x) ≤ 1}
Sei κ ∶ E → E′′, κ(x)(x′) ∶= ⟨x,x′ ⟩. Aus Satz von Hahn-Banach folgt ∥κ(x)∥E′′ = p(x). Dann
κ(A) σ(E′′,E′)-beschränkt, daher ∥ ⋅ ∥E′′-beschränkt, also

sup{ p(x)
±

∥κ(x)∥E′′

;x ∈ A} <∞

nach Satz von gleichmäßiger Beschränktheit, d.h. A beschränkt.

6.2 Lemma

Seien E,F lokalkonvexe Räume und f ∶ E → F linear, stetig. Dann ist f σ(E,E′)−σ(F,F ′)-stetig.

Beweis: Nach Satz 1.2 genügt es zu zeigen, dass für alle y′ ∈ F ′ gilt, dass y′ ○ f σ(E,E′)-stetig.
Dies ist offenbar wahr, da y′ ○ f ∈ E′.

6.3 Satz (Mackey)

Sei E ein lokalkonvexer Raum und A ⊆ E. Dann A σ(E,E′)-beschränkt ⇔ A beschränkt.

Beweis: �
”
⇐“: Bekannt.

�
”
⇒“: E trägt die Initialtopologie bzgl. E → (E,p) mit p ∈ P , P Menge von Halbnormen (Satz

3.7). Da A σ(E,E′)-beschränkt ist, folgt aus Lemma 6.2, dass A σ-beschränkt in (E,p) und
somit beschränkt in (E,p) (Lemma 6.1). Daher A beschränkt nach Lemma 3.4(ii).

6.4 Proposition

Sei (E,T ) ein lokalkonvexer Raum und U eine Nullumgebungsbasis. Sei M ∶= {U○;U ∈ U} (in
⟨E,E′ ⟩), dann T = TM.
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Beweis: Ohne Einschränkung U absolutkonvex und abgeschlossen. Dann

{B○;B ∈M} = {U○○;U ∈ U} 3.3= U

{B○;B ∈M} bildet Nullumgebungsbasis von TM, da M
”
reichhaltig“, d.h.

A ∈M, λ ∈ K⇒ ∃B ∈M ∶ λ ⋅A ⊆ B A,B ∈M⇒ ∃C ∈M ∶ A ∪B ⊆ C

Mit M aus Proposition 6.4 wird Topologie auf E′′ erklärt. Dazu nötig: M ⊆ Bσ(E′,E′′).

6.5 Proposition

Sei E ein lokalkonvexer Raum und U eine Nullumgebung in E. Dann ist U○ β(E′,E)-beschränkt
(⇔ U○ σ(E′,E′′)-beschränkt, Satz von Mackey).

Beweis: Sei V eine β(E′,E)-Nullumgebung. Ohne Einschränkung V = B○ mit B ⊆ E σ(E,E′)-
beschränkt. Nach Satz von Mackey: B beschränkt, also wird B von U absorbiert, d.h.

∃λ0 > 0∀λ ∈ K, ∣λ∣ ≥ λ0 ∶ B ⊆ λ ⋅U

Damit folgt V = B○ ⊇ 1
λ
⋅U○.

Definition Sei (E,T ) ein lokalkonvexer Raum und U die Menge aller Nullumgebungen. Sei M ∶=
{U○;U ∈ U}, dann heißt ε(E′′,E) ∶= TM auf E′′ (in ⟨E′′,E′ ⟩) die natürliche Topologie. Durch

{B○;B ∈M} = {acoU
σ(E′′,E′)

;U ∈ U}

ist eine Nullumgebungsbasis von ε(E′′,E) gegeben.

6.6 Satz

Sei (E,T ) separierter lokalkonvexer Raum. Die Topologie ε(E′′,E) ist die feinste polare Topologie
auf E′′ in ⟨E′′,E′ ⟩ für die κ ∶ (E,T )→ E′′ stetig ist.

Beweis: Im Folgenden bezeichne ● Polare in ⟨E′′,E′ ⟩ und ○ Polare in ⟨E,E′ ⟩.

(i). κ ∶ (E,T ) → (E′′, ε(E′′,E)) ist stetig: Für U ∈ U ist (U○)● ∩ E = U○○ ⊇ U , also ist U○● ∩ E
eine Nullumgebung.

(ii). Sei TM′ eine polare Topologie auf E′′ mit M′ ⊆ Bσ(E′,E′′) und κ stetig. Sei B ∈M′, dann
B● TM′-Nullumgebung und daher nach Voraussetzung B○ = B● ∩ E eine T -Nullumgebung.
Daher B ⊆ B○○ ∈M, somit B● ⊇ (B○○)● Nullumgebung in TM, also TM′ ⊆ TM.

Bemerkung (i). Da ε(E′′,E) polare Topologie für ⟨E′′,E′ ⟩ ist, gilt immer ε(E′′,E) ⊆ β(E′′,E′).

(ii). Satz 6.6 gilt auch, falls E nicht separiert. Ersetze dazu im Beweis U○● ∩E durch κ−1(U○●) =
U○○.

6.7 Satz

Sei (E,T ) lokalkonvex. Dann äquivalent:

(i). β(E′′,E′) = ε(E′′,E)

(ii). Jede β(E′,E)-beschränkte Menge ist T -gleichgradig stetig.

(iii). Ist A ⊆ W absolutkonvex, abgeschlossen und bornivor (d.h. A absorbiert jede beschränkte
Menge), dann ist A eine Nullumgebung in E.

Beweis: � (i) ⇒ (ii): Sei B ⊆ E′ β(E′,E)-beschränkt, d.h. B ist σ(E′,E′′)-beschränkt (Satz
von Mackey). Dann ist B● eine β(E′′,E′)-Nullumgebung, daher B○ = κ−1(B●) eine T -
Nullumgebung, d.h. B ist gleichgradig stetig (siehe Bemerkung nach Folgerung 3.7).
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� (ii)⇒ (iii): Sei A abgeschlossen, absolutkonvex und bornivor. Genügt zu zeigen: A○ ist gleich-

gradig stetig. (Dann ist A
3.3= (A○)○ Nullumgebung.)

Sei V eine β(E′,E)-Nullumgebung, dann ist V = B○ mit B ⊆ E beschränkt (Satz von
Mackey). Dann: A absorbiert B, also V = B○ absorbiert A○. Daher A○ β(E′,E)-beschränkt,
also gleichgradig stetig nach Voraussetzung.

� (iii) ⇒ (i): Es genügt zu zeigen, dass κ ∶ (E,T )→ (E′′, β(E′′,E′)) stetig (wegen Satz 6.6 und
ε(E′′,E) ⊆ β(E′′,E′)).
Sei U eine β(E′′,E′)-Nullumgebung, ohne Einschränkung U = B● mit B ⊆ E′ σ(E′,E′′)-
beschränkt (⇔ β(E′,E)-beschränkt). Zu zeigen: κ−1(U) = κ−1(B●) = B○ ist T -Nullumgebung.
Dazu zeige, dass B○ absolutkonvex, abgeschlossen und bornivor.

(1) B○ absolutkonvex, abgeschlossen folgt aus Lemma 3.2(ii).

(2) B○ bornivor: Sei B1 ⊆ E T -beschränkt (⇔ σ(E,E′)-beschränkt). Dann ist B○
1 β(E′,E)-

Nullumgebung, also absorbiert B○
1 die Menge B (da B beschränkt) und daher wird

B○○
1 ⊇ B1 von B○ absorbiert.

Definition Sei (E,T ) lokalkonvex.

(i). B ⊆ E heißt Tonne ∶⇔ B absolutkonvex, abgeschlossen und absorbierend.

(ii). E heißt tonneliert ∶⇔ Jede Tonne ist eine Nullumgebung.

(iii). E heißt quasitonneliert (infratonneliert) ∶⇔ Jede bornivore Tonne ist Nullumgebung (d.h.
(iii) von Satz 6.7 ist erfüllt).

(iv). E heißt bornologisch ∶⇔ Jede absolutkonvexe bornivore Menge ist Nullumgebung.

6.8 Satz

Sei E lokalkonvex und E ein Baire-Raum. Dann ist E tonneliert. Insbesondere sind Fréchet-Räume
(vollständig metrisierbare lokalkonvexe Räume) und Banach-Räume tonneliert.

Beweis: Sei B eine Tonne, dann ist E = ⋃n∈N n ⋅ B mit n ⋅ B abgeschlossen, daher intB /= ∅ (da
B Baire-Raum). Sei x0 ∈ intB, dann existiert eine Nullumgebung U mit U absolutkonvex und
x0 +U ⊆ B. Dann auch −x0 +U ⊆ B (wegen B absolutkonvex) und somit

U = 1

2
U + 1

2
U = 1

2
(x0 +U) + 1

2
(−x0 +U) ⊆ B

Beispiel (i). Tonnelierte Räume: C(K) für K kompakt, C(Ω) für Ω σ-kompakt, C∞(Ω) für
Ω ⊆ Rn offen, L1

loc(Ω) für Ω ⊆ Rn offen

(ii). Quasitonneliert, aber nicht tonneliert ist zum Beispiel (cc, ∥ ⋅ ∥∞): Sei (α)n∈N in (0,∞) mit
αn → 0 (n → ∞). Dann ist B ∶= {(xn)n∈N; ∣xn∣ ≤ αn} eine Tonne, aber keine Nullumgebung.
Ist A (eine) bornivor(e Tonne), dann wird Einheitskugel absorbiert, daher A Nullumgebung.

6.9 Proposition

Sei (E,T ) lokalkonvex und metrisierbar. Dann ist jede bornivore Menge A ⊆ E eine Nullumgebung.
Insbesondere E quasitonneliert.

Beweis: Es gibt eine absteigende Nullumgebungsbasis (Un)n∈N in E. Sei A ⊆ E keine Nullumge-
bung. Für alle n ∈ N gibt es xn ∈ Un/n⋅A. Dann (xn)n∈N beschränkt und A absorbiert nicht (xn)n∈N,
also A nicht bornivor.

6.10 Proposition

Sei (E,T ) lokalkonvexer quasitonnelierter Raum. Dann gilt T = T (E,E′).
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Beweis: �
”
⊆“: Klar, Satz 5.3.

�
”
⊇“: Sei U eine T (E,E′)-Nullumgebung. Ohne Einschränkung: U Tonne. Dann ist U bornivor

für T nach Satz von Mackey. Da E quasitonneliert ist, folgt, dass U T -Nullumgebung.

6.11 Lemma

Sei E lokalkonvex und B ⊆ E. Dann gilt: B Tonne ⇔ Es existiert A ⊆ E′ σ(E′,E)-beschränkt mit
B = A○.

Beweis: �
”
⇒“: A ∶= B○

�
”
⇐“: A○ ist Tonne nach Lemma 3.2 und Folgerung 2.7(i).

6.12 Satz

Sei (E,T ) lokalkonvex. Dann äquivalent:

(i). E tonneliert

(ii). B ⊆ E′ σ(E′,E)-beschränkt ⇒ B gleichgradig stetig

(iii). T = β(E,E′)

Beweis: � (i) ⇒ (ii): Sei B ⊆ E′ σ(E′,E)-beschränkt. Dann ist B○ eine Tonne, daher Nullum-
gebung, da E tonneliert.

� (ii)⇒ (iii): SeiB ⊆ E′ σ(E′,E)-beschränkt, dannB gleichgradig stetig (⇔ B○ T -Nullumgebung).
Damit T ⊇ β(E,E′). Sowieso gilt T ⊆ T (E,E′) ⊆ β(E,E′) nach Satz 5.3.

� (iii) ⇒ (i): Sei B eine Tonne, dann nach Bipolarensatz B = (B○)○ β(E,E′)-Nullumgebung,
daher T -Nullumgebung.

Bemerkung Für (E,T ) lokalkonvex seien

E ∶= {B ⊆ E′;B gleichgradig stetig}
C ∶= {B ⊆ E′; acoB

σ
σ(E′,E) − kompakt}

Bβ ∶= {B ⊆ E′;Bβ(E′,E) − beschränkt}
Bσ ∶= {B ⊆ E′;Bσ(E′,E) − beschränkt}

6.13 Lemma

Sei (E,T ) lokalkonvex. Dann gilt
E ⊆ C ⊆ Bβ ⊆ Bσ

Beweis: � E ⊆ C: Satz von Alaoglu

� C ⊆ Bβ : Sei C = C○○ ∈ C, dann ist C○ eine T -Nullumgebung und absorbiert daher jede
beschränkte Menge B. Somit: B○ absorbiert C○○ = C. Also ist C β(E′,E)-beschränkt (denn
{B○;B beschränkt} ist β(E′,E)-Nullumgebungsbasis.)

� Bβ ⊆ Bσ: Klar wegen β(E′,E) ⊇ σ(E′,E).
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Bemerkung Für (E,T ) lokalkonvex gilt:

metrisierbar

6.9

��

vollständig metrisierbar

��
vollständig bornologisch

Def

��

8.16oo Baire’sch

6.8

��
quasitonneliert

6.10

��

~~

tonneliertoo

6.12

��
T = T (E,E′)

Def

��

T = β(E,E′)

OO

6.12

��
E = C = Bβ

6.7

>>

E = C

OO

E = C = Bβ = Bσ

OO

6.14 Proposition

Sei (E,T ) lokalkonvex. Dann sind äquivalent:

(i). E bornologisch

(ii). Für jeden lokalkonvexen Raum F ist jede beschränkte lineare Abbildung u ∶ E → F stetig
(beschränkt: A ⊆ E beschränkt ⇒ u(A) beschränkt).

(iii). Für jeden halbnormierten Raum F ist jede beschränkte lineare Abbildung u ∶ E → F stetig
(beschränkt: A ⊆ E beschränkt ⇒ u(A) beschränkt).

Beweis: � (i) ⇒ (ii): Sei F lokalkonvex und u ∶ E → F beschränkt. Sei U eine absolutkonvexe
Nullumgebung in F . Sei A ⊆ Abeschränkt, dann u(A) beschränkt in F und wird daher von U
absorbiert. Daher A ⊆ u−1(u(A)) wird von u−1(U) absorbiert, somit u−1(U) Nullumgebung
in E nach Voraussetzung.

� (ii) ⇒ (iii): Klar.

� (iii) ⇒ (i): Sei A ⊆ E absolutkonvex und bornivor und pA das Minkowski-Funktional von A.
Dann ist id ∶ (E,T ) → (E,pA) beschränkt (B ⊆ E beschränkt, dann wird B von A ⊆ {x ∈
E;pA(x) ≤ 1} absorbiert, somit B in (E,pA) beschränkt.) Nach Voraussetzung ist also id
stetig, damit A T -Nullumgebung.
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7
Reflexivität

� Erinnerung: Sei (E,T ) lokalkonvex. Dann heißt

(i). E halbreflexiv ∶⇔ E separiert, κ ∶ E → E′′ ist surjektiv.

(ii). E reflexiv ∶⇔ E halbreflexiv, κ stetig (β(E′′,E′) auf E′′)

� Aus §6: E reflexiv ⇔ E halbreflexiv, quasitonneliert ⇔ E halbreflexiv, T = β(E,E′) ⇔ E
halbreflexiv, tonneliert.

7.1 Satz

Sei (E,T ) lokalkonvex und separiert. Dann äquivalent:

(i). E halbreflexiv

(ii). Jede beschränkte Menge in E ist relativ σ(E,E′)-kompakt.

Beweis: � (i) ⇒ (ii):
”
Halbreflexiv“ bedeutet, dass β(E′,E) = T (E′,E). Ist B ⊆ E beschränkt,

dann ist B○ β(E′,E)-Nullumgebung und es gibt T -Nullumgebung C○ mit C absolutkonvex,
σ(E,E′)-kompakt mit C○ ⊆ B○. Also B ⊆ B○○ ⊆ C○○ = C.

� (ii) ⇒ (i): Aus (ii) folgt T (E′,E) = β(E′,E), damit (i).

Definition Sei (E,T ) ein separierter topologischer Raum. Dann heißt

(i). E Semi-Montelraum ∶⇔ E lokalkonvex und jede beschränkte Menge in E ist relativ kompakt.

(ii). E Montelraum ∶⇔ E Semi-Montelraum, quasitonneliert.

7.2 Folgerung

Sei (E,T ) Semi-Montelraum. Dann ist E halbreflexiv. Ist E Montelraum, dann E reflexiv.

Beweis: Klar mit 7.1.

Beispiel (i). Sei Ω ⊆ Rn offen und beschränkt. Dann ist C∞
0 (Ω) ∶= {f ∈ C∞(Ω);∀α ∈ Nn0 ∶ ∂αf ∈

C0(Ω)} mit Menge von Halbnormen {pm;m ∈ N0},

pm(f) ∶= sup{∥∂αf∥∞; ∣α∣ ≤m}

ein Montelraum.

Beweis: C∞
0 (Ω) ist vollständig metrisierbar, also tonneliert. Noch zu zeigen: Jede beschränkte

Menge ist relativ kompakt. Es gilt

B ⊆ C∞
0 (Ω)beschränkt

3.4⇔ ∃(Cm)m∈N0 in (0,∞) ∶ sup
f∈B

pm(f) ≤ Cm
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Sei (fk)k∈N eine Folge in B und m ∈ N0. Zeige: Es gibt Teilfolge (fkj)j∈N, sodass (fkj)j∈N
pm-Cauchy-Folge.

Für m = 0: Es gilt sup{∥f∥∞, ∥∂1f∥∞, . . . , ∥∂nf∥∞; f ∈ B} ≤ C1, daher B beschränkt. Außer-
dem ist B gleichgradig stetig, denn für alle f ∈ B:

∣f(x) − f(y)∣ ≤
⎛
⎝
n

∑
j=1

∥∂jf∥2
∞
⎞
⎠

1
2

⋅ ∣x − y∣

wegen

∣f(x) − f(y)∣ = ∣∫
1

0

d

dt
f(x + t ⋅ (y − x))

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∑nj=1 ∂jf(x+t⋅(y−x))⋅(yj−xj)

dt∣

CSU
≤ ∫

1

0

RRRRRRRRRRR

n

∑
j=1

(∂jf(x + t ⋅ (y − x)))2
RRRRRRRRRRR

1
2

⋅ ∣y − x∣

Satz von Arzelà-Ascoli: Es existiert Teilfolge (fkj)j∈N, die ∥ ⋅ ∥∞-Cauchy-Folge.

Fortgesetzte Auswahl von Teilfolgen und Diagonalverfahren gibt Behauptung: pm-Cauchy-
Folge für alle m ∈ N0, daher konvergent (da vollständig).

Was ist C∞
0 (Ω)′ (auch ohne Ω beschränkt)? Sei η ∈ C∞

0 (Ω)′, dann gibt es m ∈ N0, c > 0,
sodass

∀f ∈ C∞
0 (Ω) ∶ ∣η(f)∣ ≤ c ⋅ pm(f) = c ⋅ sup{∥∂αf∥∞; ∣α∣ ≤m}

Definiere Φ ∶ C∞
0 (Ω) → C0(Ω){α;∣α∣≤m}, f ↦ (∂αf)∣α∣≤m. dann Φ stetig, also existiert η̃ ∈

(C0(Ω){α;∣α∣≤m})′ mit η̃ Fortsetzung von η ○ Φ−1, ∥η̃∥ = ∥η∥ nach Satz von Hahn-Banach.
Maßtheorie (Ries-Markov): Es gibt endliche Borel-Maße µα auf Ω, sodass

η̃((fα)α) = ∑
∣α∣≤m

∫
Ω
fα dµα

⇒ η(f) = ∑
∣α∣≤m

∫
Ω
∂αf dµα

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
µα(∂αf)=(−1)∣α∣⋅∂αµα(f)

für f ∈ C∞
0 (Ω). Somit

η = ∑
∣α∣≤m

(−1)∣α∣ ⋅ ∂αµα

(Nicht eindeutig!)

(ii). Sei Ω ⊆ Rn offen. Dann ist C∞(Ω) mit Halbnormen

pK,m(f) ∶= sup{∥∂αf∥K ; ∣α∣ ≤m}

mit K ⊆ Ω kompakt, m ∈ N0, f ∈ C∞(Ω), Montelraum und somit reflexiv.

Beweis: � Sei (Ωk)k∈N eine
”
Standard-Ausschöpfung“ von Ω, d.h. Ωk ⊆ Ωk+1 ⊆ Ω offen und

Ωk relativ kompakt in Ωk+1, Ω = ⋃k∈N Ωk (zum Beispiel Ωk ∶= {x ∈ Ω; ∣x∣ < k,dist(x,Rn/Ω) > 1
k
}).

Dann wird die Topologie erzeugt durch {pΩk,m
;k ∈ N,m ∈ N0}, also C∞(Ω) vollständig

metrisierbar. Damit E(Ω) ∶= C∞(Ω) tonneliert.

� C∞(Ω) ist Semi-Montelraum: Sei k ∈ N und (fj)j∈N in C∞(Ω) mit

sup
j∈N

{∥∂αf∥Ωk+1 ; ∣α∣ ≤ 1} <∞

Dann ist (fj)j∈N beschränkt auf Ωk+1 und auf Ωk gleichgradig (lipschitz)stetig. Nach
Arzelà-Ascoli: Es gibt auf Ωk konvergente Teilfolge.
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Jü
rg
en

V
oi
gt
,
T
ec
h
n
is
ch
e
U
n
iv
er
si
tä
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Sei B ⊆ C∞(Ω) beschränkt. Für k ∈ N ist dann

sup
f∈B

pΩk+1,k+1(f) <∞

Sei (fj)j∈N in B. Für k ∈ N gibt es nach dem ersten Teil eine Teilfolge, die pΩk,k
-Cauchy-

Folge ist. Wahl von Teilfolgen ergibt Teilfolge, die Cauchy-Folge für alle pΩk,k
(k ∈ N)

ist.

(iii). Sei Ω ⊆ C offen. Dann ist H(Ω) ∶= {f ∶ Ω→ C; f holomorph} mit Halbnormen pK(f) ∶= ∥f∥K
für K ⊆ Ω kompakt ein Montelraum, daher reflexiv. Folgt aus Satz von Montel.

(iv). Sei Ω ⊆ Rn offen und H(Ω) = {f ∈ C2(Ω); f harmonisch} = {f ∈ C(Ω); ∆f = 0} mit Halbnor-
men pK(f) ∶= ∥f∥K für K ⊆ Ω kompakt. Dann ist H(Ω) Montelraum, also reflexiv.

Beweis: � Sei P ∶= ∑∣α∣≤m aα ⋅ ∂α und Ep ∶= {f ∈ C∞(Ω);Pf = 0}. Ep ist abgeschlossener
Teilraum von C∞(Ω), daher Montelraum (siehe Satz 7.6).

� Somit H(Ω) = E∆ (als Menge!) Montelraum. Noch zu zeigen: Topologien gleich. Sei
k ∈ N. Schätze pΩk,k

durch pΩk+1 ab: Sei d ∶= dist(Ωk,Rn/Ωk+1), % ∈ C∞
C (Rn) mit

spt% ⊆ B(0, d), % ≥ 0, ∥%∥1 = 1, % orthogonal invariant. Für f ∈ H(Ω), x ∈ Ωk folgt aus
der Mittelwerteigenschaft:

f(x) = ∫
Ωk+1

f(y) ⋅ %(x − y)dy

⇒ ∂αf(x) = ∫
Ωk+1

f(y) ⋅ ∂α%(x − y)dy

⇒ ∥∂αf∥Ωk ≤ ∥f∥Ωk+1 ⋅ ∥∂
α%∥1

(v). Schwartz-Raum S(Rn) ∶= {f ∈ C∞(Ω);∀m ∈ N0, α ∈ Nn0 ∶ x↦ (1+ ∣x∣2)m ⋅∂αf(x) beschränkt}
mit Halbnormen

pm,k(f) ∶= sup{(1 + ∣x∣2)m ⋅ ∂αf(x); ∣α∣ ≤ k}
für k,m ∈ N0. Ziemlich klar: S(Rn) ist Fréchet-Raum. Auch: S(Rn) ist Montelraum.

Beweis: Sei m ∈ N0 und (fk)k∈N eine Folge mit M ∶= supk∈N pm+1,m+1(fk) < ∞. Ziel: pm,m-
Cauchy-Teilfolge. Sei ε > 0, R > 0 mit M

1+R2 < ε. Dann

sup{(1 + ∣x∣2)m ⋅ ∣∂αfk(x)∣; ∣x∣ ≥ R, ∣α∣ ≤m,k ∈ N}

= sup{(1 + x∣2)m+1 ⋅ 1

1 + ∣x∣2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≤ 1

1+R2

⋅∣∂αfk(x)∣; ∣x∣ ≥ R, ∣α∣ ≤m,k ∈ N} ≤ M

1 +R2
< ε

Für ∣α∣ ≤m ist {∂αfk;k ∈ N} auf B[0,R] gleichgradig stetig. Arzelà-Ascoli: Es gibt Teilfolge
mit

∀j, ` ∈ N ∶ pm,m(fkj − fk`) < 3ε

Teilfolgen . . .

7.3 Satz

Sei (E,T ) lokalkonvex und reflexiv. Dann ist E′ = (E,β(E,E′))′ reflexiv.

Beweis: Nach Voraussetzung und Satz 6.7 ist (E,T ) = (E′′, β(E′′,E′)), Also (E′)′′ = (E′′, β(E′′,E′))′ =
(E,T )′ = E′ mit β(E′′′,E′′) = β(E′,E).

Bemerkung Sei E ein halbreflexiver normierter Raum. Dann E = E′′ Banachraum. (Beachte, dass
E quasitonneliert, also reflexiv.)
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7.4 Satz

Sei (E,T ) ein Montelraum. Dann ist E′ ein Montelraum.

Beweis: Nach Satz 7.3 ist (E′, β(E′,E)) reflexiv, also tonneliert. Sei B ⊆ E′ β(E′,E)-beschränkt,
konvex und abgeschlossen. Nach Satz 6.7 ist B τ -gleichgradig stetig (da E quasitonneliert), daher
σ(E′,E)-kompakt (Satz von Alaoglu-Bourbaki). Aus Proposition 7.5 wird folgen: B ist TC-kompakt
mit C ∶= {A ⊆ E;A kompakt}. Da E Montelraum gilt TC = β(E′,E).

Bemerkung (i). B ⊆ E′ gleichgradig stetig (in 0) ∶⇔ ∀ε > 0∃U ∈ U0∀x ∈ U, f ∈ B ∶ ∣f(x)∣ < ε⇔
∀ε > 0∃U ∈ U0∀x, y ∈ E, (x − y) ∈ U∀f ∈ B ∶ ∣f(x) − f(y)∣ = ∣f(x − y)∣ < ε⇔∶ B gleichmäßig
gleichgradig stetig.

(ii). Sei E ein topologischer Vektorraum. Auf C(E) sei Ts die Einschränkung der Produkttopologie
von KE und TC die Topologie der kompakten Konvergenz.

7.5 Proposition

Sei B ⊆ C(E) gleichmäßig gleichgradig stetig. Dann Ts ∩B = TC ∩B. Insbesondere: B Ts-kompakt
⇔ B TC-kompakt.

Beweis: �
”
⊆“: Klar.

�
”
⊇“: Sei f ∈ B und V eine TC-Umgebung von f , d.h. es gibt ε > 0, C ⊆ E kompakt mit

VC,ε ∶= {g ∈ B; sup
x∈C

∣g(x) − f(x)∣ < ε} ⊆ V

Es gibt eine kreisförmige Nullumgebung U ⊆ E, sodass für alle g ∈ B, x, y ∈ E mit x − y ∈ U
gilt:

∣f(x) − g(x)∣ < ε
3

Es gibt F ⊆ C endlich mit C ⊆ F +U (da C kompakt). Dann ist

VF, ε3 = {g ∈ B; sup
x∈F

∣f(x) − g(x)∣ < ε
3
}

eine Ts-Umgebung von f und es gilt VF, ε3 ⊆ VC,ε, denn: Sei g ∈ VF, ε3 . Zu y ∈ C gibt es x ∈ F
mit x − y ∈ U , daher

∣g(y) − f(y)∣ ≤ ∣g(y) − g(x)∣ + ∣g(x) − f(x)∣ + ∣f(x) − f(y)∣ < ε

7.6 Satz

Sei (E,T ) lokalkonvex und F ⊆ E ein abgeschlossener Teilraum. Dann gilt:

(i). E halbreflexiv ⇒ F halbreflexiv

(ii). E Semi-Montelraum ⇒ F Semi-Montelraum.

Beweis: (i). Folgt aus Satz 7.1, da σ(F,F ′) = σ(E,E′) ∩ F nach Folgerung 3.8.

(ii). Klar nach Definition.

Bemerkung Entsprechende Aussagen für
”
reflexiv“ bzw.

”
Montel“ wohl nicht wahr. In vorherigen

Beispielen war F tonneliert.
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8
Vollständigkeit

Definition Sei (E,T ) ein topologischer Vektorraum und A ⊆ E.

(i). Ein Filter F auf A heißt Cauchy-Filter ∶⇔ Für jede Nullumgebung U ∈ T gibt es X ∈ F mit
X −X ⊆ U .

(ii). A heißt vollständig ∶⇔ Jeder Cauchy-Filter auf A ist konvergent in A.

(iii). E heißt quasivollständig ∶⇔ Jede beschränkte abgeschlossene Menge ist vollständig.

Bemerkung Sei (E,T ) ein topologischer Vektorraum und A ⊆ E.

(i). Sei F ein Filter auf A, konvergent gegen a ∈ A. Dann ist F ein Cauchy-Filter.

Beweis: Sei U eine Nullumgebung. Dann gibt es eine Nullumgebung V mit V −V ⊆ U . a+V
ist Umgebung von a und daher a + V ∈ F ,

(a + V ) − (a + V ) = V − V ⊆ U

(ii). Ist F ein Cauchy-Filter auf A und a ∈ A ein Häufungswert von F , d.h. für jede Umgebung
U von a und jedes X ∈ F gilt U ∩X /= ∅ (⇔ a ∈ ⋂X∈F X̄), dann F → a.

Beweis: Sei U eine Nullumgebung. Dann gibt es Nullumgebung V mit V +V ⊆ U und X ∈ F
mit X −X ⊆ V . Dann

X ∩ (a + V ) /= ∅
da a Häufungswert. Sei x ∈X ∩ (a + V ). Für y ∈X folgt dann y − x ∈ V , daher

y ∈ x + V ⊆ a + V + V ⊆ a +U

Damit X ⊆ a +U .

(iii). Ist E separiert und A ⊆ E vollständig, dann A abgeschlossen.

Beweis: Ist x ∈ Ā, so gibt es einen Filter F in A mit F → x. Dann F Cauchy-Filter nach (i)
und daher in A konvergent. Somit x ∈ A, da Grenzwert eindeutig.

(iv). Ist A vollständig und B ⊆ A abgeschlossen, dann ist B vollständig.

Beweis: Sei F ein Cauchy-Filter in B, dann ist F Cauchy-Filterbasis in A und somit kon-
vergent in A. Da B ∈ F liegen alle Häufungswerte in B = B̄.

(v). Sei E vollständig metrisierbar. Dann ist E vollständig.

Beweis: Sei F ein Cauchy-Filter. Sei (Un)n∈N eine Nullumgebungsbasis mit Un ↓. Es gibt
Xn ∈ F mit Xn −Xn ⊆ Un, Xn ↓. Sei xn ∈ Xn für n ∈ N, dann (xn)n∈N Cauchy-Folge, also
xn → x. Sei F̂ der von der Filterbasis {Xn;n ∈ N} erzeugte Filter. Dann x Häufungswert von
F̂ (da x ∈ ⋂nXn). Da F̂ Cauchy-Filter ist, gilt F̂ → x. Wegen F ⊇ F̂ folgt F → x.
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(vi). Seien (E,T ), (F,S) topologische Vektorräume und f ∶ E → F linear, stetig. Sei F ein
Cauchy-Filter in E. Dann f(F) Cauchy-Filter in F .

8.1 Satz

Sei E ein separierter topologischer Vektorraum. Dann gibt es einen vollständigen separierten topo-
logischen Vektorraum Ê, sodass E isomorph zu einem dichten Teilraum von Ê ist. Ê ist eindeutig
(bis auf Isomorphie) und heißt Vervollständigung von E.

Beweis: siehe Horváth, Schaefer

8.2 Proposition (i). Sei (Eι)ι∈I Familie von topologischen Vektorräumen. Dann gilt: ∀ι ∈ I ∶ Ei
(quasi)vollständig ⇒ E ∶=∏ι∈I Eι (quasi)vollständig.

(ii). Sei I eine Menge. KI ist vollständig.

(iii). Sei E ein Vektorraum. Dann ist (E∗, σ(E∗,E)) vollständig.

Beweis: (i). Für vollständig: Sei F ein Cauchy-Filter in E, dann prι(F) Cauchy-Filter in Eι, also
konvergent gegen xι ∈ Eι (ι ∈ I). Dann F → (xι)ι∈I nach Proposition 4.3. Für quasivollständig:
Entsprechend.

(ii). Klar mit (i).

(iii). E∗ ist abgeschlossen in Produkttopologie von KE nach Lemma 4.5, daher vollständig.

Ziel: Topologischer Raum E, der quasivollständig, aber nicht vollständig ist.

8.3 Lemma

Sei E lokalkonvex und tonneliert. Dann ist (E′, σ(E′,E)) quasivollständig.

Beweis: Sei B ⊆ E′ σ(E′,E)-beschränkt, dann B gleichgradig stetig (Satz 6.12), d.h. es gibt U ∈
U0(E) mit B ⊆ U○. Nach Satz von Alaoglu-Bourbaki ist U○ σ(E′,E) kompakt, somit vollständig.
(F Cauchy-Filter auf U○ ⇒ Es existiert F ′ ⊇ F Ultra-Filter, dann F ′ → x in U○ (Proposition 4.2),
daher x Häufungswert von F , also F → x.)

8.4 Lemma

Sei ⟨E,F ⟩ ein duales trennendes Paar. Dann ist E dicht in (F ∗, σ(F ∗, F )). Somit F ∗ Vervollständi-
gung von (E,σ(E,F )).

Beweis: Mit A ∶= {A ⊆ F ;A endlich} gilt TA = σ(F ∗, F ). Sei y ∈ F ∗, A ∈ A. Dann ist y∣linA σ(F,E)-
stetig. Nach Folgerung 3.8 gibt es x ∈ E, sodass ⟨x, ⋅⟩∣linA = y∣linA, d.h. qA(x − y) = 0. Da A nach
oben gerichtet ist, folgt die Behauptung.

Bemerkung (i). In Lemma 8.4 sei y ∈ F ∗/E. Sei F ∶= {XG;G ⊆ F Teilraum mit dimG <∞} wobei
XG ∶= {x ∈ E; ⟨x, ⋅⟩∣G = y∣G}. Dann F Cauchy-Filter-Basis bzgl. σ(E,F ), nicht konvergent in
E.

(ii). Ist E ein Banachraum mit dimE = ∞, so ist (E′, σ(E′,E)) quasivollständig (Lemma 8.3),
aber nicht vollständig (Lemma 8.4).

8.5 Satz

Sei E ein Vektorraum und S, T Topologien auf E mit S ⊆ T . T besitze eine Nullumgebungsbasis
U aus S-abgeschlossenen Mengen.
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(i). Sei F ein T -Cauchy-Filter und x ∈ E, sodass F S→ x. Dann gilt F T→ x.

(ii). Sei A ⊆ E S-vollständig. Dann ist A T -vollständig. Insbesondere: (E,S) vollständig⇒ (E,T )
vollständig.

Beweis: (i). Sei U ∈ U . Dann gibt es A ∈ F mit A −A ⊆ U . Für y ∈ A gilt also y −A ⊆ U , damit
auch

y −AS ⊆ U ⇒ A
S ⊆ y −U

somit x ∈ y −U , also A − x ⊆ U (⇒ A ⊆ x +U). Damit F T→ x.

(ii). Klar mit (i), da jeder T -Cauchy-Filter auch S-Cauchy-Filter ist.

Beispiel KN ist vollständig (Lemma 8.2). `p mit Norm-Topologie T , Einschränkung S = Produkt-
topologie ∩`p (mit `p ⊆ KN). B`p ist abgeschlossen in Produkttopologie (Komplement offen), somit
S-vollständig. Somit B`p auch T -vollständig nach Satz 8.5.

Bemerkung Satz 8.5(ii) gilt auch mit folgenvollständig.

8.6 Satz

Sei E lokalkonvex und quasivollständig. Sei B ⊆ E′ σ(E′,E)-beschränkt, dann ist B β(E′,E)-
beschränkt, d.h. Bσ = Bβ .

8.7 Folgerung

Sei E quasivollständig, lokalkonvex und quasitonneliert. Dann ist E tonneliert.

Beweis: Aus E quasivollständig folgt Bσ = Bβ nach Satz 8.6. Satz 6.7: E quasitonneliert ⇔ E = Bβ .
Daher E = Bσ = Bβ und somit E tonneliert (Satz 6.12).

Definition Sei (E,T ) lokalkonvex und B ⊆ E absolutkonvex, beschränkt und abgeschlossen. Defi-
niere EB ∶= linB mit Halbnorm pB (Norm, falls E separiert, da B beschränkt). Dann (E,pB) ↪
(E,T ) stetig (da B beschränkt).

8.8 Lemma

Sei (E,R) lokalkonvex und B ⊆ E absolutkonvex, beschränkt, abgeschlossen und vollständig.

(i). (EB , pB) ist vollständig.

(ii). Sei D ⊆ E eine Tonne. Dann wird B von D absorbiert.

Beweis: (i). Folgt aus Satz 8.5 mit E=̂EB , S=̂R∩EB , T =̂TpB . Die Kugel {x ∈ EB ;pB(x) ≤ 1} = B
(da B abgeschlossen) ist somit pB-vollständig.

(ii). (EB , pB) ist vollständig und halbmetrisch, daher Baire-Raum (Satz von Baire gilt auch
für halbmetrische vollständige Räume.) und somit tonneliert nach §6. D ∩ EB ist Tonne
in (EB , pB), daher Nullumgebung, also wird B absorbiert.

Beweis: (von Satz 8.6)
B○ ist eine Tonne. Ist A ⊆ E beschränkt, dann acoA abgeschlossen und beschränkt, also nach
Voraussetzung vollständig. Somit wird A von B○ absorbiert (Lemma 8.8), also wird B ⊆ B○○ von
A○ absoriert. Damit B β(E′,E)-beschränkt.
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8.9 Satz (Grothendieck)

Sei (E,T ) lokalkonvex und A eine gerichtete Überdeckung von E, bestehend aus abgeschlossenen
absolutkonvexen beschränkten Mengen. Sei F ∶= {y ∈ E∗;∀A ∈ A ∶ y∣A stetig}, dann ist (F,TA)
Vervollständigung von (E′,TA).

8.10 Lemma

Sei E lokalkonvex, A ⊆ E absolutkonvex und abgeschlossen. Sei u ∈ E∗ mit u∣A stetig und ε > 0.
Dann gibt es x′ ∈ E′, sodass ∣u(x) − ⟨x,x′⟩∣ ≤ ε für alle x ∈ A.

Beweis: (Polarenbildung in ⟨E,E∗⟩)
Da u∣A stetig ist, existiert U ∈ U0(E) abgeschlossen und absolutkonvex, sodass ∣u(x)∣ ≤ ε für alle
x ∈ U ∩A. Nach Satz von Alaoglu-Bourbaki ist U○ ⊆ E′ σ(E′,E)-kompakt, damit auch σ(E∗,E)-
kompakt. Außerdem A○ absolutkonvex und σ(E∗,E)-abgeschlossen. Daher ist A○ + U○ σ(E∗,E)-
abgeschlossen (nach Lemma 8.11). Da A○ +U○ absolutkonvex ist, folgt aus dem Bipolarensatz:

(A○ +U○) = (A○ +U○)○○

Nun gilt

1

ε
⋅ u ∈ (U ∩A)○ = (A○○ ∩U○○)○ = (A○ ∪U○)○○

0∈A○∩U○
⊆ (A○ +U○)○○ = A○ +U○

Es existieren also w ∈ A○, v ∈ U○ ⊆ E′ mit

1

ε
⋅ u = v +w (⇔ u = ε ⋅ (v +w))

Damit folgt mit x′ ∶= ε ⋅ v
∀x ∈ A ∶ ∣u(x) − ⟨x′, x⟩∣ = ε ⋅ ∣⟨w,x⟩∣

´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≤1

≤ ε

8.11 Lemma

Sei (E,T ) ein topologischer Raum und A,B ⊆ E mit A kompakt, B abgeschlossen.

(i). Gilt A ∩B = ∅, so existiert U ∈ U0, sodass (A +U) ∩B = ∅.

(ii). A +B ist abgeschlossen.

Beweis: (i). Sei x ∈ A, dann gibt es eine Nullumgebung Vx mit (x + Vx) ∩ B = ∅. Sei Ux eine
offene Nullumgebung mit Ux +Ux ⊆ Vx. Dann gilt

A ⊆ ⋃
x∈A

(x +Ux)

und somit existiert F ⊆ A endlich mit

A ⊆ ⋃
x∈F

(x +Ux)

Definiere U ∶= ⋂x∈F Ux. Ist y ∈ A, so existiert x ∈ F mit y ∈ x +Ux. Also

y +U ⊆ x +Ux + U®
⊆Ux

⊆ x + Vx ⊆ Bc

(ii). Sei x ∈ E/(A +B). Dann ist (x −A) ∩B = ∅. Nach (i) gibt es eine Nullumgebung U , sodass
(x −A +U) ∩B = ∅. Also (x +U) ∩ (A +B) = ∅, d.h. E/(A +B) offen.
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8.12 Lemma

Sei (X,T ) ein topologischer Raum und A ⊆ P(X). Dann ist

Cb(X,A) ∶= {f ∶X → K;∀A ∈ A ∶ f ∣A stetig, beschränkt}

versehen mit Halbnormensystem

pA(f) ∶= sup
x∈A

∣f(x)∣ (A ∈ A, f ∈ Cb(X,A))

vollständig.

Beweis: � Die Topologie auf Cb(X,A) ist die Initialtopologie bzgl.

%A ∶ Cb(X,A)→ Cb(A), f ↦ f ∣A (A ∈ A)

Sei F ein Cauchy-Filter in Cb(X,A). Dann ist für alle A ∈ A der Bildfilter %A(F) ein Cauchy-
Filter in Cb(A). Da Cb(A) vollständig ist, existiert für A ∈ A ein gA ∈ Cb(A), sodass %A(F)→
gA.

� Nach Proposition 4.3:

F → g ∈ Cb(X,A)⇔ ∀A ∈ A ∶ %A(F)→ %A(g) = g∣A

Wir zeigen: Für A,B ∈ A mit A ∩B /= ∅ gilt gA∣A∩B = gB ∣A∩B . Betrachte dazu

µB ∶ Cb(A)→ Cb(A ∩B), f ↦ f ∣A∩B µA ∶ Cb(B)→ Cb(A ∩B), f ↦ f ∣A∩B

(sind stetig). Damit µB(%A(F)) → gA∣A∩B und µA(%B(F)) → gB ∣A∩B und µB(%A(F)) =
µA(%B(F)). Da Cb(A ∩B) separiert ist, folgt gA∣A∩B = gB ∣A∩B . Setze

g(x) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

gA(x) x ∈ A ∈ A
0 sonst

∈ Cb(X,A)

Hiermit folgt F → g, da %A(g) = gA.

Beweis: (von Satz 8.9, Polarenbildung in ⟨E,F ⟩)

(i). A ⊆ Bσ(E,F ) (damit ergibt TA auf F Sinn): Sei A ∈ A, u ∈ F . Dann gibt es U ∈ U0(T ),
sodass ∣u(x)∣ ≤ 1 für alle x ∈ U ∩A. Da A T -beschränkt ist, gibt es λ0 > 1 mit A ⊆ λ0 ⋅U . Für
x ∈ A folgt daher 1

λ0
⋅ x ∈ U ∩A, somit ∣u(x)∣ ≤ λ0. Also

∀λ ≥ λ0 ∶ A ⊆ u−1(B[0, λ])

Diese Urbilder bilden Nullumgebungsbasis in E, also A σ(E,F )-beschränkt. (Hiermit auch
gezeigt: F ⊆ Cb(E,A).)

(ii). E′ dicht in F : Sei U ∶= {ε ⋅A○;A ∈ A, ε > 0}. U ist Nullumgebungsbasis von TA und es folgt
aus Lemma 8.10, dass E′ dicht in F bzgl. TA liegt.

(iii). Vollständigkeit von (F,TA): Betrachte id ∶ Cb(E,A) → KE . Dann ist id stetig, da A eine
Überdeckung ist. Denn: Sei ε > 0 und x1, . . . , xn ∈ E, U ∶= {f ∈ KE ; maxi=1,...,n ∣f(xi)∣ ≤ ε}.
Dann ist

id−1(U) = {f ∈ Cb(E,A); max
i=1,...,n

∣f(xi)∣ ≤ ε}

Da A gerichtete Überdeckung ist, existiert A ∈ A mit xi ∈ A für i = 1, . . . , n. Daher BpA(0, ε) ⊆
id−1(U).
E∗ ist abgeschlossener Teilraum von KE (Lemma 4.5), damit auch abgeschlossen in Cb(E,A).
Somit F = Cb(E,A) ∩ E∗ vollständig als abgeschlossener Teilraum von Cb(E,A) (Lemma
8.12).
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8.13 Folgerung

Sei (E,T ) lokalkonvex und separiert. Dann ist

Ê ∶= {u ∈ (E′)∗;∀B ⊆ E′ glgr. stetig ∶ u∣B σ(E′,E) − stetig}

eine Vervollständigung von E. Hierbei trägt Ê die Topologie TE mit E ∶= {B ⊆ E′;B gleichgradig
stetig}.

Beweis: Sei A ∶= {U○;U ∈ U0(T )}. Dann ist A eine gerichtete Überdeckung von E′, bestehend
aus abgeschlossenen absolutkonvexen beschränkten Mengen. Es gilt TA = TE und TA ∩ E = T
(denn {U ⊆ U0(T );U Tonne} ist Nullumgebungsbasis von T ). Behauptung folgt aus 8.9 mit E =
(E′, σ(E′,E))′.

8.14 Folgerung

Sei (E,T ) lokalkonvex und separiert. E ist vollständig ⇔ E ist isomorph zu Ê aus Folgerung 8.13.

Beweis: Klar mit Satz 8.1 und Folgerung 8.13.

8.15 Folgerung

Sei E ein Banachraum und u ∈ (E′)∗ σ(E′,E)-stetig auf BE′ . Dann ist u σ(E′,E)-stetig, also
selbst ein Element von E.

Beweis: Nach Folgerung 8.14 genügt es zu zeigen: u ∈ Ê. Dafür genügt u∣U○ ist σ(E′,E)-stetig für
alle U ∈ U0(T ). Es gilt BE(0, ε)○ = BE′ (0, 1

ε
). Somit folgt die Behauptung, da {BE(0, ε); ε > 0}

Nullumgebungsbasis.

8.16 Satz

Sei E ein bornologischer lokalkonvexer Raum. Dann ist (E′, β(E′,E)) vollständig.

8.17 Lemma

Sei (E,T ) ein topologischer Vektorraum und B ⊆ E. Dann äquivalent:

(i). B beschränkt

(ii). Für jede Folge (xn)n∈N in B und Nullfolge (λn)n∈N in K gilt λn ⋅ xn → 0 für n→∞.

Beweis: � (i) ⇒ (ii): Sei (xn)n∈N in B und (λn)n∈N Nullfolge in K. Sei U ∈ U0(T ). Es gibt ε > 0
mit λ ⋅B ⊆ U für ∣λ∣ ≤ ε. Es existiert n0 ∈ N, sodass ∣λn∣ ≤ ε für alle n ≥ n0. Damit λn ⋅ xn ∈ U
für n ≥ n0.

� (ii) ⇒ (i): Annahme B nicht beschränkt, dann gibt es U ∈ U0(T ) mit B /⊆ n ⋅U für alle n ∈ N.
Mit xn ∈ B/n ⋅U gilt 1

n
⋅ xn ∉ U (n ∈ N), also 1

n
⋅ xn /→ 0. Widerspruch!

8.18 Lemma

Seien E, F lokalkonvexe Räume, u ∶ E → F linear und B ⊆ E beschränkt, absolutkonvex mit u∣B
stetig. Dann ist u(B) beschränkt.

Beweis: Sei (xn)n∈N in B, (λn)n∈N Nullfolge in K. Dann λn ⋅ xn → 0 (n → ∞) nach Lemma 8.17
und λn ⋅ xn ∈ B für große n (da B absolutkonvex). Daher

λn ⋅ u(xn) = u(λn ⋅ xn)→ 0 (n→∞)
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also u(B) beschränkt nach Lemma 8.17.

Beweis: (von Satz 8.16)
Anwendung von Satz 8.9 (Grothendieck) mitA ∶= {A ⊆ E;A beschränkt, absolutkonvex, abgeschlossen},
dann TA = β(E′,E). Sei y ∈ E∗ mit y∣A stetig für A ∈ A. Nach Lemma 8.18 ist y(A) beschränkt.
Aus Proposition 6.14 folgt, dass y stetig ist, d.h. y ∈ E′. Nach Satz 8.9 ist somit (E′, β(E′,E))
vollständig.

Bemerkung Da metrisierbare lokalkonvexe Räume bornologisch sind, folgt die Vollständigkeit der
Duale von C∞

0 (Ω), E(Ω), S(Rn), C(Ω) für σ-kompakte Ω.
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9
Lokalkonvexe Finaltopologien & Topologie auf

D(Ω)

Sei Ω ⊆ Rn offen. Für K ⊆ Ω kompakt sei

DK(Ω) ∶= {f ∈ C∞
C (Ω); spt f ⊆K} = C∞

0 (intK)

der Fréchet-Raum bzgl. des Halbnormsystems

pk(f) ∶= sup{∣∂αf(x)∣;x ∈K,α ∈ Nn0 , ∣α∣ ≤ k}

Die Topologie auf D(Ω) ∶= C∞
C (Ω) soll die feinste lokalkonvexe Topologie sein, für die alle Einbet-

tungen
DK(Ω)↪ D(Ω)

stetig sind. Wir versehen D(Ω) mit der lokalkonvexen Finaltopologie bzgl. id ∶ DK → D für K ⊆ Ω
kompakt (siehe Satz 9.1).

9.1 Satz

Sei E ein Vektorraum und (Xι, Fι)ι∈I eine Familie von topologischen Räumen. Seien fι ∶ Xι → E
für ι ∈ I.

(i). Es existiert die feinste lineare (lokalkonvexe) Topologie T auf E, sodass alle Abbildungen
fι ∶ (Xι,Tι) → (E,T ) (ι ∈ I) stetig sind. T heißt lineare (lokalkonvexe) Finaltopologie auf E
bzgl. (fι)ι∈I .

(ii). Sei (F,S) ein topologischer linearer (lokalkonvexer) Vektorraum und g ∶ E → F linear. T sei
die lineare (lokalkonvexe) Finaltopologie auf E bzgl. (fι)ι∈I . Dann

g ∶ (E,T )→ (F,S) stetig⇔ ∀ι ∈ I ∶ g ○ fι ∶ (Xι,Tι)→ (F,S) stetig

Beweis: (i). Sei M ∶= {S ⊆ P(E);S lineare (lokalkonvexe) Topologie auf E, ∀ι ∈ I ∶ fι ∶ (Xι,Tι)→
(E,S) stetig}. Da {∅,E} ∈M gilt M /= ∅. Sei T die Initialtopologie auf E bzgl.

id ∶ E → (E,S) (S ∈M)

Dann ist T eine lineare (lokalkonvexe) Topologie auf E (Satz 1.3, Beispiele vor 2.4). Aus
Stetigkeit folgt S ⊆ T für alle S ∈M . Noch zu zeigen: T ∈M . Nach Satz 1.1 gilt:

fι ∶ (Xι,Tι)→ (E,T ) stetig⇔ ∀S ∈M ∶ fι(Xι,Tι)→ (E,S) stetig

für ι ∈ I. Dies gilt nach der Definition von M .

(ii).
”
⇒“ ist klar.

”
⇐“: Sei T ′ die Initialtopologie auf E bzgl. g ∶ E → (F,S). Dann T ′ linear

(lokalkonvex). Nach Satz 1.1 ist fι ∶ (Xι,Tι) → (E,T ′) stetig für ι ∈ I, daher T ′ ∈ M und
somit T ′ ⊆ T .
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9.2 Folgerung

Sei Ω ⊆ Rn offen und u ∶ D(Ω)→ K linear. Dann äquivalent:

(i). u stetig

(ii). ∀K ⊆ Ω kompakt: u∣DK(Ω) stetig

(iii). Sei (fk)k∈N in D(Ω) mit ⋃k∈N spt fk relativ kompakt in Ω, ∂αfk → 0 gleichmäßig (α ∈ Nn0 ).
Dann gilt u(fk)→ 0 (k →∞).

Beweis: � (i) ⇔ (ii): Klar mit Satz 9.1(ii).

� (ii) ⇔ (iii): In (iii) ist die Folgenstetigkeit von u in 0 auf DK(Ω) mit K ∶= ⋃k∈N spt fk
formuliert. Da DK(Ω) metrisierbar ist, ist dies äquivalent zur Stetigkeit von u∣DK(Ω) in 0.
Da u linear ist, folgt die Behauptung.

Bemerkung (i). In der
”
Distributionentheorie ohne Topologie“ wird (iii) als Stetigkeitsbedingung

formuliert. D(Ω)′ ist der Raum der Distributionen auf Ω.

(ii). Weitere Äquivalenz in Folgerung 9.2:

(iv) ∀K ⊆ Ω kompakt ∃m ∈ N0, c > 0 ∶
∀f ∈ DK(Ω) ∶ ∣u(f)∣ ≤ c ⋅max{∥∂αf∥∞;α ∈ Nn0 , ∣α∣ ≤m}

Klar, da Halbnormsysten auf DK(Ω) gerichtet.

Definition (i). Sei E ein Vektorraum und I eine gerichtete halbgeordnete Menge. Sei (Eι)ι∈I
eine Familie von Teilräumen von E mit Eι ⊆ Eκ für ι ≤ κ, E = ⋃ι∈I Eι. Für ι ∈ I sei Tι eine
lokalkonvexe Topologie auf Eι, sodass die Einbettung (Eι,Tι) ↪ (Eκ,Tκ) für ι ≤ κ stetig
sind. Sei T die lokalkonvexe Finaltopologie auf E bzgl. id ∶ (Eι,Tι) → E (ι ∈ I). (E,T )
heißt lokalkonvexer induktiver Limes von ((Eι,Tι))ι∈I . Dieser heißt strikt genau dann wenn
Tκ ∩Eι = Tι für alle ι ≤ κ.

(ii). Ist (E,T ) ein strikter lokalkonvexer induktiver Limes einer Folge von Banachräumen (Fréchet-
Räumen), so heißt (E,T ) LB-Raum (LF-Raum).

Beispiel (i). Sei Ω ⊆ Rn offen. D(Ω) ist ein LF-Raum. (Sei (Ωk)k∈N eine Standardausschöpfung
von Ω. Dann ist (D(Ω),T ) strikter lokalkonvexer induktiver Limes von (DΩk

,TΩk
).)

(ii). Für Ω ⊆ Rn offen ist Dm(Ω) ∶= CmC (Ω) ein LB-Raum.

(iii). Sei Ω ein lokalkompakter topologischer Raum. Sei CC(Ω) versehen mit der Topologie der
kompakten Konvergenz Tc. Dann ist (CC(Ω),Tc) ein strikter lokalkonvexer induktiver Limes
von ((C0(intK), ∥⋅∥∞))K⊆Ω kompakt. Wenn Ω σ-kompakt ist, so ist (CC(Ω),Tc) ein LB-Raum.

(iv). E ∶=H({0}) seien Keime der bei 0 ∈ C holomorphen Funktionen,

H({0}) ∶= {f ∶ U → C; 0 ∈ U offen}/∼
f ∼ g ∶⇔ ∃V ⊆ Coffen,0 ∈ V ∶ f ∣V = g∣V

Betrachte ((Hb(B(0, 1
n
))/∼, ∥ ⋅ ∥∞))n∈N. Ist Folge von Banachräumen. Sei (H({0}),T ) der

lokalkonvexe induktive Limes dieser Folge von Banachräumen, dann ist dies kein LB-Raum,
da nicht strikt.

9.3 Satz

Sei E ein Vektorraum und (Eι,Tι)ι∈I eine Familie von topologischen Räumen, fι ∶ E → Eι linear
für ι ∈ I. Sei T die lokalkonvexe Finaltopologie auf E bzgl. (fι)ι∈I . Dann ist

B ∶= {U ⊆ E;U abskvx, absorbierend,∀ι ∈ I ∶ f−1
ι (U) ∈ U0(Tι)}

Nullumgebungsbasis von T .
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äu
m
e”

vo
n
Jü
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Beweis: Sei U ∈ U0(T ) absolutkonvex, dann ist U ∈ B. Noch zu zeigen: B ⊆ U0(T ). Sei U ∈ B. Dann
ist (E,pU) lokalkonvex und für alle ι ∈ I ist fι ∶ (Eι,Tι) → (E,pU) stetig. Damit TpU ⊆ T (nach
Definition der Finaltopologie) und somit U ∈ U0(T ).

Bemerkung Eine Nullumgebungsbasis der linearen Finaltopologie ist schwieriger anzugeben.

9.4 Lemma

Sei E lokalkonvex, F ⊆ E ein Teilraum und V ∈ U0(F ) absolutkonvex. Dann gibt es U ∈ U0(E)
absolutkonvex mit V = U ∩ F . Ist x0 ∈ E/F̄ , so kann U so gewählt werden, dass x0 ∉ U .

Beweis: Es gibt Ǔ ∈ U0(E) absolutkonvex, sodass Ǔ∩F ⊆ V . Dann ist U ∶= co(Ǔ∪V ) absolutkonvex
(da Ǔ ∪V kreisförmig). Weiterhin gilt U ∩F = V : Ist x ∈ Ǔ , y ∈ V , t ∈ (0,1) mit (1− t) ⋅x+ t ⋅ y ∈ F ,
dann x ∈ F ∩ Ǔ ⊆ V , also (1 − t) ⋅ x + t ⋅ y ∈ V .
Falls x0 ∈ E/F̄ , so sei Ǔ so gewählt, dass (x0 + Ǔ) ∩ F = ∅. Dann x0 ∉ U : Aus x0 = (1 − t) ⋅ x + t ⋅ y
würde x0 − (1 − t) ⋅ x ∈ F ∩ (x0 − (1 − t)Ǔ) ⊆ F ∩ (x0 + Ǔ) /= ∅ folgen. Widerspruch!

9.5 Satz (Dieudonné-Schwartz)

Sei (E,T ) strikter lokalkonvexer induktiver Limes einer aufsteigenden Folge ((En,Tn))n∈N von
lokalkonvexen Teilräumen.

(i). ∀n ∈ N ∶ T ∩En = Tn

(ii). Sind alle En für n ∈ N separiert, dann auch E.

(iii). Sei En abgeschlossen in En+1 für n ∈ N. Für B ⊆ E gilt dann:

B T − beschränkt ⇔ ∃n ∈ N ∶ B ⊆ En,B Tn − beschränkt

Beweis: (i).
”
⊆“: Klar, da (En,Tn)↪ (E,T ) stetig nach Definition.

”
⊇“: Sei Un ∈ U0(Tn) absolutkonvex. Mit Lemma 9.4: Es gibt (Un+k)k∈N mit Un+k ∈ U0(Tn+k),
Un+k = Un+k+1 ∩ En+k für k ∈ N. Dann U = ⋃k∈N0

Un+k ∈ U0(T ) nach Satz 9.3. Außerdem
Un = U ∩En.

(ii). Sei x ∈ E, x /= 0. Dann gibt es n ∈ N mit x ∈ En. Da Tn separiert ist, gibt es Un ∈ U0(Tn)
absolutkonvex mit x ∉ Un. Nach (i) gibt es U ∈ U0(T ) mit Un = U ∩En, also x ∉ U .

(iii).
”
⇐“: Bekannt.

”
⇒“: Annahme B /⊆ En für alle n ∈ N. Dann gibt es eine Folge (xn)n∈N in B und eine

aufsteigende Folge (kn)n∈N in R, sodass

∀n ∈ N ∶ xn ∈ Ekn+1/Ekn

Nach Lemma 9.4 gibt es (Un)n∈N mit Un ∈ U0(Tkn) absolutkonvex mit Un = Un+1 ∩ Ekn ,
1
n
⋅ xn ∉ Un+1 für n ∈ N. Dann U ∶= ⋃n∈NUn ∈ U0(T ) (Satz 9.3), jedoch xn ∉ n ⋅ U , d.h.

(xn)n∈N ⊆ B wird von U nicht absorbiert, damit B nicht beschränkt. Widerspruch!

Somit gibt es n ∈ N mit B ⊆ En. Aus En ∩ T = Tn folgt, dass B beschränkt in En ist.

9.6 Folgerung

Sei Ω ⊆ Rn offen und B ⊆ D(Ω). Dann gilt: B TD-beschränkt⇔ ∃K ⊆ Ω kompakt ∀f ∈ B: spt f ⊆K,

∀α ∈ Nn0 ∶ sup
f∈B

∥∂αf∥∞ <∞

Beweis: Klar mit Satz 9.5(iii).
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äu
m
e”

vo
n
Jü
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9.7 Folgerung

Sei Ω ⊆ Rn offen, Ω /= ∅. Dann ist (D(Ω),TD) nicht metrisierbar.

Beweis: Annahme doch. Dann gibt es eine Nullumgebungsbasis (Uk)k∈N mit Uk ⊇ Uk+1 (k ∈ N). Sei
(Ωk)k∈N eine Standardausschöpfung von Ω. Für k ∈ N gibt es ϕk ∈ Uk mit sptϕk ∩ Ωk = ∅. Dann
{ϕk;k ∈ N} beschränkt (wird von allen Uk absorbiert). Widerspruch zu Folgerung 9.6.

9.8 Satz (L. Schwartz)

Sei Ω ⊆ Rn offen. Sei (Ωk)k∈N eine Standardausschöpfung von Ω, Ω0 ∶= ∅. Für (εk)k∈N in (0,∞)
mit εk ↓ 0, (mk)k∈N0 in N0 mit mk ↑∞ setze

U((mk)k, (εk)k) ∶= ⋂
k∈N0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ ∈ D(Ω); sup
x∉Ωk
∣α∣≤mk

∣∂αϕ(x)∣ ≤ εk

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Dann ist U ∶= {U((mk)k, (εk)k), (mk)k, (εk)k wie oben} eine Nullumgebungsbasis für TD.

Beweis: (i). U ⊆ U0(TD): Ist U ∈ U , so ist U absolutkonvex und absorbierend. Weiterhin gilt:
U ∩DΩk

(Ω) ist Nullumgebung in DΩk
, denn: Sei U = U((mk)k, (εk)k), dann

U ∩DΩk
= {ϕ ∈ D(Ω);∀j ≤ k ∶ sup

x∉Ωj
∣α∣≤mj

∣∂αϕ(x)∣ ≤ ϕj}

⊇ {ϕ ∈ D(Ω); sup
∣α∣≤mk

∥∂αϕ∥∞ ≤ εk}

ist Nullumgebung in DΩk
(Ω).

(ii). U ist Basis: Sei W ∈ U0(TD) absolutkonvex. Für k ∈ N ist W ∩ DΩk
Nullumgebung in DΩk

und
∀k ∈ N0∃mk ∈ N0, δk > 0∀ϕ ∈ DΩk+2 , pmk(ϕ) ≤ δk ∶ ϕ ∈W (∗)

Ohne Einschränkung mk ↑, δk ↓. Es gilt

Ω = ⋃
k∈N0

Ωk+1 = ⋃
k∈N0

(Ωk+2/Ωk)

also gibt es (αk)k∈N0 in D(Ω) mit αk ≥ 0, sptαk ⊆ Ωk+2/Ωk, ∑k∈N0
αk = 1 (Partition der Eins,

siehe Lemma 9.9). Sei ϕ ∈ D(Ω), dann

ϕ = ∑
k∈N0

1

2k+1
⋅ (2k+1 ⋅ αk ⋅ ϕ)

(endliche Summe!). Falls (2k+1 ⋅ αk ⋅ ϕ) ∈W für alle k ∈ N, dann auch ϕ ∈W , da W absolut-
konvex. Nun gilt

pmk(2k+1 ⋅ αk ⋅ ϕ) ≤ . . . ≤ ck ⋅ sup
x∈Ωk+2/Ωk

∣α∣≤mk

∣∂αϕ(x)∣

Ohne Einschränkung ck ↑. Setze εk ∶= δk
ck

, dann εk ↓ 0 und aus ϕ ∈ U((mk)k, (εk)k) folgt

pmk(2k+1 ⋅ αk ⋅ ϕ) ≤ ck ⋅ sup
x∈Ωk+2/Ωk

∣α∣≤mk

∣∂αϕ(x)∣ ≤ ck ⋅ εk = δk

also (2k+1 ⋅ αk ⋅ ϕ) ∈W nach (∗). Somit U((mk)k, (εk)k) ⊆W .
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9.9 Lemma (Partition der Eins)

Sei Ω ⊆ Rn offen und (Uk)k∈N eine lokal endliche Überdeckung von Ω durch relativ kompakte
Mengen. Dann gibt es (αk)k∈N in D(Ω), αk ≥ 0, sptαk ⊆ Uk (k ∈ N) und ∑k∈N αk = 1.

Beweis: Sei (Ωk)k∈N eine Standardausschöpfung von Ω, Ω0 ∶= ∅. Für x ∈ Ω gibt es m ∈ N, rx > 0,
sodass B(x,2rx) ⊆ Um. Es gibt eine Folge (xj)j∈N sowie eine aufsteigende Folge (jk)k∈N, j0 ∶= 0 mit

Ωk+1/Ωk ⊆
jk+1
⋃

j=jk+1

B(xj , rj)

∀j = jk + 1, . . . , jk+1 ∶ (Ωk+1/Ωk) ∩B(xj , rxj) /= ∅

(für erste Bedingung: Ωk+1/Ωk ist kompakt). Für j ∈ N sei βj in D(Ω) mit sptβj = B[xj , rxj ],
βj(x) > 0 für x ∈ B(xj , rxj). Für k ∈ N definiere

α̃k ∶= ∑
j∈N

B(xj ,2rxj )⊆Uk

βj

(Endliche Summe, da Um ⊆ Ωk für große k und daher B(xj ,2rxj) ⊆ Um nur für j ≤ jk möglich.)
Daher α̃k ∈ D(Ω), spt α̃k ⊆ Uk. Definiere α̃ ∶= ∑k∈N α̃k ∈ C∞(Ω) (lokal endliche Summe), dann
α̃(x) > 0 für alle x ∈ Ω. Mit αk ∶= α̃k

α̃
folgt die Behauptung.

9.10 Satz

Sei E ein Vektorraum und (Eι,Tι)ι∈I lokalkonvexe Räume. Seien fι ∶ Eι → Elinear und T die lokal-
konvexe Finaltopologie bzgl. (fι)ι∈I in E. Eι sei tonneliert bzw. quasitonneliert bzw. bornlogisch
(ι ∈ I). Dann ist (E,T ) tonneliert bzw. quasitonneliert bzw. bornologisch.

Beweis: (i). Sei V ⊆ E eine Tonne. Dann f−1
ι (V ) eine Tonne in Eι, also f−1

ι (V ) ∈ U0(Tι) für ι ∈ I.
Damit V ∈ U0(T ) nach Satz 9.3.

(ii). Quasitonneliert bzw. bornologisch: Entsprechend. Man beachte: Ist V ⊆ E bornivor und
B ⊆ Eι beschränkt, dann fι(B) in E beschränkt und wird somit von V absorbiert, d.h.
fι(B) ⊆ λ ⋅ V . Damit

B ⊆ f−1
ι (fι(B)) ⊆ λ ⋅ f−1

ι (V )

9.11 Folgerung

Sei Ω ⊆ Rn offen. (D(Ω)′, β(D′,D) ist vollständig.

Beweis: D(Ω) ist bornologisch nach Satz 9.10 (wegen DK(Ω) = C∞
0 (intK) bornologisch, da me-

trisierbarer Raum, Satz 6.3). Daher D(Ω)′ vollständig nach Satz 8.16.

9.12 Satz (i). Sei (E,T ) strikter lokalkonvexer Limes einer Folge ((En,Tn))n∈N von Teilräumen
wobei En Semi-Montelraum (n ∈ N) und En abgeschlossen in En+1. Dann ist E ein Semi-
Montelraum.

(ii). Sei Ω ⊆ Rn offen. D(Ω) ist Montelraum, also insbesondere reflexiv.

Beweis: (i). Sei B ⊆ E abgeschlossen und beschränkt. Nach Satz 9.5 gibt es n ∈ N, sodass B ⊆ En
und B Tn-beschränkt. B ist in En abgeschlossen, somit B kompakt in En, da En Semi-
Montelraum. Damit kompakt in E.

(ii). Sei (Ωk)k∈N eine Standardausschöpfung von Ω. Nach einem Beispiel in §7 (nach Folgerung
7.2) ist DΩk

= C∞
0 (int Ωk) ein Montelraum. Aus Satz 9.10 und (i) folgt die Behauptung.
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9.13 Satz

Sei (E,T ) strikter lokalkonvexer induktiver Limes einer Folge ((En,Tn))n∈N von vollständigen
lokalkonvexen Räumen. Dann ist E vollständig.

Beweis: Sei F ein Cauchy-Filter auf E.

(i). Sei Ĝ ∶= {B + V ;B ∈ F , V ∈ U0(E)}. Dann ist Ĝ eine Filterbasis, denn

(B + V ) ∩ (B′ + V ′) ⊇ (B ∩B′)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈F

+ (V ∩ V ′)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈U0

Der erzeugte Filter G ist ein Cauchy-Filter: Zu U ∈ U0(E) gibt es V ∈ U0(E) mit V +V −V ⊆ U .
Es gibt B ∈ F mit B −B ⊆ V . Daher

(B + V ) − (B + V ) ⊆ V + V − V ⊆ U
Offenbar gilt F ⊇ G. Wir zeigen in (ii):

∃n ∈ N∀A ∈ G ∶ A ∩En /= ∅ (1)

Es folgt, dass G ∩ En Cauchy-Filter auf En und daher konvergent, G ∩ En → x ∈ En. Dann
G → x und somit F → x, da F feiner als G.

(ii). Annahme (1) gilt nicht. Dann gibt es (Bn)n∈N in F und (Vn)n∈N in U0(E), sodass

∀n ∈ N ∶ (Bn + Vn) ∩En = ∅
mit Vn absolutkonvex und Vn+1 ⊆ Vn (n ∈ N). Wir zeigen in (iii):

∃V ∈ U0(E)∀n ∈ N ∶ (Bn + V ) ∩En = ∅ (2)

Da F ein Cauchy-Filter ist, gibt es B ∈ F mit B −B ⊆ V . Daher

B −Bn ∩B
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

/=∅

⊆ V ⇒ B ⊆ (Bn ∩B) + V ⊆ Bn + V

also B ∩En = ∅ für n ∈ N, also B = ∅ ∉ F . Widerspruch!

(iii). Zeige (2). Für n ∈ N sei

Wn ∶= co(Vn ∪ ⋃
k<n

(Vk ∩Ek))

Dann gilt (immernoch) (Bn +Wn) ∩En = ∅ (Annahme nicht: Dann gibt es x ∈ Bn, y ∈ Vn,
z ∈ En−1, t ∈ [0,1] mit x + t ⋅ y + z ∈ En. Dann t ⋅ y ∈ Vn, daher x + t ⋅ y ∈ (Bn + Vn) ∩En = ∅.
Widerspruch!) Definiere

V ∶= co(⋃
k∈N

(Vk ∩Ek))

Dann V absolutkonvex und V ⊇ Vk ∩Ek für k ∈ N, somit V Nullumgebung in E (Satz 9.3).
Außerdem ist

Vn ∪ ⋃
k<n

(Vk ∩Ek) ⊇ ⋃
k∈N

(Vk ∩Ek) (n ∈ N)

also Wn ⊇ V und somit

(Bn + V ) ∩En ⊆ (Bn +Wn) ∩En = ∅ (n ∈ N)

9.14 Folgerung

Sei Ω ⊆ Rn offen. Dann ist D(Ω) vollständig.

Beweis: Klar mit 9.13.

Bemerkung Leichter als 9.13: E strikter lokalkonvexer Limes einer Folge (En)n∈N von quasi-
vollständigen (bzw. folgenvollständigen) Räumen mit En abgeschlossen in En+1. Dann ist E qua-
sivollständig (folgenvollständig). Klar mit Satz 9.5(iii).
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10
Präkompaktheit

Definition Sei (E,T ) ein topologischer Vektorraum und A ⊆ E. A heißt präkompakt

∶⇔ ∀U ∈ U0(T )∃B ⊆ E endlich ∶ A ⊆ B +U (= ⋃
b∈B

(b +U))

Bemerkung (i). A präkompakt⇒ Ā präkompakt. (Betrachte abgeschlossene Nullumgebungsbasis
in Definition.)

(ii). Ā präkompakt ⇒ A präkompakt

(iii). Teilmengen und skalare Vielfachen von präkompakten Mengen sind präkompakt.

(iv). Endliche Vereinigung und Summen präkompakter Mengen sind präkompakt.

(v). A präkompakt ⇒ A beschränkt

10.1 Satz

Sei (E,T ) ein topologischer Vektorraum und A ⊆ E. Äquivalent:

(i). A präkompakt

(ii). Zu jedem Filter auf A gibt es einen feineren Cauchy-Filter.

(iii). Jeder Ultrafilter auf A ist ein Cauchy-Filter.

Beweis: � (ii) ⇔ (iii): Klar, da jeder Filter einen feineren Ultrafilter besitzt.

� (i) ⇒ (iii): Sei F ein Ultrafilter auf A und U ∈ U0(T ). Dann gibt es B ⊆ E endlich mit
A ⊆ B + U . Dann gehört eine der Mengen (b + U) ∩A, b ∈ B, zu F (da F ein Ultrafilter ist,
gilt für C ⊆ A entweder C ∈ F oder A/C ∈ F). Daher F Cauchy-Filter: Sei V ∈ U0(T ), dann
existieren U ∈ U0(T ), b ∈ B mit U −U ⊆ V und (b +U) ∩A ∈ F und somit

((b +U) ∩A) − ((b +U) ∩A) ⊆ U −U ⊆ V

� (ii) ⇒ (i): Annahme A ist nicht präkompakt. Dann gibt es U ∈ U0(T ), sodass A/(B +U) /= ∅
für B ⊆ E endlich. Somit ist

{A/(B +U);B ⊆ E endlich}

eine Filterbasis auf A und nach Voraussetzung gibt es einen feineren Cauchy-Filter F . Daher
gibt es C ∈ F mit C − C ⊆ U . Für x ∈ C folgt C ⊆ x + U , also (x + U) ∩ A ∈ F . Aber auch
A/(x +U) ∈ F nach Konstruktion, also ∅ ∈ F . Widerspruch!

10.2 Satz

Sei E ein topologischer Vektorraum und A ⊆ E. Äquivalent:
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tä
t
D
re
sd
en
,
S
om

m
er
se
m
es
te
r
20
12

(i). A kompakt

(ii). A präkompakt, vollständig

Beweis: � (i) ⇒ (ii): Präkompakt ist klar. Vollständig: Sei F ein Cauchy-Filter auf A. Nach
Satz 4.2 besitzt F einen Häufungswert x. Daher F → x, da F Cauchy-Filter.

� (ii) ⇒ (i): Sei F ein Ultrafilter auf A, dann F Cauchy-Filter nach Satz 10.1, also konvergent.
Mit Proposition 4.2 folgt die Behauptung.

10.3 Satz

Sei (E,T ) ein topologischer Vektorraum und A ⊆ E präkompakt.

(i). Die kreisförmige Hülle cirA von A ist präkompakt.

(ii). Ist E lokalkonvex, so sind coA und acoA präkompakt.

Beweis: (i). Sei U ∈ U0(T ) kreisförmig. Dann gibt es B ⊆ E endlich mit A ⊆ B +U . Dann

cirA ∶= ⋃
∣λ∣≤1

λ ⋅A ⊆ ⋃
∣λ∣≤1

(λ ⋅B + λ ⋅U) ⊆ cirB +U

Die Menge cirB = ⋃b∈B BK[0,1] ⋅ b ist kompakt (da stetiges Bild einer kompakten Menge),
also gibt es B1 ⊆ E endlich mit cirB ⊆ B1 +U . Damit

cirA ⊆ cirB +U ⊆ B1 + (U +U)

(ii). Sei U ∈ U0(T ) absolutkonvex. Dann gibt es B ⊆ E endlich mit A ⊆ B +U . Die Menge

acoA = {∑
b∈B

λb ⋅ b; (λb) ∈ BK[0,1]B ,∑
b∈B

∣λb∣ ≤ 1}

ist kompakt, da stetiges Bild der kompakten Menge

{(λb) ∈ BK[0,1]B ; ∑
b∈B

∣λb∣ ≤ 1}

Somit gibt es B1 ⊆ E endlich, sodass acoB ⊆ B1 +U .

Sei x ∈ acoA, dann x = ∑nj=1 µj ⋅ xj mit x1, . . . , xn ∈ A, ∑nj=1 ∣µj ∣ ≤ 1. Es gilt xj = bj + yj für
ein bj ∈ B, yj ∈ U (j = 1, . . . , n). Somit

x =
n

∑
j=1

µj ⋅ xj =
n

∑
j=1

µj ⋅ bj
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈acoB

+
n

∑
j=1

µj ⋅ yj
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈acoU=U

∈ acoB +U ⊆ B1 + (U +U)

also acoA ⊆ B1 + (U +U).

10.4 Folgerung

Sei E ein quasivollständiger topologischer Vektorraum und A ⊆ E kompakt.

(i). cirA ∶= cirA ist kompakt.

(ii). Ist E lokalkonvex, so ist acoA kompakt.

Beweis: Satz 10.2, 10.3

49



V
or
le
su
n
g:

“T
op

ol
og
is
ch
e
V
ek
to
rr
äu
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Definition Sei E ein lokalkonvexer Raum und A ⊆ P(E) das System der präkompakten Teilmengen
von E. Dann ist Tpc ∶= TA auf E′ die Topologie der präkompakten Konvergenz.

10.5 Proposition

Sei E lokalkonvex und M ⊆ E′ gleichgradig stetig. Dann gilt Tpc ∩M = σ(E′,E) ∩M .

Beweis: (i). Tpc ⊇ σ(E′,E): Klar nach Definition, jede einpunktige Menge ist präkompakt.

(ii). Tpc ∩M ⊆ σ(E′,E) ∩M : Zu zeigen: Zu x′0 ∈M , A ∈ A gibt es x1, . . . , xn ∈ E, sodass

{x′ ∈M ; sup
j=1,...,n

∣⟨xj , x′ − x′0⟩∣ ≤
1

2
} ⊆ {x′ ∈M ; sup

x∈A
∣⟨x,x′ − x′0⟩∣ ≤ 1}

Da M − x′0 gleichgradig stetig ist, gibt es U ∈ U0(E), sodass

sup
x′∈M
x∈U

∣⟨x,x′ − x′0⟩∣ ≤
1

2

Es gibt x1, . . . , xn ∈ E mit A ⊆ ⋃nj=1(xj+U). Für x ∈ A gibt es also j ∈ {1, . . . , n} mit x−xj ∈ U
und daher folgt für x′ ∈M mit supj ∣⟨xj , x′ − x′0⟩∣ ≤ 1

2
:

sup
x∈A

∣⟨x,x′ − x′0⟩∣ ≤ sup
j=1,...,n

∣⟨xj , x′ − x′0⟩∣ + sup
y∈U

∣⟨y, x′ − x′0⟩∣

≤ 1

Bemerkung Tpc wird in §11 für metrische lokalkonvexe Räume benutzt werden.
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11
Sätze von Banach-Dieudonné und Krein-S̆mulian

11.1 Satz

Sei E ein Banachraum und F ⊆ E′ ein Teilraum. Dann gilt: F ist σ(E′,E)-abgeschlossen⇔ F ∩BE′

ist σ(E′,E)-abgeschlossen.

Bemerkung (Motivation zu Satz 11.1) Sei E ein komplexer Banachraum und Ω ⊆ C offen. Sei f ∶
Ω→ E.

”
Traditionell“: f holomorph ⇔ ∀x′ ∈ E′ ∶ x′ ○f holomorph (Satz von Dunford). Weiter mit

Satz 11.1: Sei f lokal beschränkt und F ∶= {x′ ∈ E′;x′ ○ f holomorph} sei trennend in E. Dann ist
f holomorph.

Beweis: Offenbar ist F ein Teilraum und σ(E′,E)-dicht in E′. Die Menge BF ∶= {x′ ∈ F ; ∥x′∥ ≤
1} = F ∩BE′ ist σ(E′,E)-abgeschlossen: Die Abbildung

ϕ ∶ E′ → CΩ, x′ ↦ x′ ○ f

ist stetig bzgl. σ(E′,E) und der Produkttopologie. Die Menge H ∶= {g ∶ Ω → C holomorph;
∀z ∈ Ω ∶ ∣g(z)∣ ≤ ∣f(z)∣} ist kompakt in C(Ω) (kompakte Konvergenz, Satz von Montel), also
abgeschlossen in CΩ. Dann folgt wegen BF = BE′ ∩ϕ−1(H), dass BF σ(E′,E)-abgeschlossen. Aus
Satz 11.1: F ist σ(E′,E)-abgeschlossen, also F = E′, da F dicht. (Grosse-Erdmann, Beweis von
Arendt-Nikolki)

11.2 Proposition

Sei E lokalkonvex und Tf ∶= {A ⊆ E′;∀M ⊆ E′ gleichgradig stetig: A ∩M ∈ σ(E′,E) ∩M}.

(i). Tf ist eine Topologie auf E′ und es gilt Tf ⊇ Tpc. (Offenbar ist Tf dann die feinste Topologie,
die auf gleichgradig stetigen Mengen mit σ(E′,E) übereinstimmt.)

(ii). Tf ist separiert und translationsinvariant. Jede Nullumgebung ist absorbierend und enthält
eine kreisförmige Nullumgebung.

Beweis: (i). Tf ist Topologie: Klar. Tf ⊇ Tpc: Proposition 10.5

(ii). (1) Tf ist separiert, da Tf ⊇ σ(E′,E)
(2) Tf ist translationsinvariant, denn das System der gleichgradig stetigen Mengen ist trans-

lationsinvariant.

(3) absorbierend: Sei V eine Tf -Nullumgebung und x′ ∈ E′. Sei M ⊆ E′ gleichgradig stetig
und kreisförmig mit x′ ∈M , dann gibt es eine kreisförmige σ(E′,E)-Nullumgebung W ,
sodass W ∩M ⊆ V ∩M . Es gibt α ∈ (0,1), sodass λ ⋅ x′ ∈W für ∣λ∣ ≤ α, daher

λ ⋅ x′ ∈W ∩M ⊆ V ∩M ⊆ V

(4) kreisförmige Nullumgebung: Sei U eine Tf -Nullumgebung und

V ∶=⋃{A ⊆ U ;Akreisförmig}
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der
”
kreisförmige Kern“ von U . Sei M ⊆ E′ gleichgradig stetig, dann cirM(⊆ M○○)

gleichgradig stetig. Es gibt W ∈ U0(σ(E′,E)) kreisförmig, sodass

W ∩ cirM ⊆ U ∩ cirM ⊆ U

Da W ∩ cirM kreisförmig ist, folgt auch W ∩ cirM ⊆ V , also

W ∩ cirM ⊆ V ∩ cirM

⇒W ∩M ⊆ (W ∩ cirM) ∩M ⊆ (V ∩ cirM) ∩M = V ∩M

also ist V Tf -Nullumgebung und V ⊆ U .

Bemerkung Warum in (ii)(4) nur
”
kreisförmig“? Weil es keinen

”
absolutkonvexen Kern“ gibt. Im

Allgemeinen Tf keine lineare Topologie.

11.3 Satz (Banach-Dieudonné)

Sei E ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum und A ∶= {{xn;n ∈ N};xn Nullfolge in E}. Dann
Tf = Tpc = TA =∶ Tns.

Beweis: (i). Tf ⊇ Tpc ⊇ Tns: 1. Inklusion folgt aus Proposition 11.2(i) und 2. Inklusion, da jedes
A ∈ A präkompakt ist.

(ii). Tns ⊇ Tf : Sei U ∈ U0(Tf) offen. Es genügt zu zeigen: Es gibt A ∈ A mit A○ ⊆ U .

Es gibt eine Nullumgebungsbasis (Vn)n∈N von E mit V0 = E, Vn+1 ⊆ Vn und Vn absolutkonvex
und abgeschlossen (n ∈ N). In (iii) zeigen wir:

∀n ∈ N0 ∃Bn ⊆ Vn endlich ∶ A○
n ∩ V ○

n ⊆ U mitAn ∶=
n−1

⋃
k=0

Bk (∗)

Sei A ∶= ⋃k∈N0
Bk, dann offenbar A ∈ A und aus A○ ⊆ A○

n folgt

A○ ∩ V ○
n ⊆ U

Aus ⋂n∈N0
Vn = {0} folgt ⋃n∈N0

V ○
n = E′, damit A○ ⊆ U .

(iii). Zu (∗): Klar für n = 0. Seien B0, . . . ,Bn−1 schon gewählt. Zu finden ist Bn ⊆ Vn endlich,
sodass

(An ∪Bn)○
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A○
n+1

∩V ○
n+1 ⊆ U

Annahme: Es gibt kein solches Bn. Setze C ∶= V ○
n+1/U . Dann

∅ /= (An ∪B)○ ∩C = A○
n ∩B○ ∩C

für B ⊆ Vn endlich, daher ist

{A○
n ∩B○ ∩C;B ⊆ Vn endlich}

eine Filterbasis auf C. V ○
n+1 ist nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki σ(E′,E)-kompakt,

damit auch Tf -kompakt (da V ○
n+1 gleichgradig stetig). Da U ∈ U0(Tf) offen, ist C eine Tf -

abgeschlossene Teilmenge von V ○
n+1, also kompakt.

Alle A○
n ∩B○ ∩C sind abgeschlossen (B ⊆ Vn endlich), daher gibt es

x′ ∈ ⋂
B⊆Vn

B endlich

A○
n ∩B○ ∩C = A○

n ∩ ( ⋂
B⊆Vn

B endlich

B○) ∩C
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Aus Vn = ⋃ B⊆Vn
B endlich

B folgt V ○
n = ⋂ B⊆Vn

B endlich
B○ und somit

x′ ∈ A○
n ∩ V ○

n
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

IV
⊆U

∩C ⊆ U ∩ (Vn+1/U) = ∅

Widerspruch!

11.4 Folgerung

Sei E lokalkonvex und metrisierbar sowie A ⊆ E′. Dann äquivalent:

(i). ATpc-abgeschlossen

(ii). Für jede absolutkonvexe σ(E′,E)-abgeschlossene gleichgradig stetige MengeM ⊆ E′ ist A∩M
σ(E′,E)-abgeschlossen. (Beachte Unterschied zur Definition von Tf !)

Beweis: (i).
”
⇒“: Klar nach Definition von Tf 11.3= Tpc.

(ii).
”
⇐“: Sei M ⊆ E′ gleichgradig stetig. Dann M○○(⊇M) absolutkonvex, σ(E′,E)-abgeschlossen

und gleichgradig stetig. Also ist nach Voraussetzung A∩M = (A∩M○○)∩M relativ σ(E′,E)-
abgeschlossen in M und somit ist A Tf -abgeschlossen nach Definition von Tf . Somit auch
Tpc-abgeschlossen nach Satz 11.3.

Definition Sei E lokalkonvex und A ∶= {A ⊆ E;A absolutkonvex, kompakt}. Dann ist Tcc ∶= TA
eine Topologie auf E′.

Bemerkung (i). σ(E′,E) ⊆ Tcc ⊆ T (E′,E) und somit (E′,Tcc)′ = E, falls E separiert.

(ii). Falls E quasivollständig ist, gilt Tpc = Tcc verträglich mit ⟨E,E′⟩.

11.5 Satz (Krein-S̆mulian)

Sei E ein Fréchet-Raum und A ⊆ E′ konvex. Dann äquivalent:

(i). A σ(E′,E)-abgeschlossen

(ii). Für jede absolutkonvexe σ(E′,E)-abgeschlossene gleichgradig stetige MengeM ⊆ E′ ist A∩M
σ(E′,E)-abgeschlossen.

Beweis: � (i) ⇒ (ii): Klar.

� (ii) ⇒ (i): Nach Folgerung 11.4 ist A Tpc-abgeschlossen, also auch Tcc-abgeschlossen, da E
vollständig. Da Tcc verträglich mit ⟨E,E′⟩ ist, ist A auch σ(E′,E)-abgeschlossen (A konvex).

Beweis: (von Satz 11.1,
”
⇐“) Ist M ⊆ E′ gleichgradig stetig, so ist M ⊆ BE′[0, r] für geeignetes

r > 0. Dann F ∩BE′[0, r] σ(E′,E)-abgeschlossen, daher F ∩M relativ σ(E′,E)-abgeschlossen in
M . Aus Satz 11.5 folgt die Behauptung.

Bemerkung Satz 11.1 stammt von Banach.
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12
Convex compactness & Satz von Krein

12.1 Satz (Krein)

Sei E ein Banachraum und C ⊆ σ(E,E′)-kompakt. Dann ist coC σ(E,E′)-kompakt.

Bemerkung (i). Ist E lokalkonvex, quasivollständig und C σ(E,E′)-kompakt, dann ist coC
präkompakt und vollständig, also kompakt. Jedoch ist (E,σ(E,E′)) nicht quasivollständig,
falls E nicht reflexiv ist:

BE
σ(E′′,E′) = BE′′

(ii). Im reflexiven Banachraum ist Satz 12.1 klar.

Definition Sei E lokalkonvex und separiert. E besitzt die convex compactness property ∶⇔ Für
jede kompakte Menge C ⊆ E ist auch coC kompakt.

Bemerkung E quasivollständig
10.4⇒ E besitzt die convex compactness property.

Definition Sei E lokalkonvex und separiert. Sei (Ω, µ) ein endlicher Maßraum und f ∶ Ω → E mit
x′ ○ f ∈ L1(µ) für alle x′ ∈ E′. Dann ist ∫ f dµ ∈ (E′)∗ erklärt durch

∫ f dµ(x′) ∶= ∫
Ω
x′ ○ f dµ

f heißt µ-Pettis-integrierbar ∶⇔ ∫ f dµ ∈ E.

12.2 Proposition

Sei E lokalkonvex und separiert und Ω kompakt. Sei f ∶ Ω→ E stetig. Dann ist

co f(Ω)
σ(E′∗,E′)

= {∫ f dµ;µ ∈M1(Ω)}

σ(E′∗,E′)-kompakt wobei M1(Ω) ∶= {µ ≥ 0 Borel-Maß auf Ω; µ(Ω) = 1}.

Beweis: (i). co f(Ω)
σ(E′∗,E′)

ist kompakt: f(Ω) ist kompakt und (E′∗, σ(E′∗,E′)) vollständig
(Proposition 8.2). Behauptung folgt mit Proposition 10.4

(ii). Es gilt

co f(Ω) = {∫ f dµ;µ ∈M1(Ω), sptµ endlich} (∗)

Die Menge M1(Ω) ist kompakt für σ(M(Ω),C(Ω)) (vage Topologie) wobei M(Ω) die
Menge der signierten Borel-Maße auf Ω mit endlicher Totalvariation (≅ C(Ω)′, Satz von
Riesz-Markov).M1(Ω) ist eine abgeschlossene Teilmenge von BC(Ω)′ nach Satz von Alaoglu-
Bourbaki. Die Abbildung

M(Ω) ∋ µ↦ ∫ f dµ ∈ E′∗
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ist vag-σ(E′∗,E′)-stetig: Für jedes x′ ∈ E′ ist

M(Ω) ∋ µ↦ ∫ x′ ○ f dµ ∈ K

vag-stetig (da x′ ○ f stetig), dann Satz 1.1. Somit ist die Menge

{∫ f dµ;µ ∈M1(Ω)}

σ(E′∗,E′)-kompakt, daher abgeschlossen und aus (∗) folgt
”
⊆“.

Andererseits trennt {µ ∈ M(Ω); sptµ endlich} C(Ω). Daher ist {µ ∈ M(Ω); sptµ endlich}
vag dicht inM(Ω). Daraus folgert man, dass {µ ∈M1(Ω); sptµ endlich} dicht inM1(Ω) ist
(siehe Bourbaki, Intégration, Abschnitt 3 §2 no. 4). Damit folgt aus (∗) die Gleichheit.

12.3 Proposition

Sei E lokalkonvex und separiert und C ⊆ E kompakt. Äquivalent:

(i). coC kompakt

(ii). Ist Ω kompakt, µ ∈M1(Ω), f ∶ Ω→ C stetig, so ist f µ-Pettis-integrierbar.

(iii). Für alle µ ∈M1(C) gilt ∫C xdµ(x) ∈ E, d.h. C ∋ x↦ x ∈ E ist µ-Pettis-integrierbar.

Beweis: � (i)⇒ (ii): Folgt aus Proposition 12.2, da aus (i) folgt, dass coC σ(E′∗,E′)-kompakt.

� (ii) ⇒ (iii): Klar.

� (iii) ⇒ (i): Aus Proposition 12.2 folgt, dass coC
σ(E′∗,E′) ⊆ E. Somit ist

coC = coC
σ(E,E′) = coC

σ(E′∗,E′)

σ(E,E′)-kompakt, damit σ(E,E′)-vollständig. Aus Satz 8.5(ii) folgt, dass coC vollständig
(beachte dazu, dass E Nullumgebungsbasis aus absolutkonvexen σ(E,E′)-abgeschlossenen
Mengen besitzt). Da coC präkompakt ist (Satz 10.3) folgt die Kompaktheit von coC.

12.4 Satz

Sei E lokalkonvex, separiert und C ⊆ E σ(E,E′)-kompakt.

(i). Sei x ∈ coC
σ(E′∗,E′)

und (x′n)n∈N mit {x′n;n ∈ N} gleichgradig stetig und x′n → x′ ∈ E′ bzgl.
σ(E′,E). Dann gilt

⟨x,x′n⟩→ ⟨x,x′⟩ (n→∞)

(ii). Sei E zusätzlich separabel und coC vollständig. Dann ist coC σ(E,E′)-kompakt.

Beweis: (i). Proposition 12.3: Es existiert µ ∈M1(µ) mit

x = ∫
C
y dµ(y)

Dann

⟨x,x′n⟩ = ∫
C
⟨y, x′n⟩dµ(y)

dK→
n→∞ ∫C⟨y, x′⟩dµ(y) = ⟨x,x′⟩

(Für dominierte Konvergenz benutze gleichgradige Stetigkeit.)
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Jü
rg
en

V
oi
gt
,
T
ec
h
n
is
ch
e
U
n
iv
er
si
tä
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(ii). Ohne Einschränkung E vollständig: Sei Ê die Vervollständigung. Da coC vollständig ist,

folgt coC = coC
Ê

. Daher ist die Behauptung äquivalent dazu, dass coC
Ê
σ(Ê,E′)-kompakt

ist (beachte E′ = Ê′).

Sei M ⊆ E′ gleichgradig stetig und σ(E′,E)-abgeschlossen. Dann ist M σ(E′,E)-kompakt

und daher metrisierbar (da E separabel). Sei x ∈ coC
σ(E′∗,E′)

. Aus (i) folgt, dass x∣M
σ(E′,E)-stetig ist. Aus Folgerung 8.13: x ∈ E. Somit

coC = coC
σ(E′∗,E′) ⊆ E

σ(E,E′)-kompakt.

Beweis: (von Satz 12.1)

(i). E separabel: Die Behauptung folgt aus Satz 12.4(ii).

(ii). Allgemeiner Fall: Idee: Benutze Satz von Eberlein-S̆mulian (5.4) und zeige, dass coC bedingt
schwach folgenkompakt ist.

Sei (xn)n∈N in coC, dann gibt es einen separablen abgeschlossenen Teilraum E0 von E,
sodass (xn)n∈N in co(C ∩E0) liegt. Die Menge C ∩E0 ist σ(E0,E

′
0)-kompakt, daher co (C ∩

E0) σ(E0,E
′
0)-kompakt nach (i). Nach Satz 5.4 besitzt (xn)n∈N eine σ(E0,E

′
0)-konvergente

Teilfolge, diese ist dann auch σ(E,E′)-konvergent wegen σ(E0,E
′
0) = σ(E,E′)∩E0. Aus Satz

5.4 folgt die Behauptung.

12.5 Satz

Sei X kompakt und H ⊆ C(X) ⊆ KX . Jede Folge in H besitze einen Häufungswert in C(X) bzgl.

der Produkttopologie. Dann ist H
KX

kompakt und H̄ ⊆ C(X).

Bemerkung (i). Es gilt sogar: Jedes Element von H̄ ist Grenzwert einer Folge in H.

(ii). Im Allgemeinen ist H̄ nicht kompakt in (C(X), ∥ ⋅ ∥∞).

Beweis: (i). Für alle t ∈ K ist {f(t); f ∈ H} beschränkt, damit folgt Kompaktheit aus Satz von
Tychonoff.

(ii). H̄ ⊆ C(X): Annahme es gibt g ∈ H̄, dass nicht stetig ist. Dann gibt es t0 ∈ X, M ⊆ X mit
t0 ∈ M̄ , ε > 0 mit

∀t ∈M ∶ ∣g(t) − g(t0)∣ > 5ε

Wir definieren nun Folgen (tn)n∈N0 in X und (fn)n∈N in H: Wähle f1 ∈H mit

∣f1(t0) − g(t0)∣ < ε

Sind t0, . . . , tn−1 und f1, . . . , fn schon gewählt, so wähle

tn ∈ {t ∈M ;∀k = 1, . . . , n ∶ ∣fk(t) − fk(t0)∣ < ε}
fn+1 ∈ {h ∈H;∀k = 0, . . . , n ∶ ∣h(tk) − g(tk)∣ < ε}

Dann gelten folgende Ungleichungen:

∣g(tn) − g(t0)∣ > 5ε (k ∈ N) (1)

∣fn(tk) − fn(t0)∣ < ε (k ≥ n) (2)

∣fn(tk) − g(tk)∣ < ε (0 ≤ k ≤ n − 1) (3)

56



V
or
le
su
n
g:

“T
op

ol
og
is
ch
e
V
ek
to
rr
äu
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Nach Voraussetzung hat (fn)n∈N einen Häufungswert h ∈ C(X). Dann nach (3):

∣h(tk) − g(tk)∣ ≤ ε (k ∈ N0)

Dies zusammen mit (1) ergibt

∣h(tn) − h(t0)∣ > 3ε (n ∈ N)

Da X kompakt ist, besitzt (tn)n∈N0 einen Häufungswert s ∈X und daher (da h stetig):

∣h(s) − h(t0)∣ ≥ 3ε (4)

Es gibt m ∈ N, sodass

∣fm(t0) − h(t0)∣ε ∣fm(s) − h(s)∣ < ε

Mit (2) und Stetigkeit von fm folgt

∣fm(s) − fm(t0)∣ ≤ ε ⇒ ∣h(s) − h(t0)∣ < 3ε

Widerspruch zu (4).

12.6 Satz (Eberlein)

Sei E lokalkonvex und separiert. Sei H ⊆ E mit coH vollständig. Dann äquivalent:

(i). H relativ σ(E,E′)-kompakt

(ii). H bedingt schwach abzählbar kompakt

Beweis: � (i) ⇒ (ii): Klar.

� (ii)⇒ (i): Sei Ê die Vervollständigung von E. Dann coH abgeschlossen, daher auch σ(Ê,E′)-
abgeschlossen. Daher genügt es zu zeigen, dass H

σ
schwach kompakt in Ê ist. Also ohne

Einschränkung E vollständig.

Die Menge H
σ(E′∗,E′)

ist kompakt in (E′∗, σ(E′∗,E′)) (Satz von Tychonoff, Vollständigkeit

von E′∗). Also zu zeigen: H
σ(E′∗,E′) ⊆ E, benutze dazu Folgerung 8.13. Ist X ⊆ E′ gleichgradig

stetig und σ(E′,E)-abgeschlossen (dann σ(E′,E)-kompakt nach Alaoglu-Bourbaki), dann

H
σ(E′∗,E′)∣X ∶= {x∣X ;x ∈Hσ(E′∗,E′)} =H ∣X

KX 12.5
⊆ C(X)

(Gleichheit: H
σ

ist kompakt. Inklusion: Satz 12.5, anwendbar, da H bedingt schwach abzähl-

bar kompakt). Somit ist für jedes x ∈Hσ(E′∗,E′) x∣X σ-stetig und aus Folgerung 8.13 folgt
x ∈ E.

12.7 Satz

Sei (E,T ) lokalkonvex und separiert und C ⊆ E σ(E,E′)-kompakt. Dann coC σ(E,E′)-kompakt
⇔ coC T (E,E′)-vollständig.

Beweis: �
”
⇒“: Ist coC σ(E,E′)-kompakt, dann σ(E,E′)-vollständig nach Satz 10.2 und so-

mit T (E,E′)-vollständig nach Satz 8.5.

�
”
⇐“: Ohne Einschränkung T = T (E,E′). Nach Satz 12.6 genügt es zu zeigen, dass coC

bedingt σ-abzählbar kompakt ist. Sei (xn)n∈N in coC. Dann gibt es einen separablen ab-
geschlossenen Teilraum E0 von E, sodass (xn)n∈N in co(C ∩ E0). Satz 12.4(ii) liefert, dass
co (C ∩E0) σ(E0,E

′
0)-kompakt ist und somit hat (xn)n∈N einen Häufungswert in E0, damit

auch in E.
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12.8 Folgerung

Sei E lokalkonvex, separiert und C ⊆ E kompakt. Dann: coC kompakt⇔ coC T (E,E′)-vollständig.

Beweis: Da C kompakt ist, ist coC präkompakt. Daher coC kompakt genau dann, wenn coC
vollständig ist (Satz 10.2).

�
”
⇒“: Ist coC kompakt, dann vollständig und daher T -vollständig nach Satz 8.5.

�
”
⇐“: coC ist σ-kompakt nach Satz 12.7, damit σ-vollständig, also vollständig nach Satz 8.5.
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13
Schwach kompakte Mengen in L1

(µ)

In diesem § sei (Ω,A, µ) ein endlicher Maßraum.

Definition Eine Menge H ⊆ L1(µ) heißt gleichgradig integrierbar ∶⇔ H ist beschränkt und

lim
µ(E)→0

∫
E
∣f ∣dµ = 0

gleichmäßig für f ∈H, d.h.

∀ε > 0∃δ > 0∀E ∈ A, µ(E) < δ∀f ∈H ∶ ∫
E
∣f ∣dµ < ε

13.1 Satz (Dunford-Pettis)

Für H ⊆ L1(µ) ist äquivalent:

(i). H relativ schwach kompakt

(ii). H gleichgradig integrierbar

13.2 Satz (Grothendieck-Kriterium)

Sei E ein Banachraum und C ⊆ E. Für alle ε > 0 existiere eine schwach kompakte Menge Cε ⊆ E,
sodass C ⊆ Cε +B(0, ε). Dann ist C relativ schwach kompakt.

13.3 Lemma

Sei E ein Banachraum und (xn)n∈N in E. Für alle ε > 0 existiere eine schwach konvergente Folge
(xεn)n∈N in E, xε ∶= σ − limn→∞ xεn, sodass

∥xn − xεn∥ ≤ ε (n ∈ N)
Dann ist (xn)n∈N schwach konvergent und

σ − lim
n→∞

xn = lim
ε→0

xε

Beweis: Für ε, ε′ > 0 gilt

∥xε
′
n − xεn∥ ≤ ∥xε

′
n − xn∥ + ∥xn − xεn∥ ≤ ε + ε

daher

∥xε
′
− xε∥ ≤ lim sup

n→∞
∥xε

′
n − xεn∥ ≤ ε′ + ε

also existiert x ∶= limε→0 x
ε und es gilt ∥x − xε∥ ≤ ε für ε > 0. Für x′ ∈ E′, ε > 0:

lim sup
n→∞

∣x′(x − xn)∣ ≤ lim sup
n→∞

(∣x′(x − xε)∣ + ∣x′(xε − xεn)∣ + ∣x′(xεn − xn)∣)

≤ 2∥x′∥ ⋅ ε
⇒ lim sup

n→∞
∣x′(x − xn)∣ = 0
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Beweis: (von Satz 13.2)
Sei (xn)n∈N in C. Für jedes k ∈ N gibt es eine Folge (xkn)n∈N in C 1

k
mit ∥xkn − xn∥ ≤ 1

k
für n ∈ N.

Nach Satz von Eberlein-S̆mulian gibt es eine Teilfolge (nj)j∈N von (n)n∈N, sodass (xknj)j∈N schwach
konvergent für alle k ∈ N (Diagonalfolge). Aus Lemma 13.3: (xnj)j∈N ist schwach konvergent. Satz

von Eberlein-S̆mulian gibt die Behauptung.

13.4 Proposition

Sei H ⊆ L1(µ). Dann äquivalent:

(i). H gleichgradig integrierbar

(ii). Es gilt

lim
n→∞

sup
f∈H

∫∣f ∣>n
∣f ∣dµ = 0

Beweis: � (i) ⇒ (ii): Sei c ∶= supf∈H ∥f∥ und ε > 0. Sei δ > 0 gemäß der Definition von gleich-
gradiger Integrierbarkeit. Für n ∈ N, f ∈H gilt

c ≥ ∫∣f ∣>n
∣f ∣dµ ≥ n ⋅ µ[∣f ∣ > n]

Für n > c
δ

folgt daher

µ[∣f ∣ > n] ≤ c

n
< δ

und somit folgt die Behauptung aus der Definition.

� (ii) ⇒ (i): Sei ε > 0 und n ∈ N so, dass

∫∣f ∣>n
∣f ∣dµ ≤ ε

2
(f ∈H)

Für δ ∶= ε
2n

, B ∈ A mit µ(B) < δ folgt

∫
B
∣f ∣dµ = ∫

B∩[∣f ∣>n]
∣f ∣dµ + ∫

B∩[∣f ∣≤n]
∣f ∣dµ

≤ ε
2
+ n ⋅ µ(B) ≤ ε

Für B ∶= Ω folgt analog, dass H beschränkt ist.

Beweis: (von Satz 13.1)

� (ii) ⇒ (i): Für n ∈ N ist {g ∈ L2(µ); ∣g∣ ≤ n} schwach kompakt in L2(µ), da L2(µ) reflexiv ist.
Da L2(µ) ↪ L1(µ) stetig ist, also auch σ − σ-stetig, ist diese Menge auch in L1(µ) schwach
kompakt. Für n ∈ N ist also

Hn ∶= {f ⋅ 1[∣f ∣≤n]; f ∈H}
relativ σ-kompakt. Außerdem

sup
f∈H

∥f − f ⋅ 1[∣f ∣≤n]∥1 → 0 (n→∞)

nach Proposition 13.4, damit folgt die Behauptung aus Satz 13.2.

� (i) ⇒ (ii):

1. Vorbemerkung: Äquivalent zur zweiten Bedingung in der gleichgradigen Integrierbarkeit
von H ist

lim
µ(B)→0

sup
f∈H

∫
B
f dµ = 0 (1)
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”
Notwendig“ ist klar.

”
Hinreichend“: Ohne Einschränkung K = R. Sei ε > 0 und δ > 0 ent-

sprechend (1) gewählt. Dann gilt für f ∈H, µ(B) < δ:

∫
B
∣f ∣dµ = ∫

B∩[f≥0]
f dµ − −∫

B∩[f<0]
f dµ ≤ 2ε

2. Vorbemerkung: Sei (Bn)n∈N eine disjunkte Folge in A, dann ist

L1(µ) ∋ f ↦ (∫
Bn
f dµ)

n∈N
∈ `1(µ)

linear und stetig, daher ist das Bild von H rel. (schwach) kompakt in `1(µ) (vgl. Beispiele in
§5).

Beschränktheit von H ist klar. Annahme: H ist nicht gleichgradig integrierbar, d.h.

∀ε > 0∃δ > 0∃B ∈ A, µ(B) < δ, f ∈H ∶ ∣∫
B
f dµ∣ > ε

(siehe 1. Vorbemerkung). Sei (εj)j≥2 in (0,∞) mit ∑j≥2 εj ≤ ε
2
. Dann gibt es eine Folge

(B′
n)n∈N in A, (fn)n∈N in H, sodass

∀j = 1, . . . , n − 1 ∶ ∫
B′
n

∣fj ∣dµ ≤ εn ∣∫
B′
n

fn dµ∣ > ε

Konstruktion: n = 1 ist klar. Sind f1, . . . , fn schon gefunden, gibt es δ > 0 mit

∀j = 1, . . . , n ∶ ∫
B
∣fj ∣dµ ≤ εn+1

für B ∈ A, µ(B) < δ (denn {f1, . . . , fn} ist gleichgradig integrierbar). Es gibt B′
n+1 ∈ A,

µ(B′
n+1) < δ und fn+1 ∈H mit

∣∫
B′
n+1

fn+1 dµ∣ > ε

Für n ∈ N definieren wir

Bn ∶= B′
n/

∞
⋃

j=n+1

B′
j

Dann ist (Bn)n∈N disjunkte Folge in A und für n ∈ N gilt außerdem

∣∫
Bn
fn dµ∣ = ∣∫

B′
n

fn dµ − ∫
B′
n∩⋃∞j=n+1B′

j

fn dµ∣

≥ ∣∫
B′
n

fn dµ∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>ε

−
∞
∑

j=n+1
∫
B′
j

∣fn∣dµ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≤ ε2

≥ ε
2

(also insbesondere Bn /= ∅). Dies zeigt, dass die Menge {(∫Bn f dµ)n ; f ∈H} nicht relativ

kompakt in `1 ist, denn

sup
f∈H

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∞
∑
j=n

∣∫
Bj
f dµ∣

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
≥ ε

2

Widerspruch (s. 2. Vorbemerkung)!

Bemerkung (i). Ist µ kein endliches Maß, so gilt Satz 13.1 ebenfalls, wenn gleichgradig integrier-
bar zusätzlich bedeutet

∀ε > 0∃B ∈ A, µ(B) <∞ ∶ sup
f∈H

∫
Ω/B

∣f ∣dµ < ε

61



V
or
le
su
n
g:

“T
op

ol
og
is
ch
e
V
ek
to
rr
äu
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Dass für H relativ schwach kompakt auch dies gilt, folgt so: Annahme nicht, dann gibt es
ε > 0, eine disjunkte Folge (Bn)n∈N in A, µ(Bn) <∞, und (fn)n∈N in H mit

∫
Bn

∣fn∣dµ ≥ ε

Dann {(∫Bn f dµ)n ; f ∈H} nicht relativ kompakt in `1, Widerspruch! Dass die Bedingung

auch hinreichend ist, folgt aus Satz 13.1, 13.2.

(ii). Die gleichgradige Integrierbarkeit einer Menge H ⊆ L1(µ) (auch falls µ(Ω) =∞) ist äquivalent
zu

∀ε > 0∃g ∈ L1(µ), g ≥ 0 ∶ sup
f∈H

∫∣f ∣>g
∣f ∣dµ < ε

Es folgt: Ist H ⊆ L1(µ) relativ schwach kompakt, dann auch {f ∈ L1(µ);∃g ∈ H ∶ ∣f ∣ ≤ ∣g∣}.
Insbesondere: Für g ∈ L1(µ) ist

[−∣g∣, ∣g∣] ∶= {f ∈ L1(µ);−∣g∣ ≤ f ≤ ∣g∣}

relativ schwach kompakt. Ebenso: Ist g ∈ L1(R), dann {g(⋅ − y); 0 ≤ y ≤ 1} kompakt, daher

{f ∈ L1(R);∃y ∈ [0,1] ∶ ∣f ∣ ≤ ∣g(⋅ − y)∣}

relativ schwach kompakt.
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14
B
′′

0 = B

� Ziel: Bidual ausrechnen, ohne Dual gut zu kennen.

� Sei B0 ∶= B0(Rn) ∶= C∞
0 (Rn) und B ∶= B(Rn) ∶= C∞

b (Rn) mit Normen pk, k ∈ N0,

pk(ϕ) ∶= sup
x∈Rn
∣α∣≤k

∣∂αϕ(x)∣ = max
∣α∣≤k

∥∂αϕ∥∞

Dann sind B, B0 Fréchet-Räume.

� Zur Erinnerung: Ist E lokalkonvex und separiert, so ist

E′′ = (E′, β(E′,E))′ 3.1= ⋃
U∈U

U●

wobei U Nullumgebungsbasis von E′ (Polarenbildung ● in ⟨E′∗,E′⟩). Wähle U ∶= {B○;B ⊆ E
beschränkt}, damit

E′′ = ⋃
B⊆E

B beschr

B○● = ⋃
B⊆E

B beschr

acoB
σ(E′∗,E′)

� Schritte zum Beweis von B′′0 = B:

(1) Beschränkte Mengen von B0, B
(2) Stetigkeitseigenschaften der Elemente von B′0; Fortsetzung dieser Elemente auf B
(3) Einbettung von B in B′∗0 ; Bestimmung der σ(B′∗0 ,B′0)-Abschlüsse beschränkter Mengen

von B0; B′′0 = B
(4) Bestimmung von β(B,B′0)

zu (1) Sei A ∈ B0. Dann: A beschränkt ⇔ supϕ∈A pk(ϕ) <∞ für k ∈ N0. Für jede Folge c = (ck)k∈N0

in (0,∞) ist daher
Ac ∶= {ϕ ∈ B0;∀k ∈ N0 ∶ pk(ϕ) ≤ ck}

beschränkt. Sei A ∶= {Ac; c Folge in (0,∞)}. Dann gilt β(B′0,B0) = TA und {A○
c; c Folge in

(0,∞)} ist eine Nullumgebungsbasis von β(B′0,B0).
Entsprechend: Â ⊆ B beschränkt

⇔ Â ⊆ Âc ∶= {ϕ ∈ B;∀k ∈ N0 ∶ pk(ϕ) ≤ ck}
für eine Folge c in (0,∞).

zu (2) Die Einbettung C∞
C (Rn) =∶ D ↪ B0 ist stetig und D ist dicht in B0 (leicht). Daraus folgt

B′0 ⊆ D′ (in dem Sinne, dass u∣D ∈ D′ für u ∈ B′0).

14.1 Lemma

Sei u ∈ B′0. Dann gibt es m ∈ N0, c > 0, sodass

∀ϕ ∈ B0 ∶ ∣⟨ϕ,u⟩∣ ≤ c ⋅ pm(ϕ)
Für ε > 0 gibt es K ⊆ Rn kompakt mit

(ϕ ∈ D, sptϕ ∩K = ∅)⇒ ∣⟨ϕ,u⟩∣ ≤ ϕ ⋅ pm(ϕ)
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Beweis: 1. Eigenschaft ist klar (Stetigkeit von u). Annahme 2.Eigenschaft nicht wahr. Dann gibt
es ε > 0 und eine Folge (ϕk)k∈N in D mit disjunkten Trägern, pm(ϕk) = 1 und ⟨ϕk, u⟩ ≥ ε. Dann ist

∑kj=1 ϕj ∈ D und

pm
⎛
⎝
k

∑
j=1

ϕj
⎞
⎠
= 1 ⟨

k

∑
j=1

ϕj , u⟩ ≥ k ⋅ ε

für k ∈ N. Widerspruch zur 1. Ungleichung.

Bemerkung (i). Für m ∈ N0 gibt es Mm ≥ 0, sodass für alle ϕ,ψ ∈ B:

pm(ϕ ⋅ ψ) ≤Mm ⋅ pm(ϕ) ⋅ pm(ψ)

(Konsequenz aus der Produktregel).

(ii). Sei (ηk)k∈N eine spezielle Approximation der Eins, d.h. (ηk)k∈N in D, beschränkt in B0 und
für jede kompakte Menge K ⊆ Rn sei ηk ∣K = 1 für k hinreichend groß. (Zum Beispiel η ∈ D,
η∣B(0,1) = 1, ηk ∶= η ( ⋅

k
).)

14.2 Lemma

Sei u ∈ B′0 und ϕ ∈ B. Dann ist (⟨ηk ⋅ ϕ,u⟩)k∈N konvergent,

⟨ϕ,u⟩∗ ∶= lim
k→∞

⟨ηk ⋅ ϕ,u⟩

(unabhängig von der Wahl von (ηk)k∈N). Ist Â ⊆ B beschränkt, so gilt

⟨ηk ⋅ ϕ,u⟩→ ⟨ϕ,u⟩∗ (k →∞) glm. fürϕ ∈ Â

Beweis: Sei ε > 0. Nach Lemma 14.1 gibt es m ∈ N0, sodass zu ε′ ∶= ε
2Mm⋅pm(ϕ)⋅supk pm(ηk) eine

kompakte Menge K ⊆ Rn existiert mit

(ψ ∈ D, sptψ ∩K = ∅)⇒ ∣⟨ψ,u⟩∣ ≤ ε′ ⋅ pm(ψ)

Nach Definition von (ηk)k∈N gibt es k0 ∈ N, sodass ηk = 1 in einer Umgebung von K für k ≥ k0. Für
k, k′ ≥ k0 ist daher (ηk − ηk′) ⋅ ϕ ∈ D, spt(ηk − ηk′) ⋅ ϕ ∩K = ∅, somit

∣⟨ηk ⋅ ϕ,u⟩ − ⟨ηk′ ⋅ ϕ,u⟩∣ ≤ ε′ ⋅ pm((ηk − ηk′) ⋅ ϕ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≤Mm⋅pm(ηk−ηk′)⋅pm(ϕ)

≤ ε

(Unabhängig von (ηk)k∈N: Mischen.)
Sei Â = Âc für eine Folge c in (0,∞). Seien ε > 0, m ∈ N0 wie oben, ε′ ∶= ε

2Mm⋅cm⋅supk pm(ηk) . Mit K,

k0 wie oben folgt dann

∣⟨ηk ⋅ ϕ,u⟩ − ⟨ϕ,u⟩∣∗ ≤ ε′ ⋅ 2Mm ⋅ sup
k∈N

pm(ηk) ⋅ pm(ϕ)
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
≤cm

≤ ε

für ϕ ∈ Âc, k ≥ k0.

Bemerkung Sei u ∈ B′0. Dann gibt es c > 0, m ∈ N0 wie in Lemma 14.1, d.h. u ∈ (B0, pm)′. Die
Abbildung

j ∶ (B0, pm) ∋ ϕ↦ (∂αϕ)∣ϕ∣≤m ∈ C0(Rn){α;∣α∣≤m} =∶ E
ist isometrisch. Nach Satz von Hahn-Banach gibt es û ∈ E′, sodass u = û ○ j. Wegen C0(Rn)′ =
Mf(Rn) gibt es µα ∈Mf(Rn) für ∣α∣ ≤m, sodass

⟨ϕ,u⟩ = ∑
∣α∣≤m

∫
Rn
∂αϕdµα = ∑

∣α∣≤m
(−1)∣α∣ ⋅ ⟨ϕ,∂αµα⟩

= ⟨ϕ, ∑
∣α∣≤m

(−1)∣α∣ ⋅ ∂αµα⟩
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äu
m
e”

vo
n
Jü
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für ϕ ∈ D. Insbesondere:

⟨1, u⟩∗ = ∫
Rn

1dµ0

Die Elemente von B′0 heißen integrierbare Distributionen.

zu (3) ⟨⋅, ⋅⟩∗ ∶ B × B′0 → K ist bilinear. Damit ist B nach B′∗0 abgebildet:

κ̂(ϕ)(u) ∶= ⟨ϕ,u⟩∗

Zeige ⟨ϕ,u⟩∗ = ⟨ϕ,u⟩ für ϕ ∈ B0, u ∈ B′0: Für ϕ ∈ B0 gilt ηk ⋅ ϕ→ ϕ in B0, denn

∥∂α((ηk − 1) ⋅ ϕ)∥∞ ≤ ∑
0≤β≤α

(α
β
)∥∂α−β(ηk − 1)∥∞ ⋅ ∥∂βϕ∥spt(ηk−1)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
→0

→ 0

für k →∞, daher ⟨ηk ⋅ ϕ,u⟩→ ⟨ϕ,u⟩ für k →∞.

Dies zeigt, dass κ̂ die kanonische Einbettung von B0 nach B′∗0 fortsetzt. κ̂ ist injektiv: Sei
ϕ ∈ B, ⟨ϕ,u⟩∗ = 0 für alle u ∈ B′0. Da δx (Auswertungsfunktional) in B′0 für x ∈ Rn folgt

0 = ⟨ϕ, δx⟩∗ = ϕ(x) (x ∈ Rn)

Mit R bezeichne Standardtopologie von E ∶= E(Rn) ∶= C∞(Rn). Sei c eine Folge in (0,∞).
Da B ↪ E stetig ist, ist Âc auch beschränkt in E und daher kompakt in E (leicht zu sehen:
abgeschlossen), da E ein Montelraum ist.

14.3 Lemma

Sei c eine Folge in (0,∞) und u ∈ B′0. Dann ist die Abbildung Âc ∋ ϕ ↦ ⟨ϕ,u⟩∗ ∈ K stetig bzgl.
R ∩ Âc.

Beweis: Für k ∈ N ist ϕ↦ ⟨ηk ⋅ϕ,u⟩ stetig bzgl. R (da E ∋ ϕ↦ ηk ⋅ϕ ∈ B0 stetig). Diese Abbildungen
konvergieren glm. auf Âc gegen ⟨ϕ,u⟩∗.

14.4 Satz

Sei c eine Folge in (0,∞). Dann

(i). Âc ist σ(B′∗0 ,B′0)-kompakt und Ac
σ(B′∗0 ,B

′
0) ⊆ Âc

(ii). Es gibt eine Folge c′ in (0,∞) mit Âc ⊆ Ac′
σ(B′∗0 ,B

′
0)

(iii). B′′0 = B (als Mengen)

Beweis: (i). Für u ∈ B′0 ist Âc ∋ ϕ↦ ⟨ϕ,u⟩∗ stetig bzgl. R∩ Âc nach Lemma 14.3. Da σ(B′∗0 ,B′0)∩
Âc die Initialtopologie bzgl. der Abbildung ϕ↦ ⟨ϕ,u⟩∗ ist, folgt die Stetigkeit der Abbildung

(Âc,R ∩ Âc)↪ (A, σ(B′∗0 ,B′0) ∩ Âc)

aus Satz 1.1. Da (Âc,R∩Âc) kompakt ist, ist (Âc, σ(B′∗0 ,B′0)∩Âc) kompakt, also insbesondere
abgeschlossen bzgl. σ(B′∗0 ,B′0). Aus Ac ⊆ Âc folgt die Behauptung.

(ii). Für ϕ ∈ Âc, m ∈ N0 gilt

pm(ηk ⋅ ϕ) ≤Mm ⋅ pm(ηk) ⋅ pM(ϕ) ≤Mm ⋅ sup
k∈N

pm(ηk) ⋅ cm =∶ c′m

(iii). Aus der Bemerkung am Anfang dieses § folgt mit (i),(ii):

B′′0 =⋃
c

Ac
σ(B′∗0 ,B

′
0) = B
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zu (4) Zeige, dass β(B,B′0) von {pm;m ∈ N0} erzeugt wird. B0 ist Fréchet-Raum, also tonneliert
(Satz 6.8), also insbesondere quasitonneliert. Nach Satz 6.7 ist β(B,B′0) gleich der natürlichen

Topologie. Diese hat Nullumgebungsbasis {acoU
σ(B,B′0);U ∈ U} mit U Nullumgebungsbasis

von B0, U ∶= {Um,ε;m ∈ N0, ε > 0} wobei

Um,ε ∶= {ϕ ∈ B0;pm(ϕ) ≤ ε}

Entsprechend Nullumgebungsbasis Û von B mit Mengen Ûm,ε. Wir zeigen Um,ε
σ(B,B′0) ⊆ Ûm,ε:

Für x ∈ Rn, α ∈ Nn0 , ∣α∣ ≤m ist ∂αδx ∈ B′0,

⟨ϕ,∂αδx⟩∗ = (−1)∣α∣ ⋅ ∂αϕ(x) (ϕ ∈ B)

Daher ist
Ûm,ε = ⋂

x∈Rn
∣α∣≤m

{ϕ ∈ B; ∣∂αϕ(x)∣ ≤ ε}

σ(B,B′0)-abgeschlossen. Wegen Um,ε ⊆ Ûm,ε folgt die Behauptung.

Andererseits: Ist ϕ ∈ Ûm,ε, so ist

pm(ηk ⋅ ϕ) ≤Mm ⋅ pm(ηk) ⋅ pm(ϕ) ≤ Nm ⋅ ε

mitNm ∶=Mm⋅supk pm(ηk)(<∞). Daraus folgt Um,ε⋅Nm
σ(B,B′0) ⊇ Ûm,ε. Damit sind {Um,ε

σ(B,B′0);m ∈
N0, ε > 0} und Û äquivalent.

Bemerkung (i). Zu B′′0 = B siehe L. Schwartz: Théorie des distributions, p.203; Dierolf-V.: Cal-
culation of the bidual of some function spaces, Math. Ann. 253 (1980).

(ii). Sei Ω ⊆ Rn offen und B0(Ω) ∶= C∞
0 (Ω). Dann

B0(Ω)′′ = B̌(Ω) ∶= {ϕ ∈ C∞
b (Ω);x↦

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂αϕ(x) x ∈ Ω

0 x ∉ Ω
ist stetig}

D(Ω) ist dicht in B0. Spezielle Approximation der Eins, regularisierter Randabstand, Whit-
ney.
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