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Einfithrung

Literatur:
e Brockwell/Davis: Time series analysis
e Kreiss/Neuaus: Zeitreihenanalyse

1.1 Definition Eine Zeitreihe ist ein stochastischer Prozess X = (X¢)¢er, d.h. eine Familie von
Zufallsvariablen in einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P).

1.2 Bemerkung  (i). Oft wird unter , Zeitreihe“ auch die Beobachtungsfolge (x;)ier verstanden
(eigentlich der Pfad eines stochastischen Prozesses).

(ii). T ist eine Menge von Zeitpunkten, d.h. z.B. T =N, T =7Z, T = {t;;i=1,...,n} (diskret) oder
T =R, T =[a,b] (stetig). Auch allgemeiner moglich, hier immer 7' ¢ R, meist T < Z.

(iii). Zeitreihen konnen reell- oder komplexwertige Zufallsvariablen sein.
Beachte: Eine diskrete Zeitreihe kann auch dadurch zu Stande kommen, dass

e aus einer stetigen Zeitreihe in (gleichen) Zeitabstinden Werte abgelesen oder nur Mini-
ma/Maxima abgelesen werden.

e summierte oder gemittelte Werte betrachtet werden.
Ziele der Zeitreihenanalyse:
(i). Beschreibung/Charakterisierung (Saisoneffekte, Trend, Ausreiler, Periodizitit,. . . )

(ii). Konstruktion bzw. Wahl eines geeigneten Modells (Modellierung der Abhéngigkeit in der
Zeit durch Beschreiben der mehrdimensionalen Verteilungen der Zeitreihen)

(iii). Schétzen der Modellparameter
(iv). Treffen von Vorhersagen
1.3 Beispiel  (i). zufiillige Schwingung:
Xi(w) = A(w) - cos(A(w) - t + P(Q)), 0<t<T

mit A:Q — (0,00) Amplitude, A : Q - [0, 00) Frequenz und @ : Q — [0,27) Phase. Vorsicht:
Man beobachtet im Allgemeinen nur eine Realisierung, d.h. es sind keine Aussagen iiber die
Verteilung der Zufallsvariablen moglich.

(ii). Binérer Prozess (Miinzwurf): (X;)sen Folge unabhéingiger Zufallsvariablen mit X ~ 01 +
1
*(5,1 t eN.
2 )

(iii). Trrfahrt:
t
St = Z Xi7 teN
i=1

wobel (Xt)tGN iid. Beacht: St = St—l + Xt mit St—l 1 Xt-



(iv). Verzweigungsprozess (Modellierung von Beviélkerungswachstum). Spezialfall: Galton-Watson-
Prozess.

Xo=x Populationsgrofie der O-ten Generation

X
Xo1:= ), Zyj Populationsgrofe der (¢ + 1)-ten Generation
j=1

wobei (Zt ;) ten,,jen 1id mit Werten in Ny.
Ausblick auf die Vorlesung;:
2 Stationaritét
3 Reduktion von Zeitreihen auf stationére Zeitreihen
4 Autokovarianzfunktion einer Zeitreihe
5 Lineare Modelle

> b5 Statistik oder spektralanalytische Methoden
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Stationaritét

In diesem Kapitel: (X;)er Zeitreihe mit Indexmenge T € R. Fiir einfachere Notation ist X; hier
eindimensional (der mehrdimensionale Fall 1lduft analog).

2.1 Definition X heifit strikt stationér (stationédr im engeren Sinne), falls

(Xipsoo s X)) ~ (Xtysns oo Xpen)
fir alle ¢t1,...,t, €T, he Rmit t; + h,...,t, +heT.

2.2 Bemerkung Ist X strikt stationér, so existiert eine Verteilungsfunktion F' mit X; ~ F fiir alle
teT.

2.3 Definition Sei X ein stochastischer Prozess mit X; € L?(PP) fiir alle ¢t € T. Dann heift
vx(r,8) = cov(X,, X;) =E((X, -EX,) - (X, -EXJ)), r,seT,
die Autokovarianzfunktion von X.
2.4 Definition X heifit schwach stationéir (stationéir im weiteren Sinne), falls
(i). YteT: X, e L*(P)
(ii). 3peRVte T EX, = p
(iil). vx(r,s) =vx(r+h,s+h) firalle r,seT, he Rmit r+h, s+ heT.

2.5 Bemerkung Fiir einen schwach stationiiren Prozess (X;)er gilt

’7x(7",8) :Wx(T'—S,O)

Man definiert daher
’YX(S) = ’VX(sv 0) = COV(Xtv Xt+3)

fiir alle s,¢t € T mit ¢t + s € T. yx heifit Autokovarianzfunktion von X.

2.6 Bemerkung Wenn X strikt stationdr ist mit X; € L2, dann ist X schwach stationiir. Die
Umkehrung gilt i.A. nicht.

2.7 Beispiel (X})tey sei definiert durch

X; ~ Exp(1) t mod2=1
X ~N(1,1) t mod2=0

mit (X} )ty unabhiingig. Offenbar gilt EX; =1, VX, =1 fiir alle t € N und cov(X;, Xs) =0 fiir alle

t + s, also
1 t=0
t) =
¥x (1) {0 r40

Aber X ist offenbar nicht strikt stationér.



2.8 Definition X heifit Gau-Prozess, falls alle endlich-dimensionalen Verteilungen von X (multi-
variat) normal sind.

2.9 Bemerkung Sei X ein GauB-Prozess. Dann ist X durch Erwartungswerte und Autokovarianz-
funktion vollstandig festgelegt. Ist X schwach stationér, so ist X daher auch strikt stationér.
2.10 Beispiel  (i). Xy =A-cos(A-t+®), t € Z, wie in 1.3(i) mit A > 0.

(1) X ist im Allgemeinen nicht stationér (z.B. A, A, ® deterministisch).
(2) X ist schwach stationir, falls A, A, ® unabhiingig sind, ® ~ U([0,27)) und A € L?(P).

Beweis: Aus der Unabhéngigkeit folgt
EX; =E(A-cos(A-t+P))
=E(A) -Ecos(A-t+ D)
=E(A) -E(E(cos(A-t+®)|A))
=E(4) E( Ecos(A-t+®)

[ —
= 02" cos(At+p) dp=0

):0
A=A

Analog erhélt man wegen EX; = 0:
COV(Xt,XS) = E(Xt . Xg)
=E(A%)-E(cos(A-t+®)-cos(A-s+D))

=E(A?%)- 1IE (cos((t—s)-A)+cos((t+s) -A+2P))

2
_E(42). % Ecos((t—s)-A)
Dabei benutzt: 1
cos(x) - cos(y) = i(cos(:zr —y) +cos(xz+y)) O

(ii). Sei Sy = ¥'_, X;, t € N, mit (X;)sen iid. (S¢)sen ist nicht (schwach) stationir (falls X; # 0), da
ES, = t-EX,

und

VSt = tVSl

2.11 Definition  Sei (Z;)qez eine Folge unkorrelierter Zufallsvariablen auf (Q, F,P) und (¢;) ez eine
Folge reellwertiger deterministischer Koeffizienten. Dann heif3t

XtZZ Z’(/)th_j, teZ
JEZ

ein moving average (gleitendes Mittel).

Beispiel Ein einfaches Beispiel fiir einen moving average:

0 lj|>3
b L)jl=2
L =t

2 =0

Xo X-|

Z_z Z-] Zo Z1 Zz Z3
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2.12 Lemma

Sei (Zt)tez eine Folge von Zufallsvariablen auf (Q,F,P) und (v;);ez eine Folge in R (oder C),
sodass
> sl < 00
JeZ
Dann gilt:
(i). Falls sup, E|Z;| < oo, dann konvergiert ¥ ;.7 v; - Z;—; absolut mit Wahrscheinlichkeit 1.
(ii). Falls zusitzlich sup, E(|Z;|*) < oo, dann konvergiert die Reihe in L? (gegen denselben Grenz-

wert).

Beweis:  (i). Wegen monotoner Konvergenz gilt

]E(Z [ 'Zt—j|) = EEI]E( > |¢j|‘|Zt—j|)

JEL j=-n

<sup ) [1hy] - supE|Zy|

neN j=—n teZ
also ¥ ez [ - Zi—j] < oo P-fast sicher.

(ii). Seien m >mn > 0, dann folgt mit Cauchy-Schwarz-Ungleichung
2

<supE(IZ) - Y Wl
teZ n<|jlgm
d.h. die Folge ist eine L?(P)-Cauchy-Folge. Aus der Vollstindigkeit von L?(P) folgt die Be-
hauptung; insbesondere existiert eine Teilfolge, die fast sicher konvergiert und damit folgt
die Gleichheit der Grenzwerte (Satz von Riesz-Fischer). Alternativ: Beweis in (i) mit Parse-
val’scher Gleichung.

2

> Vi Zi

n<|jl<m

2 Vi Zig = 2 b ey

j=-m j=-n

O

2.13 Lemma

Sei (X;)tez ein moving average mit ¥ ez [¢;] < 00, EZ; = pp und V(Z7) = 02 < oo fiir alle t € Z.
(i). Falls die Z; unkorreliert sind, so ist X schwach stationir.

(ii). Sind die Z, iid, so ist X strikt stationér.
Beweis: (i). Mit dominierter Konvergenz folgt:

EX; = lim Y 9 -E(Zj) =p- Y 0 < oo
n—>ooj:_n jEZ

d.h. ist unabhéngig von t. Zudem

cov(Xisn, Xi) =E l(Z Vi (Zirh-j - M)) : (Z Vi (Zi-k = /i))]

JeL keZ
= > Yk -E((Zisnj — 1) - (Zoei, — 1))
J,keZ
=0" > Yy Opjon
J,keZ
=0 Y Py Pjen < 00
JeZ

Folglich ist X schwach stationér.
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(ii). Sind die Z; iid, so &ndert ein Verschieben nichts an der Verteilung. Also ist X strikt stationér.
O

Anschauliche Interpretation von Stationaritit: Die Zeitreihe zeigt sich im stochastischen Gleichge-
wicht, d.h.

e Teilabschnitte von Pfaden ,sehen dhnlich aus“.
e Fluktuationen sind rein zufillig.
Insbesondere ist eine Zeitreihe nicht stationér, wenn
e das mittlere Niveau nicht konstant ist.
o die mittlere Grole der Fluktuationen nicht konstant ist.

Viele nicht-stationére Zeitreihen kénnen jedoch auf stationiire Zeitreihen zuriickgefithrt werden.
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Reduktion von Zeitreihen auf stationare Zeitreihen

Ein Plot der Zeitreihe gibt Hinweise auf
e Trend

e saisonale Abhingigkeit

Wendepunkte /Wechsel im Modell
o Ausreifler

Im Fall von Wendepunkten macht es Sinn die Zeitreihe in homogene Abschnitte zu zerteilen und
diese getrennt zu betrachten. Ausreifler konnen, sofern dies begriindbar ist, eliminiert werden. Die
meistgenutzte Modellvorstellung einer Zeitreihe mit Trend und Saisonkomponente ist

X, =T+ S + Zy, teT
mit
e T;: Trendkomponente
e S;: Saisonkomponente mit bekannter Periode d
o 7;: zufillige Fluktuation (stationir)

Wir wollen die determinstischen Funktionen T; und S; schéitzen und eliminieren. Hierzu im Fol-
genden einige exemplarische Moglichkeiten:

(1) Bestimme T} im Modell
Xt = Tt + Zt7 teTl

mit 0.B.d.A. EZ; = 0. Verschiedene Moglichkeiten:

(i) kleinste Quadrate-Schétzung: Oft macht es Sinn, T} parametrisch zu modellieren, z.B.
als Polynom.

T
/Tt:ZCL]"tJ, ’I"EN()
Jj=0

fiir ag,...,a, € R. Die Parameter konnen dann mittels kleinste Quadrate-Schéitzung
bestimmt werden.
(ii) Moving average (fiir T = {1,...,n}): Fiir ¢ € N definiere das zweiseitige moving average
1 q
Wi = 2+ 1 'j;q Xt

Dann gilt fir g+ 1<t<n-gq,

1 q q

1
W, = Toit——— S Zyiw T,
¢ 2q+1j;q i 2q+1j;q by ot

sofern T} approximierbar linear in [t — g, t + q]. Also T = W, ist Schitzer fiir T}.



(iii) Differenzenbildung: Definiere den Backshiftoperator BX; := X;—; und den Differenzope-
rator
VX=X - Xi1 =X, -BX; = (1-B)X;

Potenzen von B und V sind iterativ definiert
BIX, =X, VX = V(VTIX) VOUX) = X
Polynome in B und V kénnen wie regulére Polynome behandelt werden, z.B.
V2X,=(1-B)?’X;=(1-2B+B) X, = X; - 2X,_1 + Xy

Wird V auf einen linearen Trend angewendet, d.h. T} = a -t + b, erhélt man VT}; = a.
Analog kann jeder polynomieller Trend vom Grad k durch v* zu einer Konstanten
reduziert werden. Fiir X; =T} + Z; mit T} = Z?:O a;-t?, Z; stationdr mit EZ; = 0, erhalt
man

VEX, =kl ap + VR Z,

und somit ist (V*X;)er ein stationirer Prozess mit E(V*X,) = k! - ay.

(2) Eliminiere Trend- und Saisonkomponente im Modell //M“

Xt:Tt+St+Zt, tzl,...,n //\WW

mit EZ; = 0, Stia =S¢ und Z?:O Sj =0.

(i) Moving average: /) W\A«f/

(a) Schiitze Trend durch einen Movering average der Lingé, d (l‘/alls d ungerade) bzw.
d+1 (falls d gerade): My

. 1 &
Tt:g_z Xt d=2q+1,g+1<t<n—q
j=—q
(fiir d ungerade) bzw.
11 = 1
T = - *Xt—q+ Z Xt+j+7Xt+q ’ d=2¢,q+1<t<n-q
d\2 j=—q+1 2

10
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(b) Schitze Saisonkomponente: Fiir jedes k = 1,...,d berechne W}, als arithmetisches
Mittel (iiber ) von

(Xisjt = Thvjea)s q<k+j-d<n-gq

W, ist moglicher Schétzer fiir Sy, erfiillt jedoch nicht
Zzzl Wy, = 0. Setze daher

. 1&
Sk::Wk_*Zka k}=1,...,d
dk:l

S’k :gk—jd, k>d /M\w

Mr

Die desaisonalisierten Daten sind dann Dt =X St Die
geschétzten Residuen sind Zt =X, —St Tt, t= .M.

(ii) Kleine-Trend-Methode: Annahme: Trendkomponente Tj konstant iiber jede volle Pe-
riode der Saisonkomponente (z.B. iiber ein Jahr). Ein natiirlicher erwartungstreuer
Schétzer ist

d
Z Xa.(j-1)+k

fiir Trend in j-ter Periode (da Y¢_, Sg = 0). Dann schiitzt man Sy durch

&.M—‘

Sk = (Xd G-1)+k = Tj)

TMg

3=

wobei m die Anzahl der Perioden, deren Daten vorliegen. Dann gilt Zﬁzl Sy, = 0. Die
Residuen sind dann

Zd-(j—l)+k = Xd-(j—l)+k _@ - SIW .7 = 17 s amak = 17' . '7d

Im Fall anderer Modellvorstellungen ergeben sich entsprechende Moglichkeiten die Zeitreihe stati-
onér zu machen aus dem Modell.

3.1 Beispiel Bei Finanzdaten ist ein géngiges Modell die geometrische Brownsche Bewegung
Xy=a- B 1 e0,T]
wobei x € R, (Bt)se[o,r] eine 1-dim. Brownsche Bewegung ist. Dann gilt

InX,-InX,  =p+0* (B - Bi1),
—_———
~N(0,1)

fiir 1 <t < T. Die sogenannten log-returns Y; := In X; — In X; 1 — g sind iid-normalverteilt, also
stationér.

11
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Die Autokovarianzifunktion eines schwach
stationaren Prozesses

4.1 Proposition

Sei v die Autokovarianzfunktion eines schwach stationiiren Zeitreihe (X)¢ez. Dann gilt fiir alle
heZ

(i). v(0) >0
(ii). [y(R)[ <~(0)
(iii). y(h) =~v(=h), d.h. v ist eine gerade Funktion.
Beweis:  (i). Nach Definition gilt v(0) = VX, > 0.
(ii). Mit Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt:
[y (B)] = | cov( Xy, Xeon)| < VVX; -/ VX = 7(0)
(iii). Wegen der schwachen Stationaritdt gilt

’)/(h,) = COV(Xt,Xt+h) = COV(Xt_h,Xt) = ’Y(—h)

O
4.2 Definition Eine Funktion k : Z — R heifit nicht-negativ definit, falls fiir alle n € N, a € R",
teZ"
Z ai-k‘(ti—tj)ﬂj >0
i,j=1
gilt.
4.3 Satz

Es sei v:Z — R eine Funktion. Dann sind &quivalent:
(i). v ist Autokovarianzfunktion eines schwach stationidren Prozesses (X )tez.

(ii). ~y ist gerade und nicht-negativ definit.

Beweis: e (i) = (ii): vy ist gerade nach Proposition 4.1. Seien a € R™, ¢ € Z™ und setze Z; :=
(X, -EXy,,..., Xs, ~EX;)T. Dann

0<V(a" - 2)=a" E(Z-Z")-a=aT T, -a= Yoai-y(ti—tj)-a;
irj=1

wobei I'y, = (cov(Xy,, X¢,))i; = (7(ti —t5))i,; die Kovarianzmatrix von (Xy,,..., X, ).

n

12



e (ii) = (i): Fiir jedes n e N, t € Z™ mit ¢; <... <1, sei F; die Verteilungsfunktion auf R™ mit
charakteristischer Funktion

1
D, (u) = exp (—§UT -T- u)

wobei I' = (y(t; — tj))i,;- Dann ist ' eine nicht-negativ definite Matrix. Somit ist ®, die
charakteristische Funktion einer n-dimensionalen Normalverteilung mit Erwartungswert 0
und Kovarianzmatrix I'. Die Familie der Verteilungsfunktionen (F}) ist konsistent, daher
existiert nach Kolmogorov’s Existenzsatz ein Prozess (X} )¢z mit endlich-dimensionalen Ver-
teilungsfunktionen F; und charakteristischer Funktion ®;. Insbesondere ist die gemeinsame
Verteilung von zwei X;, X; normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix

( 7(0) v(z‘—j))
Y(i-j)  7(0)
also gilt cov(X;.X;) =~v(i - j).

O

4.4 Bemerkung Wir haben eigentlich gezeigt: v : Z — R ist gerade und nicht-negativ definit < ~
ist Autokovarianzfunktion eines (schwach) stationdren Gaufy’schen Prozesses (X} )iez.

Haufig betrachtet man statt der Kovarianzen einer Zeitreihe die Korrelation

cov( X, Xy)

VVX, VX,

4.5 Definition Sei (X;)r ein schwach stationéirer Prozess. Dann heifit

~vx (h) _ cov( Xy, Xisn)

7x(0) VX,

fiir alle ¢,¢ + h € T, die Autokorrelationsfunktion von (Xy)er.

ox(s,t) = corr(Xs, Xy) =

ox(h) =

4.6 Bemerkung Die Autokorrelationsfunktion besitzt dieselben Eigenschaften wie die Autokovari-
anzfunktion und erfiillt zusitzlich px (0) = 1.

4.7 Beispiel  (i). (Z:)ter sei ein schwach stationédrer Prozess mit EZ; = 0 und Autokovarianzfunk-
tion
2
vz h=0
h) =
") {0 h+0

Dann heifit (Z;)er weiBes Rauschen (white noise) mit Erwartungswert 0 und Varianz o%.

Notation: WN(0, a2).
(ii). Moving average der Ordnung g (MA(q)): Sei g € N,

q
XtIZ ij'zt—jv teZ
7=0

wobei (Z;)tez ~ WN(0, 02) und (1) j=o0,...,q reellwertige deterministische Koeffizienten. Dann
gilt EX; =0 und
VX =02y 97
3=0
Weiterhin gilt (vgl. Lemma 2.13),

q
v(h) =E (Z Vi Ty Uk Ztk+h)
k=0

=0
= Z Zq: Yk -B(Zi—j - Zt—pn)

§=0k=0

0285 j+h
_Jo |h|>q
o?- Yot Ui Ml <q

13
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(ii).

Entsprechend:

) 0 |h| > q
o(h) =1 =9, vivsum

Autoregressiver Prozess der Ordnung 1 (AR(1)):
Xi=®- Xy1 + 7y, teZ
mit Z ~ WN(0,0%), ® € R. Es gilt
X,-® X1=(1-¢-B) X, =2,
Folglich
X,=(1-®-B)™* -7, = i@j~Bj-Zt: iqﬂ‘-zt_j
J=0 j=0

Fiir alle |®| < 1 konvergiert diese Reihe nach Lemma 2.12. Zudem gilt dann

EX; =) & -E(Z_;)=0
j=0

sowie

cov(Xe, Xean) = 2 > @7 ccov(Zij, Ze—pan)
=0 k=0

J
PPh . 52— oho? =" . 0% < oo

™8 LM

1]
o

: 1- 92

Dies zeigt, dass (X;)sez fiir |®| < 1 schwach stationir ist. Weiter gilt o(h) = ®"|, h € Z. Fiir
® > 0 fillt o geometrisch ab, fiir ® < 0 alterniert . Beachte: AR(1) ist ein Markov-Prozess.

. Autoregressiver Prozess der Ordnung p (AR(p)):

p
Xt:Z‘I)j'Xt—j+Zt7 teZ
j=1

mit Z ~ WN(0,0%). Es gilt:
p
X -3 ;- X, =2

J=1
P .

< |1- (I)]B] Xt = Zt
J=1

P

-1
‘I’j'Bj) Zi=2 (B Z) =3 ;- Zyj
1 j=0 j=0

@Xt:(l—
J

wobei die 9; durch Koeffizientenvergleich bestimmt werden kénnen. Nach Lemma 2.12 kon-
vergiert X; P-f.s. und in L? falls Y i20 ] < co. Zudem gilt dann nach Rechunung wie unter
(iii), dass (X¢)tez schwach stationir ist mit

Yie0 Vi Vil

h:Q.m Dl h) =
FY() 0z ;}% ¢j |h| Q() Z;Z()ﬂ}?

fir h € Z.

14
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(v). Autoregressiver Prozess mit bedingter Heteroskedastizitit der Ordnung 1 (autoregressive

process with conditional heteroscedasticity, ARCH(1)): Es sei Z := (Z;)en ~ WN(0, 1) wobei
die Z, iid scien. Xy sei eine Zufallsvariable mit X, € L?, X, 1L Z. Weiterhin sei ag > 0,

ay € (0,1). Dann heifit
Xt::\/a0+a1-Xt2_1~Zt, teN

ARCH(1)-Prozess. Der ARCH-Prozess wurde 1982 von Robert Engle zur Modellierung von
Finanzzeitreihen eingefiihrt (Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften, 2003). Offensichtlich
gilt X;_ 1 1L Z;, sodass

EX; = E\/ao+a,- X2, -EZ, =0

E(Xf) =E(ao + a1 ’Xt2—1) E(ZtQ) =aptai 'E(XtQ—l)
1

fiir t € N. Weiterhin fiir te N, h e N,

]E(Xt . Xt+h) = E(Xt \/ap+ay .Xt2+h—1 . Zt+h)
= E(Xt \/aop+ay .X152+h71) ']EZtJrh =0

Wihlt man E(X?) = -2, so folgt E(X?) =E(X?), also

W h=0

h - 1—(11
vx (h) {0 B0

d.h. (Xt)ten ist wieder ein weiles Rauschen (aber nicht mehr iid, sondern nur unkorreliert).

15
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Lineare Prozesse

5.1 Definition und Eigenschaften

5.1 Definition Die Zeitreihe (X} ):cz heifit linearer Prozess, falls (X;)sez eine Darstellung der Form

Xt: ij'Zt*jv teZ

j=—o00
mit Z ~ WN(0,0%) und (t;)jez reellwertig und deterministisch, sodass $32_, [1);] < 0o, besitzt.
5.2 Bemerkung  (i). Nach Lemma 2.12 konvergiert ¥, v; - Z;—; P-f.s. und in L*.

(ii). Wir werden sehen, dass jeder schwach stationire Prozess auf Z entweder linear ist oder durch
Subtrahieren einer deterministischen Komponente in einen linearen Prozess transformiert
werden kann.

(iii). Falls ¢, =0 fur alle j <0, so heifit X MA-Prozess. Gilt zudem 1; = 0 fiir j > ¢, ¥4 # 0, dann
heifit X MA(q)-Prozess (g < o).

(iv). Mit Hilfe des Backshiftoperators B kann man schreiben
Xt:1/}(B)Zt, teZ

wobei Y(B) = X2 v¥; -BJ.

(v). Man kann ¢(B) auch als linearen Filter auffassen: Eine Input-Folge (Z;):cz produziert eine
Output-Folge (X} )¢ez. Stationaritiit bleibt hierbei erhalten, vgl. Proposition 5.3.

5.3 Proposition

Sei (Y3)tez schwach stationdr mit EY; = 0 und Autokovarianzfunktion vy . Falls ¥ ez 1] < oo, so
ist

Xe= 30 WYy,  tel

J=—o00

schwach stationdr mit Erwartungswert 0 und Autokovarianzfunktion

()= 3 Wy Ty (h+ k- )

j=—o00 k=—0c0

Falls (Y;)sez ~ WN(0, 0% ), dann gilt

vx(h) =05+ Y it

=00
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Beweis: Es gilt E[Y;|*> =4y (0) < 0o, d.h. nach Lemma 2.12 konvergiert die Reihe P-f.s. und in LZ.
AuBerdem gilt EX; =0, t € Z, und wegen ¥, |1/| < co und der L?-Konvergenz

E(X; X¢on)=E (Z Vi Yienoj Y Uk Yt—k)

jez keZ
=2 > 0 i E(Yewn - Yicr)
JeZ kel
vy (h=j+k)
Falls (Y;)iez ~ WN(0,0%), so gilt vy (h - j + k) = 036 p+x. Damit folgt die Behauptung. O

5.2 ARMA-Prozesse

5.4 Definition  (i). Ein stochastischer Prozess (X¢)tez heifit ARMA (p, ¢)-Prozess (Autoregressi-
ver Moving average Prozess der Ordnung (p, q)), falls (X;):ez schwach stationér ist und fiir
t € Z gilt die ARMA-Gleichung

p q
Xe=) ;- Xej=Z+ ), Or-Zpy, (5.1)

j=1 k=1
wobei (Zt)tEZ ~ WN(O, 0'2).

(ii). (Xt)tez heiBt ARMA(p, ¢)-Prozess mit Erwartungswert pu, falls (X; — p)ez €ein ARMA(p, q)-
Prozess ist.

Man kann (5.1) schreiben als
¢(B)X; =O(B)Z, teZ (5.2)

mit
P . q .
qb(z)::l—Zqﬁj-z] @(2)1:14-2@]--2],
j=1 k=1

die charakteristischen Polynome von (X} )tez.

5.5 Beispiel Der MA(q)-Prozess (vgl. Beispiel 4.7(ii)) sowie der schwach stationiire AR(p)-Prozess
(vgl. Beispiel 4.7(iv)) sind Spezialfille des ARMA(p, q).

5.6 Definition FEin ARMA(p, ¢)-Prozess definiert durch
¢(B)X,=0O(B)Z,

heifit kausal, falls es eine Folge (1/;) e, reell- oder komplexwertig gibt, sodass ¥ ey, [15] < oo und
Xt:Z’@[]j'thju teZ
§=0

5.7 Satz
Sei (X¢)tez ein ARMA(p, q)-Prozess, sodass die beiden charakteristischen Polynome ¢ und © keine
gemeinsame Nullstelle haben. Dann sind dquivalent:

(). (Xt)tez ist kausal.

(ii). Es gilt ¢(z) #0 fiir alle z€ C, || < 1.

In diesem Fall ist -
thzwj'zt—j; teZ
3=0

wobei

O(z2)
¢(2)’

|| <1

V(=) =204 =
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Beweis: o (ii) = (i): Aus ¢(z) # 0 fiir |2| < 1 folgt, dass B(0,1) 5 z — ﬁ holomorph ist, d.h.

insbesondere existieren ((j)jen,, sodass

as(lzf%fj"zj:’“z% el <1+

fiir ein € > 0. Aus der Konvergenz der Reihe ¢ folgt insbesondere
J j— 00
oforg)
Damit existiert K >0 mit )
-j
|Q|<K~(1+%) , jeNg
Folglich

Z|Cj|<K-;(1+;)_j<oo

320

d.h. die Reihe ist absolut konvergent. Weiterhin gilt {(2)-¢(z) = 1 fiir |z| < 1. Nach Proposition
5.3 kann man nun ¢(B) auf Gleichung (5.2) anwenden und erhilt

X, = ((B)(B)X, = C(B)O(B)Zi = iwj Zy

wobei (1);) ez definiert durch ¢(z) = 2((5))

o (i) = (ii): Es sei Xy = ¥ jeny, ¥ - Z1—j, t € Z, fiir eine Folge (1) jen, mit ¥ ey, [¢0j] < 00. Dann
gilt
©(B)Z; = ¢(B) X = ¢(B)Y(B) Z

Sel nun

n(z) = ¢(2)o(2) = Ym0, |zl<1
§=0
dann gilt offenbar

q oo
Db Zig =DM Ly
=0 =0

also

q =)
cov (Zt—Iw PROE Zt—j) = cov (Zt—k7 T Zt—j)
J

§=0 i=0
Folglich

@k-U%I’I]k~U%, k:O,...,q
0=mn- 03, k>q
also ©(z) = n(z) = ¢(2) -1¥(z), |z| < 1. Da ¢ und © keine gemeinsame Nullstelle haben und

[¥(2)] < oo fiir |z] < 1 folgt ¢(2) # 0 fiir |2] < 1.
O

5.8 Bemerkung  (i). Falls (X})scz ein ARMA(p, ¢)-Prozess ist, sodass ¢ und © gemeinsame Null-
stellen haben, so gibt es zwei Moglichkeiten:

(1) keine gemeiname Nullstelle liegt auf dem Einheitskreis: (X¢ )¢z ist eindeutige stationire
Losung der ARMA-Gleichung mit Polynomen ¢, © ohne gemeinsame Nullstelle wobei
¢ und O aus ¢ und O durch Kiirzen der gemeinsamen Faktoren entstehen.

(2) mindestens eine der gemeinsamen Nullstellen liegt auf dem Einheitskreis: Dann kann
Gleichung (5.1) mehr als eine schwach stationire Losung haben.
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(ii). Falls ¢(2) # 0 fiir |2| < 1, dann ist
thz¢j’Zt—ja teZ
=0

mit ¥(z) = 2((;) aus Satz 5.7 die eindeutige schwach stationdre Losung der ARMA-Gleichung

(5.2), denn: Fiir die Losung muss gelten ¢(B)X; = ¢(B)¢(B)Z; = O(B) Z;.

(iii). Falls ¢ und © keine gemeinsame Nullstelle haben und ¢(z) = 0 fiir ein z € C mit |z| = 1, dann
hat (5.2) keine stationéire Losung. Beweis zum Beispiel in Kreiss-Neuhaus.

5.9 Definition Ein ARMA(p, q)-Prozess, definiert durch
#»(B)X, =0(B)Z,, teZ
heiBt invertierbar, falls es eine Folge (7)) en, gibt, sodass ¥ e, |7;] < oo und
Zt:iwj-Xt,j7 teZ
§=0
5.10 Satz

Sei (X¢)tez ein ARMA(p, q)-Prozess, sodass die charakteristischen Polynome ¢ und © keine ge-
meinsame Nullstelle haben. Dann sind dquivalent:

(). (Xt)tez ist invertierbar.
(ii). Fiir alle z € C mit |2| < 1 gilt ©(2) # 0.

In jedem dieser Félle ist

Zt = Z Uy Xt—j
§=0
fiir )
m(z)=) mj-2 =
j;) ’ O(z)
Beweis: Wie Satz 5.7. Siehe auch Brockwell-Davis, Theorem 3.1.2 O

5.11 Beispiel Sei (X;)iz der ARMA(1, 1)-Prozess definiert durch
1
Xt - *Xt—l = Zt + §Zt_1,t e
2 5
wo Z ~ WN(0,0?). Die charakteristischen Polynome sind gegeben durch

qb(z):l—éz @(z):1+gz

Nullstelle von ¢ ist z = 2 (auflerhalb des Einheitskreises) und von © ist z = —% (innerhalb des

Einheitskreises). Offenbar besitzen also ¢ und © keine gemeinsame Nullstelle und ist kausal nach
Satz 5.7, aber nicht invertierbar nach Satz 5.10. Bestimme v;, sodassX; = Z;‘Zo (TRYAS S

P(2) - ¢(2) = O(2)
1\ & e 6
@(1—22);)%--2 —1+gz
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Koeffizientenvergleich liefert

Yo =1
1 6 17
1/11—57/10—531/11—*20
1 1 171
- = :0:} = — = — —
() 2¢1 () 2¢1 503
1 1 17 1
- — =0= = — = — —
s = 52 Ys=5v2= 505
Folglich
X —Z+17w(1)j_1Z i teZ
v =2 20]2:0 5 s

Der folgende Satz zeigt, dass ARMA-Prozesse auch unter schwécheren Bedingungen als in Satz 5.7
linear sind.

5.12 Satz

Falls ¢(z) # 0 fiir alle z € C, |2| = 1, so hat die ARMA-Gleichung ¢(B)X; = ©(B)Z;, t € Z, die
eindeutige schwach stationére Losung

Xo= 2 v Zij, teZ (5.3)
JEZ

wobei die Koeffizienten (9;)nez bestimmt sind durch

O(z) i
o) j;% (5.4)

und die Reihe konvergiert absolut fiir 7! < |z| < fiir ein 7 > 1.

Beweis: (i). (X)tez definiert in (5.3) ist eine schwach stationdre Losung von (5.2): Nach Lemma
2.13 ist (X} )tez schwach stationdr. Wendet man ¢(B) auf (5.3) an, folgt zudem

¢(B) X = ©(B)y(B)Z: = ©(B)Z:

(ii). Eindeutigkeit: Sei (X¢)tez eine beliebige Losung von (5.2). Da ¢(z) # 0 fiir alle |z| =1 und ¢
holomorph ist, existiert ein d > 1 sodass die Laurent-Reihe

MG =(2) = p(2) 7

JeZ
fiir 67! <|2| < & absolut konvergiert. Wende nun ((B) auf (5.2) an, dann folgt

((B)$(B)X; = ((B)O(B)Z;
< X, =(B)Z,

d.h. X hat die Form (5.3). Die absolute Konvergenz der Reihe (5.4) folgt schlielich wiederum
aus der Funktionentheorie.
O

5.3 Zwei weitere wichtige Strukturresultate

Nach Satz 5.12 haben ARMA (p, ¢)-Prozesse unter sehr einfachen Bedingung eine Darstellung als
lineares Modell X; = ¥ ..79; - Z;_;, unter Kausalitéit sogar als einseitige MA (oo)-Prozess.

Man kann MA-Prozesse auch iiber die Autokovarianzfunktion charakterisieren:
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5.13 Proposition

Sei (X¢)tez ein schwach stationédrer Prozess mit Erwartungswert 0 und Autokovarianzfunktion =,
sodass y(h) = 0 fiir |h| > ¢ und v(q) # 0. Dann ist (X;)z ~ MA(q), d.h. es existieren o2 > 0,
(Zt)tez, ~ WN(0,0?) sowie O1,...,0,, O, # 0, sodass

q
Xt= Z@th_j7 teZ
j=0

Beweis: Definiere fiir ¢ € Z den Unterraum

M, :=span(Xs;Z>s<t)
des Hilbertraums L? (Unterraum der quadratintegrierbaren Zufallsvariablen). Setze
Zt = Xt - PMt—l Xt (55)

wobei Py, , die Projektion auf M;_; bezeichnet. Dann gilt Z; € My, Z; € M}, (Orthogonalraum).
Falls also s <t, so gilt Z; € My € M;_1 und damit

E(Zg N Zt) = 0
Zudem gilt

P

span(Xs;s=t-n,...,

L2
t—l)Xt g PMt_lXtv n — oo

(denn: Die Projektion entspricht der bedingten Erwartung, damit folgt die Behauptung aus Lévy’s
Konvergenzsatz, vgl. Wahrscheinlichkeitstheorie.) sodass aus Stetigkeit der L?>-Norm und Statio-
naritéit von X folgt,

E(Z}1) = | Xe+1 = Pas, X |2

- 1i 2
- 1}1—{20 [ Xt = Pspan(Xs;s=t+1—n,,..,t)Xt+1 !
- 1; 2

- r}l—{rolo HXt - PSpan(XS;s:t—n,...,t—l)XtH

= I1Xe = Pory Xl = E(Z7)

Definiere o2 := | Z;||?, dann folgt also Z; ~ WN(0,0?). Nach (5.5) folgt

M1 =span(X,, Z;1;s <t —1) =span(Xs, Z_q, ..., Zi-1;5 <t —q)

also kann M;_; in zwei orthogonale Unterrdume zerlegt werden:

M1 =My ®@span(Zy_1,...,Zs—q)
Da 7y(h) = E(X; - Xy4p) = 0 fiir |h| > ¢ gilt X, 1M, o1 und damit

’PMt’l Xy = ’PMt’q’lXt + Pspan(zt—lv---yzt—q)

q
=0+0 % Y E(Zpj Xt) Zs-j

j=1
(da 07'Z;_; orthonormal), d.h.
q
PuXe=).0;-Z (5.6)
j=1

wobei O := 072 -E(Z;_; - X;). Beachte, dass ©; unabhéngig von ¢ auf Grund der Stationaritit von
t. Einsetzen von (5.6) in (5.5) liefert die Behauptung. O

5.14 Definition Ein stochastischer Prozess (V; )iz heifit vorhersagbar (oder deterministisch), wenn
Vi e M;_; fiir alle t € Z.
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5.15 Beispiel Betrachte den Prozess
X;=A-cos(A-t)+ B-sin(A-t), teZ
mit A € (0,7) konstant und A, B unkorreliert mit EA=EB =0, VA = VB = ¢2. Dann gilt
X =2cos(N\) - X1 — Xio
also Xy € My_q, d.h. (X;)iez vorhersagbar.
5.16 Satz (Wold-Zerlegung)

Jeder nicht-deterministische schwach stationére Prozess (Xi)iez mit EX; = 0 und VX, = 02 < oo
hat eine Darstellung der Form

Xe=N; - Zj+ Vi, tel (5.7)
3=0

wobei
(i). %o =1und Y32, ¢]2 <00
(ii). (Zt)sez ~ WN(0,0%)
(iil). Z; € My == span(X,;s<t) fir alle t € Z
(v). Vi e My_4 fiir alle t € Z

(vi

).
).
(iv). E(Z;- V) =0 fiir alle s,t € Z.
).
). Viespan(Vy;s<t-1)

Die Folge () jeng, (Zt)tez und (V;)iez sind eindeutig bestimmt durch (5.7) und (i)-(vi).

Beweis: Mittels Hilbertraumtheorie, z.B. Brockwell-Davis Theorem 5.7.1 O
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Spektraldarstellung einer schwach stationaren
Zeitreihe

Stochastisches Analogon zur Fourierdarstellung von determinstischen Funktionen.

6.1 Spektraldarstellung der Autokovarianzfunktion

Im Folgenden sei (X3 ):ez ein schwach stationérer Prozess mit Werten in C.

6.1 Definition Die Zeitreihe in C ist schwach stationr, falls X; € L?, EX; = g und E(X;,p - X;)
unabhéngig von ¢ ist. Fiir eine schwach stationére Zeitreihe in C definiert man die Autokovarianz-

funktion o o
Y(h) = E(Xpn - Xt) - EXpyp - EXy, teZ

Diese erfiillt
(i). v(0) =0
(ii). |y(h)| <~(0) fur heZ
(iii). y(h) = y(=h), d.h. 7 ist hermitesch.
Es gilt das folgende Analogon zu Satz 4.3:
6.2 Satz
Es sei v : Z — C eine Funktion. Dann sind &dquivalent:
(1). ~y ist Autokovarianzfunktion eines (komplexwertigen) schwach stationéren Prozesses.

(ii). «y ist hermitesch und nicht-negativ definit, d.h.

n
z ai-fy(ti—tj)-aj >0
ij=1

fir alle neN, ay,...,a, €C, t1,...,t, € Z.

6.3 Beispiel Sei —-m<\; <...<7wund

Xe= Y A\ €™, tel
j=1

wobei (A();)) unkorrelierte zuféllige Koeffizienten in C mit EA(A;) = 0 und E(A(X;) - A(N))) =

0]2 < 00. Behauptung: (X )¢z ist schwach stationir.

Beweis: Aus EA(\;) =0, j=1,...,n, folgt offenbar

EX, =Y e'MPE(A();)) = 0.
j=1
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Weiterhin gilt wegen der Unkorreliertheit der Koeffizienten

n n

- n
E(Xen - Xr) = P Nt A R(AM) - AQY) = Y e o =
j=1

g2
ijaj

Weiter gilt
y(h) =" JJZ et = f( ] e "M dF(N)
j=1 —T, T

fiir F(A) := Xjix, < o?-. F heifit Spektralverteilungsfunktion von X. Eigenschaften von F:
(i
(i)

). Triger ist Teilmenge von (-7, 00)
)

(ili). F(m) = F(o0) =Y} 07 =~(0), also insbesondere i.A. F(r) # 1.
)
)

F hat Atome Aq,...,\,.

(iv).

F(A) - F(A-) = VAQ)
(V). F(A) =Ty, EJAN)P

6.4 Satz (Herglotz)

~:Z — C ist nicht-negativ definit genau dann wenn

() = f( MR, e (6.1)

wobei F eine rechtsstetige, monoton wachsende, beschrinkte Funktion auf [, 7] ist mit F/(-7) =0
(d.h. F ist eine nicht-normierte Verteilungsfunktion). Die Funktion F' heifit Spektralverteilungs-
funktion. Falls F' eine Lebesguedichte f besitzt, so heifit f Spektraldichte von ~.

Beweis: o ,<=“Fira=(ay,...,an)" €C” t=(t1,...,tn)" €Z" gilt

Z ar Yty —ts) a5 = [ Z -y - elA~(tr—tS)dF(A)

r,s=1 71'7r]7"51

:f( ](Zar e ) Za ~er Mt dF(X)
2

_ L Aty

J > e

dF()) >
r=1
Zudem gilt fiir v in (6.1) offensichtlich v(h) = v(=h), d.h. v ist hermitesch.

e = Definiere fiir N e N,

1 N
IO = 5 z M (r - 5) -
e S (N =|m])-y(m)-e™* >0
27 N <N

da « nicht-negativ definit. Sei Fiy die zugehorige Verteilungsfunktion zur Dichte f,, - 1(_x 1.
Dann gilt

0 A< -m

F,(\) = j_ér InW)dv Xe(-m 7]
Fy(m) A>T
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Fiir h e Z,|h| < N gilt
f( e MAEN () = f( e () A

1 Iml) [ o (h=m)-A
=— 1-—1]-v(m)- e A
e 2 () o0 L
277'5}1,711
h
_ (1 _ |N|) A(h) (6.2

Weiterhin
Fn(m) = [ dFv(3)=1(0) <oo

(selbe Rechnung mit ~ = 0). Nach dem Auswahlsatz von Helly gibt es eine Teilfolge (Fi, )
von (Fy ) und eine Verteilungsfunktion F, sodass fiir alle beschréinkten stetigen Funktionen

g gilt:
lim [ g@)dFn, ()= [ o)dr()

(Alternativ: Argumentiere mit Stetigkeitssatz von Lévy.) Setze g(v) := ¥, dann
khm ( ]ezh-u dFNk(V) - ‘/( ]ezh-de(V) (652) ’}/(h)
6.5 Korollar
~:Z — C ist Autokovarianfunktion eines schwach stationiiren Prozesses (X;)iez genau dann wenn
v(h) = f( ] " AF(v),  hel

wobei F' eine rechtsstetige, monoton wachsende, beschrinkte Funktion auf [-, 7] mit F(-7) = 0.

6.6 Proposition

F ist auf [-7, 7] eindeutig bestimmt durch ~.

Beweis: Seien F' und G zwei Verteilungsfunktionen, sodass die Darstellung (6.1) gilt. Nach dem
Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen folgt F' = G. O

Der folgende Satz ist hilfreich zur Bestimmung der Spektralverteilungsfunktion F' in vielen Féllen.
6.7 Satz
Sei k : Z — C eine Funktion mit Y,z |(n)| < co. Dann hat & die Darstellung
k(h) = [: M FW)dy,  heZ
mit 1
F0) = 5 T e ()

Beweis: Es gilt

f 6zh-u f(l/) dy = 2i [ Z et (h-n)v IQ(TL) dv
- ™ ™

7r " neZ
1 e
_ Z H(n) X f e (h-n)wv dv
27 nez -
—_—
27‘(5;1177,
= k(h)
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fiir h € Z. Im zweiten Schritt ist dominierte Konvergenz anwendbar da

> et (v e(n)| < > k(n)] < oo O

neZ neZ
6.8 Korollar
Sei 7 : Z — C eine Funktion mit 3,7 |v(h)| < co. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(). v ist eine Autokovarianzfunktion eines schwach stationiren Prozesses.
(ii). Es gilt
f\) = % St y(n) 20, Me(-m, 7]

nez

In diesem Fall ist f die Spektraldichte von ~.

Beweis: e (i) = (ii): Nach Satz 6.2 ist v nicht-negativ definit. Damit insbesondere
1 N A A
0 IvN =g [ e Atr s e

_1 D (1_|M).e—zM~A.7(m)

o I[N N
N"OO
- f(A)

Nach Satz 6.7 gilt
~(h) = f M FW)dy,  hel
d.h. f ist die Spektraldichte von 7 (vgl. Satz 6.4).

o (ii) = (i): Aus Ypez [v(R)] < oo folgt aus Satz 6.7, dass

~v(h) :fﬂelh'”dF(y), heZ

mit F' wie in Korollar 6.5. Aus Korollar 6.5 folgt somit die Behauptung.

6.9 Beispiel Sei (Z;)sz ~ WN(0,0?). Dann gilt

o? =
v(h)={ h=0

0 sonst

Aus Korollar 6.8 folgt dann fz(\) = %, fiir A € (-7, 7]. Jede Frequenz tréigt in gleichem MafB zur
Varianz

e [er(A)dA
bei.

6.10 Proposition

f:[-7, 7] = R ist die Spektraldichte eines reellwertigen schwach stationéiren Prozesses genau dann
wenn f symmetrisch, f >0 und f € L*((-7,)).

Beweis: Ubung. O
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6.2 Das Spektrum von ARMA-Prozessen

6.11 Satz

Es sei (Y7)¢ez ein schwach stationirer Prozess mit EY; = 0 und Spektralverteilungsfunktion Fy .
Definiere
Xt::Zd)j')/t—j; teZ
JEZ

wobei ¥ ez |1 < 0. Dann ist (X¢)sez schwach stationdr mit Spektral-Verteilungsfunktion

ICR dFy (v)

D e

JEZ

fir -m<A<m.

Beweis: Nach Proposition 5.3 ist (X} ):ez schwach stationdr mit Erwartungswert 0 und Autokova-
rianzfunktion

Yx(R) =Y 3 0t yy (h=j+ k), heZ

jeZ kel
Nach Korollar 6.5 gilt
vy (h) = f( ]e”“’ dFy (v).

Damit folgt

’YX(h):ZZu)J%/ ]el(h*j#k)'udFy(V)

jel kel (=

:/ (ij-eZj.y)'(Z/(pk'eZk.V)elh.dey(V)
(=mm] \jez keZ

2
:/ ethv. ijwe_”” dFy (v)
(=m,7] jeZ
:/( e AR (v) 0

6.12 Bemerkung Falls (Y;)cz eine Spektraldichte fy besitzt, dann besitzt (X;)iez nach Gleichung
(6.11) ebenfalls eine Spektraldichte fx,

Fx(A) =207 fyr (V)

JEZ

=p(le= )

Die Funktion A = ¢(e**), X € (=7, 7], heiit Transferfunktion und |¢)(e™**)> quadratierte Trans-
ferfunktion (power transfer function).

6.13 Satz
Sei (X¢)tez ein ARMA(p, ¢)-Prozess, der die ARMA-Gleichung
¢(B)Xy=0(B)Zi, teZ

erfiillt, mit (Z;)sez ~ WN(0,0%), sodass die charakteristischen Polynome ¢ und © keine gemein-
same Nullstelle besitzen. Zudem gelte ¢(z) # 0 fiir |2| = 1. Dann hat (X;)z die Spektraldichte

2

i , Ae[-m,7]. (6.3)

~ @(e—zz\)
S or

B =5 fote)
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Beweis: Die ARMA-Gleichung hat nach Satz 5.12 eine eindeutige schwach stationédre Losung

Xt:Z¢j'Zt—j7 teZ
JEZ

wobei ¥,z [1)j| < co. Nach Beispiel 6.9 hat (Z;)tez die Spektraldichte fz(\) = % Setzt man
U := ¢(B)X: = ©(B)Z;, dann folgt nach Bemerkung 6.12

FN) = 6D~ F(3) = 0P - T2

Da ¢(e™*?) # 0 fiir alle A folgt (6.3). O

6.14 Beispiel  (i). MA(1):
Xt = Zt + QZt,1

mit Z ~ WN(0,0%). Dann
o2 o2
Fx(N) =2 18(e NP = JZ[L+ e
2m 2m

o2 o2
= Z(1+0e7) - (1+60-eM)=Z-(1+67+6- (¢ +e7))
2w 2
2
= U—Z~(1+92+29-cos)\)
2w
fiir A e [-m,7].

(ii). AR(1):
Xi-9Xy1=2;

mit Z ~ WN(0,0%). Wie in (i) erhilt man

o2 o2
fx(N)==Z . 1-¢-e =2 . (1+¢*-2¢p-cos\)™*
2m 2m

6.3 Die Spektraldarstellung eines schwach stationdren Prozesses

Ziel:
X = f( ]6”'” dZ(v)

wobei (Z(v))ye(-x,x] ein stochastischer Prozess mit orthogonalen Zuwéchsen.

6.15 Definition (Z(\))x¢(—r,x] sei ein stochastischer Prozess mit Werten in C, sodass E(Z())) =
0=(Z()\),1) und

(). [Z)|?=(Z(N), Z(N)) =E|Z(N)]? < oo fiir alle X € (-7, 7].
(ii). (Z(M\1) = Z(A3),Z(A2) = Z(M1))=0fiiralle -m < A; <...< Mg <.

Dann heif8t (Z()))xe(-r,x] Prozess mit orthogonalen Zuwéchsen. (Z(\))xe(-r,] heiBit rechtsseitig
stetig (in L?), wenn
lim | Z(A+6) - Z(M)[* =0

fir alle A e (-7, 7].
In der Folge betrachten wir nur Prozesse mit orthogonalen Zuw#chsen, die rechtsseitig stetig sind.
6.16 Proposition

Sei (Z(X))ae[-r,n] €in Prozess mit orthogonalen Zuwéchsen. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Verteilungsfunktion F' (monoton wachsend, rechtsstetig, nicht unbedingt normiert), sodass
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e F(A)=0fir A\<—mund F(\) =F(x) fir A>7

e Es gilt
F(p)=F(\) = Z(p) - ZW)[?, -wr<A<p<n

Beweis: Setze
F(p)=2(w) - 2(-m)|?, -m<p<m
dann hat F' die gewiinschten Eigenschaften:
e Monotonie: Sei -7 < pu < o < 7. Dann gilt wegen der orthogonalen Zuw#chse
F(p)=1Z2(n) - Z(-m)|* = |1 Z(n) - Z(X) + Z(X) = Z(-m)|?
=1Z(n) = Z P +1Z2(N) = Z(-m)|* = F(A)

R —
>0

e F rechtsstetig, da (Z(\))e[-x,x] Techtsstetig ist.
o Es gilt
FA)=F(p)=Z(n) - Z2(N)|?
nach obiger Rechnung.
O

6.17 Definition Sei (Z(\))xe[-r,»] €in Prozess mit orthogonalen Zuwichsen wie in Proposition
6.16. Dann heifit F' die zu Z assoziierte Verteilungsfunktion.

6.18 Beispiel  (i). B = (B(\))xe[-n,x] sei eine Brownian motion mit EB(\) =0, VB(A) = %()\ +
7). B ist ein Prozess mit orthogonalen Zuwéchsen und

0 A< -7
F(\) = g()\ +7) Ae[-m 7]
o? A>T

denn

BN = B(=m)[* = [ BV = VB(})

(if). N = (N(t))ts0 sei ein Poisson-Prozess mit Intensitidt ¢. Dann definiert Z(\) := N(A +7) —
EN(A+7), -7 < A < 7, einen Prozess mit orthogonalen Zuwéchsen mit assoziierter Vertei-

lungsfunktion
0 AL -7
FA)=<c-(A+m) -m<A<w
21 ¢ A>T

Beachte: Fiir ¢ = % haben B und Z die gleiche assoziierte Verteilungsfunktion.

6.3.1 Integration bzgl. eines Prozesses mit orthogonalen Zuwéachsen

Sei (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Z (X)) xe[-r,~] €in Prozess mit orthogonalen Zuwéchsen

auf (2, F,P). F bezeichne die zu Z assoziierte Verteilungsfunktion. Weiterhin sei

L2(F) = L*((—m,7]: B, F) = {f : (=7, 7] > C: f F )2 dF(v) < oo}.
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(i). 1. Schritt: Definiere Integral fiir Treppenfunktionen. Es sei

D:= {fELZ(F),f(A) = zn:fl 1()\i7/\“1](>\);—7T: )\0 <...< >\n+1 :7T,fi E(C}
i=0

Fiir f € D definiere das Integral I : D —» L?(Q, F,P) durch

1) = [ J0dZ0) = 3 f(Z0w) - 200)

Eigenschaften:

e I(f) ist wohldefiniert, d.h. unabhingig von der gewéhlten Darstellung fiir f.
e EI(f)=0
e [ ist linear.

e [ erhilt Skalarprodukte: Seien f, g € D mit

FO) =S nfi Ty (V) I =30 Toan (V)
=0

=0

fiir geeignete Partitionen —m = A\g < ... < Ap41 = 7. Dann gilt
(I(f), 1(9) = (D fi- (Z(Nis1) = Z(N)), Zgg (Z(Aj+1) = Z(A))))
=0 7=0
Z

POZ

M:

0 (Z2(Nin1) = Z2(X0), Z(Ajin) = Z(X))

@

0j

fi Gi 1Z(Nia) = Z(O))1?

'MS

0

fioGi- (F(Niv1) = F(Ni))

K2

M=

I
(e}

K3

= ](‘_W,Tr] f(w) -MdF(l/) =(f,9) 2(m)

d.h. D und L?(Q,F,P) haben die gleiche Geometrie.

(ii). 2.Schritt: Erweitere I zu einem Isomorphismus von L?(F) in einen Unterraum von L?(Q, F,P).

SchlieBe D ab in L%(F):

D={feL*(F);3(fa)nen SD: | fu = flz2cr) = 0}
Zeige:
(1) I(f,) konvergiert in L?(Q, A, P).

(2) Der Grenzwert ist unabhéngig von der gewiihlten approximierenden Folge ( £y )nen-

(3) I hat auf D Integraleigenschaften, d.h. I ist linear, EI(f) = 0 und Skalarprodukte bleiben
erhalten.

(4) D= LQ(F).
Dazu:

1) Sei (frn)neny Folge in D mit || f, — f|r2(F) = 0. Dann gilt
(F)

IT(fn) = I(fm) 2y = I (fr = fm) 2@y = 1 fn = frnllz2(py = O

d.h. (I(fn))nen ist eine Cauchy-Folge in L?(PP), also konvergent.
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(2) Seien (fn)nens (gn)neny Folgen in D, sodass |fn, — f| — 0 und |g, — f| — 0. Dann
konvergiert auch die Folge (f1,91, f2,92,-..) in L?(F) gegen f und damit konvergiert
(nach (1)) auch (I(f1),1(g1),1(f2),1(g2),...). Dies kann nur gelten, falls die Teilfolgen
(I(fn))nen und (I(gn))nen denselben L?(P)-Grenzwert besitzen.

(3) Folgt direkt aus den entsprechenden Eigenschaften auf D.

(4) a. D ist dicht (im L?(F)-Sinn) in C([-7,7]):
Sei f e C([-m,n]). Dann ist f gleichmiifig stetig. Fiir n € N wihle Partition —m <
to <...<tn(n)+1 <, sodass

sup  |f(s) - F(tean)| < % k=0,....N(n),

s€[tr,trs1

und setze f, := Zg:(on) J(tee1) - Lt t,,,]- Dann gilt
5 1
sup [ fn(s) = f(s)]" < —
se(—m,m] n

und somit

n—oo

1
oo V) = PP AF(s) < 5 () "5 0
b. C([-m,=]) ist dicht in L?(F):
Sei f € L*(F). Angenommen, es gibt keine Folge (fy,)neny € C([-7,7]) mit f, — f
in [2(F), also f ¢ C’([—w,w])L (F). Es bezeichne Pf die Orthogonalprojektion von

f auf C([—mw])L (F). Dann folgt

(Pf.e")r2ry = (fr e ) 2oy
fir alle t € R, also

f(-m] e Pf(x)dF () = f(_m] et f(x) dF (x)

dh. P f F_ f F (Fourier-Transformation bzgl. F'). Aus der Eindeutigkeit der Fourier-
Transformation folgt Pf = f p-fast iiberall wobei u Mafl zur Verteilungsfunktion
F.Da PfeC([-m, 7)) folgt feC([-m,7]). Widerspruch!

6.19 Definition Das so definierte Integral I(f) heifit stochastisches Integral von f bzgl. (Z(X)).
Wir schreiben
10)= [ f)dze)

Ziel: Zeige, dass fiir jeden schwach stationiiren Prozess (X;)¢z mit Spektralverteilungsfunktion F'
ein Prozess mit orthogonalen Inkrementen (Z(\))xe[-r ] existiert, sodass

Xt:/( Az, ez

Zunichst: Umgekehrt: Sei (Z(A))xe[-r,x] €in Prozess mit orthogonalen Zuwichsen. Setze f;()\) =
e'* und
X, = I(f)) = f( ]e”"\dZ()\), teZ

Dann ist X; € L?(IP) und (X;)sez ist schwach stationir, denn

o EX, =EI(f)=0.
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e Da I Skalarprodukte erhilt, gilt
IE()(Hh Yt) = (Xt+h; Xt) = <I(ft+h)a I(ft))
— <ft+h; ft) _ f et (t+h)v | e—zt.u dF(l/)

(=m,7]
= fe”w dF(v)
d.h. unabhéngig von ¢.
Methode zur Bestimmung von (Z())) aus X: Definiere Isometrie zwischen
# :=span(X,;t € Z) € L*(P) K := span(et?;t € Z) = L*(F)
Welche Zufallsvariable im ,,Zeitbereich* mit Funktionen im ,, Frequenzbereich* verbindet.

(i). Endliche Linearkombinationen:

H :=span(X;t € Z) :{ a;- X¢;;neN,a; € Cst; EZ}

J

K :=span(e'";t e Z) = { be-€":neN, b, eC,ty e Z}

k=1

Definiere T': H — K durch

T(zn: a; .th) = Zn:aj ,eztj.
j=1 j=1

d.h. insbesondere T'(X;) = e*". Zeige: T ist wohldefiniert, linear und erhélt das Skalarprodukt,

d.h. insbesondere ist T eine Isometrie zwischen H und K.

Beweis: Wohldefiniert: Angenommen,

n m
Zaj'th—Zbk'th =0
7=1 k=1 L2(P)

dann gilt nach dem Satz von Herglotz

HT(Z aj 'th)—T(Z bk 'th)
j=1 k=1

B ‘/(_7"777] j=

Zaj«th - Zbk'th
J=1 k=1

2

L2(F)
2

dF(v)

m
Lty Lty
aj-e Z bi-e
1 k=1

2

- =0

Linearitét: Folgt aus der Definition und Wohldefiniertheit. Skalarprodukt:

<T(Z a; -th) ,T(Z i 'Xsk))m(F) =
j=1 k=1 ]

J

NIE
NIE

t.
aj-br-(e"7,e""*) 2

I
[
E

I
Ju

I
M=
NgE
2

k.]g ]el(tj—sk)q/dF(V)

<

Il
—
ik
—

aj by (X, Xsp)L2(p)

I
e
M=

<

Il
=
ko

Il

1

aj 'th, Z bk 'Xsk)LZ(]P’)
k=1

I

<
I
[
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(ii). Ausdehnen auf 7 und K: s. nichster Satz

6.20 Satz
Sei (X¢)¢ez ein schwach stationérer Prozess mit EX,; = 0 und Spektralverteilungsfunktion F.

(i). Dann existiert eine eindeutige Isometrie T : span{Xy;t € Z} — L?(F), sodass TX; = e** fiir
alle t € Z.

(ii). Definiere Z(A) := T (1(_x,\1(*)) fiir =7 < A < 7. Dann ist (Z(\)) ein Prozess mit orthogo-
nalen Zuwéchsen und die zu Z assoziierte Verteilungsfunktion ist gerade F'.

Beweis:  (i). Sei Y € H mit (Y;,)nen € H, sodass |V =Y, | = 0. Definiere

TY := L*(F) - lim TY,,.

Wohldefiniertheit und Isometrie-Eigenschaften folgen iiber Standardargumente (Cauchy-Folgen).

(ii). Nach a)ist Z(\) € span{X;;t € Z} ¢ L?(P) fiir A € (-7, 7] wohldefiniert (beachte: K = L*(F)).
Insbesondere gilt (Z(\), Z(\)) < oo, da Z(\) € L?(P). AuBerdem gibt es eine Folge (Y}, )nen S
span{Xy;t € Z} mit |Y,, - Z(\)|| = 0. Aus der Stetigkeit des Skalaproduktes folgt

E(Z(\) = (Z(A),1) = lim (Y, 1) = 0
daEX; =0. Fiir —-m < Ay € A2 < A3 <Ay < A gilt

(Z(M\1) = Z(X3), Z(A2) = Z(M1)) L2 (p)
=(TZ(M\) -TZ(A3),TZ(A2) = TZ(M))r2(r)
= (Las, ] Loannal)

) [(—71' ] 10\3’)\4](”) ’ 1(>\1,>\2](V) dF(V) =0.
Folglich ist (Z(\)) ein Prozess mit orthogonalen Zuwichsen. Analog erhilt man

(2= 2. 20 = Z) = [ 1) dF () = F() - F(v)

fir —m < p < A < w. Nach Proposition 6.16 ist F' die zu Z assoziierte Verteilungsfunktion.
Zudem folgt fiir A = p + ¢, dass

e—0

|Z(p+e) = Z(w)|* = F(u+e) = F(p) —0

da F rechtsstetig ist. Also ist Z rechtsstetig.

6.21 Satz (Spektraldarstellung eines schwach stationdren Prozesses)

Sei (X¢)tez ein schwach stationérer Prozess mit EX; = 0 und Spektralverteilungsfunktion F. Dann
existiert ein rechtsseitig stetiger Prozess mit orthogonalen Zuwiéchsen (Z(\))xe[r,], sodass

(). EZ(\) - Z(-m)2 = F(\), -m < A <7
(ii). Xi= [ dZ(v), te

Beweis: (Z(A))xe[-n,x] sei der Prozess definiert in Satz 6.20 und I : D = L*(F) — I(D) < L*(P)

sei die Isometrie
10)= [ f)aze)
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Falls f=Y0, fi- L(x; Miye]> dann
ICf) = fi (Z(Ais1) = Z(N) =T (f).
i=1
Da I und T~ ! Isometrie sind, bleibt diese Beziehung fiir f € D erhalten, d.h. I = T~!. Damit
X, =I(T(Xy))=1(e'") = f( ] e dF(v)

also gilt (ii). Aussage (i) folgt aus dem Beweis von Satz 6.20(ii). O

6.22 Bemerkung Falls (Y()\)) und (Z()\)) Prozesse mit orthogonalen Zuwichse sind fiir die die
Spektraldarstellung von (X3) gilt, so

P(VAe (-mm]: Y(A\) =Z(\) =1

d.h. die Prozesse sind ununterscheidbar.
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Schétzen von Erwartungswerten und
Autokovarianzfunktionen stationarer Prozessen

In diesem Kapitel bezeichne (X¢)tez ein schwach stationérer (reell-wertiger) Prozess mit EX; = p
und Autokovarianzfunktion ~.

7.1 Schéatzen von

Ein erwartungstreuer Schétzer fiir p ist

7.1 Satz

Es gilt
(i). Falls y(n) - 0 as n — oo, dann VX, = E[(X,, — #)?] = 0 as n — oo.
(ii). Falls 3e5[7(h)] < oo, dann gilt

n-VX, —= > ~(h)
heZ

Beweis: Es gilt

n-VX,=n- V(ii ) %iiCOV(Xi,Xj)
05 (1)< 3 o) (7.1)
|h|<n |h|<n

Damit:

(i). Falls y(n) - 0 gilt nach dem Satz von Cesaro, dass

lim — Z [y(h)] =2 lim ~ Z y(P)] =2 lim [y(n)[ =

|h\<n

also VX,, > 0 as n > oo.

(ii). Falls ¥ ez |v(h)] < oo gilt mit dominierter Konvergenz

lim n-VX, = lim > (1— |Z|)’y(h) = > ~(h) O

n—oo n—oo |h|<n heZ
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7.2 Bemerkung  (i). Falls ¥}, [v(h)| < oo gilt nach Korollar 6.8

lim n- VX, =Y y(h) =27 f(0)

n—>00 hEZ
wobei f die Spektraldichte von X ist.

(ii). Sei Xi = p+ X e Ze—j mit ¥ ;07 1h;] < 00, Z ~ WN(0,0%). Dann gilt ¥,z [7(h)| < oo nach
Proposition 5.3 und nach Bemerkung 6.12

JEZ

2
lim n-VX, = 27f(0) = o7 (Z%)

(iii). Falls y(n) - 0 as n — oo, also E[(X,, — #)?] - 0, dann insbesondere X, 5 p nach Markov-
Ungleichung.

Unter gewissen Bedingungen gilt ein central limit theorem fiir X ,:
7.3 Satz
Sei (X¢)¢ez ein linearer Prozess von der Form

Xt::u-{—Zd}j‘Zt—j? teZ
JeZ

mit Z; ~ [ID(0,0%) wobei Yjez sl < 00 und ¥ ez 95 # 0. Dann gilt

Xn—p

X, ~AN (,u,lv) < iN(O,l)
n

Ly

(AN: asymptotisch normalverteilt) wobei v = ¥, v(h) = 02 - (ZjeZ wj)z.

Fiir den Beweis benotigen wir einige Hilfsmittel:

7.4 Lemma

Es seien (X, )neny und (Y5, ;)nen,jen Folgen von Zufallsvektoren im R*, sodass
(i). Yy, > fiir n — oo

(ii). V; 5 fiir j — oo

(iii). lim; e limsup,, . P(| X, — Y, ;| >¢€) =0 fiir alle e >0

Dann gilt X, LY fiir n - oo.

Beweis: Es bezeichne ®x die charakteristische Funktion eines Zufallsvektors X. Es geniigt zu
zeigen, dass

lim (I>Xn(t) = @Y(t)
fiir alle t € R*. Mit der Dreiecks-Ungleichung folgt

|Px, (1) = @y ()] < [®x,, (1) = Py, ; ()] + [Py, ; () = Py; ()| +[Dy; (1) = Dy (1)) (7.2)
=: 11 + IQ + Ig

(i) und (ii) implizieren

T [y, (1) - By, (1)] = lim [0y, (1) - By (5)] =0
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wihrend aus (iii) folgt, dass

lim limsup @, () - By, ,(£)] = 0 ()

J7® nooo

Fiir jedes 0 > 0 konnen wir j so grof3 wihlen, dass I; + I3 < 6. Damit erhilt man

limsup [ By, () - Py (£)] < § >0

d.h. es gilt die Behauptung. Zu (*): Es gilt
|ezt-m _ ezt-y| _ |1 _ ezt-(yfz)| <5
falls |« - y| < e = €(§). Damit

E|ezt‘Xn _ ez tYn].

— ]E|1 _ elt(Yn,j*Xn)|
=E([1-e 0 Xy, ) +E (L= e O gy )
<O+ 2P(|Y, ;- Xp|>e) >0
0

7.5 Definition FEine strikt stationéire Folge (X,,)nez heiit m-abhiingig, wenn fiir alle n € Z die
Folgen (X;),<n und (X;);jsn+m+1 unabhingig sind.

7.6 Satz (CLT fiir m-abhingige strikt stationire Zeitreihen)

Sei (X¢)tez ein m-abhiingiger strinkt stationéirer Prozess mit EX; = 0 und Autokovarianzfunktion
7y < 00. Falls vy, = ¥ jpjem Y (R) # 0, s0 gilt

(). limysen- VX, 00,

(ii). Xn ~AN(0,%2), n— oo

Beweis:  (i). Nach (7.1) gilt

n-VX, = %n (1 - |Z|)7(h) = |hzs:m(1 - |Z|) -y(h)

50N (k) =vm

|h|lgm
fiir n > m. (Alternativ: Wende Lemma 7.1() an.)

(ii). Sei k €N, k > 2m. Definiere fiir 7 := | 2 |

1 kir:n 2kz—:m rlci:m
Ymk::i Xj+ Xj+...+ Xg
v\ 3 okl j=(r-1)k+1

Dann ist \/ﬁYn,k die Summe von r iid Zufallsvariablen. Jeder Summand hat den Erwartungs-
wert 0 und Varianz

Riemn = V(X1 4.+ Xppom) = 35 (k=m—=j]) - 7(5)

lil<m
Nach dem (klassischen) zentralen Grenzwertsatz gilt

m—>0oo

1
Yok - Yi, ~ N(O, ERk—m)
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R 3 (1025 0) 50y =20,

l<m

Damit folgt Yj 4y~ N(0,v,,) (2.B. nach Stetigkeitssatz von Lévy). Noch zu zeigen: Lemma
7.4(iii) gilt. Schreibe

1 1
VX, —Yor=—= > (Xjhomsr + -+ Xjp) +——=
ﬁjxl o L n

m Summanden n-kr+m=:k(n) Summanden

(er m+1 T . +Xn) .

Dann gilt

) L (- D i)

Offenbar ist R(m) unabhéngig von n und 0 < k(n) < k+m, d.h. Ry, ist beschrénkt (Schranke
unabhiingig von n). Damit folgt

limsup V(v/nX,, - Y, 1) = lim l-((l%J—1)-Rm+Rk(n))

n—oo n—oo

k— o0

*R +0——0

Nach Tschebysheff’s Ungleichung folgt Lemma 7.4(iii) und damit die Behauptung.
O

7.7 Beispiel (MA(q) mitiid Noise) Sei X; = ¥9_, ©;-Z;—; mit Z; ~ IID(0, 0?)und Q¢ =1, Y00, #0.
X, ist g-abhéngig und

Zv(y) o’ (]é )2

Jj=-q

XHNAN( 2(;)(9])2) > 00

Beweis von Satz 7.3. Definiere fiir m e N

Nach Satz 7.6:

Xt,m::,u+ Z ¢j'Zt—j7 teZ
Jj=—m

und L
Yn,m = Yn,m == Z Xt,m~
n =1

(X¢,m)¢ ist 2m-abhéngig und nach Satz 7.6 gilt

Vi(Xnm = 1) = V(Yom - 1t) %Ym ~N(0,02(§ wj) )

(0] = (ze)

Danit folgt ¥, “==> Y ~ N (0,0%(%;ez z/}j)Q). AuBerdem gilt

Weiter gilt

||M3

S|~

P

[7[>m

V(X n - Yom)) = n~V(
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und somit _
lim limsup V(v/n(X, - Y5m)) =0

n— oo

Folglich ist (nach Tschebyscheff) Bedingung 7.4(iii) erfiillt, d.h. \/n(X,, 1) % Y~N (O, o? (ZjeZ wj)Q)

nach Lemma 7.4. O

7.8 Bemerkung Falls (X;)sz ein GauB-Prozess ist, so ist X,, normalverteilt und nach Gleichung
(7.1)

VK, -~ Y (1-'2')-7@)

T hj<n

also /(X = 1) ~ N (0, Zjpjen (1= &) - 7(h)) fiir alle n e N,

7.2 Schatzen von v und g

Gegeben Beobachtungen X1, ..., X, einer rellwertigen stationéren Zeitreihe sind klassische Schétzer
fiir v und o

1 n—h o .
A(h) = = S (Xp = X)) (Xpn - Xn), O<hs<n-1
n

S(h) i ?(Ah),
o(h) 0)

7.9 Bemerkung  (i). 4(h) ist nicht erwartungstreu, jedoch asymptotisch erwartungstreu, d.h.

Jim B5(h) =(h)

0<h<n-1

(ii). Die Matrix Iy, := (5(i—j) )i jo1.....n ist nicht-negativ definit: Setze V; := X;,~ X, fir t = 1,...,n.

Dann
1n—h
'A}/(h):*ZYt‘YHh
n i3
und f‘n:%T-TT fiir
(0 ... 0 Y Y, O X2
T‘(o Y, Y, 0 .. o)eR

Fiir a e R™ gilt
1
a’ly-a=—(a"-T)-(a”-T)" 20
n

(iii). Beachte: Die Schitzung 4(h) wird ungenau fiir h nahe bei n. Z.B. h =n - 1 benutzt nur ein
Paar der Beobachtungen zum Schétzen: 4(n - 1) = V1Y,

7.10 Satz

Sei (X})tez ein schwach stationdrer Prozess der Form

Xt:#"'qu}j'zt—ja telZ
JEZ

mit Z ~IID(0,0%) wobei ¥ ;e [1);| < 00 und EZ} < 0. Dann gilt

o(h) ~ AN(o(h), %w), heN
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wobel

o(h) := (6(1),..., 6(h))"

und die Kovarianzmatrix w = (wij)iJ:l,,,,,h gegeben ist durch

wij = 3 (o(k+i)o(k +h) + ok~ i)o(k + j) + 20(i)0(j) o (k) (7.3)
keZ
=20(i)o(k)o(k +j) = 20(j) o(k) o(k +1)) (7.4)
Beweis: z.B. Brockwell & Davis, Theorem 7.2.1 [

7.11 Bemerkung  (i). (7.4) heifit Formel von Bartlett.

(ii). Es gilt
= g (o(k+i) + o(k i) = 20(i)o(k)) - (e(k + 7) + o(k = 5) - 20(j) o(k))

(iii). Aus Satz 7.10 und (ii) folgt
Vi(a(h) - o(n) > Y

wobei Y = (Y3,...,Y3,)T mit
Y, = Z (g(k+z +o(k-1)- QQ(Z)g(k))Nk, i=1,...,h
k=1
mit Nj ~ N(0,1) iid.

(iv). Satz 7.10 gilt auch unter leicht verdnderten Bedingungen (z.B. Z; ~ IID kann ersetzt werden
durch Z; ~ WN und EZP < o0); siehe Brockwell & Davis.

7.12 Beispiel  (i). Ist (X¢)sez ~ I1ID(0,0?), dann gilt o(h) =0 fiir h # 0. Formel von Bartlett:
{1 i=j
wl-j =
0 sonst

. d
Vn(o(h) = o(h)) > (Nu,...,Ny)"
mit N; ~ N(0,1) iid, d.h. §(1),...,9(h) ~ AN(0,1/n) und alle unabhingig.

Folglich

(ii). Fiir den kausalen AR(1)-Prozess
- ¢Xy 1 =24, teZ

mit Z ~ IID(0,02), |¢| < 1, gilt o(h) = ¢! und damit folgt aus Bartletts Formel

21: 21((257 ¢k)2 + io: ¢2k(¢72’ _ ¢Z)2
k=1 k=i+1
(1-0")(1+ ") (1 -6 - 2i¢™
(1+¢*)(1-¢*)"  fiir groBei.

bed
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Schatzen der Spektraldichte

8.1 Das Periodogramm

Sei (X¢)iez ein schwach stationdrer Prozess mit Autokovarianzfunction v und Spektraldichte f.
Weiterhin sei z = (z1,...,2,) € C" der Vektor der Beobachtungen. Vorstellung: z1,...,2, sind
Werte einer Zeitreihe mit Periode n. Definiere

F,, = {wk—¥ k=- lnT_lJ,...,ng}‘;(—ﬂ',ﬂ]

dann gilt |F,,| = n. F,, ist die Menge der Fourierfrequenzen zur Stichprobengrsfie n. Definiere weiter

n Vektoren
(e“’" €1nwk) k—_—l—lJ \‘—J
’ 2 ’ ’ 2

€ =

Sl-

8.1 Proposition

Die Vektoren (e)_zz1| 2| bilden eine Orthonormalbasis des C".

Beweis: Es gilt

]_ n ]_ n r ]. j: k
- zr(wj—wk) _ - 1 (wj—wg) _
e 76 - en(wj-w
per) = Z: n Z: (e ) {i e M eel(i__wk’;) i+ k
Nach Definition gilt e*™(“i=%*) = ¢227G=k) = 1 und somit folgt (ej,er) = djk. O
8.2 Korollar

Fiir jedes x € C™ gilt
15]
xT = Z aj-€j (81)
J

-3

wobel
n

a; = (:E eJ) \/—t ]

Tt - e—z tw;

Beweis: Offenbar gilt
8.1
(z,6j) = > arler.€;) = aj.
k
Zweite Behauptung folgt durch Einsetzen. O

8.3 Definition Die Folge (a;) j=—|252],....| 2| heiBt diskrete Fouriertransformation von z. Es gilt

Z ztw]
J

SI

41



8.4 Definition Fiir x € C" und die Fourierfrequenzen w; = 27” definiere

n 2

Z —ztwj

L (wy) —|a]| = |(z, e;)]

Die Funktion I,, heifft Periodogramm von zx.

8.5 Bemerkung (i) || = (z,z) = (2, %, a5¢;) = ¥;la;* = ¥, In(w;). Der Wert des Periodo-
gramms an der Stelle w; liefert ein Maf fiir den Beitrag zur Lange des Vektors x (Varianz).

(ii). Nach Korollar 6.8 gilt fiir einen schwach stationéren Prozess mit Autokovarianzfunktion ~
(mit 3, [v(h)| < o0), dass

) = Zv(h) e

T ez
fiir Ae (-m,7].
8.6 Proposition
Sei x e C", (-m,m]3w; = 2% # 0. Dann gilt
In(wy) = 35 Alk)e™ ™ (8.2)

|k|<n

wobei §(k) = + S (2en —m) (T — ), k>0, und m = Ly, @ und (k) = 5(k).

2 1 n n
I Z xte—ztwj Z i‘sezswj
n\i=1 s=1

1 i 1t2m L
= n.

Beweis: Nach Definition gilt

n

Z xte—Z tw;

1
In(wj) = g

Es gilt

M=
3@
|

T
=)

Wegen w; # 0 folgt also

n

ieztwj =0= Zezswj

t=1 j=1
Damit
I, (w;) = Z Z(mt -m)(Ts-m)e” v (t=s)w;
N1 s=1
= 3 Ak)e O
|k|<n

8.7 Bemerkung Falls m = 0 oder falls man 4 ersetzt durch 4(k) = & S @y T, so gilt (8.2) fiir
alle Fourierfrequenzen.

8.2 Das Periodogramm als Schatzfunktion fiir die Spektraldichte

Sei (X¢)ez ein reellwertiger schwach stationiirer Prozess mit Erwartungswert u, Autokovarianz-
funktion v, ¥ |v(k)| < co. Dann hat X nach Korollar 6.8 die Spektraldichte

flw)=— Z y(k)e <k, we (-mm].

T kez.
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f ist stetig, da die Reihe gleichm#fig konvergiert. Nach Definition 8.4 ist das Periodogramm von

(xlw"ux’n)

n 2

1 —tw;
- the 1tw;
n

In(wj) =

fiir die Fourierfrequenzen w; = 27r € (-, w]. Nach Proposition 8.6 gilt

2
if =n-[@af

I, (wj) = Z A(k)e ki, w;j #0 (8.3)

<

Nach dem Beweis von Proposition 8.6 kann Z, in 4(k) durch jede andere Konstante ersetzen
werden, z.B. durch p (falls bekannt), dann

nk
Inwj):”Z( ) Lt (5.0
k|<n t=1

fiir w; # 0. Vergleich mit Korollar 6.8: Ein natiirlicher Schétzer fiir f(w;) ist 5=1,(w;) fiir w; # 0.
Aber: Wollen f(w) fiir alle w € (-7, 7] schitzen.

8.8 Definition Das Periodogramm fiir beliebige w € [, 7] ist

Tn(wr) we (wk— T oW+ ] [0,7]
In(w) := {In(—w) o [l

I,, ist gerade und stimmt fiir die Fourierfrequenzen mit (8.3) iiberein. Fiir w € [0, 7] sei g(n,w)
das Vielfache von <&, das am Niichsten liegt (falls es zwei gibt, das Kleinere). Fiir w € [-7,0) sei
g(n,w) = g(n,-w) Dann gilt

In(w) = In(g(naw)) (85)

8.9 Proposition

Sei (X¢)tez ein schwach stationdrer Prozess mit EX; = p und Autokovarianzfunktion ~, sodass
Y|y (k)| < 0o. Dann gilt

(i). EL,(0) - nu? - 27 £(0) fiir n — oo.

(ii). Fiir w# 0 gilt EI,(w) - 27 f(w) fiir n — co.
Falls =0, dann EI,, - 27 f gleichmiiBig auf [-7, 7].
Beweis: (i). Es gilt

EI,(0) - n - p? ®3) . (IEY2 -p?)=n-VX,

T S (k) 2 27 £(0).

keZ

(ii). Sei w € (0,7]. Fiir n hinreichend grof gilt g(n,w) # 0. Mit (8.4) folgt

n—|k|
EL,(w) = ), (1 DE[(X: - ) - (Xpwr - )]).e—mgn(n,w)

|k|<n t=1
(k)
_ Z ( |k|) ) —zkg(n,w)
|k|<n
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Da «(k) absolut summierbar ist, folgt gleichméBig fiir A € (0, 7]
k m
5 (1= 1) 2 5 5@ =m0
[kl<n n keZ

Da weiter g(n,w) — w gleichmiiflig, n - oo, folgt aus der Stetigkeit von f, dass EI,(w) —
27 f(w). Fiir p =0 ist die obige Konvergenz gleichmiiflig auf [-7, 7], da f gleichmiBig stetig
auf [-m,7].

O

8.10 Lemma

Sei wj =27rL, d,5e{-[22],....[ 2]} \{0}.
(1). Yiq cos(w;t) = Yieg sin(w;t) =0

(ii).

. 0 i+j
Y cos(wjt) -cos(wit) =in i=j=2
t=1 .
5 1=j%*%
(i)
n 0 225
Y sin(w;t) -sin(wit) =40 i=j=12
t=1 .
3 1=7%3
(iv). Xio; cos(w;t) -sin(w;t) =0
8.11 Beispiel Definiere fiirj = 1,...,q:= | % |
2
ch = \/;(cos(wj) . cos(nwj))
2, . .
sf = \/;(sm(wj) ... sin(nw;))

Dann bilden
o fiirn gerade (60701’817'"76["7’1J78[”7’1J76["J)
e fiir n ungerade (60’C1,51’...7C[nT—1J,SlL—1J)

eine Basis des R™. Die Vektoren (c;, s;) j=1,...,| =52 | sind orthonormal und spannen einen Unterraum
des R™ auf.
Sei (X{)sez ein reellwertiger WN(0, 02)-Prozess und definiere fiir X = (X1,...,X,),j=1,...,q,

ap(wj) = \/;t_zn; X - cos(wjt)

2 n
Bn(wj) = - ; X -sin(w;it)
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Dann gilt Eav, (w;) =EB,(w;) =0 fiir j =1,...,q. Weiterhin gilt

2 n
EaZ(w;) = 502 > cos®(wjt) = o”
=1

(S ——
8.:102
2
=EB; (w))
2 4 & . 8.10
cov(an(wj),ﬁn(wi)):ga Zcos(wjt)sm(wit) =70
=1

= cov(an(w;), an(wi)) = cov(Bn(w;), Bn(w:))
fir4,j=1,...,q, 1 # j. Damit

In(wj) D:ef l iXte_thj
n i1
= l (z”: Xt . e‘”wj) (iXs 'Ezsw-j)
" \t=1 s=1
- % (t_zn; Xy (cos(w;t) - zsin(ant))) - (ile(cos(sz) + zsin(sz)))
= % l(Zj:Xt Cos(wjt)) + (zn:le .sin(sz)) ]

da sich die gemischten Terme zu 0 addieren. Damit
L, L o
In(wj) = §an(wj) + glgn(wj)

Speziell: Falls (X;)ez iid N(0,0?), dann sind o, (w;) und B, (w;), 5 =1,...,¢, iid N(0,0?). Durch

Nachrechnen folgt: I,,(w;), j =1,...,q, sind iid und exponentialverteilt mit Erwartungswert 0% =

27Tf(w]' ) .
8.12 Proposition

Sei (Zy)tez ~ IID(0,0?) reellwertig. I,,(w), w € [-m, 7], sei das in (8.5) definierte Periodogramm
von (Z1,...,2y).

(i). Fiir 0 < Ay < ... < A, < 7 konvergiert (I,(A1),..., I,(A\y))T fiir n — oo gegen einen Vektor
von iid Exp(c?)-verteilten Zufallsvariablen.

(ii). Falls E(Z{) =7 0" < oo und w; = 2%% € [0,7], so gilt

%(n -3)o* +201 w;e{0,7}

Ln-3)ot+o*  w;e(0,m)

VIn(LOj) :{
und cov (I, (w;), In(wi)) = = (n - 3)o* fiir w; # wy.

Beweis:  (i). Setze
an(wj) = \/gt:zn; Zy - cos(wjt)
2 & .
B (w;) = - ; Zy - sin(w;t)
und O‘n(/\) = a(g(n, )‘))7 ﬁn()‘) = ﬁ(g(n’ /\)) Da

I (Nj) = ;(ai(kj) + /32(/\1'))
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nach Beispiel 8.11, geniigt es zu zeigen

(an(/\l)a 671()‘1)7 s aan()‘m)wgn(/\m)) ~ AN(Oa 02E2m) (86)

wobei Es,, die 2m x 2m-Einheitsmatrix bezeichnet. Betrachte a,,()\) fiir A € (0,7). Fiir n
grof} gilt g(n,\) € (0,7). Verwende das CLT von Lindeberg fiir unabhéngige nicht identisch
verteilte Zufallsvariablen. Dazu: Checke Lindeberg-Bedingung. Sei € > 0, dann

1 n
- Y E (COS (9(n, M) Z2 1 cos(o(n, )\)t)Zt|>Eof}) ZE(Z Lz, 5e0vm})
t=1
= E(Z{1 2,0 my)
n—oo

Damit a,,(\) ~ AN(0,0%). 3, (\) ~ AN(0,0?) folgt analog. Sei 0 < A\; < ... <\, <. Fiir n

groB gilt g(n, A;) € (0,7) fiir j = 1,..., m. Da die Kovarianzmatrix von (o, (A1), Bn (A1), ..., @ (Am), Ba(
durch 0%FEy,, gegeben ist (da Z iid wie in Beispiel 8.11) folgt die gemeinsame Konvergenz

von (8.6) nach Satz von Cramer-Wold.

)

(ii). Nach Definition gilt

A zwj(t—s)

M=

>

s=1

In(wj) =

3\>—‘
-
il
-

Damit
]E(In(wj) In(wi))
:ﬁ;t;ugg (Zs2:Z,,2Z,) e k

2

'L(w]-erk)t 1 (wi—wj )t

E(

2
1

=—(n-3)c*+o* ( )
n

unter Benutzung von
7704 s=t=u=v
E(ZsZZuZy) ={0* s=tzu=v.

0 sonst

Mit EI,(w;) = + ¥, Z7 = 02 folgt

n 2
Z & (wj+wg)t (wp—wj)t

t=1

cov(n(w;), In(wk)) = %(77 -3)o* + % (

2)
wobel der letzte Klammerausdruck

on? wj=wp=0Vwj=wE=7

={n?+0 w;=w;e(0,m)

Vorlesung: “Zeitreihenanalyse” von Anita Behme, Technische Universitat Dresden, Wintersgémester 2013/14

0 wj * Wy

nach Lemma &8.10.

8.13 Bemerkung Proposition 8.12 kann auf lineare Prozesse der Form

Xe= 3 ¥ 2
j=—o0

46



mit Z; ~ 1ID(0,0%) und £32_, [1);] < oo erweitert werden: Nach Bemerkung 6.12 ist die Spektral-
dichte von X gegeben durch

2
- g -1
FxON) =l MPfz(N) = %W(@ ME.
Entsprechend zeigt man fiir das Periodogramm

Lo, x (wi) = [p(e7" )P Iz (wp) + R (wi)
mit max,, E(R,(wk)) - 0 fiir n > oo (Brockwell & Davis, Theorem 10.3.1). Damit ldsst sich
folgern, dass (falls f(\) >0 fiir alle A e (—m,7]) fiir 0< Ay <... <Ay <7 gilt
d
(Ln,x(A1)e ey In x (M) — (E1,...,Ep)

wobei (E;)i-1,....m unabhingige exponentialverteilte Zufallsgréfien mit EE; = 27 f(\;) (Brockwell
& Davis, Theorem 10.3.2).

8.14 Bemerkung Es folgt aus Propostion 8.12 und Bemerkung 8.13, dass das Periodogramm kein
konsistenter Schitzer fiir die Spektraldichte ist. (Varianz der Exponentialverteilung ist gleich dem
Erwartungswert.)

8.3 Das geglittete Periodogramm

8.15 Definition Definiere f,,(w = f,(g(n,w)) durch
s 1
fn(wj):i Z Wn(k)jn(wﬁk)

2 k|<m,

fir w; = 2% € (-, m] wobei (my)ney €N und (W, (+))nen eine Folge von Gewichtsfunktionen ist,
sodass

(i). mp = 0o und == - 0 fiir n - oo (z.B. m, =/n)
(ii). Wi (k) = W(=k) >0 fiir keN, neN
(). Tjpjern, W (k) = 1 fiir n e N
(iv). Zjjgm, Wi (k) = 0 fiir n - oo

Falls wj,y, ¢ [-7, 7], definiere I, (wj.x) iiber periodische Fortsetzung von I,, mit Periode 27. Ebenso
setze f(w) fir w ¢ [-m,w] periodisch fort. f,, heiit geglittetes Periodogramm (discrete spectral
average estimator).

Beachte: Fiir nahe beieinander liegende Frequenzen sind die fn(wj) korreliert, da auf dieselben
I (wjsk) zuriickgegriffen wird.

8.16 Satz

Sei X; = Y59 Zi-j mit (Z)eez ~ 1ID(0,02), EZ{ = o’ < 0o und ¥z [05]5]7 < oo. Ist f, das
geglédttete Periodogramm fiir die Spektraldichte f von (X )iz, so gilt fiir A,w € [0, 7]:

(i). limyoe Efn(w) = f(w), also asymptotisch erwartungstreu

(ii). Es gilt
-1 ) ) 2f%(w) w=Xe{0,7}
lim( > Wﬁ(j)) cov(fn(w), fn(A) = { f*(w)  w=Ae(0,m)

" i<
J15Mn 0 sonst
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Beweis (nur (i)). Es gilt

[Efa(w) = f(w)]

RS W) (o ET(g(n,w) + ) = F(g(nw) + o) + F(g(n,) + ) - 1)

|k|l<my,

Unter der Bedingung 8.15(i) gilt

max |g(n,w) +wy - w| —— 0
[kl<mp

da g(n,w) - w. Mit der Stetigkeit von f folgt fiir £ > 0 beliebig und n. grofl genug, sodass

max |f(g(ne,w) +wr) - f(w)) < .

[El<mn,

Nach Proposition 8.9 gilt weiter fiir grofie n (da EX; = 0)

1
max |—

[kl<mn QWEI"(g(n’w) +wg) = f(g(n,w) +wg)

<

N | ™M

Da ¥ j4j<m, Wa(k) = 1 nach Definition 8.15(iii) folgt insgesamt

Efu(@) - F@) < Y Walk)(|.. | +]...]) <e

|k|l<m,
fiir n gro genug. O

8.17 Bemerkung  Aus Satz 8.16(ii) folgt V f,, (w) —— 0. Da weiter Ef,, (w) - f(w) folgt fiir f,(w)
Konvergenz im quadratischen Mittel. Man kann sogar zeigen, dass f,(w) im quadratischen Mittel
gleichmdfig auf [-m, 7] gegen f(w) konvergiert, also

sup E|f,(w) - f(w)]> >0

—TTSWST

Daraus folgt insbesondere die stochastische Konvergenz, also die Konsistenz des Schétzers fn

8.18 Beispiel Eine iibliche Wahl der Gewichte ist

1
VVﬁ(k):: 5%2:17 |k|£7nn7
0, sonst.
Dann
1
VVQ k) =(2 n_+1 _
Ikl;z" H = )(2mn+1)2 2m, + 1
und somit

2f*(w), we{0,7},
Fw), we(o,m)

nach Satz 8.16. In der Praxis ist n fest, also m,, fest.

7%1_{20(27”71 + 1)an(w) = {

e m,, klein: Glittung gering, Varianz von fn grofi.

e m, groB: f, (w) héngt von weit entfernten Frequenzen (kann Erwartungstreue verfilschen),
Varianz von f, klein.

Man experimentiert daher mit m,, und den Gewichten.
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8.19 Bemerkung Obige Betrachtungen gelten fiir X mit Erwartungswert 0. In der Praxis eine
gegebene Zeitreihe Y daher erst auf Erwartungswert 0 reduzieren. Die Periodogramme von Y,
Y - und Y - i unterscheiden sich allein in ihrem Wert in 0. Um f(0) zu schiitzen wird daher der
Wert des Periodogramms in 0 ignoriert und stattdessen

fa0)= = (an)In(wl) 2% anﬂn(wm))

2 k=1

verwendet. Zudem wird in f,(w;), j # 0, jedes I,,(0) durch 27 f(0) ersetzt.
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Stichwortverzeichnis

m-abhingig, 40

ARMA-Gleichung, 17
Autokorrelationsfunktion, 13
Autokovarianzfunktion, 5

Backshiftoperator, 10
Bartlett, Formel von, 44

charakteristisches Polynom, 17
Differenzoperator, 10

Fourierfrequenz, 45
Fouriertransformation

diskret, 46
Herglotz, Satz von, 25

invertierbar, 19
Irrfahrt, 4

kausal, 17
log-return, 11
Moving average, 7, 14

orthogonal
Zuwachs, 30

Periodogramm, 46, 47
geglattet, 52
Prozess
ARCH-, 15
ARMA-, 17
autoregressiv, 14
binér, 4
Gauf}-, 6
linear, 16
Verzweigungs-, 4

Spektraldichte, 25
Spektralverteilungsfunktion, 25
stationér

schwach, 5, 24

strikt, 5

Transferfunktion, 29

Verteilungsfunktion
assoziiert, 31
vorhersagbar, 23

weifles Rauschen, 13
Wold-Zerlegung, 23

Zeitreihe, 3
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